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Частина I

Елементи лiнiйної алгебри
1 Матрицi та дiї над ними

1.1 Основнi означення.
Означення 1.1. Матрицею називається прямокутна таблиця m · n чисел,
що мiстить m рядкiв та n стовпцiв:

Am×n =


a11 a12 ... a1j ... a1n

a21 a22 ... a2j ... a2n

... ... ... ... ... ...
ai1 ai2 ... aij ... ain
... ... ... ... ... ...
am1 am2 ... amj ... amn

 .

Матрицi позначаються великими латинськими лiтерами: A, B, C,..., та
скорочено записуються наступним чином: Am×n =

(
aij

)m,n
i,j=1

, або Am×n =(
aij

)
i=1,m
j=1,n

. Числа aij, i = 1,m, j = 1, n, називаються елементами матрицi

A. Елемент aij знаходиться у i-му рядку та j-му стовпцi.

Приклад 1.1. Розглянемо матрицю A2×3 =

(
5 −6 0
1 2 −7

)
. Вона має 2 рядка

та 3 стовпцi. Елемент a21 = 1 знаходиться у другому рядку та першому
стовпцi.

Означення 1.2. Матриця називається нульовою, якщо всi її елементи до-
рiвнюють нулю. Позначається Om×n.

Приклад 1.2. Нульова матриця розмiру 3× 2: O3×2 =

0 0
0 0
0 0

 .

Означення 1.3. Матриця називається квадратною, якщо кiлькiсть стов-
пцiв цiєї матрицi дорiвнює кiлькостi її рядкiв, тобто m = n. Квадратну
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матрицю розмiру n× n називають матрицею порядку n та позначають An:

An =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

 .

Числа a11, a22, ..., ann утворюють головну дiагональ квадратної матрицi
An, а числа a1n, a2(n−1), ..., an1 утворюють побiчну дiагональ матрицi An.

Означення 1.4. Квадратна матриця називається дiагональною, якщо всi
її елементи окрiм елементiв головної дiагоналi дорiвнюють нулю.

Приклад 1.3. Дiагональна матриця третього порядку:

A3 =

6 0 0
0 −1, 2 0
0 0 π

 .

Означення 1.5. Дiагональна матриця називається одиничною, якщо всi
елементи головної дiагоналi цiєї матрицi дорiвнюють одиницi.

Одиничнi матрицi позначають лiтерами E або I.
Приклад 1.4. Одинична матриця порядку n:

En =


1 0 ... 0
0 1 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... 1

 .

Означення 1.6. Квадратна матриця називається верхньою трикутною
(нижньою трикутною), якщо всi її елементи нижче (вище) головної дiа-
гоналi, рiвнi нулю.

Приклад 1.5. Розглянемо 2 матрицi 4-го порядку:

A4 =


1 9 0 −1
0 4 8 90
0 0 24 −3
0 0 0 −11

 , B4 =


−2 0 0 0
7 4 0 0
30 1 −5 0
22 10 3 8

 .

Матриця A є верхньою трикутною матрицею, а матриця B є нижньою три-
кутною матрицею.
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Означення 1.7. Елемент рядка матрицi Am×n називається крайнiм, якщо
вiн вiдмiнний вiд нуля, а всi елементи цього рядка, якi знаходяться злiва
вiд нього, дорiвнюють нулю.

Означення 1.8. Матриця Am×n називається схiдчастою, якщо крайнiй
елемент кожного рядка знаходиться справа вiд крайнього елемента попере-
днього рядка.

Приклад 1.6. Схiдчаста матриця розмiру 3× 4:

A3×4 =

5 1 11 3
0 0 −7 6
0 0 0 16

 .

Елементи a11 = 5, a23 = −7, та a34 = 16, є крайнiми елементами 1-го, 2-го
та 3-го рядкiв вiдповiдно.

Означення 1.9. Матриця, яка мiстить один рядок (стовпець), називається
матрицею-рядком або вектор-рядком (матрицею-стовпцем або вектор-
стовпцем).

Приклад 1.7. Матриця A1×n =
(
a11 a12 ... a1n

)
є матрицею-рядком, що

мiстить n елементiв, а матриця Bm×1 =


b11

b21

...
bm1

 є матрицею-стовпцем, що

мiстить m елементiв.

1.2 Дiї над матрицями.
I. Рiвнiсть матриць. (Вводиться тiльки для матриць однакової розмiр-
ностi. )

Означення 1.10. Матрицi Am×n =
(
aij

)m,n
i,j=1

та Bm×n =
(
bij

)m,n
i,j=1

назива-

ються рiвними мiж собою, якщо всi вiдповiднi елементи цих матриць рiвнi
мiж собою, тобто A = B, якщо aij = bij, i = 1,m, j = 1, n.

II. Додавання (вiднiмання) матриць. (Вводиться тiльки для матриць
однакової розмiрностi.)
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Означення 1.11. Сумою (рiзницею) матриць Am×n =
(
aij

)m,n
i,j=1

та Bm×n =(
bij

)m,n
i,j=1

називається матриця Cm×n =
(
cij

)m,n
i,j=1

, кожен елемент якої до-

рiвнює сумi (рiзницi) вiдповiдних елементiв матриць A та B, тобто

cij = aij + bij, (cij = aij − bij), i = 1,m, j = 1, n.

Позначається: C = A+B, (C = A−B).

Приклад 1.8. Нехай задано матрицi: A3×2 =

 0 1
−2 3
10 9

 , та B3×2 = 7 −9
−1 −6
4 5

 . Тодi

A+B =

 7 −8
−3 −3
14 14

 , A−B =

−7 10
−1 9
6 4

 .

III. Множення матрицi на число. (Вводиться для будь-яких матриць.)

Означення 1.12. Добутком матрицi Am×n =
(
aij

)m,n
i,j=1

на число λ ∈ R, на-

зивається матриця Cm×n =
(
cij

)m,n
i,j=1

, кожен елемент якої дорiвнює добутку

кожного елемента матрицi A на число λ, тобто

cij = λaij, i = 1,m, j = 1, n.

Приклад 1.9. Для матрицi A3×2 =

 0 1
−2 3
10 9

 та числа λ = 4:

λA = 4A =

 0 4
−8 −12
40 36

 .

Означення 1.13. Лiнiйною комбiнацiєю матриць Am×n =
(
aij

)m,n
i,j=1

та

Bm×n =
(
bij

)m,n
i,j=1

називається матриця αA+ βB, де α та β - деякi числа з
R.
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Означення 1.14. Матриця −A = (−1) · A називається протилежною до
матрицi A.

Сформулюємо основнi властивостi операцiй додавання матриць та мно-
ження матрицi на число.

Теорема 1.1. Для довiльних матриць Am×n, Bm×n, Cm×n, та чисел α, β ∈
R виконується:
1) комутативнiсть додавання матриць: A+B = B + A;
2) асоцiативнiсть додавання матриць: A+ (B + C) = (A+B) + C;
3) A+O = O + A = A;
4) A+ (−A) = (−A) + A = O;
5) 1 · A = A;
6) дистрибутивнiсть множення на число щодо додавання матриць:
α(A+B) = αA+ αB;
7) дистрибутивнiсть множення матрицi на число щодо додавання чисел:
(α + β)A = αA+ βA;
8) асоцiативнiсть множення матрицi на число: α(βA) = (αβ)A.

Доведення. Всi властивостi операцiй додавання матриць та множення на
число випливають безпосередньо з означень цих операцiй та властивостей
операцiй додавання дiйсних чисел.

IV. Множення матриць. (Вводиться тiльки для узгоджених матриць,
тобто таких, що число стовпцiв першої матрицi дорiвнює числу рядкiв дру-
гої матрицi.)

Означення 1.15. Добутком матриць Am×n =
(
aij

)m,n
i,j=1

та Bn×p =(
bjk

)n,p
j,k=1

називається матриця Cm×p =
(
cik

)m,p
i,k=1

, кожен елемент якої до-

рiвнює сумi добуткiв елементiв i-го рядка матрицi A на вiдповiднi елементи
k-го стовпця матрицi B, тобто

cik = ai1b1k + ai2b2k + ...+ ainbnk, i = 1,m, k = 1, p.

Схематично це можна проiлюструвати наступним чином:
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Приклад 1.10. Для матриць A3×2 =

 0 1
−2 3
10 9

 , та B2×4 =

(
3 1 2 −1
−1 0 7 −5

)
,

AB =

 0 · 3 + 1 · (−1) 0 · 1 + 1 · 0 0 · 2 + 1 · 7 0 · (−1) + 1 · (−5)
−2 · 3 + 3 · (−1) −2 · 1 + 3 · 0 −2 · 2 + 3 · 7 −2 · (−1) + 3 · (−5)
10 · 3 + 9 · (−1) 10 · 1 + 9 · 0 10 · 2 + 9 · 7 10 · (−1) + 9 · (−5)

 =

=

−1 0 7 −5
−9 −2 17 −13
21 10 83 −55

 = C3×4.

Сформулюємо основнi властивостi операцiї добутку матриць.

Теорема 1.2. Для довiльних узгоджених матриць A, B, C, та числа
α ∈ R виконується:
1) асоцiативнiсть добутку матриць: Am×n · (Bn×p · Cp×r) = (A ·B) · C;
2) дистрибутивнiсть множення матриць щодо додавання: Am×n(Bn×p +
Cn×p) = AB + AC;
3) множення на одиничну матрицю: Am×n · En = Em · Am×n = Am×n;
4) множення на нульову матрицю: Am×n · On×p = Om×p, Ol×m · Am×n =
Ol×n;
5) асоцiативнiсть множення матриць щодо множення на число: α(A ·
B) = (αA) ·B = A · (αB).

Доведення. Всi властивостi безпосередньо випливають з означення операцiї
множення матриць.

Означення 1.16. Матрицi A та B називаються комутуючими або пере-
ставними, якщо AB = BA.

Зауваження 1.1. В загальному випадку AB 6= BA.

Приклад 1.11. Нехай задано матрицi: A =

(
1 2
3 4

)
, та B =

(
1 1
0 1

)
. Тодi

AB =

(
1 3
3 7

)
, BA =

(
4 6
3 4

)
,

звiдки випливає, що AB 6= BA.

V. Пiднесення до степеню. (Вводиться тiльки для квадратних матриць.)
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Означення 1.17. Натуральним степенем k квадратної матрицi A нази-
вається квадратна матриця Ak, яка задається спiввiдношенням

Ak = A · A · ... · A︸ ︷︷ ︸
k

.

Для k = 0 вважають A0
n = En.

Означення 1.18. Нехай є многочлен p(x) = anx
n+an−1x

n−1+...+a1x+a0 та
квадратна матриця A. Многочленом p вiд матрицi A називається матриця
p(A), яка задається спiввiдношенням

p(A) = anA
n + an−1A

n−1 + ...+ a1A+ a0E,

де E — одинична матриця того ж самого порядку, що i матриця A.

Зауваження 1.2. З того, що AB = O не випливає, що A = O або B = O.
Зокрема, з того, що A2 = A ·A = O не обов’язково A = O. Наприклад, для

матрицi A =

(
1 1
−1 −1

)
, маємо A2 =

(
0 0
0 0

)
= O.

Приклад 1.12. Знайти значення матричного многочлену f(A) для квадра-

тної матрицi A =

(
−3 2
4 1

)
, якщо f(x) = 3x2 + 4x− 2.

Обчислюємо

A2 =

(
−3 2
4 1

)(
−3 2
4 1

)
=

(
17 −4
−8 9

)
.

Тодi

f(A) = 3A2 +4A−2E = 3

(
17 −4
−8 9

)
+4

(
−3 2
4 1

)
−2

(
1 0
0 1

)
=

(
37 −4
−8 29

)
.

VI. Транспонування. (Вводиться для будь-яких матриць.)

Означення 1.19. Транспонування — перехiд вiд матрицi A = Am×n до
матрицi AT = (AT )n×m, при якому рядки та стовпцi матрицi мiняються
мiсцями зi збереженням порядку, тобто

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
am1 am2 ... amn

 ⇒ AT =


a11 a21 ... am1

a12 a22 ... am2

... ... ... ...
a1n a2n ... amn

 .

При цьому, матриця AT називається транспонованою до матрицi A.
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Приклад 1.13. До матрицi A3×2 =

 0 1
−2 3
10 9

 транспонованою буде матриця

AT =

(
0 −2 10
1 3 9

)
.

Сформулюємо властивостi операцiї транспонування.

Теорема 1.3. Для довiльних матриць A, B та числа α ∈ R виконується:

1)
(
AT
)T

= A;

2)
(
Am×n +Bm×n

)T
= AT +BT ;

3)
(
αA
)T

= αAT ;

4)
(
Am×n ·Bn×p

)T
= BT · AT ;

Доведення. Всi властивостi операцiї транспонування випливають безпосе-
редньо з означення операцiї транспонування.

Означення 1.20. Квадратна матриця A називається симетричною, якщо
AT = A, i кососиметричною, якщо AT = −A.

1.3 Елементарнi перетворення матриць.
Означення 1.21. Елементарними перетвореннями матрицi Am×n є:
— перестановка мiсцями двох рядкiв (стовпцiв);
— множення всiх елементiв деякого рядка (стовпця) на число вiдмiнне вiд
нуля;
— додавання до елементiв деякого рядка (стовпця) елементiв iншого рядка
(стовпця), помножених на одне i те саме число.

Означення 1.22. Матрицi Am×n та Bm×n називаються еквiвалентними,
якщо одна з них може бути отримана з iншої за допомогою елементарних
перетворень. Позначається: A ∼ B.

За допомогою елементарних перетворень будь-яку матрицю
можна звести до схiдчастого вигляду.
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Приклад 1.14. Зведемо матрицю A =

2 3 1 2
0 2 −1 1
4 0 5 1

 до схiдчастого вигля-

ду. Отже, 2 3 1 2
0 2 −1 1
4 0 5 1

 ·(−2)

← +
∼

2 3 1 2
0 2 −1 1
0 −6 3 −3


: (−3)

∼

∼

2 3 1 2
0 2 −1 1
0 2 −1 1

 ·(−1)
← +

∼

2 3 1 2
0 2 −1 1
0 0 0 0

 .
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2 Визначники

2.1 Визначники 1-го, 2-го та 3-го порядку.

Будь-якiй квадратнiй матрицi An =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

 можна поставити

у вiдповiднiсть число, що називається її визначником або детермiнантом
та позначається detA, ∆A, ∆ або∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Означення 2.1. Визначником 1-го порядку матрицi A1 = (a11) називає-
ться число detA = a11.

Означення 2.2. Визначником 2-го порядку матрицi A2 =

(
a11 a12

a21 a22

)
на-

зивається число detA =

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21.

Приклад 2.1. Обчислимо визначник
∣∣∣∣1 2
3 4

∣∣∣∣ = 1 · 4− 2 · 3 = −2.

Означення 2.3. Визначником 3-го порядку матрицi A3 =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


називається число

detA =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =

= a11 · a22 · a33 + a12 · a23 · a31 + a21 · a32 · a13−
−a13 · a22 · a31 − a12 · a21 · a33 − a32 · a23 · a11. (2.1)
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Методи обчислення визначникiв 3-го порядку.

1) Правило трикутникiв (Саррюса): зi знаком “+” у формулi (2.1)
беруться добуток елементiв головної дiагоналi та два добутки елементiв,
якi знаходяться у вершинах трикутникiв з основами, паралельними голов-
нiй дiагоналi; зi знаком “−” у формулi (2.1) беруться добуток елементiв
побiчної дiагоналi та два добутки елементiв, якi знаходяться у вершинах
трикутникiв з основами, паралельними побiчнiй дiагоналi. Схематично це
можна проiлюструвати наступним чином:

2) Правило "дописування стовпцiв" полягає у дописуваннi справа
вiд визначника 1-го та 2-го стовпцiв зi збереженням порядку. Зi знаком “+”
у формулi (2.1) беруться добутки елементiв головної дiагоналi та паралель-
них їй; зi знаком “−” у формулi (2.1) беруться добутки елементiв побiчної
дiагоналi та паралельних їй. Проiлюструємо це правило на прикладi.
Приклад 2.2. Обчислимо визначник

2.2 Поняття визначника n-го порядку.
Перейдемо до введення поняття визначника n-го порядку.

Означення 2.4. Перестановкою з n натуральних чисел (1, 2, 3, ..., n)
називається довiльна впорядкована множина цих чисел. Позначається
(α1, α2, α3, ..., αn).

Загальна кiлькiсть перестановок з n натуральних чисел: n!.
Приклад 2.3. Нехай є множина (1, 2, 3). Всi можливi перестановки множини
(1, 2, 3):

(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1).
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Означення 2.5. Пара чисел (i, j) у перестановцi (α1, α2, α3, ..., αn) назива-
ється iнверсiєю, якщо i > j.

Виберемо з перестановки (α1, α2, α3, ..., αn) всi можливi пари зi збере-
женням порядку. Кiлькiсть всiх пар: C2

n = n(n−1)
2 . Позначимо через J —

кiлькiсть всiх iнверсiй серед вибраних пар.

Приклад 2.4. Нехай є перестановка (1, 4, 3, 2). Всi можливi пари: (1, 4),
(1, 3), (1, 2), (4, 3), (4, 2), (3, 2). Серед них є лише 3 iнверсiї: (4, 3), (4, 2),
(3, 2), тобто J = 3.

Означення 2.6. Визначником n-го порядку матрицi An =
a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

 називається число

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

(α1,α2,α3,...,αn)

(−1)Ja1α1
a2α2

...anαn
,

де сума береться по всiх можливих перестановках з елементiв множини
(1, 2, 3, ..., n), а J — кiлькiсть iнверсiй у вiдповiднiй перестановцi.

Зауваження 2.1. Сума мiстить n! доданкiв, кожен з яких складається з
добуткiв n елементiв матрицi, взятих по одному i лише одному з кожного
рядка та кожного стовпця.

Означення 2.7. Мiнором деякого елемента aij визначника n-го порядку
називається визначник (n− 1)-го порядку, що отримується з даного визна-
чника шляхом викреслювання рядка та стовпця, на перетинi яких стоїть
елемент aij. Позначається: Mij.

Означення 2.8. Алгебраїчним доповненням до елемента aij визначника
n-го порядку називається його мiнор, взятий за знаком “+”, якщо число
(i+ j) – парне, i зi знаком “−”, якщо число (i+ j) – непарне. Позначається:
Aij. Таким чином,

Aij = (−1)i+jMij.
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Приклад 2.5. Знайдемо мiнор та алгебраїчне доповнення до елемента a31 =

7 визначника

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣. Отже,

M31 =

∣∣∣∣2 3
5 6

∣∣∣∣ = 12− 15 = −2, A31 = (−1)3+1M31 = −2.

Означення 2.9. Квадратна матриця A називається невиродженою, якщо
detA 6= 0. Якщо detA = 0, то матриця A називається виродженою.

Теорема 2.1 (Лапласа про розклад визначника за рядком або стов-
пцем). Визначник n-го порядку дорiвнює сумi добуткiв елементiв будь-
якого рядка (стовпця) на вiдповiднi їм алгебраїчнi доповнення, тобто∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1j ... a1n

a21 a22 ... a2j ... a2n

... ... ... ... ... ...
ai1 ai2 ... aij ... ain
... ... ... ... ... ...
an1 an2 ... anj ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ai1Ai1+ai2Ai2+...+aijAij+...+ainAin, i = 1, n,

або∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1j ... a1n

a21 a22 ... a2j ... a2n

... ... ... ... ... ...
ai1 ai2 ... aij ... ain
... ... ... ... ... ...
an1 an2 ... anj ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a1jA1j+a2jA2j+...+aijAij+...+anjAnj, j = 1, n.

Доведення. Для наочностi доведемо теорему на прикладi визначника 3-го
порядку, вибравши для розкладу 3-iй рядок (для iнших рядкiв (стопцiв)
аналогiчно). За означенням ∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ =

= a11·a22·a33+a12·a23·a31+a21·a32·a13−a13·a22·a31−a12·a21·a33−a32·a23·a11 =

= a31(a12 · a23− a13 · a22)− a32(a23 · a11− a21 · a13) + a33(a11 · a22− a12 · a21) =
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= a31 · (−1)3+1

∣∣∣∣a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣+ a32 · (−1)3+2

∣∣∣∣a11 a13

a21 a23

∣∣∣∣+ a33 · (−1)3+3

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ =

= a31A31 + a32A32 + a33A33,

звiдки отримаємо справедливiсть твердження.

Для визначника порядку n теорема Лапласа може бути доведена за
допомогою метода математичної iндукцiї.
Приклад 2.6. Обчислити визначник за допомогою теореми Лапласа∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 2 1
2 1 4 −3
9 5 1 −2
0 −1 −2 8

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Розкладемо визначник за першим рядком:∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 2 1
2 1 4 −3
9 5 1 −2
0 −1 −2 8

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11A11 + a12A12 + a13A13 + a14A14 =

= (−1) · (−1)1+1

∣∣∣∣∣∣
1 4 −3
5 1 −2
−1 −2 8

∣∣∣∣∣∣+ 0 · (−1)1+2

∣∣∣∣∣∣
2 4 −3
9 1 −2
0 −2 8

∣∣∣∣∣∣+
+2 · (−1)1+3

∣∣∣∣∣∣
2 1 −3
9 5 −2
0 −1 8

∣∣∣∣∣∣+ 1 · (−1)1+4

∣∣∣∣∣∣
2 1 4
9 5 1
0 −1 −2

∣∣∣∣∣∣ = 121 + 0 + 62 + 36 = 219.

2.3 Властивостi визначникiв.
1) Визначник не змiнюється при транспонуваннi, тобто det(AT ) = detA,
або ∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a21 ... an1

a12 a22 ... an2

... ... ... ...
a1n a2n ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Доведення. За означенням∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

(α1,α2,...,αn)

(−1)Ja1α1
a2α2

...anαn
,
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де J — кiлькiсть iнверсiй у перестановцi (α1, α2, ..., αn). Розглянемо визна-
чник транспонованої матрицi:∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a21 ... an1

a12 a22 ... an2

... ... ... ...
a1n a2n ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

(β1,β2,...,βn)

(−1)J
′
aβ11aβ22...aβnn,

де J ′ — кiлькiсть iнверсiй у перестановцi (β1, β2, ..., βn). Переставимо еле-
менти добутку aβ11aβ22...aβnn так, щоб iндекси рядкiв (β1, β2, ..., βn) стояли у
порядку зростання: (1, 2, ..., n). Тодi iндекси стовпцiв утворять перестановку
з елементiв множини (1, 2, ..., n). Таким чином, у правiй частинi останнього
виразу можна брати суму по всiх можливих перестановках (α1, α2, ..., αn)
iндексiв стовпцiв (1, 2, ..., n). Звiдси випливає, що визначники рiвнi.

Властивiсть 1) говорить про те, що рядки i стовпцi визначника є рiвно-
правними.
2) Якщо всi елементи деякого рядка (стовпця) визначника дорiвнюють
нулю, то визначник дорiвнює нулю, тобто∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1j ... a1n

... ... ... ... ... ...
0 0 ... 0 ... 0
... ... ... ... ... ...
an1 an2 ... anj ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Доведення. Нехай в i-му рядку визначника матрицi A всi елементи дорiв-
нюють нулю, тобто aij = 0, j = 1, n. Тодi за означенням

detA =
∑

(α1,α2,α3,...,αn)

(−1)Ja1α1
a2α2

...aiαi
...anαn

=

=
∑

(α1,α2,α3,...,αn)

(−1)Ja1α1
a2α2

... · 0 · ...anαn
= 0,

де J — кiлькiсть iнверсiй у перестановцi (α1, α2, ..., αn).

3) При перестановцi двох рядкiв (стовпцiв) мiсцями визначник змiнює
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знак, тобто∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1j ... a1n

... ... ... ... ... ...
ai1 ai2 ... aij ... ain
... ... ... ... ... ...
ak1 ak2 ... akj ... akn
... ... ... ... ... ...
an1 an2 ... anj ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1j ... a1n

... ... ... ... ... ...
ak1 ak2 ... akj ... akn
... ... ... ... ... ...
ai1 ai2 ... aij ... ain
... ... ... ... ... ...
an1 an2 ... anj ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Доведення. За означенням∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1j ... a1n

... ... ... ... ... ...
ai1 ai2 ... aij ... ain
... ... ... ... ... ...
ak1 ak2 ... akj ... akn
... ... ... ... ... ...
an1 an2 ... anj ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
(α1,α2,...,αi,...,αk,...,αn)

(−1)Ja1α1
a2α2

...aiαi
...akαk

...anαn
,

де J — кiлькiсть iнверсiй у перестановцi (α1, α2, ..., αi, ..., αk, ..., αn), а∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1j ... a1n

... ... ... ... ... ...
ak1 ak2 ... akj ... akn
... ... ... ... ... ...
ai1 ai2 ... aij ... ain
... ... ... ... ... ...
an1 an2 ... anj ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
(α1,α2,...,αk,...,αi,...,αn)

(−1)J
′

a1α1
a2α2

...akαk
...aiαi

...anαn
,

де J ′ — кiлькiсть iнверсiй у перестановцi (α1, α2, ..., αk, ..., αi, ..., αn).
Очевидно, обидвi суми складаються з однакових добуткiв елементiв
визначника. Помiтимо, що перестановки (α1, α2, ..., αi, ..., αk, ..., αn) та
(α1, α2, ..., αk, ..., αi, ..., αn) вiдрiзняються лише iнверсiєю 2-х елементiв i та
k. Таким чином, кiлькiсть iнверсiй J та J ′ у обох перестановках має рiзну
парнiсть. Звiдси випливає справедливiсть властивостi 3).

4) Якщо визначник має 2 однакових рядка (стовпцi), то вiн дорiвнює ну-
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лю, тобто ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1j ... a1n

... ... ... ... ... ...
ai1 ai2 ... aij ... ain
... ... ... ... ... ...
ai1 ai2 ... aij ... ain
... ... ... ... ... ...
an1 an2 ... anj ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Доведення. Нехай визначник матрицi A має 2 однакових рядки: i-ий та j-
ий. Переставимо мiсцями i-й та j-ий рядки. Тодi за властивiстю 3) detA =
− detA, звiдки випливає, що detA = 0.

5) Спiльний множник деякого рядка (стовпця) визначника можна вине-
сти за знак визначника, тобто∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1j ... a1n

... ... ... ... ... ...
c · ai1 c · ai2 ... c · aij ... c · ain
... ... ... ... ... ...
an1 an2 ... anj ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= c ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1j ... a1n

... ... ... ... ... ...
ai1 ai2 ... aij ... ain
... ... ... ... ... ...
an1 an2 ... anj ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Доведення. Нехай кожен елемент i-го рядка визначника матрицi A має
спiльний множник c. Тодi за означенням

detA =
∑

(α1,α2,α3,...,αn)

(−1)Ja1α1
a2α2

...c · aiαi
...anαn

=

= c ·
∑

(α1,α2,α3,...,αn)

(−1)Ja1α1
a2α2

...aiαi
...anαn

,

що i доводить властивiсть 5).

Властивiсть 5) називається властивiстю однорiдностi.
6) Визначник, який мiстить 2 пропорцiйних рядки (стовпця), дорiвнює
нулю, тобто ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1j ... a1n

... ... ... ... ... ...
ai1 ai2 ... aij ... ain
... ... ... ... ... ...
cai1 cai2 ... caij ... cain
... ... ... ... ... ...
an1 an2 ... anj ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.
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Доведення. Безпосередньо випливає з властивостей 4) та 5).

7) Якщо елементи деякого рядка (стовпця) визначника є сумою двох до-
данкiв, то визначник можна розкласти на суму двох визначникiв, тобто∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1n

... ... ... ...
bi1 + ci1 bi2 + ci2 ... bin + cin

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1n

... ... ... ...
bi1 bi2 ... bin

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 ... a1n

... ... ... ...
ci1 ci2 ... cin
... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Доведення. Нехай кожен елемент i-го рядка визначника матрицi A дорiв-
нює сумi двох доданкiв, тобто aij = bij + cij, j = 1, n. Тодi за означенням

detA =
∑

(α1,α2,α3,...,αn)

(−1)Ja1α1
a2α2

...aiαi
...anαn

=

=
∑

(α1,α2,α3,...,αn)

(−1)Ja1α1
a2α2

...(biαi
+ ciαi

)...anαn
=

=
∑

(α1,α2,α3,...,αn)

(−1)Ja1α1
a2α2

...biαi
...anαn

+
∑

(α1,α2,α3,...,αn)

(−1)Ja1α1
a2α2

...ciαi
...anαn

,

звiдки випливає справедливiсть властивостi 7).

Властивiсть 7) називається властивiстю лiнiйностi.
8) Визначник не змiниться, якщо до елементiв деякого рядка (стовпця)
додати елементи iншого рядка (стовпця), помноженi на одне i те саме
число, тобто∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 ... a1j ... a1n

... ... ... ... ...
ai1 ... aij ... ain
... ... ... ... ...
ak1 ... akj ... akn
... ... ... ... ...
an1 ... anj ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 ... a1j ... a1n

... ... ... ... ...
ai1 ... aij ... ain
... ... ... ... ...

ak1 + cai1 ... akj + caij ... akn + cain
... ... ... ... ...
an1 ... anj ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Доведення. Безпосередньо випливає з властивостей 6) та 7).
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9) Визначник трикутної матрицi дорiвнює добутку дiагональних елемен-
тiв, тобто ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 ... a1n

0 a22 a23 ... a2n

0 0 a33 ... ...
... ... ... ... ...
0 0 0 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11 · a22 · ... · ann.

Доведення. Згiдно з теоремою Лапласа поступово розкладаючи визначник
за 1-им стовпцем i тим самим понижуючи його порядок, отримаємо∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 ... a1n

0 a22 a23 ... a2n

0 0 a33 ... ...
... ... ... ... ...
0 0 0 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
a22 a23 ... a2n

0 a33 ... ...
... ... ... ...
0 0 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ... = a11 · a22 · ... · ann,

що i доводить властивiсть 9).

10) Теорема Бiне-Кошi. Визначник добутку квадратних матриць до-
рiвнює добутку їх визначникiв, тобто

det(An ·Bn) = detAn · detBn.

11) Теорема анулювання. Сума добуткiв елементiв рядка (стовпця)
визначника на алгебраїчнi доповнення iншого рядка (стовпця) дорiвнює
нулю, тобто

n∑
k=1

aikAjk = 0, i 6= j.

Доведення. Нехай i 6= j. Помiтимо, що сума
∑n

k=1 aikAjk є розкладом ви-
значника ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1l ... a1n

... ... ... ... ... ...
ai1 ai2 ... ail ... ain
... ... ... ... ... ...
aj1 aj2 ... ajl ... ajn
... ... ... ... ... ...
an1 an2 ... anl ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
за j-им рядком, причому кожен елемент j-го рядка дорiвнює вiдповiдному
елементу i-го рядка, тобто ajl = ail, l = 1, n. Отже, визначник мiстить два
однакових рядки, i за властивiстю 4), дорiвнює нулю.
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Приклад 2.7. Обчислити визначник шляхом зведення його до трикутного
вигляду ∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 2 1
2 1 4 −3
9 5 1 −2
0 −1 −2 8

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Використовуючи властивостi визначникiв, отримаємо∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 2 1
2 1 4 −3
9 5 1 −2
0 −1 −2 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
·2
← +

·9

← +
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 2 1
0 1 8 −1
0 5 19 7
0 −1 −2 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
·(−5)
← +

·1

← +

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 2 1
0 1 8 −1
0 0 −21 12
0 0 6 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 2 1
0 1 8 −1
0 0 −7 4
0 0 6 7

∣∣∣∣∣∣∣∣ ·1← +

=

= 3 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 2 1
0 1 8 −1
0 0 −7 4
0 0 −1 11

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−3) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 2 1
0 1 8 −1
0 0 −1 11
0 0 −7 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ ·(−7)
← +

=

= (−3) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 2 1
0 1 8 −1
0 0 −1 11
0 0 0 −73

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−3) · (−1) · 1 · (−1) · (−73) = 219.
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3 Обернена матриця. Матричнi рiвняння.
Ранг матрицi

3.1 Обернена матриця.
Означення 3.1. Матриця A−1 називаються оберненою до квадратної ма-
трицi A, якщо A−1 · A = A · A−1 = E.

Зауваження 3.1. Матриця A−1 має той самий порядок, що i матриця A.

Теорема 3.1 (про єдинiсть оберненої матрицi). Якщо до матрицi A
iснує обернена матриця, то вона єдина.

Доведення. Доведемо вiд супротивного. Нехай до матрицi A iснує двi обер-
ненi матрицi A−1

1 та A−1
2 , причому A−1

1 6= A−1
2 . Тодi

A−1
1 = A−1

1 · E = A−1
1 · A · A−1

2 = E · A−1
2 = A−1

2 .

Отримане протирiччя доводить теорему.

Означення 3.2. Матрицею, приєднаною до матрицi An = (aij)
n
i,j=1, нази-

вається матриця

A∗ =
(
Aij

)T
=


A11 A21 ... An1

A12 A22 ... An2

... ... ... ...
A1n A2n ... Ann

 ,

де Aij — алгебраїчне доповнення до елемента aij матрицi A, i = 1, n, j =
1, n.

Теорема 3.2 (критерiй iснування оберненої матрицi). Матриця A
має обернену тодi i тiльки тодi, коли вона невироджена (detA 6= 0). При
цьому

A−1 =
1

detA
A∗. (3.1)
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Доведення. Доведемо необхiднiсть. Нехай матриця A має обернену. Тодi A ·
A−1 = E. Звiдси det(A ·A−1) = detA ·detA−1 = detE = 1. Звiдси випливає,
що detA 6= 0 та detA−1 6= 0. Таким чином, матриця A є невиродженою.

Доведемо достатнiсть. Нехай матриця A є невиродженою, тобто detA 6=
0. Покажемо, що матриця A−1 = 1

detAA
∗ є оберненою до матрицi A.

Дiйсно,

A·A−1 =
1

detA
·A·A∗ =

1

detA


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

·

A11 A21 ... An1

A12 A22 ... An2

... ... ... ...
A1n A2n ... Ann

 =

=
1

detA


detA 0 ... 0

0 detA ... 0
... ... ... ...
0 0 ... detA

 = E.

Остання рiвнiсть випливає з теореми Лапласа про розклад визначника за
рядком або стовпцем та теореми анулювання (властивiсть 11) визначникiв).

Аналогiчно перевiряємо, що

A−1 · A = E.

Теорему доведено.

Приклад 3.1. Знайти матрицю обернену до матрицi

 1 2 3
−1 0 2
0 1 4

.

Обчислюємо визначник матрицi detA = 3 6= 0. Таким чином, A−1 iснує.
Обчислюємо окремо алгебраїчнi доповнення до елементiв матрицi A:

A11 = (−1)1+1

∣∣∣∣0 2
1 4

∣∣∣∣ = −2, A12 = (−1)1+2

∣∣∣∣−1 2
0 4

∣∣∣∣ = 4,

A13 = (−1)1+3

∣∣∣∣−1 0
0 1

∣∣∣∣ = −1, A21 = (−1)2+1

∣∣∣∣2 3
1 4

∣∣∣∣ = −5,

A22 = (−1)2+2

∣∣∣∣1 3
0 4

∣∣∣∣ = 4, A23 = (−1)2+3

∣∣∣∣1 2
0 1

∣∣∣∣ = −1,

A31 = (−1)3+1

∣∣∣∣2 3
0 2

∣∣∣∣ = 4, A32 = (−1)3+2

∣∣∣∣ 1 3
−1 2

∣∣∣∣ = −5,

A33 = (−1)3+3

∣∣∣∣ 1 2
−1 0

∣∣∣∣ = 2.

27



Пiдставляємо отриманi значення у формулу (3.1):

A−1 =
1

3

−2 −5 4
4 4 −5
−1 −1 2

 .

Властивостi оберненої матрицi:
1) E−1 = E;

Доведення. Випливає з того, що E · E = E.

2) detA−1 = 1
detA ;

Доведення. Оскiльки матриця A−1 — обернена до матрицi A, то A−1·A = E.
Тому з властивостi 10) визначникiв випливає, що det(A−1 · A) = det(A−1) ·
detA, а з iншого боку, detE = 1. Тому det(A−1)·detA = 1, звiдки detA−1 =

1
detA .

3) (A−1)−1 = A;

Доведення. Ця властивiсть випливає з того, що A−1 ·A = A ·A−1 = E.

4) (A ·B)−1 = B−1 ·A−1;

Доведення. Дiйсно, (A · B) · (B−1 · A−1) = (A · A−1) = E, i навпаки (B−1 ·
A−1) · (A · B) = (B · B−1) = E. Тому матриця B−1 · A−1 — обернена до
матрицi A ·B.

5) (A−1)T = (AT)−1.

Доведення. Дiйсно, (A−1)T · AT = (A · A−1)T = ET = E, i навпаки AT ·
(A−1)T = (A−1 · A)T = ET = E.

3.2 Матричнi рiвняння.
1) Розглянемо рiвняння вiдносно невiдомої матрицi X = Xm×n:

AX = B, (3.2)

де A = Am×m та B = Bm×n — вiдомi матрицi. Якщо матриця A є невиро-
дженою (detA 6= 0), то помноживши рiвняння (3.2) злiва на матрицю A−1,
отримаємо

A−1 · A ·X = A−1 ·B,
звiдки

X = A−1 ·B.
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2) Розглянемо рiвняння вiдносно невiдомої матрицi X = Xm×n:

XA = B, (3.3)

де A = An×n та B = Bm×n — вiдомi матрицi. Якщо матриця A є невиродже-
ною (detA 6= 0), то помноживши рiвняння (3.3) справа на матрицю A−1,
отримаємо

X · A · A−1 = B · A−1,

звiдки
X = B ·A−1.

3) Розглянемо рiвняння вiдносно невiдомої матрицi X = Xm×n:

AXB = C, (3.4)

де A = Am×m, B = Bn×n та C = Cm×n— вiдомi матрицi. Якщо матрицi A та
B є невиродженими (detA 6= 0, detB 6= 0), то помноживши рiвняння (3.4)
злiва на матрицю A−1 та справа на матрицю B−1 отримаємо

A−1 · A ·X ·B ·B−1 = A−1 · C ·B−1,

звiдки
X = A−1 ·C ·B−1.

Рiвняння (3.2) — (3.4) називаються матричними рiвняннями.
Приклад 3.2. Розв’язати матричне рiвняння

X

(
5 1
6 2

)
=

−3 5
−4 1
10 2

 .

Введемо позначення: A =

(
5 1
6 2

)
, B =

−3 5
−4 1
10 2

 . Тодi задане матри-

чне рiвняння можна подати у виглядi: XA = B, звiдки X = B ·A−1. Отже,
знайдемо спочатку обернену матрицю до матрицi A:

A−1 =
1

4

(
2 −1
−6 5

)
.

Таким чином,

X = B · A−1 =
1

4

−3 5
−4 1
10 2

( 2 −1
−6 5

)
=

−9 7
−7

2
9
4

2 0

 .
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3.3 Ранг матрицi.
Розглянемо матрицю

Am×n =


a11 a12 ... a1j ... a1n

a21 a22 ... a2j ... a2n

... ... ... ... ... ...
ai1 ai2 ... aij ... ain
... ... ... ... ... ...
am1 am2 ... amj ... amn

 .

Видiлимо в нiй k рядкiв та k стовпцiв, k ≤ min{m,n}.

Означення 3.3. Мiнором порядку k матрицi Am×n називається будь-який
визначник k-го порядку, що складається з елементiв матрицi, якi стоять на
перетинi видiлених k рядкiв та k стовпцiв.

Матриця розмiру m × n має всього Ck
m · Ck

n = m!
k!(m−k!) ·

n!
k!(n−k!) мiнорiв

k-го порядку.

Приклад 3.3. У матрицi A3×4 =

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12

 є 12 мiнорiв 1-го порядку,

наприклад M
′

1 = |11|, M ′′

1 = |4|, i т.д. Серед 18 мiнорiв 2-го порядку цiєї
матрицi є, наприклад, такi мiнори:∣∣∣∣1 2

5 6

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ 6 7
10 11

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣1 4
9 12

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣2 4
6 8

∣∣∣∣ ,
та iншi. Мiнорiв 3-го порядку у матрицi 4:∣∣∣∣∣∣

1 2 4
5 6 8
9 10 12

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣

2 3 4
6 7 8
10 11 12

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣
1 2 3
5 6 7
9 10 11

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣
1 3 4
5 7 8
9 11 12

∣∣∣∣∣∣ .
Означення 3.4. Рангом матрицi Am×n називається найбiльший з порядкiв
її мiнорiв, вiдмiнних вiд нуля. Позначається: r, r(A) або rang(A).

Означення 3.5. Мiнор, порядок якого визначає ранг матрицi, називається
базисним.

У матрицi може бути декiлька базисних мiнорiв.
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Приклад 3.4. Знайти ранг матрицi A3×4 =

2 0 4 0
3 0 6 0
1 0 −3 0

. У матрицi A

iснує мiнор, наприклад |2| 6= 0. Звiдси випливає, що r(A) ≥ 1. У матрицi

є мiнор 2-го порядку
∣∣∣∣3 6
1 −3

∣∣∣∣ = −15 6= 0. Звiдси випливає, що r(A) ≥ 2.

Але всi мiнори 3-го порядку матрицi A дорiвнюють нулю. Таким чином,
r(A) = 2.

Властивостi ранга матрицi:
1) 0 ≤ r(A) ≤ min(m,n), де min(m,n) — найменше з чисел m та n;
2) r(A) = 0 тодi i тiльки тодi, коли всi елементи матрицi A дорiвнюють

нулю.
3) Для квадратної матрицi порядку n, r(A) = n тодi i тiльки тодi, коли

матриця A є невиродженою.
4) При транспонуваннi матрицi її ранг не змiнюється.
5) Якщо викреслити з матрицi нульовий рядок (стовпець), її ранг не

змiниться.
6) Ранг матрицi не змiнюється при елементарних перетвореннях матри-

цi.
7) Ранг схiдчастої матрицi дорiвнює кiлькостi ненульових рядкiв.

Методи обчислення ранга матрицi.

I) Метод обвiдних мiнорiв полягає у обчисленнi мiнорiв матрицi, якi
вибираються певним чином.

Означення 3.6. Обвiдним мiнором до мiнора порядку k матрицi Am×n
називається мiнор (k + 1)-го порядку цiєї матрицi, який цiлком мiстить
даний мiнор порядку k.

1 крок. Якщо матриця нульова, то r(A) = 0, iнакше r(A) ≥ 1, i перехо-
димо до наступного кроку.

2 крок. Знаходимо у матрицi мiнор 2-го порядкуM2, вiдмiнний вiд нуля.
Якщо такого мiнора немає, то r(A) = 1, i пошук припиняємо. Iнакше r(A) ≥
2, i переходимо до наступного кроку.

3 крок. Обчислюємо всi мiнори 3-го порядку, обвiднi до M2. Якщо серед
них немає мiнорiв вiдмiнних вiд нуля, то r(A) = 2, i пошук припиняємо.
Iнакше, iснує мiнор M3 не рiвний нулю. В цьому випадку r(A) ≥ 3, i про-
цедуру продовжуємо.

Продовжуємо процедуру.
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k крок. Нехай знайдено мiнор (k − 1)-го порядку Mk−1, вiдмiнний вiд
нуля, тобто r(A) ≥ k − 1. Обчислимо всi мiнори k-го порядку, обвiднi до
Mk−1. Якщо серед них немає мiнорiв вiдмiнних вiд нуля, то r(A) = k − 1.
Iнакше iснує мiнор Mk, вiдмiнний вiд нуля, а отже r(A) ≥ k, i процедуру
пошуку продовжуємо.

Приклад 3.5. Знайти ранг матрицi A3×4 =

1 1 3 5
1 −5 1 −3
2 −1 5 6

 методом обвi-

дних мiнорiв.
Очевидно, у матрицi є мiнор 2-го порядку, вiдмiнний вiд нуля: M2 =∣∣∣∣1 1

1 −5

∣∣∣∣ 6= 0. До цього мiнора у матрицi є 2 обвiдних мiнори 3-го порядку.

Обчислюємо їх:

M
′

3 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 3
1 −5 1
2 −1 5

∣∣∣∣∣∣ = 0, M
′′

3 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 5
1 −5 −3
2 −1 6

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Оскiльки обидва мiнори рiвнi нулю, то r(A) = 2.

II) Метод елементарних перетворень полягає у зведеннi матрицi до
схiдчастого вигляду шляхом елементарних перетворень. Тодi ранг матрицi
дорiвнює кiлькостi ненульових крайнiх елементiв (або ненульових рядкiв)
матрицi, що отримується.

Приклад 3.6. Знайти ранг матрицi A3×4 =

1 1 3 5
1 −5 1 −3
2 −1 5 6

 шляхом еле-

ментарних перетворень.1 1 3 5
1 −5 1 −3
2 −1 5 6

 ·(−1)
← +

·(−2)

← +
∼

1 1 3 5
0 −6 −2 −8
0 −3 −1 −4

 : 2 ∼

∼

1 1 3 5
0 −3 −1 −4
0 −3 −1 −4

 ·(−1)
← +

∼

1 1 3 5
0 −3 −1 −4
0 0 0 0

 ,

звiдки випливає, що r(A) = 2.
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4 Системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

4.1 Основнi означення.
Означення 4.1. Системою лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (СЛАР), що
мiстить m рiвнянь та n невiдомих, називається система вигляду

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2,
...

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm,

(4.1)

де числа aij, i = 1,m, j = 1, n, називаються коефiцiєнтами системи, числа
bi, i = 1,m, — вiльними членами.

Означення 4.2. Система (4.1) називається квадратною, якщо m = n.

Означення 4.3. Система (4.1) називається однорiдною, якщо всi вiльнi чле-
ни дорiвнюють нулю, тобто b1 = b2 = ...bm = 0. В протилежному випадку
система називається неоднорiдною.

Систему (4.1) зручно записувати у компактнiй матричнiй формi:

AX = B,

де

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
am1 am2 ... amn

 , B =


b1

b2

...
bm

 , X =


x1

x2

...
xn

 .

Матриця A називається основною матрицею системи,B — стовпцем вiльних
членiв, X — вектор-стовпцем невiдомих.

Означення 4.4. Квадратна система називається невиродженою, якщо
detA 6= 0.
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Означення 4.5. Розширеною матрицею системи (4.1) (позначається A або
(A|B)) називається основна матриця A системи, доповнена стовпцем вiль-
них членiв B:

A =


a11 a12 ... a1n b1

a21 a22 ... a2n b2

... ... ... ... ...
am1 am2 ... amn bm

 .

Означення 4.6. Розв’язком системи (4.1) називається n значень невiдо-
мих x1 = c1, x2 = c2, ..., xn = cn, при пiдстановцi яких всi рiвняння системи
перетворюються у вiрнi рiвностi. Будь-який розв’язок системи можна за-

писати у виглядi вектор-стовпця: C =


c1

c2

...
cn

 .

Означення 4.7. Система називається сумiсною, якщо вона має хоча б один
розв’язок, i несумiсною, якщо вона не має жодного розв’язку.

Означення 4.8. Сумiсна система називається визначеною, якщо вона має
єдиний розв’язок, i невизначеною, якщо вона має бiльше одного розв’язку. В
останньому випадку кожен її розв’язок називається частинним розв’язком.
Сукупнiсть частинних розв’язкiв системи називається загальним розв’яз-
ком цiєї системи.

Розв’язати систему — означає з’ясувати сумiсна вона чи нi, i якщо си-
стема сумiсна, знайти її загальний розв’язок.

Означення 4.9. Двi системи називаються еквiвалентними, якщо вони ма-
ють один i той самий загальний розв’язок. Iншими словами, системи еквi-
валентнi, якщо кожний розв’язок однiєї з них є розв’язком iншої, i навпаки.

Наступна теорема дає необхiднi i достатнi умови сумiсностi СЛАР.

Теорема 4.1 (Кронекера-Капеллi). Система лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь (4.1) сумiсна тодi i тiльки тодi, коли ранг розширеної матрицi
системи дорiвнює рангу основної матрицi системи, тобто r(A) = r(A).

При цьому, якщо r(A) = r(A) = n, то система (4.1) має єдиний розв’я-
зок. Якщо r(A) = r(A) < n, то система (4.1) має безлiч розв’язкiв.
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Алгоритм дослiдження СЛАР на сумiснiсть та визначенiсть

1) Знаходимо r(A) та r(A). Якщо r(A) 6= r(A), то СЛАР несумiсна.
Якщо r(A) = r(A), то СЛАР сумiсна i переходимо до наступного кроку.

2)Якщо r(A) = r(A) = n, то система визначена. Якщо r(A) = r(A) < n,
то система невизначена.

4.2 Методи розв’язання квадратних невироджених
СЛАР.

Розглянемо квадратну невироджену СЛАР:
a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2,
...

an1x1 + an2x2 + ...+ annxn = bn,

(4.2)

причому detA 6= 0.
I.) Матричний метод.
Запишемо СЛАР (10.7) матричнiй формi:

AX = B,

де

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

 , B =


b1

b2

...
bn

 , X =


x1

x2

...
xn

 .

Оскiльки ∆ = detA 6= 0, то з останнього рiвняння випливає, що

X = A−1B. (4.3)

II.) Формули Крамера.
Оскiльки ∆ = detA 6= 0, то з (4.3) випливає, що X = A−1B. Розпишемо

останню рiвнiсть:
x1

x2

...
xn

 =
1

∆


A11 A21 ... An1

A12 A22 ... An2

... ... ... ...
A1n A2n ... Ann

 ·

b1

b2

...
bn

 ,
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тобто 
x1

x2

...
xn

 =


A11b1+A21b2+...+An1bn

∆
A12b1+A22b2+...+An2bn

∆
...

A1nb1+A2nb2+...+Annbn
∆

 .

Але (A11b1 + A21b2 + ...+ An1bn) — розклад визначника

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 a12 ... a1n

b2 a22 ... a2n

... ... ... ...
bn an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
за елементами 1-го стовпця. Зауважимо, що визначник ∆1 отримується з
визначника системи ∆ шляхом замiни першого стовпця стовпцем вiльних
членiв. Таким чином,

x1 =
∆1

∆
.

Аналогiчно, (A12b1 + A22b2 + ...+ An2bn) — розклад визначника

∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 b1 ... a1n

a21 b2 ... a2n

... ... ... ...
an1 bn ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
за елементами 2-го стовпця. Зауважимо, що визначник ∆2 отримується з
визначника системи ∆ шляхом замiни другого стовпця стовпцем вiльних
членiв. Таким чином,

x2 =
∆2

∆
.

I т.д.

xi =
∆i

∆
, i = 1, n, (4.4)

де визначник ∆i, i = 1, n, отримується з визначника системи ∆ шляхом
замiни i-го стовпця стовпцем вiльних членiв.

Формули (4.4) називаються формулами Крамера.

Приклад 4.1. Розв’язати СЛАР за формулами Крамера:
2x1 − 3x2 + x3 = −7,
x1 + 4x2 + 2x3 = −1,
x1 − 4x2 = −5.
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Обчислюємо визначник основної матрицi системи:

∆ =

∣∣∣∣∣∣
2 −3 1
1 4 2
1 −4 0

∣∣∣∣∣∣ = 2.

Обчислюємо визначники ∆1, ∆2, ∆3:

∆1 =

∣∣∣∣∣∣
−7 −3 1
−1 4 2
−5 −4 0

∣∣∣∣∣∣ = −2, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣
2 −7 1
1 −1 2
1 −5 0

∣∣∣∣∣∣ = 2, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣
2 −3 −7
1 4 −1
1 −4 −5

∣∣∣∣∣∣ = −4.

Таким чином,

x1 =
∆1

∆
=
−2

2
= −1, x2 =

∆2

∆
=

2

2
= 1, x3 =

∆3

∆
=
−4

2
= −2.

Дослiдження квадратної СЛАР на сумiснiсть та визначенiсть
за формулами Крамера

1. Якщо ∆ 6= 0, то система сумiсна та визначена, тобто має єдиний
розв’язок, який можна знайти за формулами (4.4).

2. Якщо ∆ = 0, i iснує принаймнi одне ∆i 6= 0, то система несумiсна.
3. Якщо ∆ = 0, i всi ∆i = 0, то система або сумiсна i невизначена, або

несумiсна.

III.) Метод Гаусса полягає у послiдовному виключеннi невiдомих i
складається з 2-х крокiв. Розглянемо квадратну невироджену СЛАР:

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2,
...

an1x1 + an2x2 + ...+ annxn = bn.

1 крок. Прямий хiд метода Гаусса. Випишемо розширену матрицю
системи:

A =


a11 a12 ... a1n b1

a21 a22 ... a2n b2

... ... ... ... ...
an1 an2 ... ann bn

 .

На цьому кроцi будемо зводити розширену матрицю системи до схiдчастого
вигляду шляхом елементарних перетворень над рядками матрицi. А саме,
поставимо на перше мiсце рiвняння, у якого коефiцiєнт при невiдомiй x1
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не дорiвнює нулю. Якщо серед коефiцiєнтiв a11, a21, ... , an1 є одиниця, то
поставимо вiдповiдне рiвняння на мiсце першого.

До елементiв другого рядка додамо елементи першого рядка помноженi
на
(
− a21

a11

)
. До елементiв третього рядка додамо елементи першого рядка

помноженi на
(
− a31

a11

)
. I т.д. До елементiв n-го рядка додамо вiдповiднi

елементи першого рядка, помноженi на
(
− an1

a11

)
.

Таким чином, розширена матриця системи A еквiвалентна наступнiй

A ∼


a11 a12 ... a1n b1

0 a′22 ... a′2n b′2
... ... ... ... ...
0 a′n2 ... a′nn b′n

 ,

де a′ij, та b′i, i = 2, n, j = 2, n — новi коефiцiєнти системи.
Далi переписуємо перший рядок без змiн i повторюємо проведенi мiр-

кування для останнiх (n − 1) рядкiв. Потiм процедуру повторюємо для
останнiх (n − 2) рядкiв, i т.д., поки не зведемо матрицю A до схiдчастого
вигляду.

Оскiльки система квадратна i невироджена, то r(A) = r(A) = n. То-
му в результатi елементарних перетворень отримаємо схiдчасту матрицю
наступного вигляду:

A ∼


ã11 ã12 ... ã1n b̃1

0 ã22 ... ã2n b̃2

... ... ... ... ...

0 0 ... ãnn b̃n

 ,

де ãij, та b̃i, i = 1, n, j = 1, n — новi коефiцiєнти системи.
2 крок. Зворотнiй хiд метода Гаусса полягає у послiдовному зна-

ходженнi значень невiдомих x1, x2, ..., xn, пiднiмаючись вiд останнього рiв-
няння системи до першого. А саме, запишемо перетворену систему:

ã11x1 + ã12x2 + ...+ ã1(n−1)xn−1 + ã1nxn = b̃1,
ã22x2 + ...+ ã2(n−1)xn−1 + ã2nxn = b̃2,

...

ã(n−1)(n−1)xn−1 + ã(n−1)nxn = b̃n−1,
ãnnxn = b̃n.

38



Знаходимо з останнього рiвняння значення змiнної xn:

xn =
b̃n
ãnn

.

Пiдставляємо значення xn у передостаннє рiвняння та знаходимо з нього
значення xn−1:

xn−1 =
b̃n−1 − ã(n−1)n · b̃nãnn

ã(n−1)(n−1)
,

i т.д.

Приклад 4.2. Розв’язати СЛАР методом Гаусса:


2x1 − 3x2 + x3 = −7,
x1 + 4x2 + 2x3 = −1,
x1 − 4x2 = −5.

Помiняємо у системi перше та друге рiвняння мiсцями:
x1 + 4x2 + 2x3 = −1,
2x1 − 3x2 + x3 = −7,
x1 − 4x2 = −5,

випишемо розширену матрицю системи та приведемо її до схiдчастого ви-
гляду елементарними перетвореннями над рядками матрицi:1 4 2 −1

2 −3 1 −7
1 −4 0 −5

 ·(−2)
← +

·(−1)

← +
∼

1 4 2 −1
0 −11 −3 −5
0 −8 −2 −4


: (−2)

∼

∼

1 4 2 −1
0 −11 −3 −5
0 4 1 2

 ∼
1 4 2 −1

0 4 1 2
0 −11 −3 −5

 ·3
← +

∼

∼

1 4 2 −1
0 4 1 2
0 1 0 1

 ∼
1 4 2 −1

0 1 0 1
0 4 1 2

 ·(−4)
← +

∼

1 4 2 −1
0 1 0 1
0 0 1 −2

 .

Випишемо перетворену систему:
x1 + 4x2 + 2x3 = −1,

x2 = 1,
x3 = −2,

звiдки x3 = −2, x2 = 1, x1 = −1.
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5 Метод Гаусса розв’язання довiльних
систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

Однорiднi системи

5.1 Метод Гаусса розв’язання довiльних СЛАР.
Метод Гаусса є найбiльш унiверсальним методом розв’язання СЛАР. Вiн
дозволяє одночасно дослiдити довiльну СЛАР на сумiснiсть та визначе-
нiсть, i у разi сумiсностi системи, знайти її загальний розв’язок. Цей метод
полягає у послiдовному виключеннi невiдомих з рiвнянь системи.

Розглянемо загальну СЛАР, що мiстить m рiвнянь та n невiдомих:
a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = b2,
...

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = bm.

Прямий хiд метода Гаусса. Випишемо розширену матрицю системи:

A =


a11 a12 ... a1n b1

a21 a22 ... a2n b2

... ... ... ... ...
am1 am2 ... amn bm

 .

На цьому кроцi будемо зводити розширену матрицю системи до схiдча-
стого вигляду шляхом елементарних перетворень над рядками матрицi. А
саме, поставимо на перше мiсце рiвняння, у якого коефiцiєнт при невiдомiй
x1 не дорiвнює нулю. Якщо серед коефiцiєнтiв a11, a21, ... , am1 є одиниця,
то поставимо вiдповiдне рiвняння на мiсце першого.

Далi застосуємо до всiх m рядкiв розширеної матрицi наступний алго-
ритм. До елементiв другого рядка додамо елементи першого рядка помно-
женi на

(
− a21

a11

)
. До елементiв третього рядка додамо елементи першого

рядка помноженi на
(
− a31

a11

)
. I т.д. До елементiв m-го рядка додамо вiдпо-

вiднi елементи першого рядка, помноженi на
(
− am1

a11

)
.
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Таким чином, розширена матриця системи A еквiвалентна наступнiй

A ∼


a11 a12 ... a1n b1

0 a′22 ... a′2n b′2
... ... ... ... ...
0 a′m2 ... a′mn b′m

 ,

де a′ij, та b′i, i = 2,m, j = 2, n — новi коефiцiєнти системи.
Далi переписуємо перший рядок без змiн i повторюємо алгоритм для

останнiх (m−1) рядкiв. Потiм описаний алгоритм застосовуємо до останнiх
(m− 2) рядкiв, i т.д. поки не зведемо матрицю A до схiдчастого вигляду.

Зауважимо, що якщо в результатi елементарних перетворень у розши-
реної матрицi утвориться принаймнi один рядок вигляду:(

0 0 ... 0 b̂l

)
,

де b̂l 6= 0, то СЛАР є несумiсною.
Припустимо, що система сумiсна, i ранг її основної матрицi дорiвнює r,

тобто r(A) = r(A) = r ≤ n. Тодi в результатi елементарних перетворень
отримаємо схiдчасту матрицю:

A ∼


ã11 ã12 ... ã1r ... ã1(n−1) ã1n b̃1

0 ã22 ... ã2r ... ã2(n−1) ã2n b̃2

... ... ... ... ... ... ... ...

0 0 ... ãrr ... ãr(n−1) ãrn b̃r

 ,

де ãij, та b̃i, i = 1, r, j = 1, n — новi коефiцiєнти системи.
Зауважимо, що оскiльки r(A) = r(A) = r, то r рядкiв та r стовпцiв

цiєї матрицi утворюють базисний мiнор. Не обмежуючи загальностi можна
вважати, що першi r рядкiв та r стовпцiв розширеної матрицi утворюють
базисний мiнор.

Невiдомi, коефiцiєнти яких входять до базисного мiнору, називаються
головними або базисними (їх r штук), а iншi (n−r) невiдомих називаються
вiльними.

Запишемо перетворену систему:
ã11x1 + ã12x2 + ...+ ã1rxr + ...+ ã1(n−1)xn−1 + ã1nxn = b̃1,

ã22x2 + ...+ ã2rxr + ...+ ã2(n−1)xn−1 + ã2nxn = b̃2,
...

ãrrxr + ...+ ãr(n−1)xn−1 + ãrnxn = b̃r.
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Пiдкреслимо, що у випадку, коли r = n пiсля прямого ходу метода
Гаусса систему можна розв’язати матричним методом або за формулами
Крамера.

Зворотнiй хiд метода Гаусса полягає у послiдовному вiдшуканнi
всiх невiдомих системи, пiдiймаючись вiд останнього рiвняння системи до
першого. А саме, залишаємо головнi невiдомi (x1, x2, ..., xr) системи у лiвих
частинах рiвнянь, а вiльнi невiдомi (xr+1, xr+2, ..., xn) переносимо у правi
частини рiвнянь системи:
ã11x1 + ã12x2 + ...+ ã1rxr = b̃1 − ã1(r+1)xr+1 − ...− ã1(n−1)xn−1 − ã1nxn,

ã22x2 + ...+ ã2rxr = b̃2 − ã2(r+1)xr+1 − ...− ã2(n−1)xn−1 − ã2nxn,
...

ãrrxr = b̃r − ãr(r+1)xr+1...− ãr(n−1)xn−1 − ãrnxn.

Далi, з останнього рiвняння виражаємо значення xr через вiльнi невi-
домi (xr+1, xr+2, ..., xn). Пiдставляємо у передостаннє рiвняння i знаходимо
з нього значення xr−1 через вiльнi невiдомi. Продовжуючи цей алгоритм
знаходимо всi невiдомi системи xr, xr−1, ..., x2, x1.

Задаючи вiльним невiдомим довiльнi значення, отримаємо незлiченну
множину розв’язкiв системи.
Приклад 5.1. Розв’язати СЛАР методом Гаусса:

2x1 − x2 + 3x3 − 5x4 = 1,
x1 − x2 − 5x3 = 2,
3x1 − 2x2 − 2x3 − 5x4 = 3

7x1 − 5x2 − 9x3 − 10x4 = 8.
Переставимо мiсцями перше та друге рiвняння системи, випишемо роз-

ширену матрицю системи та зведемо її до схiдчастого вигляду:

A =


1 −1 −5 0 2
2 −1 3 −5 1
3 −2 −2 −5 3
7 −5 −9 −10 8


·(−2)
← +

·(−3)

← +

·(−7)

← +

∼

∼


1 −1 −5 0 2
0 1 13 −5 −3
0 1 13 −5 −3
0 2 26 −10 −6

 ·(−1)
← +

·(−2)

← +

∼


1 −1 −5 0 2
0 1 13 −5 −3
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .

Звiдси випливає, що r(A) = r(A) = 2 < 4 = n. Таким чином, дана СЛАР
є сумiсною та невизначеною. Оберемо у якостi головних змiнних (x1, x2).
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Дiйсно, вiдповiдний мiнор
∣∣∣∣1 −1
0 1

∣∣∣∣ 6= 0. Випишемо перетворену систему та

знайдемо її загальний розв’язок:{
x1 − x2 − 5x3 = 2,
x2 + 13x3 − 5x4 = −3.

Перенесемо у правi частини рiвнянь вiльнi змiннi (x3, x4):{
x1 − x2 = 2 + 5x3,
x2 = −3− 13x3 + 5x4.

Звiдси x2 = −3 − 13x3 + 5x4, та x1 = 2 + 5x3 + x2 = −1 − 8x3 + 5x4. Тодi

загальний розв’язок системи: Xз.р. =


−1− 8x3 + 5x4

−3− 13x3 + 5x4

x3

x4

 . Якщо покласти,

наприклад, x3 = 0, x4 = 0, то отримаємо частинний розв’язок: Xч.р. =
−1
−3
0
0

 .

5.2 Однорiднi системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь
Нагадаємо, що однорiдною називається СЛАР (4.1), у якої всi вiльнi члени
дорiвнюють нулю, тобто СЛАР вигляду

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = 0,
...

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn = 0.

(5.1)

Однорiдна система (5.1) завжди є сумiсною, оскiльки у такої системи
r(A) = r(A). Однорiдна система завжди має принаймнi один розв’язок:
x1 = x2 = ... = xn = 0, який називається нульовим або тривiальним
розв’язком системи.

Виникає питання : при яких умовах однорiдна система має також i
ненульовi розв’язки? Наступна теорема дає вiдповiдь на це питання.
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Теорема 5.1. Для того, щоб однорiдна СЛАР мала ненульовi розв’язки,
необхiдно i достатньо, щоб ранг її основної матрицi r(A) був меньший за
число невiдомих n, тобто r(A) < n.

Доведення. Безпосередньо випливає з теореми 4.1.

Розв’язати однорiдну СЛАР означає — знайти її загальний розв’язок,
або переконатися, що вона має лише нульовий розв’язок.

Позначимо розв’язок x1 = k1, x2 = k2,..., xn = kn, однорiдної системи

(5.1) у виглядi вектор-стовпця e =


k1

k2

...
kn

 .

Розв’язки однорiдної СЛАР мають наступнi властивостi:

1) Якщо e — розв’язок однорiдної СЛАР, то λ · e =


λk1

λk2

...
λkn

 теж є

розв’язком цiєї СЛАР, де λ — довiльне дiйсне число.

2) Якщо e1 =


k1

k2

...
kn

 та e2 =


l1
l2
...
ln

 — розв’язки однорiдної СЛАР, то

для довiльних c1, c2 ∈ R, вектор-стовпець

c1e1 + c2e2 =


c1k1

c1k2

...
c1kn

+


c2l1
c2l2
...
c2ln


також є розв’язком цiєї СЛАР.

З цих властивостей випливає, що довiльна лiнiйна комбiнацiя розв’язкiв
однорiдної системи є її розв’язком.

Означення 5.1. Система розв’язкiв однорiдної СЛАР e1 =


k11

k12

...
k1n

,

e2 =


k21

k22

...
k2n

,..., es =


ks1
ks2
...
ksn

 , називається лiнiйно незалежною, якщо ма-
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триця 
k11 k21 ... ks1
k12 k22 ... ks2
... ... ... ...
k1n k2n ... ksn


має ранг s.

Означення 5.2. Система лiнiйно незалежних розв’язкiв e1, e2,...,es, одно-
рiдної СЛАР (5.1), називається фундаментальною системою розвязкiв
(ФСР) цiєї СЛАР, якщо будь-який її розв’язок X є лiнiйною комбiнацi-
єю розв’язкiв e1, e2,...,es, тобто X = c1e1 + c2e2 + ... + cses, де c1, c2, ..., cs
— довiльнi дiйснi числа.

Розглянемо теорему про загальний розв’язок однорiдної СЛАР.

Теорема 5.2. Якщо ранг r = r(A) основної матрицi однорiдної СЛАР
(5.1) є меншим за число невiдомих n, тобто r < n, то будь-яка фунда-
ментальна система розв’язкiв цiєї СЛАР складається з (n−r) розв’язкiв
e1, e2, ..., en−r, причому загальний розв’язок цiєї системи є лiнiйною ком-
бiнацiєю цих розв’язкiв:

Xз.о. =


x1

x2

...
xn

 = c1e1 + c2e2 + ...+ cn−ren−r,

c1, c2, ..., cn−r — довiльнi дiйснi числа.

Наслiдок 5.1. Загальний розв’язок Xз.н. неоднорiдної СЛАР (4.1), що
складається з m рiвнянь з n невiдомих, дорiвнює сумi загального розв’яз-
ку Xз.o. вiдповiдної їй однорiдної системи (5.1) та довiльного частинного
розв’язку Xч.н. неоднорiдної СЛАР (4.1):

Xз.н. = Xз.о. +Xч.н.

Доведення. Дiйсно, нехай

Xз.о. = c1


k11

k12

...
k1n

+ c2


k21

k22

...
k2n

+ ...+ cn−r


k(n−r)1
k(n−r)2
...

k(n−r)n


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— загальний розв’язок однорiдної СЛАР (5.1), що вiдповiдає неоднорiднiй

СЛАР (4.1). Нехай Xч.н. =


w1

w2

...
wn

 — частинний розв’язок неоднорiдної

СЛАР (4.1). Пiдставимо замiсть кожної змiнної xi у систему (4.1) значе-
ння (cik11 + c2k2i + ... + cn−rk(n−r)i + wi), i = 1, n. Легко бачити, що кожне
рiвняння системи (4.1) перетвориться на вiрну рiвнiсть, що i доводить на-
слiдок 5.1.

Однорiднi СЛАР як правило розв’язують методом Гаусса. Iншi мето-
ди для однорiдних СЛАР є неефективними. Для квадратних однорiдних
СЛАР, обчислюючи визначник системи ∆, можна з’ясувати чи є однорi-
дна СЛАР визначною (випадок ∆ 6= 0), чи вона є невизначеною (випадок
∆ = 0). У випадку, коли квадратна однорiдна СЛАР є невизначеною, зна-
йти її загальний розв’язок можна лише методом Гаусса.

Приклад 5.2. Розв’язати однорiдну СЛАР:


x1 + 2x2 + 4x3 − 3x4 = 0,
3x1 + 5x2 + 6x3 − 4x4 = 0,
4x1 + 5x2 − 2x3 + 3x4 = 0,
3x1 + 8x2 + 24x3 − 19x4 = 0.

Випишемо основну матрицю системи i зведемо її до схiдчастого вигляду:

A =


1 2 4 −3
3 5 6 −4
4 5 −2 3
3 8 24 −19


·(−3)
← +

·(−4)

← +
← +

∼


1 2 4 −3
0 −1 −6 5
0 −3 −18 15
0 2 12 −10

 ·(−3)
← +

·2

← +

∼

∼


1 2 4 −3
0 −1 −6 5
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Таким чином, r(A) = 2, тобто система має безлiч розв’язкiв.
Запишемо перетворену систему:{

x1 + 2x2 + 4x3 − 3x4 = 0,
−x2 − 6x3 + 5x4 = 0,

звiдки {
x1 + 2x2 = −4x3 + 3x4,

x2 = −6x3 + 5x4,
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тобто загальний розв’язок системи:

Xз.о. =


8x3 − 7x4

−6x3 + 5x4

x3

x4

 =


8
−6
1
0

x3 +


−7
5
0
1

x4.

Надаючи вiльним змiнним x3 та x4 рiзнi дiйснi значення отримаємо рiзнi
частиннi розв’язки однорiдної системи.

Вектор-стовпцi e1 =


8
−6
1
0

 та e2 =


−7
5
0
1

 складають фундаментальну

систему розв’язкiв (ФСР) даної СЛАР.
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Частина II

Елементи векторної алгебри
6 Геометричнi вектори на площинi i в
просторi. Лiнiйнi операцiї над векторами.

6.1 Основнi поняття.
Величини, якi повнiстю визначаються своїм чисельним значенням, назива-
ються скалярними. Наприклад, площа, об’єм, температура, маса. Iншi ве-
личини, наприклад, сила, швидкiсть, прискорення, визначаються не тiльки
своїм чисельним значенням, але й напрямом. Такi величини називаються
векторними. Векторна величина геометрично зображається за допомогою
вектора.

Означення 6.1. Вектор – це напрямлений прямолiнiйний вiдрiзок, тобто
вiзрiзок, який має певну довжину i певний напрямок.

Якщо, точка A – початок вектора, а точка B – його кiнець, тодi вектор
позначається символом

−→
AB або −→a .

Означення 6.2. Вектор
−→
BA (його початок в точцi B, а кiнець в точцi A)

називається протилежним ветору
−→
AB. Вектор, протилежний ветору −→a ,

позначається −−→a .

Означення 6.3. Довжиною або модулем вектора
−→
AB називається довжи-

на вiдрiзка вiд точки A до точки B, i позначається |
−→
AB|.

Означення 6.4. Вектор, довжина якого дорiвнює нулю, називається ну-
льовим ветором i позначається

−→
0 . Нульовий вектор напряму не має.

Означення 6.5. Вектор, довжина якого дорiвнює одиницi, називається
одиничним вектором i позначається −→e . Одиничний вектор, напрям якого
спiвпадає з напрямом вектора −→a , називається ортом вектора −→a i познача-
ється −→a 0.
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Означення 6.6. Вектори −→a i
−→
b називаються колiнеарними, якщо вони

лежать на однiй прямiй або на паралельних прямих. Позначення: −→a ||
−→
b .

Якщо колiнеарнi вектори мають один напрям, то їх називають спiвна-
правленими i позначають −→a �

−→
b ; якщо колiнеарнi вектори мають проти-

лежнi напрями, то їх називають протилежно направленими i позначають
−→a ↑↓

−→
b .

Нульовий вектор вважається колiнеарним будь-якому вектору.

Означення 6.7. Вектори −→a i
−→
b називаються рiвними, якщо вони колiне-

арнi, однаково направленi i мають однаковi довжини. Позначення: −→a =
−→
b .

З означення рiвностi векторiв випливає, що вектор можна переносити
паралельно самому собi, а початок вектора помiщати в будь яку точку O
простору.

Означення 6.8. Три вектори в просторi називаються компланарними,
якщо вони лежать в однiй площинi або в паралельних площинах.

Якщо серед трьох векторiв хоча б один нульовий або два вектори колi-
неарнi, то такi вектори компланарнi.

6.2 Лiнiйнi операцiї над векторами.
Пiд лiнiйними операцiями над векторами розумiють операцiї додавання та
вiднiмання веторiв, а також множення вектора на число.

Нехай −→a та
−→
b — два довiльних вектори. Вiзьмемо довiльну точку O та

побудуємо вектор
−→
OA = −→a . Вiдкладемо вiд точки A вектор

−→
AB =

−→
b . Ве-

ктор
−−→
OB, що з’єднує початок вектора −→a та кiнець вектора

−→
b , називається

сумою векторiв −→a та
−→
b :
−−→
OB = −→a +

−→
b .

Це правило додавання векторiв називається правилом трикутника. Суму
двох векторiв можна побудувати також за правилом паралелограма:
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Пiд рiзницею векторiв −→a та
−→
b розумiють вектор −→c = −→a −

−→
b такий,

що
−→
b +−→c = −→a .

Зауважимо, що у паралелограмi, побудованому на векторах −→a та
−→
b

одна направлена дiагональ є сумою векторiв −→a та
−→
b , а iнша — рiзницею.

Добутком вектора −→a на скаляр (число) λ називається вектор λ−→a ,
який має довжину |λ| · |−→a |, колiнеарний вектору −→a , причому спiвнаправ-
лений з вектором −→a , якщо λ > 0, i протилежного з вектором −→a напрямку,
якщо λ < 0.

Приклад 6.1. Для вектора −→a на малюнку зображено вектори −2−→a та 3−→a .

Властивостi добутку вектора на число:
1) Якщо

−→
b = λ−→a , то

−→
b ‖ −→a . Навпаки, якщо

−→
b ‖ −→a , (−→a 6= −→0 ), то

iснує деяке число λ 6= 0 таке, що
−→
b = λ−→a .

2) Для будь-якого вектора −→a виконується −→a = |−→a | · −→a 0.
Властивостi лiнiйних операцiй над векторами:
1) −→a +

−→
b =

−→
b +−→a ;

2) −→a + (
−→
b +−→c ) = (−→a +

−→
b ) +−→c ;

3) λ1(λ2
−→a ) = (λ1λ2)

−→a ;
4) (λ1 + λ2)

−→a = λ1
−→a + λ2

−→a ;

5) λ(−→a +
−→
b ) = λ−→a + λ

−→
b .
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6.3 Проекцiя вектора на вiсь.
Нехай у просторi задана вiсь l, тобто напрямлена пряма.

Означення 6.9. Проекцiєю точки M на вiсь l називається основаM1 пер-
пендикуляра MM1, опущеного з точки M на вiсь l.

Точка M1 є точкою перетину осi l з площиною, яка проходить через
точку M перпендикулярно осi l.

Якщо точка M лежить на осi l, то проекцiя точки M спiвпадає з M .

Нехай
−→
AB - довiльний вектор (

−→
AB 6= −→0 ). Позначимо через A1 i B1

проекцiї на вiсь l вiдповiдно початку A i кiнця B вектору
−→
AB, i розглянемо

вектор
−−−→
A1B1.

Означення 6.10. Проекцiєю вектора
−→
AB на вiсь l називається додатнє

число |
−−−→
A1B1|, якщо ветор

−−−→
A1B1 та вiсь l спiвнаправленi, i вiд’ємне число

−|
−−−→
A1B1|, якщо ветор

−−−→
A1B1 та вiсь l протилежно направленi. Якщо точки A1

i B1 спiвпадають (
−−−→
A1B1 =

−→
0 ), тодi проекцiя вектора

−→
AB на вiсь l дорiвнює

нулю.

Проекцiя вектора
−→
AB на вiсь l позначається так: npl

−→
AB. Якщо

−→
AB =

−→
0

або
−→
AB ⊥ l, то npl

−→
AB = 0.

Кут мiж вектором
−→
AB та вiссю l будемо позначати ϕ. Очевидно, 0 ≤

ϕ ≤ π.

Властивостi проекцiї вектора на вiсь

Властивiсть 1. Проекцiя вектора −→a на вiсь l дорiвнює добутку модуля
вектора −→a на косинус кута ϕ мiж вектором −→a та вiссю l, тобто npl−→a =
|−→a | cosϕ.
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Доведення. Якщо ϕ = (−̂→a , l) < π
2 , то npl

−→a = +|−→a 1| = |−→a | cosϕ. Якщо
ϕ = (−̂→a , l) > π

2 , то npl
−→a = −|−→a 1| = −|−→a | cos(π − ϕ) = |−→a | cosϕ. Якщо

ϕ = (−̂→a , l) = π
2 , то npl

−→a = 0 = |−→a | cosϕ.

Наслiдок 1 з властивостi 1: Проекцiя вектора на вiсь додатня (вiд’ємна),
якщо вектор утворює з вiссю гострий (тупий) кут, i дорiвнює нулю, якщо
цей кут – прямий.
Наслiдок 2 з властивостi 1: Проекцiї рiвних векторiв на одну i ту саму
вiсь є рiвними мiж собою.
Властивiсть 2. Проекцiя суми векторiв на одну i ту ж саму вiсь дорiвнює
сумi їх проекцiй на цю вiсь, тобто npl(−→a +

−→
b ) = npl

−→a + npl
−→
b .

Доведення. Нехай задано два вектори −→a i
−→
b . Помiстимо початок вектора

−→
b у кiнець вектора −→a . Якщо ϕ1 = (−̂→a , l) < π

2 , i ϕ2 = (
−̂→
b , l) < π

2 , то
npl
−→a = +|−→a 1|, i npl

−→
b = +|

−→
b 1|. Крiм того, npl(−→a +

−→
b ) = |−→a 1| + |

−→
b 1|.

Отже, властивiсть 2) у цьому випадку виконується.

Якщо ϕ1 = (−̂→a , l) > π
2 , i ϕ2 = (

−̂→
b , l) > π

2 , то, очевидно, npl
−→a = −|−→a 1| i

npl
−→
b = −|

−→
b 1|. Крiм того, npl(−→a +

−→
b ) = −|−→a 1| − |

−→
b 1|. Отже, властивiсть

2) у цьому випадку також виконується.

Аналогiчно, якщо ϕ1 = (−̂→a , l) < π
2 , а ϕ2 = (

−̂→
b , l) > π

2 , то npl
−→a = |−→a 1| i

npl
−→
b = −|

−→
b 1|. Крiм того, npl(−→a +

−→
b ) = |−→a 1| − |

−→
b 1|.

Властивiсть 3. При множеннi вектора −→a на число λ його проекцiя на
вiсь l також множиться на це число, тобто npl(λ−→a ) = λ · npl−→a .
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Доведення. При λ > 0 маємо npl(λ · −→a ) = |λ · −→a | · cosϕ = λ · |−→a | · cosϕ =
λ·npl−→a .При λ < 0 маємо npl(λ·−→a ) = |λ·−→a |·cos(π−ϕ) = −λ·|−→a |·(− cosϕ) =
λ · npl−→a . При λ = 0, справедливiсть властивостi 3) очевидна.

Таким чином, лiнiйнi операцiї над векторами породжують вiдповiднi
лiнiйнi операцiї над їх проекцiями.

6.4 Розклад вектора по ортах координатних осей. Мо-
дуль вектора. Напрямнi косинуси.

Розглянемо у просторi прямокутну декартову систему координат Oxyz. Ви-
дiлимо на осях Ox, Oy, Oz одиничнi вектори (орти), якi позначаються

−→
i ,

−→
j ,
−→
k вiдповiдно. Виберемо довiльний вектор −→a простору та перенесемо

його початок у початок координат: −→a =
−−→
OM .

Знайдемо проекцiї вектора −→a на координатнi осi. Для цього проведемо че-
рез кiнець M вектора

−−→
OM площини, паралельнi координатним площинам.

Точки перетину цих площин з координатними осями позначимо M1, M2

та M3 вiдповiдно. Отримаємо прямокутний паралелепiпед, однiєю з дiа-
гоналей якого є вектор

−−→
OM . Тодi npOx−→a = |

−−→
OM1|, npOy−→a = |

−−→
OM2| та

npOz
−→a = |

−−→
OM3|. Крiм того,

−→a =
−−→
OM1 +

−−→
OM2 +

−−→
OM3.

Але
−−→
OM1 = |

−−→
OM1| ·

−→
i ,
−−→
OM2 = |

−−→
OM2| ·

−→
j ,
−−→
OM3 = |

−−→
OM3| ·

−→
k . Позначимо

|
−−→
OM1| = ax, |

−−→
OM2| = ay та |

−−→
OM3| = az. Тодi

−→a = ax
−→
i + ay

−→
j + az

−→
k . (6.1)

Рiвнiсть (6.1) називається розкладом вектора по ортах координатних
осей, а числа ax, ay, az — координатами вектора. Таким чином, координати
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вектора є його проекцiї на вiдповiднi координатнi осi. Рiвнiсть (6.1) часто
записують у скороченiй формi наступним чином: −→a = (ax, ay, az).

За вiдомими координатами вектора легко знайти його модуль. Оскiльки
вектор−→a є дiагоналлю прямокутного паралелепiпеда, то |

−−→
OM |2 = |

−−→
OM1|2+

|
−−→
OM2|2 + |

−−→
OM3|2, тобто

|−→a |2 = |ax|2 + |ay|2 + |az|2,

звiдки
|−→a | =

√
|ax|2 + |ay|2 + |az|2.

Отже, модуль вектора дорiвнює квадратному кореню з суми квадратiв його
проекцiй на координатна осi.

Нехай кути вектора −→a з осями Ox, Oy та Oz вiдповiдно дорiвнюють α,
β та γ. З властивостi 1 проекцiї вектора на вiсь, маємо

ax = |−→a | · cosα, ay = |−→a | · cos β, az = |−→a | · cos γ.

Звiдси випливає, що

cosα =
ax
|−→a |

, cos β =
ay
|−→a |

, cos γ =
az
|−→a |

.

Числа cosα, cos β, cos γ називаються напрямними косинусами вектора −→a .
Напрямнi косинуси вектора задавольняють спiввiдношення:

cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1.

Пiдкреслимо, що координатами орта −→a 0 вектора −→a є напрямнi косинуси
вектора −→a , тобто −→a 0 = (cosα, cos β, cos γ).

Зауважимо, що згiдно з введеним поняттям координат геометричного
вектора, орти осей Ox, Oy, Oz вiдповiдно мають координати:

−→
i = (1, 0, 0),

−→
j = (0, 1, 0),

−→
k = (0, 0, 1).

6.5 Дiї над векторами, заданими проекцiями.

Нехай вектори −→a = (ax, ay, az) та
−→
b = (bx, by, bz) заданi своїми проекцiями

на осi координат Ox, Oy, Oz, або що теж саме

−→a = ax
−→
i + ay

−→
j + az

−→
k ,
−→
b = bx

−→
i + by

−→
j + bz

−→
k .

Лiнiйнi операцiї над векторами зводяться до вiдповiдних лiнiйних опера-
цiй над їх проекцiями, тобто
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1) −→a ±
−→
b = (ax± bx)

−→
i + (ay± by)

−→
j + (az± bz)

−→
k , або скорочено −→a ±

−→
b =

(ax ± bx, ay ± by, az ± bz);
2) λ−→a = λax

−→
i + λay

−→
j + λaz

−→
k , або скорочено λ−→a = (λax, λay, λaz).

Рiвнiсть векторiв. Два вектора −→a = (ax, ay, az) та
−→
b = (bx, by, bz) рiвнi

тодi i тiльки тодi, коли

ax = bx, ay = by, az = bz.

Умова колiнеарностi векторiв. Оскiльки −→a ||
−→
b , то iснує деяке число λ

таке, що −→a = λ
−→
b , тобто

ax
−→
i + ay

−→
j + az

−→
k = λbx

−→
i + λby

−→
j + λbz

−→
k .

Звiдси отримаємо, що ax = λbx, ay = λby, az = λbz, а отже
ax
bx

=
ay
by

=
az
bz

= λ.

Таким чином, проекцiї колiнеарних векторiв пропорцiйнi. Обернене твер-
дження також вiрне: якщо вектори мають пропорцiйнi координати, то вони
колiнеарнi.

6.6 Координати точки та вектора.
Розглянемо у просторi прямокутну систему координат Oxyz. Для будь-якої
точкиM простору координати вектора

−−→
OM називаються координатами то-

чки M . Вектор
−−→
OM називається радiус-вектором точки M та позначається−−→

OM = −→r . Таким чином, координати точки — це координати її радiус-
вектора −→r = (x, y, z):

−→r = x
−→
i + y

−→
j + z

−→
k .

Координати точки M записуються у виглядi: M(x, y, z).
Знайдемо тепер координати вектора

−→
AB, якщо вiдомi координати точок

A(x1, y1, z1) та B(x2, y2, z2). Маємо
−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA = (x2

−→
i + y2

−→
j + z2

−→
k )− (x1

−→
i + y1

−→
j + z1

−→
k ) =

= (x2 − x1)
−→
i + (y2 − y1)

−→
j + (z2 − z1)

−→
k .

Таким чином, координати вектора дорiвнюють рiзницi вiдповiдних коорди-
нат його кiнця та початку:

−→
AB = ((x2 − x1), (y2 − y1), (z2 − z1)).
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Для векторiв, заданих на площинi, всi поняття, викладенi в пiдроздiлах
6.4–6.7, вводяться цiлком аналогiчно.
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7 Лiнiйна залежнiсть i незалежнiсть системи
векторiв. База i базис системи векторiв.

Базис на площинi i в просторi

7.1 Узагальнення поняття вектора. n-вимiрний алге-
браїчний простiр

У попереднiй лекцiї розглядалися геометричнi вектори на площинi i в про-
сторi. Для таких векторiв було встановлено, що вектор однозначно задає-
ться своїми координатами (проекцiями на координатнi осi) у введенiй си-
стемi координат. При цьому операцiї додавання та множення на число для
векторiв, заданих координатами, можна безпосередньо вводити за прави-
лами з пiдроздiлу 6.5. Таким чином, з алгебраїчної точки зору, вектор —
це впорядкований набiр чисел. Наприклад, на площинi — це впорядкова-
ний набiр двох чисел, записаних у виглядi рядка: −→a =

(
ax, ay

)
, у про-

сторi — це впорядкований набiр трьох чисел, записаних у виглядi рядка:
−→a =

(
ax, ay, az

)
. Узагальнюючи поняття вектора, пiд вектором будемо

розумiти впорядкований набiр n чисел (координат), записаних у виглядi
рядка: −→a =

(
a1, a2, ..., an

)
.

Розглянемо множину всiх впорядкованих наборiв n дiйсних чисел, та
введемо на нiй операцiї додавання та множення на число λ ∈ R за насту-
пними правилами:

−→a +
−→
b = (a1, a2, ..., an) + (b1, b2, ..., bn) = (a1 + b1, a2 + b2, ..., an + bn);

λ−→a = (λa1, λa2, ..., λan).

Множину всiх впорядкованих наборiв n дiйсних чисел −→a =
(a1, a2, ..., an) з введеними операцiями додавання та множення на число,
називають n-вимiрним векторним або алгебраїчним простором та позна-
чають Rn. Очевидно, що для довiльних векторiв −→a ,

−→
b , −→c з простору Rn

та будь-яких дiйсних чисел λ, µ виконуються наступнi властивостi:
1) −→a +

−→
b =

−→
b +−→a ;

2) −→a + (
−→
b +−→c ) = (−→a +

−→
b ) +−→c ;

3) у множинi Rn iснує нульовий вектор
−→
0 такий, що −→a +

−→
0 = −→a , для

будь-якого −→a ∈ Rn;
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4) для кожного −→a ∈ Rn iснує протилежний вектор (−−→a ) ∈ Rn такий, що
−→a + (−−→a ) =

−→
0 ;

5) 1 · −→a = −→a ;
6) λ(µ−→a ) = (λµ)−→a ;
7) (λ+ µ)−→a = λ−→a + µ−→a ;

8) λ(−→a +
−→
b ) = λ−→a + λ

−→
b .

7.2 Лiнiйна залежнiсть i незалежнiсть системи векто-
рiв.

Нехай у деякому n-вимiрному просторi iз введеною системою координат
задано вектори −→a 1, −→a 2,...,−→a m.

Означення 7.1. Система векторiв −→a 1, −→a 2,...,−→a m називається лiнiйно за-
лежною, якщо iснують такi дiйснi числа c1, c2,...,cm, хоча б одне з яких не
дорiвнює нулю, що

c1
−→a 1 + c2

−→a 2 + ...+ cm
−→a m =

−→
0 . (7.1)

Якщо рiвнiсть (7.1) виконується тiльки, коли всi c1 = c2 = ... = cm = 0, то
система векторiв −→a 1, −→a 2,...,−→a m називається лiнiйно незалежною.

Властивостi лiнiйної залежностi i незалежностi векторiв

Властивiсть 1. Якщо серед векторiв −→a 1, −→a 2,...,−→a m є нульовий вектор,
то система векторiв є лiнiйно залежною.

Доведення. Нехай вектор −→a m =
−→
0 . Тодi iснують дiйснi числа c1, c2,...,cm−1,

cm, причому принаймнi одне з них не рiвне нулю: cm 6= 0 (наприклад, по-
кладемо cm = 1), що

c1
−→a 1 + c2

−→a 2 + ...+ cm−1
−→a m−1 + 1 · −→0 =

−→
0 .

Отже, вектори −→a 1, −→a 2,...,−→a m — лiнiйно залежнi.

Властивiсть 2. Якщо вектори −→a 1, −→a 2,...,−→a k, (k ≤ m) системи векторiв
−→a 1, −→a 2,...,−→a m є лiнiйно залежними, то i всi вектори −→a 1, −→a 2,...,−→a m цiєї
системи є лiнiйно залежними.
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Доведення. Оскiльки вектори −→a 1, −→a 2,...,−→a k — лiнiйно залежнi, то за озна-
ченням iснують такi дiйснi числа c1, c2,...,ck, серед яких є принаймнi одне
число не рiвне нулю, що

c1
−→a 1 + c2

−→a 2 + ...+ ck
−→a k =

−→
0 .

Покладемо ck+1 = ck+2 = ... = cm = 0. Тодi

c1
−→a 1 + c2

−→a 2 + ...+ ck
−→a k + 0−→a k+1 + 0−→a k+2 + ...+ 0−→a m =

−→
0 .

Таким чином, система векторiв −→a 1, −→a 2,...,−→a m — лiнiйно залежна.

Безпосередньо з властивостi 2) випливає, що якщо до системи векто-
рiв, якi є лiнiйно залежними, додати будь-якi вектори, то система векторiв
залишиться лiнiйно залежною.

Теорема 7.1. Для того, щоб вектори −→a 1, −→a 2,...,−→a m були лiнiйно зале-
жними, необхiдно i достатньо, щоб один з них був лiнiйною комбiнацiєю
iнших векторiв системи.

Доведення. Доведемо необхiднiсть. Нехай вектори −→a 1, −→a 2,...,−→a m — лiнiйно
залежнi. Тодi за означенням iснують такi числа c1, c2,...,cm, серед яких хоча
б одне не рiвне нулю, що

c1
−→a 1 + c2

−→a 2 + ...+ cm
−→a m =

−→
0 .

Не обмежуючи загальностi, будемо вважати, що cm 6= 0. Тодi

−→a m = − c1

cm

−→a 1 −
c2

cm

−→a 2 − ...−
cm−1

cm

−→a m−1,

тобто вектор −→a m є лiнiйною комбiнацiєю векторiв −→a 1, −→a 2,...,−→a m−1.
Доведемо достатнiсть. Нехай вектор −→a m є лiнiйною комбiнацiєю векто-

рiв −→a 2,...,−→a m−1, тобто

−→a m = c1
−→a 1 + c2

−→a 2 + ...+ cm−1
−→a m−1,

для деяких дiйсних чисел c1, c2,...,cm−1. Але тодi

c1
−→a 1 + c2

−→a 2 + ...+ cm−1
−→a m−1 −−→a m =

−→
0 ,

звiдки випливає, що вектори −→a 1, −→a 2,...,−→a m — лiнiйно залежнi.

Наслiдок 7.1. Cистема, що складається з одного вектора, лiнiйно зале-
жна тодi i тiльки тодi, коли цей вектор — нульовий.
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Доведення. Безпосередньо випливає з теореми 7.1, оскiльки λ ·−→0 =
−→
0 для

будь-якого λ ∈ R.

Наслiдок 7.2. Система двох векторiв є лiнiйно залежною тодi i тiльки
тодi, коли цi вектори - колiнеарнi.

Доведення. Безпосередньо випливає з теореми 7.1, оскiльки два ненульових
вектори −→a та

−→
b колiнеарнi (−→a ||

−→
b ) тодi i тiльки тодi, коли iснує деяке

дiйсне число λ 6= 0 таке, що −→a = λ
−→
b .

Наслiдок 7.3. Система трьох векторiв −→a ,
−→
b та −→c є лiнiйно залежною

тодi i тiльки тодi, коли цi вектори компланарнi. При цьому, третiй ве-
ктор є лiнiйною комбiнацiєю двох iнших, тобто iснують α, β ∈ R такi,
що −→c = α−→a + β

−→
b .

Доведення. Доведемо необхiднiсть. Нехай три вектори −→a ,
−→
b та −→c — лi-

нiйно залежнi. Тодi α1
−→a + α2

−→
b + α3

−→c =
−→
0 , для деяких дiйсних чисел

α1, α2, α3. Не обмежуючи загальностi, будемо вважати, що α3 6= 0. Звiдси
випливає, що −→c = α−→a + β

−→
b , де α = −α1

α3
, β = −α2

α3
. Отже, вектор −→c роз-

кладається за векторами −→a i
−→
b . Звiдси випливає, що вектори −→a ,

−→
b та −→c

компланарнi.
Доведемо достатнiсть. Нехай вектори −→a ,

−→
b та −→c компланарнi. Якщо

серед трьох векторiв є принаймнi два колiнеарних, то з властивостi 2 та
наслiдку 2 випливає, що всi три вектори є лiнiйно залежними. Тому будемо
припускати, що вектори −→a ,

−→
b та −→c не є попарно колiнеарними. Помiстимо

початки векторiв −→a ,
−→
b та −→c у спiльну точку O площини.

Проведемо через кiнець C вектора −→c пряму, паралельну вектору
−→
b , до

перетину в точцi P з прямою, на якiй лежить вектор −→a . Тодi
−→
OC =

−→
OP +−→

PC, причому вектори
−→
OP i

−→
PC колiнеарнi вiдповiдно векторам −→a та

−→
b .

Таким чином, iснують числа α, β ∈ R такi, що
−→
OP = α−→a и

−→
PC = β

−→
b .

Отже, −→c = α−→a + β
−→
b , тобто вектори −→a ,

−→
b та −→c — лiнiйно залежнi.

З наслiдку 7.3 випливає, що будь-який вектор площини можна розкла-
сти за двома неколiнеарними векторами. Отже, будь-якi три вектори, що
лежать у однiй площинi, — лiнiйно залежнi.
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Наслiдок 7.4. Будь-якi чотири вектори −→a ,
−→
b , −→c та

−→
d простору R3

є лiнiйно залежними, тобто четвертий вектор є лiнiйною комбiнацiєю
трьох iнших: −→

d = α−→a + β
−→
b + γ−→c ,

для деяких α, β, γ ∈ R.

Доведення. Нехай вектори −→a ,
−→
b , −→c — некомпланарнi. Iнакше за наслiд-

ком 3 вони є лiнiйно залежними, а значить i всi чотири вектори є лiнiйно
залежними.

Помiстимо початки всiх векторiв у спiльну точку O простору та прове-
демо через кiнець D вектора

−→
d пряму, паралельну вектору −→c , до перетину

у точцi P з площиною, на якiй лежать вектори −→a i
−→
b .

Тодi
−−→
OD =

−→
OP +

−−→
PD, причому

−→
OP компланарний векторам −→a i

−→
b , а

−−→
PD

колiнеарний вектору −→c . Але згiдно з наслiдком 7.3 вектор
−→
OP розкладає-

ться за векторами −→a i
−→
b , а вектор

−−→
PD — за вектором −→c . Таким чином,

iснують числа α, β, γ ∈ R такi, що
−→
d = α−→a + β

−→
b + γ−→c , тобто вектори −→a ,−→

b , −→c ,
−→
d — лiнiйно залежнi.

7.3 База i базис системи векторiв.
Означення 7.2. Базою системи векторiв −→a 1, −→a 2,...,−→a m називається така
її пiдсистема −→a 1, −→a 2,...,−→a k (k ≤ m), що

а) вектори цiєї пiдсистеми є лiнiйно незалежними;
б) будь-який iнший вектор системи є лiнiйною комбiнацiєю векторiв −→a 1,−→a 2,...,−→a k, тобто для всiх k + 1 ≤ l ≤ m,

−→a l = c1
−→a 1 + c2

−→a 2 + ...+ ck
−→a k, (7.2)

де c1, c2,...,ck — деякi дiйснi числа.
При цьому рiвнiсть (7.2) називається розкладом вектора −→a l за базою

−→a 1, −→a 2,...,−→a k, числа c1, c2,...,ck — координатами вектора −→a l у базi.
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Теорема 7.2. Система m векторiв −→a 1 = (a11, a12, ..., a1n), −→a 2 =
(a21, a22, ..., a2n),...,−→a m = (am1, am2, ..., amn) мiстить базу, що складається
з k векторiв системи (k ≤ m), якщо ранг матрицi, рядками якої є коор-
динати векторiв системи,

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
am1 am2 ... amn


дорiвнює k. При цьому до бази входять тi вектори системи, координати
яких утворюють базисний мiнор матрицi A.

Приклад 7.1. З’ясувати, якi з векторiв системи: −→a 1 = (1, 2, 0, 0), −→a 2 =
(1, 2, 3, 4), −→a 3 = (3, 6, 0, 0) утворюють базу.

Складемо матрицю з координат векторiв системи i зведемо її до схiдча-
стого вигляду:

A =

1 2 0 0
1 2 3 4
3 6 0 0

 ∼
1 2 0 0

0 0 3 4
0 0 0 0

 .

Ранг матрицi r(A) = 2, а отже з трьох заданих векторiв −→a 1, −→a 2, −→a 3 базу
утворюють вектори −→a 1 i −→a 2, а вектор −→a 3 лiнiйно виражається через ве-
ктори −→a 1 i −→a 2, тобто iснують дiйснi числа α i β такi, що −→a 3 = α−→a 1 +β−→a 2.
Очевидно, в цьому випадку α = 3 i β = 0.

Означення 7.3. База, що мiстить n векторiв −→a 1, −→a 2,...,−→a n у деякому
n-вимiрному алгебраїчному просторi Rn, називається базисом у цьому про-
сторi.

Наслiдок 7.5. Система n векторiв −→a 1 = (a11, a12, ..., a1n), −→a 2 =
(a21, a22, ..., a2n),...,−→a n = (an1, an2, ..., ann) утворює базис в n-вимiрному ал-
гебраїчному просторi Rn тодi i тiльки тодi, коли визначник, рядками
якого є координати векторiв системи, не дорiвнює нулю, тобто∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

З наслiдкiв 7.1–7.4 випливає, що серед всiх векторiв, заданих у одно-
вимiрному просторi (на прямiй) базис складається з одного ненульового
вектора. Серед всiх векторiв, заданих на площинi, базис складається
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з двох неколiнеарних векторiв. Серед всiх векторiв, заданих у три-
вимiрному просторi, базис складається з трьох некомпланарних
векторiв.

Серед найрiзноманiтнiших базисiв особливу роль вiдiграють тi, у яких
базиснi вектори взаємно перпендикулярнi i мають одиничну довжину. Такi
базиси називають ортонормованими. На площинi – це система двох векто-
рiв −→e 1 = (1, 0) i −→e 2 = (0, 1). У просторi R3 — це система трьох векторiв
−→
i = (1, 0, 0),

−→
j = (0, 1, 0),

−→
k = (0, 0, 1).

Приклад 7.2. Переконатися, що система векторiв −→a = (2, 3, 1),
−→
b =

(5, 7, 0), −→c = (3,−2, 4) утворює базис у множинi всiх векторiв простору,
i знайти розклад вектора

−→
d = (4, 12,−3) у цьому базисi.

Спочатку переконаємось, що вектори −→a ,
−→
b , −→c є лiнiйно незалежни-

ми тобто утворюють базис. Для цього складемо i обчислимо визначник з
координат векторiв −→a ,

−→
b , −→c :∣∣∣∣∣∣

2 3 1
5 7 0
3 −2 4

∣∣∣∣∣∣ = −35 6= 0.

Тому за наслiдком 7.5 вектори −→a ,
−→
b , −→c є лiнiйно незалежними, тобто

утворюють базис у множинi всiх векторiв простору.
Нехай α, β, γ — координати вектора

−→
d у базисi −→a ,

−→
b , −→c , тобто

−→
d = α−→a + β

−→
b + γ−→c .

Розпишемо цю рiвнiсть

(4, 12,−3) = α(2, 3, 1) + β(5, 7, 0) + γ(3,−2, 4),

звiдки 
2α + 5β + 3γ = 4,
3α + 7β − 2γ = 12,
α + 4γ = −3.

Розв’язуючи цю СЛАР, отримаємо α = 1, β = 1, γ = −1, тобто розклад
вектора

−→
d за базисом −→a ,

−→
b , −→c має вигляд:

−→
d = −→a +

−→
b −−→c .

63



8 Скалярний добуток векторiв, його
властивостi, застосування. Векторний

добуток векторiв, його властивостi

8.1 Скалярний добуток векторiв, його властивостi.

Означення 8.1. Скалярним добутком двох ненульових векторiв −→a та
−→
b

називається число, що дорiвнює добутку модулiв цих векторiв на косинус
кута мiж ними (позначається −→a ·

−→
b або (−→a ,

−→
b )), тобто

−→a ·
−→
b = |−→a | · |

−→
b | · cosϕ,

де ϕ = (−̂→a ,
−→
b ).

З означення проецiї вектора на вiсь випливає, що |−→a | · cosϕ = np−→
b
−→a , i

|
−→
b | · cosϕ = np−→a

−→
b , а отже

−→a ·
−→
b = |

−→
b | · np−→

b
−→a = |−→a | · np−→a

−→
b ,

тобто скалярний добуток двох векторiв дорiвнює модулю одного з них, по-
множеному на проекцiю другого вектора на вiсь спiвнаправлену з першим
вектором.

Властивостi скалярного добутку

Властивiсть 1. −→a ·
−→
b =

−→
b · −→a (комутативнiсть скалярного добутку).

Доведення. Дiйсно, −→a ·
−→
b = |−→a | · |

−→
b | · cos(−̂→a ,

−→
b ) = |

−→
b | · |−→a | · cos(

−̂→
b ,−→a ) =

−→
b · −→a .

Властивiсть 2. (λ−→a ) ·
−→
b = λ · (−→a ·

−→
b ) (асоцiативнiсть скалярного добутку

вiдносно числового множника).

Доведення. (λ−→a ) ·
−→
b = |

−→
b | · np−→

b
(λ−→a ) = λ · |

−→
b | · np−→

b
(−→a ) = λ · |

−→
b | · |−→a | ·

cos(−̂→a ,
−→
b ) = λ · (−→a ·

−→
b ).
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Властивiсть 3. −→a ·(
−→
b +−→c ) = −→a ·

−→
b +−→a ·−→c (дистрибутивнiсть скалярного

добутку).

Доведення. Дiйсно, −→a · (
−→
b + −→c ) = −→a · np−→a (

−→
b + −→c ) = −→a · np−→a

−→
b + −→a ·

np−→a
−→c = −→a ·

−→
b +−→a · −→c .

Властивiсть 4. −→a 2 = |−→a |2.

Доведення. Дiйсно, −→a 2 = −→a · −→a = |−→a | · |−→a | · cos 0◦ = |−→a | · |−→a | = |−→a |2.

Зокрема, з властивостi 4 випливає, що для будь-якого вектора −→a ска-
лярний добуток −→a · −→a ≥ 0. При цьому, −→a · −→a = 0 тодi i тiльки тодi, коли
−→a =

−→
0 .

Крiм того, з властивостi 4 випливає, що
−→
i 2 =

−→
j 2 =

−→
k 2 = 1.

Властивiсть 5. Вектори −→a та
−→
b перпендикулярнi, тодi i тiльки тодi, коли

їх скалярний добуток дорiвнює нулю, тобто

−→a ⊥
−→
b ⇔ −→a ·

−→
b = 0.

Доведення. Не обмежуючи загальностi, будемо вважати, що −→a 6= −→0 i
−→
b 6=−→

0 .
Доведемо необхiднiсть. Нехай вектори −→a та

−→
b перпендикулярнi, тобто

ϕ = π
2 . Тодi

−→a ·
−→
b = |−→a | · |

−→
b | · cos π

2 = 0.

Доведемо достатнiсть. Нехай −→a ·
−→
b = 0. Оскiльки |−→a | 6= 0, i |

−→
b | 6= 0,

то cos(−̂→a ,
−→
b ) = 0. Звiдси ϕ = (−̂→a ,

−→
b ) = π

2 або ϕ = (−̂→a ,
−→
b ) = 3π

2 , тобто
−→a ⊥

−→
b .

Зокрема, з властивостi 5 випливає, що
−→
i · −→j =

−→
i ·
−→
k =

−→
j ·
−→
k = 0.

Властивiсть 6. |−→a ·
−→
b | ≤ |−→a | · |

−→
b | (нерiвнiсть Кошi-Буняковського для

скалярного добутку).

Доведення. Очевидно випливає з означення скалярного добутку.

Скалярний добуток векторiв, заданих координатами

Нехай вектори −→a та
−→
b заданi своїми координатами у просторi R3, тобто

−→a = ax
−→
i + ay

−→
j + az

−→
k , i
−→
b = bx

−→
i + by

−→
j + bz

−→
k . Тодi

−→a ·
−→
b = (ax

−→
i + ay

−→
j + az

−→
k ) · (bx

−→
i + by

−→
j + bz

−→
k ) =

= ax · bx ·
−→
i · −→i + ax · by ·

−→
i · −→j + ax · bz ·

−→
i ·
−→
k +
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+ay · bx ·
−→
j · −→i + ay · by ·

−→
j · −→j + ay · bz ·

−→
j ·
−→
k +

+az · bx ·
−→
k · −→i + az · by ·

−→
k · −→j + az · bz ·

−→
k ·
−→
k =

= ax · bx + ay · by + az · bz.
Отже,

−→a ·
−→
b = ax · bx + ay · by + az · bz,

тобто скалярний добуток двох векторiв, заданих своїми координатами, до-
рiвнює сумi добуткiв їх координат.

Деякi застосування скалярного добутку векторiв

1) Кут мiж векторами. Нехай −→a = (ax, ay, az) та
−→
b = (bx, by, bz) — два

ненульових вектора. Тодi

cos(−̂→a ,
−→
b ) =

−→a ·
−→
b

|−→a | · |
−→
b |

=
ax · bx + ay · by + az · bz√

|ax|2 + |ay|2 + |az|2 ·
√
|bx|2 + |by|2 + |bz|2

.

Зокрема, звiдси випливає, що

−→a ⊥
−→
b ⇔ ax · bx + ay · by + az · bz = 0.

2) Проекцiя вектора на вектор. Проекцiя вектора −→a на вектор
−→
b об-

числюється за формулою:

np−→
b
−→a =

−→a ·
−→
b

|
−→
b |

=
ax · bx + ay · by + az · bz√
|bx|2 + |by|2 + |bz|2

.

3) Робота сталої сили. Нехай матерiальна точка рухається прямолiнiйно
з точки A в точку B пiд дiєю сталої сили

−→
F , що утворює кут ϕ з напрямком−→

AB. З фiзики вiдомо, що робота A сили
−→
F при перемiщеннi

−→
AB дорiвнює

A = |
−→
F | · |

−→
AB| · cosϕ =

−→
F ·
−→
AB.

Приклад 8.1. Обчислити довжини дiагоналей паралелограма, побудованого
на векторах −→a = 2−→p − −→q i

−→
b = −→p + 4−→q , якщо |−→p | = 1, |−→q | = 2,

ϕ = (−̂→p ,−→q ) = π
3 .

Дiагоналi паралелограма, побудованого на векторах −→a i
−→
b , утворюють

веткори −→a +
−→
b = 3−→p + 3−→q i −→a −

−→
b = −→p − 5−→q .
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Знайдемо спочатку |−→a +
−→
b |2. Використовуючи властивостi скалярного

добутку, отримаємо

|−→a +
−→
b |2 =

(−→a +
−→
b
)2

=
(

3−→p + 3−→q
)2

= 9
(−→p 2 + 2−→p −→q +−→q 2

)
=

= 9
(
|−→p |2 + 2|−→p | · |−→q | · cosϕ+ |−→q |2

)
= 9
(

1 + 2 · 1 · 2 · 1
2

+ 4
)

= 63,

звiдки |−→a +
−→
b | =

√
63 = 3

√
7.

Аналогiчно,

|−→a −
−→
b |2 =

(−→a −−→b )2

=
(−→p − 5−→q

)2

=
(−→p 2 − 10−→p −→q + 25−→q 2

)
=

=
(
|−→p |2 − 10|−→p | · |−→q | · cosϕ+ 25|−→q |2

)
=
(

1− 10 · 1 · 2 · 1
2

+ 4 · 25
)

= 91,

звiдки |−→a −
−→
b | =

√
91.

8.2 Векторний добуток векторiв, його властивостi.

Означення 8.2. Кажуть, що три некомпланарних вектора −→a ,
−→
b та −→c

утворюють праву трiйку векторiв, якщо з кiнця третього вектора −→c най-
коротший перехiд вiд вектора −→a до вектора

−→
b здiйснюється проти годин-

никової стрiлки, i лiву трiйку, якщо найкоротший перехiд вiд вектора −→a
до вектора

−→
b здiйснюється за годинниковою стрiлкою.

Трiйку векторiв −→a ,
−→
b , −→c будемо позначати у фiгурних дужках:

{−→a ,
−→
b ,−→c }.

Означення 8.3. Векторним добутком векторiв −→a та
−→
b (позначається

−→a ×
−→
b або [−→a ,

−→
b ]) називається вектор −→c такий, що

1) −→c ⊥ −→a i −→c ⊥
−→
b , тобто −→c перепендикулярний векторам −→a та

−→
b ;

2) |−→c | = |−→a | · |
−→
b | · sinϕ, де ϕ = (−̂→a ,

−→
b ), тобто вектор −→c має довжину, що

дорiвнює площi паралелограма, побудованого на векторах −→a та
−→
b ;

3) вектори −→a ,
−→
b та −→c утворюють праву трiйку векторiв.
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З означення векторного добутку безпосередньо випливають наступнi
спiввiдношення для ортiв координатних осей:

−→
i ×−→j =

−→
k ,
−→
j ×
−→
k =

−→
i
−→
k ×−→i =

−→
j .

Це випливає з того, що вектори
−→
i ,
−→
j та

−→
k утворюють праву трiйку векто-

рiв;
−→
k ⊥ −→i ,

−→
k ⊥ −→j i

−→
i ⊥ −→j . Крiм того, |−→i ×−→j | = |−→i | · |−→j | · sin π

2 = 1,

|−→j ×
−→
k | = |−→j | · |

−→
k | · sin π

2 = 1, i |
−→
k ×−→i | = |

−→
k | · |−→i | · sin π

2 = 1.

Властивостi векторного добутку

Властивiсть 1. −→a ×
−→
b = −

−→
b ×−→a .

Доведення. Зрозумiло, що вектори −→a ×
−→
b i
−→
b × −→a колiнеарнi та мають

однакову довжину. Але трiйки векторiв {−→a ,
−→
b ,−→a ×

−→
b } та {−→a ,

−→
b ,
−→
b ×−→a } є

протилежними. Одна з них є правою, а iнша лiвою. Таким чином, −→a ×
−→
b =

−
−→
b ×−→a .

Властивiсть 2. λ · (−→a ×
−→
b ) = (λ−→a )×

−→
b = −→a × (λ

−→
b ).
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Доведення. Доведемо, що λ · (−→a ×
−→
b ) = (λ−→a )×

−→
b . Рiвнiсть λ · (−→a ×

−→
b ) =

−→a × (λ
−→
b ) доводиться аналогiчно.

Розглянемо випадок λ > 0. Вектор λ · (−→a ×
−→
b ) перпендикулярний до

векторiв −→a та
−→
b . Вектор (λ−→a )×

−→
b також перпендикулярний до векторiв

−→a та
−→
b . Звiдси випливає, що вектори λ · (−→a ×

−→
b ) та (λ−→a )×

−→
b колiнеарнi.

Крiм того, зрозумiло, що вони спiвнаправленi, оскiльки λ > 0. Нарештi, цi
вектори мають однаковi довжини, оскiльки

|λ · (−→a ×
−→
b )| = λ · |−→a ×

−→
b | = λ · |−→a | · |

−→
b | · sin(−̂→a ,

−→
b ),

i
|(λ−→a )×

−→
b | = |λ−→a | · |

−→
b | · sin(λ̂−→a ,

−→
b ) = λ · |−→a | · |

−→
b | · sin(−̂→a ,

−→
b ).

Отже, ми довели, що для λ > 0, λ(−→a ×
−→
b ) = (λ−→a )×

−→
b .

Для λ < 0 доведення аналогiчне.

Властивiсть 3. −→a ‖
−→
b тодi i тiльки тодi, коли −→a ×

−→
b =

−→
0 .

Доведення. Доведемо необхiднiсть. Якщо −→a ‖
−→
b , то кут ϕ мiж векторами

−→a та
−→
b або дорiвнює 0 або дорiвнює π. Тодi sinϕ = 0. Таким чином,

|−→a ×
−→
b | = |−→a | · |

−→
b | · 0 = 0, а отже −→a ×

−→
b =

−→
0 .

Доведемо достатнiсть. Не обмежуючи загальностi, будемо вважати, що
вектори−→a та

−→
b ненульовi. Якщо−→a ×

−→
b =

−→
0 , то |−→a ×

−→
b | = |−→a |·|

−→
b |·sinϕ =

0. Тому з останнього спiввiдношення випливає, що sinϕ = 0, звiдки ϕ = 0

або ϕ = π. Таким чином, −→a ‖
−→
b .

Властивiсть 4. (−→a +
−→
b )×−→c = −→a ×−→c +

−→
b ×−→c .

Приймемо цю властивiсть без доведення.

Приклад 8.2. Спростити вираз:
(

2
−→
i ×
−→
k − 3

−→
j + 5

−→
k ×−→j

)
×
(−→
j + 4

−→
k
)
.

Скориставшись означенням та властивостями векторного добукту, бу-
демо мати:(

2
−→
i ×
−→
k −3

−→
j −5

−→
k ×−→j

)
×
(−→
j +4

−→
k
)

=
(
−2
−→
j −3

−→
j +5

−→
i
)
×
(−→
j +4

−→
k
)

=

=
(

5
−→
i −5

−→
j
)
×
(−→
j + 4

−→
k
)

= 5
−→
i ×−→j + 20

−→
i ×
−→
k −5

−→
j ×−→j −20

−→
j ×
−→
k =

= 5
−→
k − 20

−→
j − 5 · −→0 − 20

−→
i = 20

−→
i − 20

−→
j + 5

−→
k .
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Приклад 8.3. Обчислити площу паралелограма, побудованого на векторах
−→a = 2−→p −−→q i

−→
b = −→p + 4−→q , якщо |−→p | = 1, |−→q | = 2, ϕ = (−̂→p ,−→q ) = π

3 .
Iз пункту 2) означення 8.3 випливає, що

S =
∣∣∣−→a ×−→b ∣∣∣ =

∣∣∣(2−→p −−→q )×(−→p +4−→q )
∣∣∣ =

∣∣∣8(−→p ×−→q )−−→q ×−→p
∣∣∣ =

∣∣∣9(−→p ×−→q )
∣∣∣ =

= 9 · |−→p | · |−→q | · | sinϕ| = 9 · 1 · 2 · sin π
3

= 9
√

3.
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9 Векторний добуток векторiв: формула
обчислення та застосування. Мiшаний
добуток векторiв, його властивостi та

застосування

9.1 Векторний добуток векторiв: формула обчислення
та застосування.

Встановимо формулу знаходження векторного добутку двох векторiв, за-
даних координатами.

Векторний добуток векторiв, заданих координатами

Нехай вектори −→a та
−→
b заданi своїми координатами у просторi R3, тобто

−→a = ax
−→
i + ay

−→
j + az

−→
k , i
−→
b = bx

−→
i + by

−→
j + bz

−→
k . Тодi

−→a ×
−→
b = (ax

−→
i + ay

−→
j + az

−→
k )× (bx

−→
i + by

−→
j + bz

−→
k ) =

= ax · bx · (
−→
i ×−→i ) + ax · by · (

−→
i ×−→j ) + ax · bz · (

−→
i ×
−→
k )+

+ay · bx · (
−→
j ×−→i ) + ay · by · (

−→
j ×−→j ) + ay · bz · (

−→
j ×
−→
k )+

+az · bx · (
−→
k ×−→i ) + az · by · (

−→
k ×−→j ) + az · bz · (

−→
k ×
−→
k ) =

=
−→
0 +ax·by ·

−→
k −ax·bz ·

−→
j −ay ·bx·

−→
k +
−→
0 +ay ·bz ·

−→
i +az ·bx·

−→
j −az ·by ·

−→
i +
−→
0 =

=

∣∣∣∣ay az
by bz

∣∣∣∣−→i − ∣∣∣∣ax az
bx bz

∣∣∣∣−→j +

∣∣∣∣ax ay
bx by

∣∣∣∣−→k ,
тобто

−→a ×
−→
b =

∣∣∣∣ay az
by bz

∣∣∣∣−→i − ∣∣∣∣ax az
bx bz

∣∣∣∣−→j +

∣∣∣∣ax ay
bx by

∣∣∣∣−→k .
Цю рiвнiсть зручно записувати у наступнiй операторнiй формi, яка легко
запам’ятовується:

−→a ×
−→
b =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ .
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Приклад 9.1. Знайти векторний добуток векторiв −→a = 2
−→
i +

−→
j −

−→
k та−→

b = −4
−→
i − 2

−→
j +
−→
k .

−→a ×
−→
b =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

2 1 −1
−4 −2 1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1 −1
−2 1

∣∣∣∣−→i − ∣∣∣∣ 2 −1
−4 1

∣∣∣∣−→j +

∣∣∣∣ 2 1
−4 −2

∣∣∣∣−→k =

= −−→i + 2
−→
j + 0

−→
k = −−→i + 2

−→
j .

Деякi застосування векторного добутку векторiв

1) Встановлення колiнеарностi векторiв. З властивостi 3 випливає, що
−→a ‖

−→
b тодi i тiльки тодi, коли −→a ×

−→
b =

−→
0 , тобто

−→a ×
−→
b =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ =
−→
0 ⇔ ax

bx
=
ay
by

=
az
bz

⇔ −→a ‖
−→
b .

2) Знаходження площ паралелограма та трикутника, побудова-
них на двох векторах. Згiдно з означенням векторного добутку для
двох векторiв −→a та

−→
b , модуль їх векторного добутку дорiвнює |−→a ×

−→
b | =

|−→a | · |
−→
b | · sin(−̂→a ,

−→
b ), тобто

Sпаралелограма = |−→a ×
−→
b |.

Зокрема, звiдси випливає, що

Sтрикутника =
1

2
|−→a ×

−→
b |.

3) Визначення момента сили вiдносно точки.
Нехай у точцi A прикладена деяка сила

−→
F =

−→
AB, i нехай O — деяка

точка простору. З фiзики вiдомо, що моментом сили
−→
F вiдносно точки O

називається вектор
−→
M (див. малюнок), який проходить через точку O i

задовольняє такi умови:
1) перпендикулярний площинi, у якiй лежать точки O, A, B;
2) чисельно дорiвнює добутку сили на плече, тобто |

−→
M | = |

−→
F | · |ON | =

|
−→
F | · |−→r | · sinϕ = |

−→
F | · |

−→
OA| · sin(

−̂→
F ,
−→
OA);

3) утворює праву трiйку з векторами
−→
OA та

−→
AB.

Таким чином,
−→
M =

−→
OA×

−→
F .
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4) Знаходження лiнiйної швидкостi обертання.
Швидкiсть

−→
V точкиM твердого тiла, що обертається з кутовою швидкi-

стю −→ω навколо нерухомої осi, визначається формулою Ейлера
−→
V = −→ω ×−→r ,

де −→r =
−−→
OM , а O — деяка нерухома точка осi (див. малюнок).

Подвiйний векторний добуток

Означення 9.1. Нехай дано три довiльних вектори −→a ,
−→
b та −→c . Розгля-

немо векторний добуток векторiв
−→
b та −→c :

−→
b × −→c . Векторний добуток

вектора −→a на вектор
−→
b × −→c (позначається: −→a × (

−→
b × −→c )) називається

подвiйним векториним добутком векторiв −→a ,
−→
b та −→c .

Для довiльних векторiв −→a ,
−→
b та −→c подвiйний векторний добуток −→a ×

(
−→
b ×−→c ) є вектором, компланарним з векторами

−→
b та −→c i знаходиться за

формулою:
−→a × (

−→
b ×−→c ) =

−→
b (−→a · −→c )−−→c (−→a ·

−→
b ).

9.2 Мiшаний добуток векторiв, його властивостi та за-
стосування.

Нехай дано три довiльних вектори −→a ,
−→
b та −→c . Розглянемо векторний до-

буток векторiв −→a та
−→
b : −→a ×

−→
b .

Означення 9.2. Скалярний добуток вектора −→a ×
−→
b на вектор −→c нази-

вається векторно-скалярним або мiшаним добутком векторiв −→a ,
−→
b , −→c .

Мiшаний добуток позначається: (−→a ×
−→
b ) · −→c або (−→a ,

−→
b ,−→c ), або −→a

−→
b −→c .

З означення зрозумiло, що мiшаний добуток трьох векторiв — це число.
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Геометричний змiст мiшаного добутку

З’ясуємо геометричний змiст мiшаного добутку. Побудуємо паралелепi-
пед, ребрами якого є заданi вектори −→a ,

−→
b та −→c . Побудуємо також вектор−→

d = −→a ×
−→
b . Тодi (−→a ×

−→
b ) · −→c =

−→
d · −→c = |

−→
d | · np−→

d
−→c , причому

|
−→
d | = |−→a ×

−→
b | = S, де S — площа паралелограма, побудованого на ве-

кторах −→a i
−→
b . Крiм того, np−→

d
−→c = H для правої трiйки векторiв −→a ,

−→
b та

−→c , i np−→
d
−→c = −H для лiвої трiйки векторiв −→a ,

−→
b та −→c , де H — висота

паралелепiпеда.

Таким чином, (−→a ×
−→
b ) · −→c = S · (±H), тобто (−→a ×

−→
b ) · −→c = ±V , де V

— об’єм паралелепiпеда, побудованого на векторах −→a ,
−→
b , −→c .

Отже, мiшаний добуток трьох векторiв дорiвнює об’єму пара-
лелепiпеда, побудованого на цих векторах, взятого зi знаком “+”,
якщо вектори утворюють праву трiйку, i зi знаком “−”, якщо ве-
ктори утворюють лiву трiйку.

Зауважимо, що з трьох векторiв −→a ,
−→
b , −→c можна скласти шiсть впоряд-

кованих трiйок, при цьому три трiйки утворюють лiву трiйку i три праву.
А саме, трiйки {−→a ,

−→
b ,−→c }, {

−→
b ,−→c ,−→a }, {−→c ,−→a ,

−→
b } є однаково орiєнтова-

ними, тобто одночасно утворюють праву трiйку або лiву. Iншi трiйки, а
саме {−→a ,−→c ,

−→
b }, {

−→
b ,−→a ,−→c }, {−→c ,

−→
b ,−→a } також є однаково орiєнтованими,

тобто одночасно утворюють праву або лiву трiйку.
Виходячи з геометричної iнтерпретацiї, зрозумiло, що мiшаний добуток

трьох векторiв −→a ,
−→
b , −→c можна еквiвалентно означати як число, рiвне об’є-

му орiєнтованого (зi знаком) паралелепiпеда, побудованого на векторах −→a ,
−→
b , −→c .

Властивостi мiшаного добутку

1) (−→a ×
−→
b ) · −→c = (

−→
b × −→c ) · −→a = (−→c × −→a ) ·

−→
b , тобто мiшаний добуток

не змiнюється при циклiчнiй перестановцi множникiв.
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Доведення. Властивiсть 1) очевидна, оскiльки в цьому випадку не змiнює-
ться нi об’єм паралелепiпеда, нi його орiєнтацiя в просторi (знак).

2) (−→a ×
−→
b ) · −→c = −→a · (

−→
b × −→c ), тобто мiшаний добуток не змiнюється

при перестановцi мiсцями знакiв векторного i скалярного множення.

Доведення. Випливає з властивостi 1) та того, що для скалярного добутку
двох векторiв виконується властивiсть комутативностi.

3) (−→a ×
−→
b ) · −→c = −(−→a ×−→c ) ·

−→
b ,

(−→a ×
−→
b ) · −→c = −(

−→
b ×−→a ) · −→c ,

(−→a ×
−→
b ) · −→c = −(−→c ×

−→
b ) · −→a ,

тобто мiшаний добуток змiнює знак при перестановцi мiсцями будь-яких
двох векторiв.

Доведення. Випливає з властивостi 1) та того, що при перестановцi мно-
жникiв у векторному добутку цей добуток змiнює знак на протилежний
(див. властивiсть 1 векторного добутку).

4)Мiшаний добуток трьох ненульових векторiв дорiвнює нулю тодi i тiльки
тодi, коли цi вектори компланарнi.

Доведення. Доведемо необхiднiсть. Нехай (−→a ×
−→
b ) · −→c = 0, тобто об’-

єм паралелепiпеда, побудованого на векторах −→a ,
−→
b , −→c , дорiвнює нулю.

Припустимо, що −→a ,
−→
b , −→c — не компланарнi. Тодi можна побудувати па-

ралелепiпед на цих векторах з об’ємом, не рiвним нулю. А це протирiчить
умовi.

Доведемо достатнiсть. Нехай вектори −→a ,
−→
b , −→c — компланарнi, тобто

лежать в однiй площинi. Тодi вектор −→a ×
−→
b перпендикулярний вектору −→c ,

а отже (−→a ×
−→
b ) · −→c = 0.

Мiшаний добуток векторiв, заданих координатами

Нехай вектори −→a ,
−→
b , −→c заданi своїми координатами у просторi R3,

тобто −→a = ax
−→
i +ay

−→
j +az

−→
k ,
−→
b = bx

−→
i +by

−→
j +bz

−→
k , −→c = cx

−→
i +cy

−→
j +cz

−→
k .

Тодi

(−→a ×
−→
b )· −→c =

( ∣∣∣∣ay az
by bz

∣∣∣∣−→i −∣∣∣∣ax az
bx bz

∣∣∣∣−→j +

∣∣∣∣ax ay
bx by

∣∣∣∣−→k )·(cx−→i +cy
−→
j +cz

−→
k ) =
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=

∣∣∣∣ay az
by bz

∣∣∣∣ · cx − ∣∣∣∣ax az
bx bz

∣∣∣∣ · cy +

∣∣∣∣ax ay
bx by

∣∣∣∣ · cz =

∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ .
Отже,

(−→a ×
−→
b ) · −→c =

∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ ,
тобто мiшаний добуток трьох векторiв дорiвнює значенню визначника,
складеного з координат векторiв зi збереженням порядку.

Деякi застосування мiшаного добутку векторiв

1) Визначення орiєнтацiї векторiв у просторi. Для трьох заданих
векторiв −→a ,

−→
b , −→c , якщо (−→a ×

−→
b ) · −→c > 0, то цi вектори утворюють праву

трiйку. Якщо (−→a ×
−→
b ) · −→c < 0, то цi вектори утворюють лiву трiйку.

2) Встановлення компланарностi векторiв. Три ненульових вектора
−→a ,
−→
b , −→c компланарнi тодi i тiльки тодi, коли (−→a ×

−→
b ) · −→c = 0, тобто∣∣∣∣∣∣

ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ = 0.

3) Знаходження об’ємiв паралелепiпеда та трикутної пiрамiди.
Об’єм паралелепiпеда, побудованого на векторах −→a ,

−→
b , −→c :

Vпаралелепiпеда =
∣∣∣(−→a ×−→b ) · −→c

∣∣∣.
Об’єм трикутної пiрамiди, побудованої на векторах −→a ,

−→
b , −→c :

Vпiрамiди =
1

6

∣∣∣(−→a ×−→b ) · −→c
∣∣∣.

Приклад 9.2. Знайти площу основи ABC, о’бєм та довжину висоти три-
кутної пiрамiди, вершинами якої є точки A(1, 2, 3), B(0,−1, 1), C(2, 5, 2),
D(3, 0,−2).

Складемо три вектори, якi мають спiльний початок (наприклад, у вер-
шинi A): −→a =

−→
AB = (−1,−3,−2),

−→
b =

−→
AC = (1, 3,−1), −→c =

−−→
AD =

(2,−2,−5).
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Тодi з властивостей векторного добутку матимемо, що

SABC =
1

2
|−→a ×

−→
b |.

Знайдемо окремо

−→a ×
−→
b =

∣∣∣∣−3 −2
3 −1

∣∣∣∣−→i − ∣∣∣∣−1 −2
1 −1

∣∣∣∣−→j +

∣∣∣∣−1 −3
1 3

∣∣∣∣−→k = 9
−→
i − 3

−→
j .

Тодi SABC = 1
2

√
92 + 32 = 3

2

√
10.

Об’єм пiрамiди:

VABCD =
1

6
|(−→a ×

−→
b ) · −→c | = 1

6

∣∣∣∣∣∣
−1 −3 −2
1 3 −1
2 −2 5

∣∣∣∣∣∣ =
1

6
· 24 = 4.

Знайдемо висоту пiрамiди, опущеної з вершини D:

H =
3VABCD
SABC

=
3 · 4

3
2

√
10

=
8√
10
.
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Частина III

Аналiтична геометрiя на
площинi та в просторi
10 Система координат на площинi. Пряма на

площинi, рiзнi види її рiвняння

10.1 Системи координат на площинi.
Пiд системою координат на площинi розумiють спосiб, що дозволяє чисель-
но описати положення точки на площинi.

Розглянемо два неколiнеарнi вектори, якi прикладенi до спiльного поча-
тку — точкиO. Будь-якiй точцiM площини AOB поставимо у вiдповiднiсть
вектор

−−→
OM , який називають радiусом-вектором точки M .

Оскiльки вектори
−→
OA,

−−→
OB,

−−→
OM компланарнi, то iснує єдина пара чисел

(x, y) така, що
−−→
OM = x

−→
OA + y

−−→
OB. Сукупнiсть точки i двох неколiнеар-

них прикладених до неї векторiв дають змогу ввести систему координат на
площинi: кожнiй точцi M площини ставиться у вiдповiднiсть єдина пара
(x, y) така, що

−−→
OM = x

−→
OA + y

−−→
OB. Числа x та y називають координатами

точкиM . I навпаки, для кожної пари чисел (x, y) iснує єдина точка площи-
ни з такими координатами. Вектори

−→
OA i

−−→
OB задають орiєнтованi прямi

(прямi з вибраним напрямом), якi називають осями координат, а точку їх
перетину O — початком координат. Якщо вектори

−→
OA i

−−→
OB мають рiзну

довжину, або
−→
OA не перпендикулярний до

−−→
OB, то таку систему координат

називають загальною афiнною.
Площина, в якiй задано систему координат, називають координатної

площиною.
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Найбiльш зручними для застосування є прямокутна система координат
та полярна система координат.

Прямокутна (декартова) система координат на площинi

Прямокутна система координат задається точкою O — початок коор-
динат, та двома взаємно перпендикулярними одиничними векторами

−→
i =

(1, 0) та
−→
j = (0, 1), якi визначають осi координат — вiсь абсцис Ox, та вiсь

ординат Oy.

Зазвичай вiсь абсцис розташована горизонтально i направлена злiва напра-
во, а вiсь ординат вертикально i направлена зверху вниз. Осi координат
подiляють площину на чотири областi, що називаються чвертями або ква-
дрантами.

Розглянемо довiльну точку M площини Oxy. Координатами точки M
у системi координат Oxy називаються координати її радiус-вектора

−−→
OM .

Якщо
−−→
OM = (x, y), то координати точки M записують M(x, y), причому

число x називається абсцисою точки M , а число y — ординатою точки M .
Цi два числа x i y повнiстю визначають положення точки на площинi.
Вiдстань мiж двома точками у декартовiй системi координат. Вiд-
стань d мiж точками A(x1, y1) та B(x2, y2) на площинi дорiвнює довжинi
вектора

−→
AB = (x2 − x1, y2 − y1), тобто

d = |
−→
AB| =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

Подiл вiдрiзка у заданому вiдношеннi у декартовiй системi коор-
динат. Нехай вiдрiзок AB, що з’єднує точки A(x1, y1) i B(x2, y2) потрiбно
подiлити у заданому вiдношеннi λ > 0, тобто знайти координати точки
M(x, y) вiдрiзка AB такої, що AM

MB = λ.
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Розглянемо вектори
−−→
AM i

−−→
MB. Оскiльки точка M дiлить вiдрiзок AB

у вiдношеннi λ, то −−→
AM = λ

−−→
MB.

Але
−−→
AM = (x−x1, y−y1) = (x−x1)

−→
i +(y−y1)

−→
j ,
−−→
MB = (x2−x, y2−y) =

(x2 − x)
−→
i + (y2 − y)

−→
j . Тому

(x− x1)
−→
i + (y − y1)

−→
j = λ(x2 − x)

−→
i + λ(y2 − y)

−→
j .

Звiдси випливає, що

x− x1 = λ(x2 − x) i y − y1 = λ(y2 − y),

звiдки

x =
x1 + λx2

1 + λ
i y =

y1 + λy2

1 + λ
. (10.1)

Формули (10.1) називаються формулами подiлу вiдрiзка у заданому вiдно-
шеннi.

Зокрема, якщо λ = 1, тобто AM = MB, то формули (10.1) набувають
вигляду: x = x1+x2

2 i y = y1+y2
2 . В цьому випадку точка M є серединою

вiдрiзка AB.
Зауважимо також, що у випадку λ = 0 точки A та M спiвпадають.

Якщо λ < 0, то точка M лежить зовнi вiдрiзка AB. В останньому випадку
кажуть, що точка M дiлить вiдрiзок зовнiшнiм чином.
Площа трикутника у декартовiй системi координат. Нехай на коор-
динатнiй площинi задано три точки A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3). Знайдемо
площу S трикутника ABC. Для цього проведемо з вершин A, B та C три-
кутника ABC перпендикуляри AA1, BB1 i CC1 на вiсь Ox вiдповiдно.
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Очевидно, SABC = SAA1B1B + SB1BCC1
− SA1ACC1

. Тому

SABC =
y1 + y2

2
· (x2 − x1) +

y2 + y3

2
· (x3 − x2)−

y1 + y3

2
· (x3 − x1) =

=
1

2

(
(y2 − y1)(x3 − x1)− (y3 − y1)(x2 − x1)

)
=

1

2

∣∣∣∣x3 − x1 x2 − x1

y3 − y1 y2 − y1

∣∣∣∣ .
Отже,

SABC =
1

2
abs
( ∣∣∣∣x3 − x1 x2 − x1

y3 − y1 y2 − y1

∣∣∣∣ ),
де через abs позначено абсолютну величину числа. Зауважимо, що випадок
SABC = 0 означає, що точки A, B та C лежать на однiй прямiй.

Полярна система координат

Полярна система координат задається початком вiдлiку — точкою O,
що називається полюсом, i вiссю Op, яка називається полярною вiссю, з
вибраним на нiй ортом −→e .

Розглянемо на площинi точкуM , яка не спiвпадає з точкою O. Положе-
ння точкиM однозначно визначається двома числами — вiдстанню r точки
M до полюса O та кутом ϕ, який утворює вiдрiзок OM з вiссю Op. Вiдлiк
кутiв ведеться у напрямку проти годинникової стрiлки.

Числа r та ϕ називаються полярними координатами точки M . Записують
це так: M(r, ϕ). При цьому r називається полярним радiусом точки M , а ϕ
— полярним кутом.

Зрозумiло, що для отримання всiх точок площини достатньо вважати,
що −π < ϕ ≤ π (або 0 ≤ ϕ < 2π), а 0 ≤ r < ∞. В цьому випадку кожнiй
точцiM площини вiдповiдає єдина пара чисел (r, ϕ) i навпаки, кожнiй парi
чисел (r, ϕ) вiдповiдає єдина точка M площини.
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Встановимо зв’язок мiж декартовими та полярними системами коорди-
нат. З малюнка видно, що декартовi координати (x, y) точки M виражаю-
ться через полярнi координати (r, ϕ) наступним чином:{

x = r · cosϕ,

y = r · sinϕ.

Полярнi координати (r, ϕ) точки M виражаються через декартовi коорди-
нати (x, y) наступним чином:{

r =
√
x2 + y2,

tgϕ = y
x .

При визначеннi кута ϕ слiд враховувати чверть, де знаходить точка M , та
те, що −π < ϕ ≤ π.

Приклад 10.1. У декартовiй системi координат задана точка M(−1,−
√

3).
Визначити її полярнi координати.

Знайдемо r та tgϕ:

r =

√
(−1)2 + (−

√
3)2 = 2, tgϕ =

−
√

3

−1
=
√

3.

Звiдси випливає, що ϕ = π
3 + πn, n ∈ Z. Точка M(−1,−

√
3) знаходиться у

третiй чвертi, а значить n = −1, i ϕ = π
3 − π = −2π

3 . Отже, точка M має
такi полярнi координати: r = 2, ϕ = −2π

3 .

Наведемо деякi важливi кривi у полярнiй системi координат.
Коло: r = R, r = 2R cosϕ, r = 2R sinϕ, R > 0.

Лемнiската Бернуллi: r = a
√

cos2ϕ, a > 0. У декартовiй системi ко-
ординат це рiвняння набуває вигляду (x2 + y2)2 = a2 (x2 − y2).
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Кардiоїда: r = a(1 + cosϕ), a > 0. У декартовiй системi координат це
рiвняння набуває вигляду x2 + y2 = a (

√
x2 + y2 + x).

Рiвняння r = a(1 − cosϕ), r = a(1 + sinϕ), r = a(1 − sinϕ), a > 0, також
визначають кардiоїди.

Спiраль Архiмеда: r = aϕ, a > 0.

k-пелюстковi троянди: r = a coskϕ, r = a sinkϕ, a > 0. Для наочно-
стi розглянемо криву r = a cos3ϕ. Це трипелюсткова троянда:

10.2 Перетворення декартової системи координат.
Перехiд вiд однiєї системи координат до iншої називається перетворенням
системи координат.

83



Паралельний перенос системи координат. Нехай на площинi за-
дана прямокутна декартова система координат Oxy. Пiд паралельним пе-
реносом осей координат розумiють перехiд вiд системи координат Oxy до
системи координат Ox′y′, при якому змiнюється положення початку коор-
динат, а напрям та маштаб осей залишається незмiнним.

Нехай новий початок координат — точка O′ має у старiй системi коор-
динат Oxy координати (x0, y0), тобто O′(x0, y0).

Нехай (x, y) — координати довiльної точки M у старiй системi координат
Oxy, а (x′, y′) — координати цiєї точки у новiй системi координат Ox′y′.

Розглянемо вектори
−−→
OM = x

−→
i + y

−→
j ,
−−→
OO′ = x0

−→
i + y0

−→
j , i

−−→
O′M =

x′
−→
i + y′

−→
j . Оскiльки

−−→
OM =

−−→
OO′ +

−−→
O′M , то

x
−→
i + y

−→
j = (x0 + x′)

−→
i + (y0 + y′)

−→
j .

Звiдси {
x = x0 + x′,

y = y0 + y′.

Отриманi формули дозволяють знаходити старi координати x, y за но-
вими x′, y′, i навпаки.

Поворот системи координат. Пiд поворотом осей координат розумi-
ють таке перетворення координат, при якому обидвi осi повертаються на
один i той самий кут, а початок координат та маштаб залишаються незмiн-
ними.

Нехай нова система координат Ox1y1 отримується поворотом системи
координат Oxy на кут α. Нехай (x, y) — координати довiльної точки M у
старiй системi координат Oxy, а (x1, y1) — координати цiєї точки у новiй
системi координат Ox1y1. Позначимо довжину вiдрiзка |OM | = r. Заува-
жимо, що вона є однаковою для обох систем координат. Нехай також ϕ —
кут, який утворює вектор

−−→
OM з вiссю Ox1 (у новiй системi координат).
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Тодi {
x = r cos(α + ϕ),

y = r sin(α + ϕ),

тобто {
x = r cosα cosϕ− r sinα sinϕ,

y = r sinα cosϕ+ r cosα sinϕ.

Але r cosϕ = x1, а r sinϕ = y1. Тому{
x = x1 cosα− y1 sinα,

y = x1 sinα + y1 cosα.

Отриманi формули називаються формулами повороту осей. Вони дозволя-
ють визначити старi координати (x, y) точки M за новими координатами
(x1, y1) цiєї ж точки M , i навпаки.

10.3 Рiвняння лiнiї (кривої) на площинi.
Лiнiєї (кривою) на площинi називається сукупнiсть точок (геометричне мi-
сце точок), якi мають певну спiльну властивiсть.

Нехай на площинi введена прямокутна система координат Oxy.

Означення 10.1. Рiвнянням кривої на площинi називається рiвняння з
двома змiнними F (x, y) = 0, яке задовольняють всi точки M(x, y) кривої, i
не задовольняє жодна точка, що не належать цiй кривiй.

Якщо у заданiй системi координат рiвняння кривої вiдоме, то це дає
можливiсть дослiджувати геометричнi властивостi кривої та її форму.

Для того, щоб з’ясувати, чи лежить точка A(x0, y0) на кривiй, достатньо
пiдставити координати цiєї точки у рiвняння кривої F (x, y) = 0. Якщо при
цьому рiвняння перетвориться на тотожнiсть, тобто F (x0, y0) = 0, то точка
A належить кривiй, iнакше (F (x0, y0) 6= 0) точка A не належить кривiй.
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Для того, щоб знайти точки перетину двох кривих, заданих своїми рiв-
няннями F1(x, y) = 0 i F2(x, y) = 0, необхiдно розв’язати систему рiвнянь{

F1(x, y) = 0,

F2(x, y) = 0.

Якщо ця система не має розв’язкiв, то кривi не перетинаються.
Криву на площинi можна задавати за допомогою двох рiвнянь:{

x = x(t),

y = y(t), t ∈ T,
(10.2)

де x та y — координати довiльної точки M(x, y) кривої, а t — змiнна, що
називається параметром i пробiгає множину значень T . Параметр t визна-
чає положення кожної точкиM(x, y) кривої на площинi Oxy. Таке задання
кривої на площинi називається параметричним. Для того, щоб перейти вiд
параметричного задання кривої до рiвняння типу F (x, y) = 0, потрiбно з
якогось iз двох рiвнянь виключити змiнну t. Проте, не завжди це доцiльно
робити, i не завжди це можна зробити.

Приклад 10.2. Нехай на площинi Oxy задано криву параметричним рiвня-
нням {

x = t+ 1,

y = t2.

Параметру t = 3 вiдповiдає точка кривої (4, 9).
Перейдемо вiд параметричного задання кривої до рiвняння F (x, y) = 0.

З першого рiвняння t = x − 1. Пiдставимо цей вираз замiсть t у друге
рiвняння: y = (x− 1)2. Таким чином, (x− 1)2 − y = 0.

Лiнiю на площинi можна задати також векторним рiвнянням −→r =
−→r (t), де t — скалярний параметр. Кожному значенню параметра t0 вiд-
повiдає радiус-вектор −→r 0 = −→r (t0). При змiнi значення параметра t, кiнець
радiус-вектора буде описувати на площинi криву.
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Векторному рiвнянню лiнiї −→r = −→r (t) у системi координат Oxy вiдповiда-
ють два скалярних рiвняння (10.2), тобто рiвняння проекцiй на осi коорди-
нат векторного рiвняння лiнiї є її параметричнi рiвняння.

Векторне рiвняння кривої та її параметричнi рiвняння мають механi-
чний змiст. Якщо точка рухається по площинi, то вказанi рiвняння назива-
ються рiвняннями руху, а крива — траєкторiєю точки. При цьому параметр
t — це час.

Якщо на площинi задана полярна система координат, то рiвняння кривої
можна задати у полярнiй системi координат. Рiвняння f(r, ϕ) = 0 називає-
ться рiвнянням даної кривої у полярнiй системi координат, якщо всi точки
M(r, ϕ) кривої, i тiльки вони, задовольняють це рiвняння.

Отже, кожнiй кривiй на площинi вiдповiдає рiвняння F (x, y) = 0, i нав-
паки, кожному рiвнянню F (x, y) = 0 вiдповiдає якась крива на площинi,
властивостi якої визначаються її рiвнянням.

В аналiтичнiй геометрiї на площинi виникають двi основнi за-
дачi:

1) знаючи геометричнi властивостi кривої, знайти її рiвняння;
2) за вiдомим рiвнянням кривої F (x, y) = 0 вивчити її властивостi та

форму.

10.4 Пряма на площинi. Рiзнi види її рiвняння.
Найпростiшою лiнiєю на площинi є пряма. Вона задається алгебраїчним
рiвнянням першого порядку вiдносно змiнних x i y. Розглянемо рiзнi види
її рiвняння.
Рiвняння прямої з кутовим коефiцiєнтом. Нехай на площинi Oxy за-
дана пряма, не паралельна осi Oy. Її положення на площинi однозначно
визначається двома параметрами: ординатою точки N(0, b) перетину з вiс-
сю Oy та кутом α мiж вiссю Ox та прямою.

Розглянемо на прямiй довiльну точку M(x, y). Проведемо через точку
N вiсь Nx′, паралельну та спiвнаправлену з вiссю Ox. Зрозумiло, що кут
мiж прямою та вiссю Nx′ дорiвнює α. У системi координат Nx′y точка M
має координати x та y − b.
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Iз означення тангенса кута випливає, що tgα = y−b
x , тобто y = tgαx + b.

Позначимо tgα = k. Таким чином, ми отримали рiвняння

y = kx+ b, (10.3)

якому задовольняють всi точки M(x, y) прямої.
Число tgα = k називається кутовим коефiцiєнтом прямої, а рiвняння

(10.3) — рiвнянням прямої з кутовим коефiцiєнтом.
Якщо пряма проходить через початок координат, то b = 0, тобто y = kx.

Якщо пряма проходить паралельно осi Ox, то α = 0, а отже, y = b. Якщо
пряма паралельна осi Oy, то α = π

2 , i кутовий коефiцiєнт k не iснує. В цьому
випадку рiвняння прямої буде мати вигляд: x = a, де a — точка перетину
прямої з вiссю Ox.

Розглянемо поняття пучка прямих. Нехай пряма на площинi прохо-
дить через точкуM0(x0, y0) i має кутовий коефiцiєнт k. Рiвняння цiєї прямої
запишемо як рiвняння з кутовим коефiцiєнтом: y = kx+b. Знайдемо коефi-
цiєнт b з умови, що пряма проходить через точку M0(x0, y0). Пiдставляючи
координати точки M0 у рiвняння прямої, матимемо y0 = kx0 + b, звiдки
b = y0 − kx0. Пiдставляючи значення b у рiвняння y = kx + b, отримаємо
y = kx+ y0 − kx0, тобто

y − y0 = k(x− x0). (10.4)

Рiвняння (10.4) при рiзних значеннях k називають рiвнянням пучка прямих
з центром в точцi M0(x0, y0).
Загальне рiвняння прямої. Знайдемо рiвняння прямої, що проходить
через точку M0(x0, y0) перпендикулярно даному ненульовому вектору −→n =
(A,B). Для цього розглянемо на прямiй довiльну точку M(x, y) i складемо
вектор

−−−→
M0M = (x− x0, y − y0).

Оскiльки вектори
−−−→
M0M та −→n перепендикулярнi, то їх скалярний добуток

дорiвнює нулю, тобто

A(x− x0) +B(y − y0) = 0.
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Таким чином, ми отримали рiвняння прямої, що проходить через задану то-
чку M0(x0, y0) перпендикулярно даному ненульовому вектору −→n = (A,B).
Покладаючи у цьому рiвняннi C = −Ax0 −By0, отримаємо рiвняння

Ax+By + C = 0, (10.5)

яке називається загальним рiвнянням прямої. Вектор −→n = (A,B) назива-
ється нормальним вектором прямої.

Вiд загального рiвняння легко перейти до рiвняння прямої з кутовим
коефiцiєнтом. Дiйсно, якщо B 6= 0, то рiвняння (10.5) можна переписати
наступним чином: y = −A

Bx −
C
B . А це рiвняння є рiвнянням прямої з ку-

товим коефiцiєнтом k = −A
B . Якщо ж B = 0, то рiвняння (10.5) набуває

вигляду: Ax + C = 0, причому A 6= 0, звiдки x = −C
A . Останнє рiвняння є

рiвнянням прямої, що паралельна осi Oy i проходить через точку (−C
A , 0).

Зокрема, якщо A = 0, то y = −C
B , тобто пряма паралельна осi Ox. Якщо

C = 0, то Ax + By = 0, тобто пряма проходить через початок координат
O(0, 0).
Канонiчне рiвняння прямої. Нехай вiдомо, що пряма проходить через
точку M0(x0, y0) у напрямку вектора −→a = (ax, ay). Розглянемо довiльну
точку M(x, y) прямої. Складемо вектор

−−−→
M0M = (x− x0, y − y0).

Зрозумiло, що вектор
−−−→
M0M колiнеарний вектору −→a . Звiдси впливає, що

координати векторiв
−−−→
M0M та −→a пропорцiйнi. Тому

x− x0

ax
=
y − y0

ay
.

Таким чином, ми отримали рiвняння прямої, що проходить через точку
M0(x0, y0) паралельно вектору−→a . Це рiвняння називається канонiчним рiв-
нянням прямої, а вектор −→a = (ax, ay) називається напрямним вектором
прямої.

Розглянемо два частинних випадки. Нехай ax = 0. Тодi вектор −→a па-
ралельний осi 0y, звiдки випливає, що пряма паралельна цiй осi. Отже,
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рiвняння прямої буде мати вигляд: x = x0. Нехай тепер ay = 0. Тодi ве-
ктор −→a паралельний осi 0x, звiдки випливає, що пряма паралельна цiй осi.
Отже, рiвняння прямої буде мати вигляд: y = y0.
Параметричне рiвняння прямої. З канонiчного рiвняння випливає, що

x− x0

ax
=
y − y0

ay
= t.

Виражаючи з цього рiвняння змiннi x та y, отримаємо рiвняння прямої{
x = x0 + axt,

y = y0 + ayt,

яке називається параметричним рiвнянням.
Рiвняння прямої, що проходить через двi точки. Нехай пряма про-
ходить через двi точки M1(x1, y1) та M2(x2, y2). Розглянемо довiльну то-
чку M(x, y) прямої. Складемо два вектори

−−−→
M1M = (x − x1, y − y1) та

−−−→
M1M2 = (x2 − x1, y2 − y1). Очевидно, вектори

−−−→
M1M та

−−−→
M1M2 колiнеар-

нi. Звiдси випливає, що їх координати пропорцiйнi. Тому

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
. (10.6)

Таким чином, ми отримали рiвняння прямої, що проходить через двi точки.
В цьому рiвняннi, якщо x2 = x1, то пряма паралельна осi ординат i її
рiвняння має вигляд: x = x1. Якщо y2 = y1, то пряма паралельна осi абсцис
i її рiвняння має вигляд: y = y1.
Рiвняння прямої “у вiдрiзках”. Нехай пряма перетинає вiсь Ox у точцi
M1(a, 0), а вiсь Oy — у точцi M2(0, b).

Тодi рiвняння (10.6) приймає вигляд: x−a0−a = y−0
b−0 , тобто

x

a
+
y

b
= 1. (10.7)

Рiвняння (10.7) називається рiвнянням прямої “у вiдрiзках ”, оскiльки чи-
сла a та b показують, якi вiдрiзки вiдтинає пряма вiд координатних осей.

90



Нормальне рiвняння прямої. Нехай на площинi задано пряму. Припу-
стимо, що вiдомий кут α, який утворює перпендикуляр, опущений з поча-
тку координат O(0, 0) на цю пряму, та довжина цього перпендукуляра p
(p ≥ 0), тобто вiдстань вiд початку координат до прямої. Цi два параме-
три однозначно визначають розташування прямої на площинi. Знайдемо її
рiвняння.

Нехай точка P є основою перпендикуляра, опущеного з точки O(0, 0)

на пряму. Тодi
−→
OP = (p cosα, p sinα), i точка P має координати

P (p cosα, p sinα). Розглянемо довiльну точку M(x, y) на прямiй i складемо
вектор

−−→
PM = (x− p cosα, y− p sinα). Помiтимо, що вектор

−−→
PM перпенди-

кулярний вектору
−→
OP , звiдки випливає, що їх скалярний добуток дорiвнює

нулю. Отже,
−−→
PM ·

−→
OP = (x− p cosα) cosα + (y − p sinα) sinα = 0.

Таким чином, отримали рiвняння

cosαx+ sinαy − p = 0, (10.8)

яке називається нормальним рiвнянням прямої.
Розглянемо, як iз загального рiвняння прямої Ax + By + C = 0 мо-

жна перейти до її нормального рiвняння (10.8). Помножимо рiвняння
Ax + By + C = 0 на λ = 1√

A2+B2
, якщо C < 0, i на λ = −1√

A2+B2
, якщо

C > 0. Покладаючи λC = −p, отримаємо рiвняння

(λA)x+ (λB)y − p = 0,

де p > 0. Оскiльки (λA)2 + (λB)2 = 1, то числа λA та λB є вiдповiдно
косинусом та синусом одного i того самого кута. Покладемо λA = cosα i
λB = sinα. Тодi рiвняння нашої прямої набуває вигляду:

cosαx+ sinαy − p = 0.

Отже, ми звели загальне рiвняння прямої Ax+By+C = 0 до нормального
вигляду. Пiдкреслимо, що множник λ = ±1√

A2+B2
називається нормуючим

множником.
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Приклад 10.3. Звести загальне рiвняння прямої −3x+ 4y + 15 = 0 до нор-
мального рiвняння. Оскiльки C = 15 > 0, то нормуючим множником буде
число λ = −1√

(−3)2+42
= −1

5 . Помноживши загальне рiвняння−3x+4y+15 = 0

на нормуючий множник, отримаємо шукане рiвняння:

3

5
x− 4

5
y − 3 = 0.

Отже, cosα = 3
5 , sinα = −4

5 , а вiдстань вiд початку координат до прямої
дорiвнює p = 3.

10.5 Основнi задачi для прямої на площинi.
Кут мiж прямими. Нехай прямi L1 та L2 заданi рiвняннями з кутовим
коефiцiєнтом y = k1x + b1, та y = k2x + b2, вiдповiдно. Знайдемо кут ϕ
мiж прямими L1 та L2, тобто кут, на який потрiбно повернути у додатному
напрямку пряму L1 навколо точки перетину прямих L1 та L2 до спiвпадiння
з прямою L2.

Позначимо через α1 та α2 кути, що утворюють прямi L1 та L2 з вiссю Ox
вiдповiдно, тобто k1 = tgα1 i k2 = tgα2. Оскiльки ϕ = α2 − α1, то, якщо
ϕ 6= π

2 ,

tgϕ = tg(α2 − α1) =
tgα2 − tgα1

1 + tgα1 tgα2
=

k2 − k1

1 + k1k2
,

звiдки легко знайти кут ϕ.
Для того, щоб знайти гострий кут мiж прямими, не дослiджуючи вза-

ємне розташування прямих, праву частину останньої рiвностi беруть по
модулю, тобто

tgϕ =
∣∣∣ k2 − k1

1 + k1k2

∣∣∣.
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Умови паралельностi та перпендикулярностi прямих. З’ясуємо умо-
ву паралельностi прямих L1 та L2, заданих рiвняннями з кутовим коефiцi-
єнтом y = k1x + b1, та y = k2x + b2, вiдповiдно. Очевидно, прямi L1 та L2

паралельнi тодi i тiльки тодi, коли ϕ = 0, тобто tgϕ = 0. Остання рiвнiсть
еквiвалентна тому, що k1 = k2. Отже, двi прямi паралельнi тодi i тiльки
тодi, коли вони мають рiвнi кутовi коефiцiєнти.

З’ясуємо умову перпендикулярностi прямих L1 та L2, заданих рiвнян-
нями з кутовим коефiцiєнтом y = k1x + b1, та y = k2x + b2, вiдповiдно.
Прямi L1 та L2 перпендикулярнi тодi i тiльки тодi, коли ϕ = π

2 , тобто
ctgϕ = 1+k1k2

k2−k1 = 0. Остання рiвнiсть еквiвалентна тому, що 1 + k1k2 = 0.
Звiдси випливає, що двi прямi перпендикулярнi тодi i тiльки тодi, коли
їх кутовi коефiцiєнти зв’язанi спiввiдношенням k1k2 = −1.

Розглянемо умови паралельностi та перпендикулярностi прямих L1 та
L2, заданих загальними рiвняннями A1x+B1y+C1 = 0 та A2x+B2y+C2 = 0
вiдповiдно. Якщо прямi L1 та L2 паралельнi, то їх нормальнi вектори −→n 1 =
(A1, B1) i −→n 2 = (A2, B2) колiнеарнi, тобто A1

A2
= B1

B2
.

Якщо прямi L1 та L2 перпендикулярнi, то їх нормальнi вектори −→n 1 =
(A1, B1) i −→n 2 = (A2, B2) також перпендикулярнi. Звiдси випливає, що
A1A2 +B1B2 = 0.
Вiдстань вiд точки до прямої. Нехай пряма L задана своїм загальним
рiвнянням Ax + By + C = 0, i задана деяка точка площини M0(x0, y0).
Знайдемо вiдстань вiд точки M0 до прямої L.

Вiдстань d вiд точки M0 до прямої L дорiвнює модулю проекцiї вектора−−−→
M1M0, де точкаM1(x1, y1) — довiльна точки прямої L, на напрям нормаль-
ного вектора −→n = (A,B) прямої L. Таким чином,

d = |пр−→n
−−−→
M1M0| =

∣∣∣−−−→M1M0 · −→n
|−→n |

∣∣∣ =
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=
∣∣∣(x0 − x1)A+ (y0 − y1)B√

A2 +B2

∣∣∣ =

∣∣∣Ax0 +By0 − Ax1 −By1

∣∣∣
√
A2 +B2

.

Оскiльки точкаM1(x1, y1) належить прямiй L, то Ax1 +By1 +C = 0, звiдки
−Ax1 −By1 = C. Тому

d =

∣∣∣Ax0 +By0 + C
∣∣∣

√
A2 +B2

.

Остання формула є формулою вiдстанi вiд точкиM0(x0, y0) до прямої Ax+
By + C = 0.

Розглянемо приклад.

Приклад 10.4. Дано вершини трикутника ABC: A(1,−2), B(5, 4), C(−2, 0).
Скласти рiвняння сторони AB трикутника, рiвняння бiсектриси AL, рiвня-
ння висоти BN , рiвняння медiани CM , рiвняння прямої, що проходить
через точку C паралельно AB. Знайти довжину висоти BN .

Складемо рiвняння прямої, на якiй лежить сторона трикутника AB, як
рiвняння прямої, що проходить через двi точки.

AB :
x− 1

5− 1
=
y + 2

4 + 2
⇔ x− 1

4
=
y + 2

6
,

звiдки
AB : 3x− 2y − 7 = 0.

Складемо рiвняння бiсектриси AL. Для цього знайдемо координа-
ти точки L, використовуючи властивiсть бiсектриси трикутника: |BL||LC| =
|AB|
|AC| . Оскiльки |AB| =

√
(5− 1)2 + (4 + 2)2 =

√
52, i |AC| =
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√
(−2− 1)2 + (0 + 2)2 =

√
13, то λ = |BL|

|LC| = 2. За формулами подiлу
вiдрiзка у заданому вiдношеннi:

xL =
xB + λxC

1 + λ
=

1

3
, yL =

yB + λyC
1 + λ

=
4

3
,

звiдки L(1
3 ,

4
3). Таким чином, рiвняння прямої, на якiй лежить бiсектриса

внутрiшнього кута при вершинi A трикутника ABC:

AL :
x− 1
1
3 − 1

=
y + 2
4
3 + 2

⇔ 5x+ y − 3 = 0.

Перед тим як скласти рiвняння висоти BN , складемо рiвняння прямої,
на якiй лежить сторона AC, як рiвняння прямої, що проходить через двi
точки:

AC :
x− 1

−2− 1
=
y + 2

0 + 2
⇔ x− 1

−3
=
y + 2

2
,

звiдки
AC : 2x+ 3y + 4 = 0.

Тепер складемо рiвняння прямої, на якiй лежить висота BN , як рiвнян-
ня прямої перпендикулярної AC, що проходить через точку B. Оскiльки
вектор −→n = (2, 3) — нормальний вектор прямої AC, то вiн є напрямним
вектором прямої BN . Тому шукане рiвняння висоти

BN :
x− 5

2
=
y − 4

3
⇔ 3x− 2y − 7 = 0.

Бачимо, що пряма, на якiй лежить висота BN , спiвпадає з прямою, на якiй
лежить сторона AB. Таким чином, точка N спiвпадає з точкою A, а кут
при вершинi A — прямий.

Обчислимо довжину висоти BN за формулою вiдстанi вiд точки до пря-
мої:

d =

∣∣∣2 · 5 + 3 · 4 + 4
∣∣∣

√
22 + 32

=
26√
13

= 2
√

13.

Для того, щоб скласти рiвняння прямої, на якiй лежить медiана CM
трикутника, знайдемо координати точкиM за формулами середини вiдрiз-
ка AB:

xM =
xA + xB

2
=

1 + 5

2
= 3, yM =

yA + yB
2

=
−2 + 4

2
= 1.

Тому рiвняння медiани

CM :
x+ 2

3 + 2
=
y − 0

1− 0
⇔ x+ 2

5
=
y

1
,
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звiдки
CM : x− 5y + 2 = 0.

Нарештi, складемо рiвняння прямої, що проходить через точку C пара-
лельно сторонi AB. Оскiльки паралельнi прямi мають колiнеарнi нормаль-
нi вектори, то нормальний вектор −→n = (3,−2) прямої AB можна вважа-
ти також нормальним вектором шуканої прямої. Тодi за рiвнянням пря-
мої, що проходить через задану точку C(−2, 0) перпендикулярно вектору
−→n = (3,−2), рiвняння шуканої прямої матиме вигляд:

3(x+ 2)− 2(y − 0) = 0 ⇔ 3x− 2y + 6 = 0.
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11 Кривi другого порядку на площинi. Елiпс,
гiпербола, парабола

11.1 Загальне рiвняння кривої другого порядку.
Означення 11.1. Кривою другого порядку на площинi називається суку-
пнiсть точок (геометричне мiсце точок), якi в деякiй декартовiй системi
координат Oxy задовольняють алгебраїчне рiвняння другого порядку:

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0, (11.1)

де A, B, C, D, E, F — дiйснi числа, причому принаймнi одне з чисел A, B,
C не дорiвнює нулю.

Насправдi рiвняння (11.1) задає на площинi елiпс, гiперболу або пара-
болу. Детальне пояснення цього факту дає наступна теорема.

Теорема 11.1. Загальне рiвняння (11.1) кривої другого порядку, задане у
декартовiй системi координат Oxy, за допомогою перетворення системи
координат можна звести до одного з наступних виглядiв:
I. Âx2

2 + Ĉy2
2 + F̂ = 0, Â · Ĉ 6= 0;

II. Ĉy2
2 + 2D̂x2 = 0, Ĉ · D̂ 6= 0, або Âx2

2 + 2Êy2 = 0, Â · Ê 6= 0;

III. Âx2
2 + F̂ = 0, Â 6= 0, або Ĉy2

2 + F̂ = 0, Ĉ 6= 0,
де x2 i y2 — змiннi у новiй декартовiй системi координат Ox2y2.

Доведення. Покажемо, що в деякiй декартовiй системi координат задана
крива другого порядку задається одним з трьох рiвнянь.

Якщо у рiвняннi (11.1) B 6= 0, то спочатку перейдемо вiд декартової
системи координат Oxy до декартової системи координат Ox1y1, у якiй
задана крива буде описуватися рiвнянням другого порядку, що не мiстить
доданка з множником xy. Для цього знайдемо кут α, на який потрiбно
повернути навколо точки O(0, 0) осi координат Ox, Oy. Покладемо{

x = x1 cosα− y1 sinα,

y = x1 sinα + y1 cosα.

Пiдставляючи цi координати замiсть змiнних x та y у рiвняння (11.1), отри-
маємо:

A(x1 cosα− y1 sinα)2 + 2B(x1 cosα− y1 sinα)(x1 sinα + y1 cosα)+
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+C(x1 sinα+y1 cosα)2+2D(x1 cosα−y1 sinα)+2E(x1 sinα+y1 cosα)+F = 0.

Збираючи подiбнi доданки, бачимо, що коефiцiєнт при x1y1 дорiвнює

(−2A+ 2C) sinα cosα + 2B(cos2 α− sin2 α).

Отже, нехай кут α такий, що

(−2A+ 2C) sinα cosα + 2B(cos2 α− sin2 α) = 0.

Враховуючи, що B 6= 0, останнє рiвняння еквiвалентне наступному:

ctg 2α =
A− C

2B
.

Таким чином, при поворотi осей Ox, Oy на кут α, ми отримаємо нову де-
картову систему координат Ox1y1, у якiй задана крива другого порядку
буде описуватися рiвнянням:

Âx2
1 + Ĉy2

1 + 2D̂x1 + 2Êy1 + F = 0, (11.2)

де Â = (A cos2 α+ 2B sinα cosα+C sin2 α), Ĉ = (A sin2 α− 2B sinα cosα+

C cos2 α), D̂ = D cosα + E sinα, Ê = −D sinα + E cosα.
Розглянемо три випадки:
I. Â·Ĉ 6= 0. Тодi, видiляючи повнi квадрати у рiвняннi (11.2), отримаємо

Â
(
x1 +

D̂

Â

)2

+ Ĉ
(
y1 +

Ê

Ĉ

)2

+
(
F − D̂2

Â
− Ê2

Ĉ

)
= 0.

Тому перенесемо паралельно початок координатO1(0, 0) системи координат
Ox1y1 у точку Ô

(
− D̂

Â
, − Ê

Ĉ

)
координатної площини Oxy.

При цьому рiвняння заданої кривої другого порядку прийме вигляд:

Âx2
2 + Ĉy2

2 + F̂ = 0, Â · Ĉ 6= 0,

де F̂ = F − D̂2

Â
− Ê2

Ĉ
, i новi координати виражаються через старi наступним

чином: {
x2 = x1 + D̂

Â
,

y2 = y1 + Ê

Ĉ
.

II. Нехай Ĉ · D̂ 6= 0 (аналогiчно, Â · Ê 6= 0). В цьому випадку рiвняння
(11.2) набуває вигляду:

Ĉ
(
y1 +

Ê

Ĉ

)2

+ 2D̂
(
x1 +

F − Ê2

Ĉ

2D̂

)
= 0.
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Паралельним переносом осей координат у точку Ô
(
− Ê

Ĉ
,

Ê2

Ĉ
−F

2D̂

)
координа-

тної площини Oxy, отримаємо у новiй системi координат рiвняння заданої
кривої:

Ĉy2
2 + 2D̂x2 = 0,

причому x2 = x1 +
F− Ê2

Ĉ

2D̂
,

y2 = y1 + Ê

Ĉ
.

III. Â 6= 0 (аналогiчно, Ĉ 6= 0). В цьому випадку, видiливши повний
квадрат у рiвняннi (11.2), отримаємо:

Â
(
x1 +

D̂

Â

)2

+
(
F − D̂2

Â

)
= 0.

Паралельним переносом початку координат системи Ox1y1 у точку Ô
(
−

D̂

Â
, 0
)
, отримаємо рiвняння заданої кривої у новiй системi координат:

Âx2
2 + F̂ = 0,

де F̂ = F − D̂2

Â
. При цьому {

x2 = x1 + D̂

Â
,

y2 = y1.

Таким чином, теорему доведено.

Рiвняння I, II, III, наведенi у теоремi 11.1, називаються найпростiшими
(канонiчними) рiвняннями кривих другого порядку.

Класифiкацiя кривих другого порядку. Вiдповiдно до теореми 11.1
рiвняння (11.1) задає у деякiй декартовiй системi координат одну з насту-
пних 9 лiнiй:

I.
1. x

2

a2 + y2

b2 = 1 — елiпс
2. x

2

a2 + y2

b2 = −1 — уявний елiпс
3. x

2

a2 + y2

b2 = 0 — двi уявнi прямi, що перетинаються
4. x

2

a2 −
y2

b2 = 1 — гiпербола
5. x

2

a2 −
y2

b2 = 0 — пара прямих, що перетинаються
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II.
6. x2 = 2py — парабола
III.
7. x2 = a2 — пара паралельних прямих
8. x2 = −a2 — пара уявних паралельних прямих
9. x2 = 0 — двi прямi, що спiвпадають

Приклад 11.1. Звести рiвняння кривої другого порядку

17x2 + 12xy + 8y2 − 46x− 28y + 17 = 0

до канонiчного вигляду, з’ясувати тип кривої.
Випишемо коефiцiєнти рiвняння кривої другого порядку: A = 17,B = 6,

C = 8, D = −23, E = −14, F = 17.
Перейдемо вiд декартової системи координат Oxy до декартової системи

координат Ox1y1, повернувши навколо точки O(0, 0) осi координат Ox, Oy
на кут α. Для цього покладемо{

x = x1 cosα− y1 sinα,

y = x1 sinα + y1 cosα.

Знайдемо кут α з рiвняння

ctg 2α =
A− C

2B
=

17− 8

12
=

3

4
.

Отже, 2α = arctg 4
3 , звiдки sinα = 1√

5
, cosα = 2√

5
.

Таким чином, зробимо замiну координат:{
x = 2√

5
x1 − 1√

5
y1,

y = 1√
5
x1 + 2√

5
y1.

Пiдставляючи цi вирази замiсть змiнних x i y у рiвняння 17x2 + 12xy+
8y2 − 46x− 28y + 17 = 0, отримаємо:

17
( 2√

5
x1 −

1√
5
y1

)2

+ 12
( 2√

5
x1 −

1√
5
y1

)
·
( 1√

5
x1 +

2√
5
y1

)
+

+8
( 1√

5
x1 +

2√
5
y1

)2

− 46
( 2√

5
x1 −

1√
5
y1

)
− 28

( 1√
5
x1 +

2√
5
y1

)
+ 17 = 0.

Спрощуючи це рiвняння, матимемо

20x2
1 + 5y2

1 −
120√

5
x1 −

10√
5
y1 + 17 = 0,
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або
20
(
x2

1 −
6√
5
x1

)
+ 5
(
y2

1 −
2√
5
y1

)
+ 17 = 0.

20
(
x1 −

3√
5

)2

+ 5
(
y1 −

1√
5

)2

= 20.

Зробимо паралельний перенос системи координат Ox1y1 в точку
O1(

3√
5
, 1√

5
), поклавши {

x2 = x1 − 3√
5
,

y2 = y1 − 1√
5
.

У новiй системi координат O1x2y2 крива другого порядку набуває ви-
гляд:

20x2
2 + 5y2

2 = 20, ⇐⇒ x2
2 +

y2
2

4
= 1.

Отже, задана крива — елiпс.

Розглянемо детально три основнi кривi другого порядку.

11.2 Елiпс, його канонiчне рiвняння.
Означення 11.2. Елiпсом називається геометричне мiсце точок площини
таких, що сума вiдстаней вiд кожної з них до двох фiксованих точок площи-
ни, якi називаються фокусами, є величиною сталою i бiльшою за вiдстань
мiж фокусами.

Канонiчне рiвняння елiпса. Зафiксуємо двi точки площини — фоку-
си F1 i F2. Розглянемо на площинi таку декартову систему координат Oxy,
що вiсь Ox проходить через фокуси F1 i F2, а точка O є серединою вiдрiзка
F1F2. Таким чином, F1(−c, 0) i F2(c, 0), де c — вiдоме додатне дiйсне число.

Нехай M(x, y) — довiльна точка елiпса, та сума вiдстаней вiд точки
M(x, y) до фокусiв дорiвнює 2a, тобто |MF1|+ |MF2| = 2a. Вiдрiзки |MF1|
i |MF2| називаються фокальними радiусами.
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Оскiльки |MF1| =
√

(x+ c)2 + y2, |MF2| =
√

(x− c)2 + y2, то√
(x+ c)2 + y2 +

√
(x− c)2 + y2 = 2a,

звiдки
(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2).

За означенням елiпса a > c. Тому, покладаючи a2 − c2 = b2, отримаємо
рiвняння

b2x2 + a2y2 = a2b2,

звiдки
x2

a2
+
y2

b2
= 1. (11.3)

Рiвняння (11.3) називається канонiчним рiвнянням елiпса. Зауважимо, що
у випадку, коли a = b, рiвняння (11.3) описує на площинi коло з центром у
початку координат та радiуса R = a.

Отже, довiльна точка, що належить елiпсу, у деякiй декартовiй системi
координат задовольняє рiвняння (11.3).

Зауважимо, що у деяких задачах вiд канонiчного рiвняння елiпса зручно
переходити до його параметричного рiвняння:{

x = a cos t,

y = b sin t.

Форма та характеристики елiпса. Дослiдимо за рiвнянням (11.3)
форму та розташування елiпса.

1. Змiннi x та y входять у рiвняння (11.3) у парних степенях. Тому,
якщо точка (x, y) належить елiпсу, то i точки (−x, y), (x,−y), (−x,−y)
також належать елiпсу. Отже, фiгура симетрична вiдносно осей Ox та Oy,
а також точки O(0, 0), яку називають центром елiпса.

2. Знайдемо точки перетину елiпса з осями координат. Пiдставивши
у рiвняння (11.3) y = 0, отримаємо, що вiсь Ox елiпс перетинає у то-
чках A1(a, 0), A2(−a, 0). Поклавши x = 0, отримаємо двi точки B1(0, b),
B2(0,−b), в яких елiпс перетинає вiсь Oy. Точки A1, A2, B1, B2 називають
вершинами елiпса. Вiдрiзки A1A2 та B1B2, а також їх довжини 2a i 2b на-
зивають вiдповiдно великою та малою осями елiпса. Числа a i b називають
вiдповiдно великою та малою пiвосями елiпса.

3. З рiвняння (11.3) також випливає, що x2

a2 ≤ 1 i y
2

b2 ≤ 1, звiдки−a ≤ x ≤
a i −b ≤ y ≤ b. Тобто всi точки елiпса знаходяться всерединi прямокутника,
утвореного прямими x = ±a i y = ±b.
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4. Вiзьмемо на елiпсi точку (x, y) у першiй чвертi. В цiй чвертi x ≥ 0,
y ≥ 0, а тому y = b

a

√
a2 − x2, 0 ≤ x ≤ a. Оскiльки y′ = − bx

a
√
a2−x2 < 0,

при 0 < x < a, то функцiя монотонно спадає при 0 < x < a. Аналогiчно,
оскiльки y′′ = − ab

(a2−x2)
3
2
< 0, при 0 < x < a, то функцiя є опуклою вгору

при 0 < x < a. Таким чином, елiпс є замкненою овальною кривою. За
встановленими характеристиками побудуємо елiпс:

5. Вiдношення половини вiдстанi мiж фокусами до бiльшої пiвосi c
a на-

зивається ексцентриситетом елiпса i позначається лiтерою ε:

ε =
c

a
.

Зауважимо, що для елiпса 0 < ε < 1. Перепишемо ексцентриситет насту-
пним чином:

ε =
c

a
=

√
a2 − b2

a
=

√
1− b2

a2
,

тобто
b

a
=
√

1− ε2.

Звiдси випливає, що чим меншим є ексцентриситет, тим меньше сплющений
елiпс.

6. НехайM(x, y) — довiльна точка елiпса. Розглянемо фокальнi радiуси
|MF1| = r1 i |MF2| = r2. Тодi r1 + r2 = 2a, i мають мiсце рiвностi:

r1 = a+ εx, r2 = a− εx.
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Прямi x = ±a
ε називаються директрисами елiпса. Значення директрис елi-

пса мiститься у наступнiй теоремi.

Твердження 11.1. Якщо r — вiдстань вiд довiльної точки елiпса до одно-
го з двох фокусiв, а d — вiдстань вiд цiєї ж точки до вiдповiдної цьому
фокусу директриси, то вiдношення r

d є величиною сталою, рiвною ексцен-
триситету.

7. Якщо a < b, то рiвняння (11.3) описує елiпс, бiльша вiсь якого 2b
лежить на осiOy, а мала вiсь 2a— на осiOx. При цьому фокуси знаходяться
у точках F1(0, c) F2(0,−c), де c2 = b2 − a2, ε = c

b , а директриси мають
рiвняння y = ± b

ε .

8. Якщо центр елiпса знаходиться у точцi O1(x0, y0), то його канонiчне
рiвняння має вигляд:

(x− x0)
2

a2
+

(y − y0)
2

b2
= 1.

При цьому, якщо a > b, то фокуси знаходяться у точках F1(x0 + c, y0) i
F2(x0 − c, y0), а директриси задаються рiвняннями: x = x0 ± a

ε .
9. В полярнiй системi координат, канонiчне рiвняння елiпса має вигляд:

r =
p

1− ε cosϕ
,

де p = b2

a , а ε < 1.
10. Оптична властивiсть елiпса: всi променi, що виходять iз одного

з фокусiв елiпса, пiсля вiдбиття вiд елiпса зiйдуться в iншому його фокусi.
11. Якщо a = b = R, то рiвняння (x−x0)2

R2 + (y−y0)2

R2 = 1 задає на площинi
коло з центром в точцi O1(x0, y0) i радiуса R.
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Рiвняння кола можна безпосередньо отримати iз означення кола як гео-
метричного мiсця точок площини таких, що всi точки знаходяться на одна-
ковiй вiдстанi R вiд фiксованої точки площини, яка називається центром
кола.

11.3 Гiпербола, її канонiчне рiвняння.
Означення 11.3. Гiперболою називається геометричне мiсце точок площи-
ни таких, що модуль рiзницi вiдстаней вiд кожної з них до двох фiксованих
точок площини, якi називаються фокусами, є величиною сталою i меншою
за вiдстань мiж фокусами.

Канонiчне рiвняння гiперболи. Зафiксуємо двi точки площини —
фокуси F1 i F2. Розглянемо на площинi таку декартову систему координат
Oxy, що вiсь Ox проходить через фокуси F1 i F2, а точка O є серединою
вiдрiзка F1F2. Таким чином, F1(−c, 0) i F2(c, 0), де c— вiдоме додатне дiйсне
число.

Нехай M(x, y) — довiльна точка гiперболи. За означенням гiперболи
модуль рiзницi вiдстаней вiд точкиM(x, y) до фокусiв є сталою величиною.
Позначимо це число 2a. А саме, ||MF1| − |MF2|| = 2a. Вiдрiзки |MF1| i
|MF2| називаються фокальними радiусами.

Таким чином, |MF1| − |MF2| = ±2a, звiдки√
(x+ c)2 + y2 −

√
(x− c)2 + y2 = ±2a.
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Спростивши це рiвняння, отримаємо

x2

a2
− y2

b2
= 1, (11.4)

де b2 = c2 − a2. Рiвняння (11.4) називається канонiчним рiвнянням гiпер-
боли. Отже, довiльна точка, що належить гiперболi, у деякiй декартовiй
системi координат задовольняє рiвняння (11.4).

Форма та характеристики гiперболи. Дослiдимо за рiвнянням
(11.4) форму та розташування гiперболи.

1. Змiннi x та y входять у рiвняння (11.4) у парних степенях. Тому, якщо
точка (x, y) належить гiперболi, то i точки (−x, y), (x,−y), (−x,−y) також
належать гiперболi. Отже, фiгура симетрична вiдносно осей Ox та Oy, а
також точки O(0, 0), яку називають центром гiперболи.

2. Знайдемо точки перетину гiперболи з осями координат. Пiдставивши
у рiвняння (11.4) y = 0, отримаємо, що гiпербола перетинає вiсь Ox у
точках A1(a, 0), A2(−a, 0). Поклавши x = 0, отримаємо рiвняння y2 = −b2,
яке не має розв’язкiв. Отже, гiпербола не перетинає вiсь Oy. Точки A1, A2

називаються вершинами гiперболи.
Вiдрiзок A1A2 = 2a називається дiйсною вiссю гiперболи, а вiдрiзок

B1B2 = 2b — уявною вiссю гiперболи. Числа a i b називаються вiдповiдно
дiйсною та уявною пiвосями гiперболи. Прямокутник, утворений осями 2a
та 2b називається головним прямокутником гiперболи.

3. З рiвняння (11.4) випливає, що x2

a2 ≥ 1, тобто |x| ≥ a. Це означає,
що всi точки гiперболи розташованi справа вiд прямої x = a (права гiлка
гiперболи) i злiва вiд прямої x = −a (лiва гiлка гiперболи).

4. Вiзьмемо на гiперболi точку (x, y) у першiй чвертi, тобто x ≥ 0,
y ≥ 0, а тому y = b

a

√
x2 − a2, x ≥ a. Оскiльки y′ = bx

a
√
x2−a2 > 0, при

x > a, то функцiя монотонно зростає при x > a. Аналогiчно, оскiльки
y′′ = − ab

(x2−a2)
3
2
< 0, при x > a, то функцiя є опуклою вгору при x > a.

5. Асимптоти гiперболи. Гiпербола має двi асимптоти. Знайдемо
асимптоту до гiлки гiперболи, що знаходиться у першiй чвертi, а потiм
скористаємося симетрiєю. Розглянемо точку (x, y) у першiй чвертi, тобто
x ≥ 0, y ≥ 0. В цьому випадку y = b

a

√
x2 − a2, x ≥ a. Тодi асимптота

матиме вигляд y = Kx+B, де

K = lim
x→+∞

y

x
= lim

x→+∞

b
a

√
x2 − a2

x
=
b

a
,

B = lim
x→+∞

(y(x)−Kx) = lim
x→+∞

( b
a

√
x2 − a2 − b

a
x
)

=
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=
b

a
lim

x→+∞

(√
x2 − a2 − x

)(√
x2 − a2 + x

)
(√

x2 − a2 + x
) =

b

a
lim

x→+∞

b2(√
x2 − a2 + x

) = 0.

Отже, пряма y = b
ax є асимптотою функцiї y = b

a

√
x2 − a2, x ≥ a. Тому в

силу симетрiї асимптотами гiперболи є прямi y = ± b
ax.

За встановленими характеристиками побудуємо гiлку гiперболи, що зна-
ходиться у першiй чвертi, та скористаємося симетрiєю:

6. У випадку, коли b = a, тобто гiпербола описується рiвнянням

x2 − y2 = a2,

гiпербола називається рiвнобiчною. Рiвнобiчна гiпербола має асимптоти, якi
є бiсектрисами координатних кутiв: y = ±x.

7. Вiдношення половини вiдстанi мiж фокусами до бiльшої пiвосi c
a на-

зивається ексцентриситетом гiперболи i позначається лiтерою ε:

ε =
c

a
.

Зауважимо, що для гiперболи ε > 1, оскiльки c > a. Ексцентриситет хара-
ктеризує форму гiперболи. Дiйсно, оскiльки

b

a
=

√
c2

a2
− 1 =

√
ε2 − 1,

то чим менше ексцентриситет гiперболи, тим менше вiдношення пiвосей гi-
перболи b

a , i тим бiльше розтягнутий її головний прямокутник. У рiвнобiчної
гiперболи ε =

√
2.

8. Нехай M(x, y) — довiльна точка гiперболи. Розглянемо фокальнi ра-
дiуси |MF1| = r1 i |MF2| = r2. Для точок правої гiлки гiперболи вони
мають вигляд:

r′1 = a+ εx, r′2 = −a+ εx.
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Для точок лiвої гiлки гiперболи фокальнi радiуси задаються формулами

r′′1 = −a− εx, r′′2 = a− εx.

вiдповiдно.
Прямi x = ±a

ε називаються директрисами гiперболи. Оскiльки у гi-
перболи ε > 1, то a

ε < a, тобто її директриси розташованi мiж початком
координат та вершинами A1(a, 0), A2(−a, 0).

Значення директрис гiперболи мiститься у наступнiй теоремi.

Твердження 11.2. Якщо r — вiдстань вiд довiльної точки гiперболи до
одного з двох фокусiв, а d — вiдстань вiд цiєї ж точки до вiдповiдної
цьому фокусу директриси, то вiдношення r

d є величиною сталою, рiвною
ексцентриситету гiперболи.

9. Крива, що задається рiвнянням

y2

b2
− x2

a2
= 1,

також є гiперболою. Дiйсна вiсь 2b цiєї гiперболи розташована на осi Oy, а
уявна 2a — на осi Ox. Очевидно, що гiперболи x2

a2 −
y2

b2 = 1 та y2

b2 −
x2

a2 = 1
мають однаковi асимптоти.

Гiпербола y2

b2 −
x2

a2 = 1 називається спряженою до гiперболи x2

a2 −
y2

b2 = 1.
На малюнку нижче спряжена гiпербола зображена пунктиром.

10. Оптична властивiсть гiперболи: будь-який промiнь, що вихо-
дить iз одного з фокусiв, пiсля вiдбиття вiд гiперболи начебто виходить iз
iншого фокуса.

11. В полярнiй системi координат, канонiчне рiвняння гiперболи має
вигляд:

r =
p

1− ε cosϕ
,

де p = b2

a , а ε > 1.
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11.4 Парабола, її канонiчне рiвняння.
Означення 11.4. Параболою називається геометричне мiсце точок площи-
ни, кожна з яких рiвновiддалена вiд фiксованої точки площини, що нази-
вається фокусом, та фiксованої прямої, яка називається директрисою.

Вiдстань вiд фокуса до директриси параболи називається параметром
параболи i позначається p (p>0).

Зафiксуємо на площинi фокус F та пряму — D — директрису парабо-
ли. Виберемо на площинi декаротову систему координат так, щоб вiсь Ox
проходила через фокус F перпендикулярно директрисi D у напрямку вiд
директриси до фокуса. Початок координат помiстимо у серединi перпенди-
куляра, опущеного з фокуса на директрису. У вибранiй системi координат
F (p2 , 0), а директриса D має рiвняння x = −p

2 .

Нехай M(x, y) — довiльна точка параболи. Знайдемо окремо вiдстань
|FM |:

|FM | =
√

(x− p

2
)2 + y2.

Вiдрiзок |FM | називається фокальним радiусом точкиM . Позначимо через
N — основу перпендикуляра з точки M на директрису. Тодi

|MN | =
√

(x+
p

2
)2 + (y − y)2 =

∣∣∣x+
p

2

∣∣∣.
Таким чином, оскiльки за означенням |FM | = |MN |, то√

(x− p

2
)2 + y2 =

∣∣∣x+
p

2

∣∣∣.
Пiднiсши останню рiвнiсть до квадрату та спростивши її, отримаємо рiвня-
ння:

y2 = 2px,

яке називається канонiчним рiвнянням параболи.
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Форма та характеристики параболи. Дослiдимо за канонiчним рiв-
нянням форму та розташування параболи.

1. У рiвняння y2 = 2px змiнна y входить у парнiй степенi, звiдки ви-
пливає, що парабола симетрична вiдносно осi Ox. Вiсь Ox є вiссю симетрiї
параболи.

2. Оскiльки p > 0, то x ≥ 0, звiдки випливає, що парабола розташована
справа вiд осi Oy.

3. При x = 0 маємо y = 0, тобто парабола проходить через початок
координат. Точка O(0, 0) називається вершиною параболи.

4. При збiльшеннi значень змiнної x модуль y також зростає. Зобразимо
параболу на малюнку:

5. В полярнiй системi координат, канонiчне рiвняння параболи має ви-
гляд:

r =
p

1− cosϕ
.

6. Рiвняння y2 = −2px, x2 = 2py, x2 = −2py (p > 0) також описують
параболи:

7. Оптична властивiсть параболи: будь-який промiнь, що попадає
на параболу паралельно її осi, вiдображається у її фокусi. I навпаки, якщо
промiнь виходить iз фокуса, вiдбиваючись вiд параболи, вiн спрямовується
паралельно її осi.
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12 Система координат у просторi. Рiвняння
поверхнi i лiнiї у просторi. Площина в

просторi, рiзнi види її рiвняння

12.1 Система координат у просторi.
Пiд системою координат у просторi розумiють спосiб, що дозволяє чисельно
описати положення будь-якої точки простору.

Аналогiчно тому, як вводилась система координат на площинi, введемо
систему координат у просторi. Зафiксуємо впорядковану трiйку некомпла-
нарних векторiв, прикладених до спiльної точки O:

−−→
OA1,

−−→
OA2,

−−→
OA3.

Будь-якiй точцiM простору поставимо у вiдповiднiсть вектор
−−→
OM . Оскiль-

ки вектори
−−→
OA1,

−−→
OA2,

−−→
OA3 утворюють базис, то iснує єдина трiйка чисел

(x, y, z) така, що
−−→
OM = x

−−→
OA1 + y

−−→
OA2 + z

−−→
OA3.

Сукупнiсть точки та трьох некомпланарних векторiв задає систему ко-
ординат у просторi: кожнiй точцi M простору ставиться у вiдповiднiсть
єдина трiйка чисел (x, y, z) така, що

−−→
OM = x

−−→
OA1 + y

−−→
OA2 + z

−−→
OA3. Числа

x, y та z називають координатами точки M . I навпаки, для кожної трiйки
чисел (x, y, z) iснує єдина точка простору з такими координатами. Векто-
ри
−−→
OA1,

−−→
OA2,

−−→
OA3 задають орiєнтованi прямi — осi, якi називають осями

координат.
Найбiльш зручною для застосування є прямокутна система координат.

Прямокутна (декартова) система координат у просторi

Прямокутна система координат у просторi задається точкою O — по-
чаток координат, та трьома взаємно перпендикулярними одиничними ве-
кторами

−→
i = (1, 0, 0) та

−→
j = (0, 1, 0),

−→
k = (0, 0, 1), якi визначають осi
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координат — вiсь абсцис Ox, вiсь ординат Oy, та вiсь аплiкат Oz. Осi ко-
ординат подiляють простiр на вiсiм областей, що називаються октантами.

Розглянемо довiльну точкуM простору iз заданою прямокутною систе-
мою координат Oxyz. Координатами точки M у системi координат Oxyz
називаються координати її радiус-вектора

−−→
OM . Якщо

−−→
OM = (x, y, z), то

координати точки M записують M(x, y, z), число x називається абсцисою
точки M , число y — ординатою точки M , z — аплiкатою точки M . Три
числа x, y, z повнiстю визначають положення точки у просторi.
Вiдстань мiж двома точками у декартовiй системi координат. Вiд-
стань d мiж точками A(x1, y1, z1) та B(x2, y2, z2) у просторi дорiвнює дов-
жинi вектора

−→
AB = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1), тобто

d = |
−→
AB| =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

Подiл вiдрiзка у заданому вiдношеннi у декартовiй системi ко-
ординат. Нехай вiдрiзок AB, що з’єднує точки A(x1, y1, z1) i B(x2, y2, z2)
потрiбно подiлити у заданому вiдношеннi λ > 0, тобто знайти координати
точки M(x, y, z) вiдрiзка AB такої, що AM

MB = λ.
Розглянемо вектори

−−→
AM i

−−→
MB. Оскiльки точка M дiлить вiдрiзок AB

у вiдношеннi λ, то −−→
AM = λ

−−→
MB.

Але
−−→
AM = (x − x1, y − y1, z − z1) = (x − x1)

−→
i + (y − y1)

−→
j + (z − z1)

−→
k ,

−−→
MB = (x2 − x, y2 − y, z2 − z) = (x2 − x)

−→
i + (y2 − y)

−→
j + (z2 − z)

−→
k . Тому

(x−x1)
−→
i + (y−y1)

−→
j + (z− z1)

−→
k = λ(x2−x)

−→
i +λ(y2−y)

−→
j +λ(z2− z)

−→
k .

Звiдси випливає, що

x− x1 = λ(x2 − x), y − y1 = λ(y2 − y), z − z1 = λ(z2 − z),

тобто
x =

x1 + λx2

1 + λ
, y =

y1 + λy2

1 + λ
, z =

z1 + λz2

1 + λ
. (12.1)
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Формули (12.1) називаються формулами подiлу вiдрiзка у заданому вiдно-
шеннi.

Зокрема, якщо λ = 1, тобто AM = MB, то формули (12.1) набувають
вигляду: x = x1+x2

2 , y = y1+y2
2 , z = z1+z2

2 . В цьому випадку точка M є
серединою вiдрiзка AB.

12.2 Рiвняння поверхнi i лiнiї у просторi.
Рiвняння поверхнi у просторi. Поверхнi у просторi, як правило, можна
розглядати як геометричне мiсце точок, якi задовольняють деякiй умовi.
Наприклад, сфера радiуса R з цетром в точцi O1 є геометричним мiсцем
всiх точок простору, якi знаходяться вiд точки O1 на вiдстанi R.

Прямокутна система координат Oxyz дозволяє встановити взаємно
однозначну вiдповiднiсть мiж точками простору i трiйками чисел x, y, z
— їх координатами. Властивiсть, спiльна для всiх точок поверхнi, можна
записати у виглядi рiвняння, яке зв’язує координати всiх точок поверхнi.

Означення 12.1. Рiвнянням даної поверхнi в прямокутнiй системi коор-
динат Oxyz називається таке рiвняння F (x, y, z) = 0 з трьома невiдомими
x, y, z, якому задовольняють координати кожної точки, що лежить на по-
верхнi, i не задовольняють координати точок, що не лежать на поверхнi.

Рiвняння поверхнi дозволяє вивчення геометричних властивостей повер-
хонь замiнити дослiдженням її рiвняння. Наприклад, для того, щоб дiзна-
тися, чи лежить точкаM1(x1, y1, z1) на данiй поверхнi, достатньо пiдставити
координати точкиM1 у рiвняння поверхнi замiсть змiнних: якщо координа-
ти задовольняють рiвняння, то точка лежить на поверхнi, в протилежному
випадку —- точка не лежить на поверхнi.
Рiвняння лiнiї (кривої) у просторi.Лiнiю у просторi можна розглядати,
як лiнiю перетину двох поверхонь або як геометричне мiсце точок, спiльних
для двох поверхонь.

Якщо F1(x, y, z) = 0 i F2(x, y, z) = 0 —- рiвняння двох поверхонь, якi
визначають лiнiю l, то координати точок цiєї лiнiї задовольняють системi
двох рiвнянь з трьома невiдомими:{

F1(x, y, z) = 0,

F2(x, y, z) = 0.

Цi рiвняння називають рiвнянням лiнiї у просторi. Наприклад,

{
y = 0,

z = 0,

– рiвняння осi Ox.
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Лiнiю у просторi можна розглядати як траєкторiю руху точки. В цьо-
му випадку її задають векторним рiвнянням −→r = −→r (t), де t — скаляр-
ний параметр. Кожному значенню параметра t0 вiдповiдає радiус-вектор
−→r 0 = −→r (t0). При змiнi значення параметра t, кiнець радiус-вектора буде
описувати у просторi криву.

Криву у просторi можна задавати за допомогою трьох рiвнянь:
x = x(t),

y = y(t),

z = z(t), t ∈ T,

де x, y та z — координати довiльної точки M(x, y, z) кривої, а t — змiн-
на, що називається параметром. Параметр t визначає положення кожної
точки M(x, y, z) кривої у просторi Oxyz. Таке задання кривої у просторi
називається параметричним.

Отже, поверхню у просторi можна задати аналiтично або геометрично.
Звiдси випливають двi основнi задачi аналiтичної геометрiї у про-
сторi:

1) Задана поверхня як геометричне мiсце точок. Знайти рiвняння цiєї
поверхнi.

2) Задано рiвняння поверхнi F (x, y, z) = 0. Дослiдити форму та геоме-
тричнi властивостi цiєї поверхнi.

12.3 Площина в просторi, рiзнi види її рiвняння.
Найпростiшою поверхнею у просторi є площина. Вона задається алгебра-
їчним рiвнянням першого порядку вiдносно змiнних x, y, z. Площину у
просторi можна задавати рiзними способами. Розглянемо їх.
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Рiвняння площини, що проходить через задану точку перепенди-
кулярно до заданого вектора. Нехай у просторi з введеною прямоку-
тною системою координат Oxyz задано площину Q. Нехай вiдомо точку
M0(x0, y0, z0), через яку проходить площина, та вектор, перпендикулярний
до площини −→n (A,B,C).

Нехай M(x, y, z) — довiльна точка площини. Складемо вектор
−−−→
M0M =

(x− x0, y − y0, z − z0). Оскiльки вектори
−−−→
M0M i −→n перпендикулярнi, то їх

скалярний добуток дорiвнює нулю, тобто
−−−→
M0M · −→n = 0. Звiдси отримуємо

рiвняння площини, що проходить через точку M0(x0, y0, z0) перпендику-
лярно вектору −→n (A,B,C):

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0. (12.2)

Вектор −→n (A,B,C) називається нормальним вектором площини.
Для заданої точки M0(x0, y0, z0) простору та довiльних дiйсних чисел

A,B, C рiвняння (12.2) є рiвнянням площини. Сукупнiсть всiх площин, що
проходять через задану точку, називається зв’язкою площин, а рiвняння
(12.2) рiвнянням зв’язки площин.
Загальне рiвняння площини. Перепишемо рiвняння площини (12.2)
наступним чином: Ax + By + Cz − Ax0 − By0 − Cz0 = 0. Покладемо
−Ax0 − By0 − Cz0 = D. Отримаємо рiвняння першого порядку вiдносно
змiнних x, y, z:

Ax+By + Cz +D = 0, (12.3)

яке називається загальним рiвнянням площини.
Розглянемо частиннi випадки рiвняння (12.3):
1) Якщо D = 0, то рiвняння (12.3) матиме вигляд Ax+By+Cz = 0. Це

рiвняння задовольняє точка O(0, 0, 0). Таким чином, площина проходить
через початок координат O.

2) Якщо C = 0, то рiвняння (12.3) матиме вигляд Ax + By + D = 0.
Вектор −→n (A,B, 0) є нормальним вектором цiєї площини. Вiн перпенди-
кулярний осi Oz. Таким чином, площина паралельна осi Oz. Аналогiчно,
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якщо A = 0, то площина паралельна осi Ox, а якщо B = 0, то площина
паралельна осi Oy.

3) Якщо C = D = 0, то площина Ax+By = 0 проходить через початок
координат i паралельна осi Oz, тобто площина проходить через вiсь Oz.
Аналогiчно, площина Ax + Cz = 0 проходить через вiсь Oy, а площина
By + Cz = 0 проходить через вiсь Oz.

4) Якщо A = B = 0, то рiвняння (12.3) матиме вигляд Cz+D = 0, тобто
z = −D

C . В цьому випадку площина паралельна координатнiй площинi Oxy.
Якщо при цьому D = 0, тобто z = 0, то площина спiвпадає з координатною
площиною Oxy. Аналогiчно, площина Ax+D = 0 паралельна координатнiй
площинi Oyz, а якщо i D = 0, тобто x = 0, то задана площина спiвпадає
з координатною площиною Oyz. Аналогiчно, площина By + D = 0 пара-
лельна координатнiй площинi Oxz, а якщо D = 0, тобто y = 0, то задана
площина спiвпадає з координатною площиною Oxz.
Рiвняння площини, що проходить через три точки. Три точки, що не
належать однiй прямiй однозначно визначають площину. Знайдемо рiвнян-
ня площини Q, що проходить через три точки M1(x1, y1, z1), M2(x2, y2, z2),
M3(x3, y3, z3), що не належать однiй прямiй.

Нехай M(x, y, z) — довiльна точка площини. Складемо три вектори
−−−→
M1M = (x − x1, y − y1, z − z1),

−−−→
M1M2 = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1),−−−→

M1M3 = (x3 − x1, y3 − y1, z3 − z1). Цi вектори лежать в однiй площинi, а
отже вони компланарнi. Звiдси випливає, що їх мiшаний добуток дорiвнює
нулю, тобто (

−−−→
M1M ×

−−−→
M1M2) ·

−−−→
M1M3 = 0. Таким чином,∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣ = 0. (12.4)

Рiвняння (12.4) є рiвнянням площини, що проходить через три точки.
Рiвняння площини “у вiдрiзках”. Нехай площина Q вiдтинає вiд ко-
ординатних осей вiдрiзки a, b, c вiдповiдно, тобто проходить через точки
A(a, 0, 0), B(0, b, 0), C(0, 0, c).
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Пiдставляючи координати цих точок у рiвняння (12.4), отримаємо∣∣∣∣∣∣
x− a y z
−a b 0
−a 0 c

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Розкриваючи визначник за першим рядком, матимемо, bc(x − a) + acy +
abz = 0, звiдки

x

a
+
y

b
+
z

c
= 1. (12.5)

Рiвняння (12.5) називається рiвнянням площини “у вiдрiзках ”.
Нормальне рiвняння площини. Розташування площини Q у просторi
цiлком визначається одиничним вектором −→e направленим по перпендику-
ляру OK, який опущено з початку координат O(0, 0, 0) на площину Q, та
довжиною p цього перпендикуляру.

Нехай OK = p, а α, β, γ — кути, утворенi одиничним вектором −→e з
осями координат. Тодi −→e = (cosα, cos β, cos γ). Нехай M(x, y, z) — довiль-
на точка площини. Складемо вектор −→r =

−−→
OM = (x, y, z). При довiльному

розташуваннi точки M на площинi Q проекцiя радiус-вектора −→r на напря-
мок вектора −→e завжди дорiвнює p, тобто пр−→e

−→r = p, звiдки −→e · −→r = p.
Тому

−→e · −→r − p = 0.

Перепишемо це рiвняння через координати векторiв −→r та −→e :

(cosα)x+ (cos β)y + (cos γ)z − p = 0. (12.6)

Рiвняння (12.6) називається нормальним рiвнянням площини.
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Загальне рiвняння площини (12.3) можна звести до нормального рiвня-
ння. Для цього загальне рiвняння площини Ax + By + Cz + D = 0 по-
множимо на λ = + 1√

A2+B2+C2
, якщо D < 0, i на λ = − 1√

A2+B2+C2
, якщо

D > 0. Тодi λA = cosα, λB = cos β, λC = cos γ, p = |D|√
A2+B2+C2

. Множник
λ = ± 1√

A2+B2+C2
називається нормуючим множником.

Приклад 12.1. Записати загальне рiвняння площини 2x− 6y + 3z − 14 = 0
у виглядi рiвняння "у вiдрiзках"та у виглядi нормального рiвняння.

Для того, щоб iз загального рiвняння площини отримати рiвняння "у
вiдрiзках подiлимо обидвi частини рiвняння 2x− 6y + 3z = 14 на 14:

2x

14
− 6y

14
+

3z

14
= 1,

звiдки рiвняння площини "у вiдрiзках"має вигляд:
x

7
+

y

−7
3

+
z
14
3

= 1.

Для того, щоб вiд загального рiвняння площини перейти до нормального
рiвняння, помножимо обидвi частини рiвнняня 2x − 6y + 3z − 14 = 0 на
множник λ = 1√

22+(−6)2+32
= 1

7 :

2

7
x− 6

7
y +

3

7
z − 2 = 0.

Таикм чином, вiдстань вiд початку координат до площини p = 2.

12.4 Основнi задачi для площини у просторi.
Кут мiж площинами. Розглянемо двi площини Q1 та Q2, заданi загаль-
ними рiвняннями A1x + B1y + C1z + D1 = 0 та A2x + B2y + C2z + D2 = 0
вiдповiдно.

Кутом мiж двома площинами Q1 та Q2 називається один з двогранних
кутiв, утворених цими площинами. Зрозумiло, що кут ϕ мiж нормальни-
ми векторами −→n 1(A1, B1, C1) та −→n 2(A2, B2, C2) площин Q1 та Q2 дорiвнює
цьому двогранному куту. Таким чином,

cosϕ =
−→n 1 · −→n 2

|−→n 1| · |−→n 2|
=

A1A2 +B1B2 + C1C2√
A2

1 +B2
1 + C2

1 ·
√
A2

2 +B2
2 + C2

2

.

Для того, щоб знайти величину гострого кута, необхiдно у правiй частинi
останньої рiвностi взяти модуль.
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Умови паралельностi та перпендикулярностi площин. Двi площини
Q1 та Q2 паралельнi тодi i тiльки тодi, коли колiнеарнi їх нормальнi вектори
−→n 1 i −→n 2. Таким чином, площини Q1 та Q2 паралельнi тодi i тiльки тодi,
коли

A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
.

З’ясуємо умову перпендикулярностi площин Q1 та Q2, заданих загаль-
ними рiвняннями A1x+B1y+C1z+D1 = 0 та A2x+B2y+C2z+D2 = 0 вiдпо-
вiдно. Очевидно, площини Q1 та Q2 перпендикулярнi тодi i тiльки тодi, ко-
ли перпендикулярнi їх нормальнi вектори −→n 1(A1, B1, C1) та −→n 2(A2, B2, C2),
тобто тодi i тiльки тодi, коли скалярний добуток нормальних векторiв −→n 1

i −→n 2 дорiвнює нулю: −→n 1 · −→n 2 = 0. З цих мiркувань випливає, що площини
Q1 та Q2 перпендикулярнi тодi i тiльки тодi, коли

A1A2 +B1B2 + C1C2 = 0.

Вiдстань вiд точки до площини. Нехай у просторi задана площина Q
загальним рiвнянням Ax+By+Cz+D = 0 i точкаM0(x0, y0, z0). Знайдемо
вiдстань вiд точки M0 до площини Q.

Вiдстань d вiд точки M0 до площини Q дорiвнює модулю проекцiї ве-
ктора

−−−→
M1M0, де M1(x1, y1, z1) — довiльна точка площини Q, на напрямок

нормального вектора −→n (A,B,C).

Тому

d = |пр−→n
−−−→
M1M0| =

∣∣∣−−−→M1M0 · −→n
|−→n |

∣∣∣ =
|(x0 − x1)A+ (y0 − y1)B + (z0 − z1)C|√

A2 +B2 + C2
=
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=
|Ax0 +By0 + Cz0 − Ax1 −By1 − Cz1|√

A2 +B2 + C2
.

Але точкаM1(x1, y1, z1) належить площинi Q, а отже Ax1+By1+Cz1+D =
0. Звiдси −Ax1 −By1 − Cz1 = D, i

d =
|Ax0 +By0 + Cz0 +D|√

A2 +B2 + C2
.

Якщо площина Q задана нормальним рiвнянням (cosα)x + (cos β)y +
(cos γ)z − p = 0, то вiдстань вiд точки M0(x0, y0, z0) до площини Q можна
знайти за формулою:

d = |(cosα)x0 + (cos β)y0 + (cos γ)z0 − p|.
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13 Пряма в просторi, рiзнi види її рiвняння.
Задачi на пряму i площину

13.1 Пряма в просторi, рiзнi види її рiвняння.
Найпростiшою лiнiєю у просторi є пряма. Розглянемо рiзнi види її рiвняння.
Канонiчне рiвняння прямої. Складемо рiвняння прямої, що проходить
через задану точку M0(x0, y0, z0) паралельно вектору −→a = (ax, ay, az).
Розглянемо довiльну точку M(x, y, z) прямої. Складемо вектор

−−−→
M0M =

(x− x0, y − y0, z − z0).

Зрозумiло, що вектор
−−−→
M0M колiнеарний вектору −→a . Звiдси випливає, що

координати векторiв
−−−→
M0M та −→a пропорцiйнi. Тому

x− x0

ax
=
y − y0

ay
=
z − z0

az
. (13.1)

Таким чином, ми отримали рiвняння прямої, що проходить через точку
M0(x0, y0, z0) паралельно вектору −→a . Це рiвняння називається канонiчним
рiвнянням прямої, а вектор −→a = (ax, ay, az) називається напрямним ве-
ктором прямої.

Розглянемо деякi частиннi випадки. Якщо ax = 0, то пряма перпенди-
кулярна осi Ox i лежить у площинi x = x0. Якщо ay = 0, то пряма перпен-
дикулярна осi Oy i лежить у площинi y = y0. Аналогiчно, якщо az = 0, то
пряма перпендикулярна осi Oz i лежить у площинi z = z0.

Якщо ax = 0 i ay = 0, то пряма перпендикулярна площинi Oxy, i пере-
тинає цю площину в точцi (x0, y0, 0). Таким чином, пряма паралельна осi
Oz.

Якщо ax = 0 i az = 0, то пряма перпендикулярна площинi Oxz, i пере-
тинає цю площину в точцi (x0, 0, z0). Таким чином, пряма паралельна осi
Oy.
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Якщо ay = 0 i az = 0, то пряма перпендикулярна площинi Oyz, i пере-
тинає цю площину в точцi (0, y0, z0). Таким чином, пряма паралельна осi
Ox.
Параметричне рiвняння прямої. З канонiчного рiвняння випливає, що

x− x0

ax
=
y − y0

ay
=
z − z0

az
= t.

Виражаючи з цього рiвняння змiннi x, y та z отримаємо рiвняння прямої
x = x0 + axt,

y = y0 + ayt,

z = z0 + azt,

яке називається параметричним рiвнянням.
Рiвняння прямої, що проходить через двi точки. Нехай пряма L про-
ходить через двi точки M1(x1, y1, z1) та M2(x2, y2, z2). Розглянемо довiльну
точку M(x, y, z) прямої.

Складемо вектори
−−−→
M1M2(x2−x1, y2−y1, z2−z1) та

−−−→
M1M(x−x1, y−y1, z−z1).

Цi вектори колiнеарнi, а отже їх координати пропорцiйнi. Звiдси випливає
рiвняння прямої

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
=

z − z1

z2 − z1
,

яке називається рiвнянням прямої через двi точки.
Загальне рiвняння прямої. Пряму L у просторi можна задавати як лiнiю
перетину двох площин:{

A1x+B1y + C1z +D1 = 0,

A2x+B2y + C2z +D2 = 0.
(13.2)

Кожне рiвняння системи є рiвнянням площини. Якщо площини не
паралельнi, тобто координати нормальних векторiв −→n 1(A1, B1, C1) i
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−→n 2(A2, B2, C2) не пропорцiйнi, то система (13.2) визначає пряму як гео-
метричне мiсце точок простору, координати яких задовольняють кожному
з рiвнянь системи. Рiвняння (13.2) називають загальним рiвнянням прямої.

Розглянемо, як вiд загального рiвняння прямої перейти до її канонiчно-
го рiвняння. Виберемо будь-яку точку M0(x0, y0, z0), яка задовольняє обом
рiвнянням системи. Для цього, наприклад, можна покласти z0 = 0, а коор-

динати x0 i y0 знайти з системи

{
A1x0 +B1y0 +D1 = 0,

A2x0 +B2y0 +D2 = 0.

Оскiльки пряма L перпендикулярна векторам −→n 1(A1, B1, C1) i
−→n 2(A2, B2, C2), то її напрямний вектор

−→
S колiнеарний їх векторному

добутку. Таким чином, можна вважати, що напрямний вектор прямої L

−→
S = −→n 1 ×−→n 2 =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

A1 B1 C1

A2 B2 C2

∣∣∣∣∣∣ .
Далi, пiдставляючи координати точки M0 та координати вектора

−→
S у рiв-

няння (13.1), отримаємо канонiчний вигляд рiвняння прямої.
Зауважимо також, що вiд загального рiвняння прямої до її канонiчно-

го рiвняння можна перейти, вибравши двi рiзнi точки, що задовольняють
систему (13.2), та скориставшись рiвнянням прямої через двi точки.

Приклад 13.1. Звести загальне рiвняння прямої

{
x+ y − z + 1 = 0,

2x− y − 3z + 5 = 0.
до

канонiчного вигляду.
Знайдемо координати довiльної точки M0, що лежить на прямiй. Нехай

z0 = 0. Тодi {
x0 + y0 + 1 = 0,

2x0 − y0 + 5 = 0,
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звiдки M0(−2, 1, 0). Тепер знайдемо координати напрямного вектора пря-
мої:

−→
S = −→n 1 ×−→n 2 =

∣∣∣∣∣∣
−→
i
−→
j
−→
k

1 1 −1
2 −1 −3

∣∣∣∣∣∣ = −4
−→
i +
−→
j − 3

−→
k .

Отже, канонiчне рiвняння прямої має вигляд:

x+ 2

−4
=
y − 1

1
=

z

−3
.

13.2 Основнi задачi на прямi у просторi.
Кут мiж прямими. Нехай у просторi прямi L1 i L2 заданi канонiчними
рiвняннями

x− x1

m1
=
y − y1

n1
=
z − z1

p1
,

x− x2

m2
=
y − y2

n2
=
z − z2

p2

вiдповiдно. Пiд кутом мiж прямими L1 i L2 розумiють кут мiж напрямними
векторами

−→
S 1 = (m1, n1, p1) та

−→
S 2 = (m2, n2, p2) прямих L1 i L2.

Тому

cosϕ =

−→
S 1 ·
−→
S 2

|
−→
S 1| · |

−→
S 2|

=
m1m2 + n1n2 + p1p2√

m2
1 + n2

1 + p2
1

√
m2

2 + n2
2 + p2

2

.

Для знаходження гострого кута мiж прямими L1 i L2 у правiй частинi
останньої рiвностi чисельник необхiдно взяти по модулю.
Умови паралельностi та перпендикулярностi прямих. Нехай прямi
L1 i L2, заданi канонiчними рiвняннями

x− x1

m1
=
y − y1

n1
=
z − z1

p1
,

x− x2

m2
=
y − y2

n2
=
z − z2

p2

вiдповiдно.
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Прямi L1 i L2 паралельнi тодi i тiльки тодi, коли колiнеарнi їх напрямнi
вектори

−→
S 1 = (m1, n1, p1) та

−→
S 2 = (m2, n2, p2). Таким чином, двi прямi у

просторi паралельнi тодi i тiльки тодi, коли
m1

m2
=
n1

n2
=
p1

p2
.

Прямi L1 i L2 перпендикулярнi тодi i тiльки тодi, коли перпендикулярнi
їх напрямнi вектори, тобто cosϕ = 0. В свою чергу, ця умова рiвносильна
тому, що

m1m2 + n1n2 + p1p2 = 0.

Умова, при якiй двi прямi лежать в однiй площинi. Нехай як i
ранiше прямi L1 i L2 заданi канонiчними рiвняннями

x− x1

m1
=
y − y1

n1
=
z − z1

p1
,

x− x2

m2
=
y − y2

n2
=
z − z2

p2

вiдповiдно. Напрямними векторами цих прямих є вектори
−→
S 1 = (m1, n1, p1)

та
−→
S 2 = (m2, n2, p2) вiдповiдно. З’ясуємо, за якої умови прямi L1 i L2 лежать

в однiй площинi.

Точка M1(x1, y1, z1) належить прямiй L1. Позначимо її радiус-вектор
−−→
OM1 = −→r 1. Аналогiчно, точкаM2(x2, y2, z2) належить прямiй L2. Позначи-
мо її радiус-вектор

−−→
OM2 = −→r 2. Тодi −→r 2 − −→r 1 = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1).

Зрозумiло, що прямi L1 i L2 лежать в однiй площинi, якщо вектори
−→
S 1 =

(m1, n1, p1),
−→
S 2 = (m2, n2, p2) та (−→r 2 −−→r 1) компланарнi, тобто∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

m1 n1 p1

m2 n2 p2

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Якщо ця умова виконується, то прямi L1 i L2 лежать в однiй площинi (або
паралельнi, або перетинаються).
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Приклад 13.2. Переконатися, що прямi L1 : x−6
3 = y−3

−2 = z+3
4 i L2 : x+1

3 =
y+7
−3 = z−4

8 є мимобiжними, та знайти вiдстань мiж ними.
Випишемо напрямi вектори прямих L1 i L2 вiдповiдно:

−→
S 1 = (3,−2, 4)

та
−→
S 2 = (3,−3, 8). Точка M1(6, 3,−3) належить прямiй L1, а точка

M2(−1,−7, 4) належить прямiй L2. Складемо вектор
−−−→
M1M2 = (−7,−10, 7)

та перевiримо на компланарнiсть вектори
−→
S 1,
−→
S 2 i

−−−→
M1M2. Оскiльки∣∣∣∣∣∣

−7 −10 7
3 −2 4
3 −3 8

∣∣∣∣∣∣ = 77 6= 0,

то вектори
−→
S 1,
−→
S 2 i

−−−→
M1M2 не є компланарними, а отже прямi L1 i L2

мимобiжнi.
Складемо площину P , що проходить через пряму L1 паралельно прямiй

L2. Нехай точка M(x, y, z) — довiльна точка шуканої площини. Складемо
вектор

−−−→
M1M = (x − 6, y − 3, z + 3). Очевидно вектори

−−−→
M1M ,

−→
S 1 i

−→
S 2 —

компланарнi. Звiдси отримаємо рiвняння шуканої площини:

P :

∣∣∣∣∣∣
x− 6 y − 3 z + 3

3 −2 4
3 −3 8

∣∣∣∣∣∣ = 0, ⇐⇒ 4x+ 12y + 3z − 51 = 0.

Тодi вiдстань мiж мимобiжними прямими L1 i L2 буде дорiвнювати вiдстанi
вiд будь-якої точки прямої L2 (наприклад вiд точки M2) до площини P ,
тобто

d =
|4 · (−1) + 12 · (−7) + 3 · 4− 51|√

42 + 122 + 32
=
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13.3 Основнi задачi на пряму i площину у просторi.
Кут мiж прямою i площиною. Нехай у просторi площина Q задана за-
гальним рiвнянням Ax + By + Cz + D = 0 i пряма L задана канонiчним
рiвнянням x−x0

m = y−y0
n = z−z0

p . Кутом мiж прямою i площиною називає-
ться кут мiж прямою та проекцiєю цiєї прямої на площину. Нехай ϕ — кут
мiж прямою L i площиною Q, а θ — кут мiж напрямним вектором пря-
мої
−→
S = (m,n, p) i нормальним вектором площини −→n = (A,B,C). Тодi

cos θ =
−→
S ·−→n
|
−→
S |·|−→n |

. Але, зрозумiло, що ϕ = π
2 − θ. Тому sinϕ = cos θ, i оскiльки

sinϕ ≥ 0, то

sinϕ = cos θ =
|
−→
S · −→n |
|
−→
S | · |−→n |

=
|Am+Bn+ Cp|√

m2 + n2 + p2
√
A2 +B2 + C2

.
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Приклад 13.3. Знайти кут ϕ мiж прямою L: x−1
0 = y

2 = z+1
1 i площиною P :

x+ y − z + 1 = 0.
Напрямний вектор прямої L:

−→
S = (0, 2, 1), нормальний вектор площи-

ни P : −→n = (1, 1,−1). За формулою синуса кута мiж прямою i площиною
обчислюємо:

sinϕ =
|
−→
S · −→n |
|
−→
S | · |−→n |

=
|0 · 1 + 2 · 1 + 1 · (−1)|√

02 + 22 + 12
√

12 + 12 + (−1)2
=

1√
15
.

Таикм чином, ϕ = arcsin 1√
15
.

Умови паралельностi та перпендикулярностi прямої i площини.
Пряма L паралельна площинi Q тодi i тiльки тодi, коли вектори

−→
S =

(m,n, p) i −→n = (A,B,C) перпендикулярнi, тобто
−→
S · −→n = 0. Таким чи-

ном, пряма паралельна площинi тодi i тiльки тодi, коли

Am+Bn+ Cp = 0.

Пряма L перпендикулярна площинi Q тодi i тiльки тодi, коли вектори−→
S = (m,n, p) i −→n = (A,B,C) колiнеарнi (

−→
S ‖−→n ), тобто

A

m
=
B

n
=
C

p
.

Перетин прямої i площини. Умова, при якiй пряма лежить у пло-
щинi. Для того, щоб знайти точку перетину прямої L:

x− x0

m
=
y − y0

n
=
z − z0

p

з площиною Q:
Ax+By + Cz +D = 0,

необхiдно розв’язати систему рiвнянь{
x−x0
m = y−y0

n = z−z0
p ,

Ax+By + Cz +D = 0.
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Найпростiше це зробити, записавши рiвняння прямої у параметричному
виглядi. В результатi остання система набуває вигляду:

x = x0 +mt,

y = y0 + nt,

z = z0 + pt,

Ax+By + Cz +D = 0,

звiдки
A(x0 +mt) +B(y0 + nt) + C(z0 + pt) +D = 0. (13.3)

Якщо Am+Bn+Cp 6= 0, то розв’язуючи це рiвняння вiдносно параметра
t, отримаємо

t = −Ax0 +By0 + Cz0 +D

Am+Bn+ Cp
.

Далi, пiдставляючи значення параметра t у координати x = x0 + mt,
y = y0 + nt, z = z0 + pt, отримаємо точку перетину M(x, y, z) прямої L
з площиною Q.

Розглянемо окремо випадок, коли Am+Bn+Cp = 0. Якщо при цьому
Ax0 +By0 +Cz0 +D 6= 0, то рiвняння (13.3) набуває вигляду 0 · t+ (Ax0 +
By0 + Cz0 + D) = 0, тобто рiвняння не має розв’язкiв. В цьому випадку
пряма L i площина Q не мають спiльних точок, тобто пряма L паралельна
площинi Q.

Якщо Am+Bn+Cp = 0 i Ax0 +By0 +Cz0 +D = 0, то рiвняння (13.3)
набуває вигляду 0 · t+ 0 = 0, тобто має безлiч розв’язкiв. В цьому випадку
пряма i площина мають безлiч спiльних точок, тобто пряма L лежить у
площинi Q. Отже, умова{

Am+Bn+ Cp = 0,

Ax0 +By0 + Cz0 +D = 0,

є умовою, при якiй пряма L лежить у площинi Q.
Розглянемо приклади.

Приклад 13.4. Знайти точку, симетричну точцiM(3, 4, 5) вiдносно площини
Q: x− 2y + z − 6 = 0.

Спочатку складемо рiвняння прямої L, що проходить через точку
M(3, 4, 5) перпендикулярно до площини Q. Оскiльки нормальний вектор
площини −→n = (1,−2, 1) є паралельним шуканiй прямiй, то можна вважа-
ти, що вектор

−→
S = (1,−2, 1) є напрямним вектором прямої L. Пiдставля-

ючи координати точки M(3, 4, 5) та координати напрямного вектора
−→
S у
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канонiчне рiвняння прямої (13.1), отримаємо

L :
x− 3

1
=
y − 4

−2
=
z − 5

1
= t.

Знайдемо точку O перетину прямої L з площиною Q. Для цього розв’я-
жемо систему рiвнянь: 

x = 3 + t,

y = 4− 2t,

z = 5 + t,

x− 2y + z − 6 = 0.

Пiдставляючи змiннi x, y, z у останнє рiвняння системи, матимемо

3 + t− 2(4− 2t) + 5 + t− 6 = 0.

Звiдси t = 1, а отже, x = 3 + 1 = 4, y = 4 − 2 = 2, z = 5 + 1 = 6. Таким
чином, O(4, 2, 6) — точка перетину прямої L з площиною Q.

Нарештi, знайдемо координати точки N(xN , yN , zN), симетричної точцi
M вiдносно площини Q. Оскiльки точка O є серединою вiдрiзка MN , то

xO =
xM + xN

2
, yO =

yM + yN
2

, zO =
zM + zN

2
,

звiдки

xN = 2xO − xM = 5, yN = 2yO − yM = 0, zN = 2zO − zM = 7.

Остаточно, N(5, 0, 7) — точка, симетрична точцi M вiдносно площини Q.
Приклад 13.5. Знайти проекцiю точки M(2, 8, 0) на пряму L: x−1

−3 = y+3
1 =

z−3
−1 .

Спочатку складемо рiвняння площини P , що проходить через точку
M(2, 8, 0) перпендикулярно до прямої L. Очевидно, напрямний вектор

−→
S =

(−3, 1,−1) прямої L є нормальним вектором шуканої площини P . Тому
запишемо загальне рiвняння площини P .

P : −3(x− 2) + 1(y − 8)− 1(z − 0) = 0, ⇔ 3x− y + z + 2 = 0.

Знайдемо точку O перетину прямої L з площиною P . Для цього розв’я-
жемо систему рiвнянь: 

x = 1− 3t,

y = −3 + t,

z = 3− t,
3x− y + z + 2 = 0.
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Пiдставляючи змiннi x, y, z у останнє рiвняння системи, матимемо

3(1− 3t)− (−3 + t) + (3− t) + 2 = 0, ⇔ 11t = 11.

Звiдси t = 1, а отже, x = 1 − 3 = −2, y = −3 + 1 = −2, z = 3 − 1 = 2.
Таким чином, O(−2,−2, 2) — точка перетину прямої L з площиною P . Ця
точка i є проекцiєю точки M(2, 8, 0) на пряму L.
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14 Поверхнi другого порядку

14.1 Загальне рiвняння поверхнi другого порядку.
Означення 14.1. Поверхнею другого порядку називається сукупнiсть то-
чок (геометричне мiсце точок) простору, якi в деякiй декартовiй системi
координат Oxyz задовольняють алгебраїчне рiвняння другого порядку:

a11x
2+a22y

2+a33z
2+2a12xy+2a13xz+2a23yz+2a14x+2a24y+2a34z+a44 = 0,

(14.1)
де a11, a22, a33, a12, a13, a23, a14, a24, a34, a44 — дiйснi числа, причому при-
наймнi одне з чисел a11, a22, a33, a12, a13, a23 не дорiвнює нулю.

Теорема 14.1. Загальне рiвняння (14.1) поверхнi другого порядку, задане
у декартовiй системi координат Oxyz, за допомогою перетворення си-
стеми координат можна звести до одного з наступних виглядiв:
I. λ1x

′2 + λ2y
′2 + λ3z

′2 + λ = 0, λ1 · λ2 · λ3 6= 0;
II. λ1x

′2 + λ2y
′2 + 2a′34z

′ = 0, λ1 · λ2 · a′34 6= 0;
III. λ1x

′2 + λ2y
′2 + λ = 0, λ1 · λ2 6= 0;

IV. λ1x
′2 + a′24y

′ = 0, λ1 · a′24 6= 0;
V. λ1x

′2 + λ = 0, λ1 6= 0,
де x′, y′, z′ — змiннi у новiй декартовiй системi координат Ox′y′z′.

Рiвняння I – V, наведенi у теоремi 14.1, називаються найпростiшими
рiвняннями поверхонь другого порядку.

Класифiкацiя поверхонь другого порядку. Вiдповiдно до теореми
14.1 рiвняння (14.1) задає у деякiй декартовiй системi координат одну з
наступних 17 поверхонь:

I.
1. x

2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1 — елiпсоїд
2. x

2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = −1 — уявний елiпсоїд
3. x

2

a2 + y2

b2 −
z2

c2 = 1 — однопорожнинний гiперболоїд
4. x

2

a2 + y2

b2 −
z2

c2 = −1 — двопорожнинний гiперболоїд
5. x

2

a2 + y2

b2 −
z2

c2 = 0 — конус
6. x

2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 0 — уявний конус
II.
7. x

2

a2 + y2

b2 = z — елiптичний параболоїд
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8. x
2

a2 −
y2

b2 = z — гiперболiчний параболоїд
III.
9. x

2

a2 + y2

b2 = 1 — елiптичний цилiндр
10. x

2

a2 + y2

b2 = −1 — уявний елiптичний цилiндр
11. x

2

a2 + y2

b2 = 0 — двi уявнi площини, що перетинаються
12. x

2

a2 −
y2

b2 = 1 — гiперболiчний цилiндр
13. x

2

a2 −
y2

b2 = 0 — двi площини, що перетинаються
IV.
14. y2 = 2px — параболiчний цилiндр
V.
15. x2 = a2, a 6= 0, — двi паралельнi площини
16. x2 = −a2, a 6= 0, — двi уявнi паралельнi площини
17. x2 = 0 — двi площини, якi спiвпадають

14.2 Характеристики та форма основних поверхонь
другого порядку.

Розглянемо основнi поверхнi другого порядку, заданi канонiчними рiвня-
ннями, та побудуємо їх. Для цього будемо застосовувати метод перерiзiв,
який полягає у дослiдженнi форми поверхнi шляхом дослiдження геометри-
чних властивостей перерiзiв поверхнi координатними площинами, та пло-
щинами їм паралельними.

Елiпсоїд. Елiпсоїдом називається поверхня, яка у деякiй декартовiй
системi координат задається рiвнянням

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1. (14.2)

Дослiдимо вид цiєї поверхнi. Змiннi x, y z входять у рiвняння (14.2) у
парних степенях. Тому, якщо точка (x, y, z) належить елiпсоїду, то i точки
(±x,±y,±z) також належать елiпсоїду. Отже, поверхня симетрична вiдно-
сно координатних осей та координатних площин. ТочкуO(0, 0, 0) називають
центром елiпсоїда.

Знайдемо точки перетину елiпсоїда з осями координат. Пiдставивши у
рiвняння (14.2) x = 0, y = 0, отримаємо, що елiпсоїд перетинає вiсь Oz
у точках (0, 0,−c), (0, 0, c). Аналогiчно, вiсь Ox елiпсоїд перетинає у то-
чках (−a, 0, 0), (a, 0, 0), а вiсь Oy — у точках (0,−b, 0), (0, b, 0). Цi 6 точок
перетину елiпсоїда з осями координат називаються вершинами елiпсоїда.

З рiвняння (14.2) також випливає, що x2

a2 ≤ 1 i y2

b2 ≤ 1, z2

c2 ≤ 1 звiдки
−a ≤ x ≤ a, −b ≤ y ≤ b, i −c ≤ z ≤ c. Таким чином, всi точки елiпсоїда
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знаходяться всерединi прямого паралелепiпеда, утвореного площинами x =
±a i y = ±b, z = ±c.

Розглянемо перерiз поверхнi (14.2) площиною z = h = const, де h —
довiльне дiйсне число. Тодi лiнiя, що отримується у перерiзi має вигляд:{

x2

a2 + y2

b2 = 1− h2

c2 ,

z = h.
(14.3)

Якщо |h| > c, c > 0, то x2

a2 + y2

b2 < 0, тобто не iснує точок перетину
поверхнi (14.2) з площинами z = h. Якщо |h| = c, тобто h = ±c, то x2

a2 +
y2

b2 = 0, i лiнiя перетину вироджується у двi точки (0, 0,−c), (0, 0, c). Якщо
|h| < c, то рiвняння лiнiї (14.3) еквiвалентне наступному:

x2(
a
√

1−h2

c2

)2 + y2(
b
√

1−h2

c2

)2 = 1,

z = h,

тобто лiнiєю перерiзу є елiпс з пiвосями a1 = a
√

1− h2

c2 i b1 = b
√

1− h2

c2 .
Аналогiчнi лiнiї ми отримаємо у перерiзi елiпсоїда з площинами x =

const, y = const.

Величини a, b, i c називаються пiвосями елiпсоїда. Якщо всi вони рiзнi,
то елiпсоїд називається трьохосевим елiпсоїдом. Якщо будь-якi два з цих
чисел рiвнi мiж собою, то елiпсоїд називається елiпсоїдом обертання. Якщо
a = b = c, то рiвняння (14.2) задає сферу x2 + y2 + z2 = a2.

Однопорожнинний гiперболоїд. Однопорожнинним гiперболоїдом
називається поверхня, яка у деякiй декартовiй системi координат задається
рiвнянням

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1. (14.4)

Дослiдимо вид цiєї поверхнi. Змiннi x, y z входять у рiвняння (14.4) у
парних степенях. Тому, якщо точка (x, y, z) належить цiй поверхнi, то i то-
чки (±x,±y,±z) також належать цiй поверхнi. Отже, поверхня симетрична
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вiдносно координатних осей Ox, Oy, Oz, та координатних площин. Точка
O(0, 0, 0) називається центром однопорожнинного гiперболоїда.

Точками перетину однопорожнинного гiперболоїда з осями координат є
точки (−a, 0, 0), (a, 0, 0), i (0,−b, 0), (0, b, 0). Цi точки називаються верши-
нами однопорожнинного гiперболоїда.

Розглянемо перерiз поверхнi площиною z = h = const, де h — довiльне
дiйсне число. Тодi лiнiя, що отримується у перерiзi має вигляд:{

x2

a2 + y2

b2 = 1 + h2

c2 ,

z = h,

або 
x2(

a
√

1+h2

c2

)2 + y2(
b
√

1+h2

c2

)2 = 1,

z = h.

Ця лiнiя для довiльного числа h є елiпсом з пiвосями a1 = a
√

1 + h2

c2 i

b1 = b
√

1 + h2

c2 . Очевидно, пiвосi a1 i b1 досягають найменшого значення
при h = 0. При збiльшеннi |h| пiвосi a1 i b1 будуть збiльшуватися.

Розглянемо перерiз поверхнi площиною x = h = const, де h — довiль-
не дiйсне число. Тодi лiнiя, що отримується у перерiзi задається системою
рiвняннь {

y2

b2 −
z2

c2 = 1− h2

a2 ,

x = h.

Таким чином, на площинi x = h ця лiнiя є гiперболою. Якщо |h| < a,
то дiйсною вiссю гiперболи є вiсь Oy, а уявною вiссю є вiсь Oz. В цьому
випадку канонiчне рiвняння гiперболи має вигляд

y2(
b
√

1− h2

a2

)2 −
z2(

c
√

1− h2

a2

)2 = 1.

Якщо ж |h| > a, то дiйсною вiссю гiперболи є вiсь Oz, а уявною вiссю є
вiсь Oy. В цьому випадку канонiчне рiвняння гiперболи має вигляд

z2(
c
√

h2

a2 − 1
)2 −

y2(
b
√

h2

a2 − 1
)2 = 1.

При |h| = a, у перерiзi маємо двi прямi, що перетинаються у початку
координат: yb −

z
c = 0 та y

b + z
c = 0.
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Аналогiчний результат отримаємо, якщо розглянемо перерiз поверхнi
площиною y = h = const, де h — довiльне дiйсне число, а саме{

x2

a2 −
z2

c2 = 1− h2

b2 ,

y = h.

Побудуємо поверхню.

Можно довести, що через будь-яку точку однопорожнинного гiперболоїда
проходять двi прямi, що перетинаються.

Двопорожнинний гiперболоїд. Двопорожнинним гiперболоїдом на-
зивається поверхня, яка у деякiй декартовiй системi координат задається
рiвнянням

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1. (14.5)

Дослiдимо вид цiєї поверхнi. Змiннi x, y z входять у рiвняння (14.5) у
парних степенях. Тому, якщо точка (x, y, z) належить цiй поверхнi, то i то-
чки (±x,±y,±z) також належать цiй поверхнi. Отже, поверхня симетрична
вiдносно координатних осей Ox, Oy, Oz, та координатних площин, а також
точки O(0, 0, 0), яку називають центром двопорожнинного гiперболоїда.

Очевидно, двопорожнинний гiперболоїд перетинає тiльки вiсь Oz у то-
чках (0, 0,−c), (0, 0, c). Цi точки називаються вершинами двопорожнинного
гiперболоїда.

Розглянемо перерiз поверхнi площиною z = h = const, де h — довiльне
дiйсне число. Тодi лiнiя, що отримується у перерiзi має вигляд:{

x2

a2 + y2

b2 = h2

c2 − 1,

z = h.

Звiдси випливає, що при |h| < c, площини z = h не перетинають поверх-
ню. При |h| = c, тобто h = ±c, лiнiя перетину вироджується у двi точки
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(0, 0,−c), (0, 0, c). При |h| > c лiнiєю перетину поверхнi з площиною z = h
є елiпс

x2(
a
√

h2

c2 − 1
)2 +

y2(
b
√

h2

c2 − 1
)2 = 1,

причому чим бiльше |h|, тим бiльшi його пiвосi.
Розглянемо перерiз поверхнi площиною x = h = const, де h — довiль-

не дiйсне число. Тодi лiнiя, що отримується у перерiзi задається системою
рiвняннь {

z2

c2 −
y2

b2 = 1 + h2

a2 ,

x = h.

Таким чином, на площинi x = h ця лiнiя є гiперболою з дiйсною вiссю Oz,
i уявною вiссю Oy. Канонiчне рiвняння цiєї гiперболи має вигляд

z2(
c
√

1 + h2

a2

)2 −
y2(

b
√

1 + h2

a2

)2 = 1.

Аналогiчно, розглянемо перерiз поверхнi площиною y = h = const, де
h — довiльне дiйсне число. Тодi лiнiя, що отримується у перерiзi задається
системою рiвняннь {

z2

c2 −
x2

a2 = 1 + h2

b2 ,

x = h.

Таким чином, на площинi y = h ця лiнiя є гiперболою з дiйсною вiссю Oz,
i уявною вiссю Ox. Канонiчне рiвняння цiєї гiперболи має вигляд

z2(
c
√

1 + h2

b2

)2 −
x2(

a
√

1 + h2

b2

)2 = 1.

Побудуємо поверхню.
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Конус. Конусом називається поверхня, яка у деякiй декартовiй системi
координат задається рiвнянням

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0. (14.6)

Дослiдимо вид цiєї поверхнi. Змiннi x, y z входять у рiвняння (14.6)
у парних степенях. Тому, якщо точка (x, y, z) належить цiй поверхнi, то
i точки (±x,±y,±z) також належать цiй поверхнi. Отже, поверхня симе-
трична вiдносно координатних осей Ox, Oy, Oz, координатних площин, а
також точки O(0, 0, 0). Точка O(0, 0, 0) називається вершиною конуса.

Розглянемо перерiз поверхнi площиною z = h = const, де h — довiльне
дiйсне число. Тодi лiнiя, що отримується у перерiзi має вигляд:{

x2

a2 + y2

b2 = h2

c2 ,

z = h.

Якщо h = 0, то перерiз поверхнi (14.6) площиною z = h складається з однiєї
точки O(0, 0, 0). При h 6= 0 у перерiзi поверхнi (14.6) площиною z = h буде
елiпс

x2(
ah
c

)2 +
y2(
bh
c

)2 = 1,

пiвосi якого збiльшуються при збiльшеннi |h|.
Розглянемо перерiз поверхнi (14.6) площиною x = 0:{

y2

b2 −
z2

c2 = 0,

x = 0.

Таким чином, у перерiзi — двi прямi, що перетинаються у початку коорди-
нат

y

b
− z

c
= 0,

y

b
+
z

c
= 0.

Аналогiчно, у перерiзi поверхнi площиною y = 0 є лiнiя{
x2

a2 −
z2

c2 = 0,

y = 0,

що складається з двох прямих

x

a
− z

c
= 0,

x

a
+
z

c
= 0.
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Перерiзом поверхнi (14.6) площиною x = h, h 6= 0, є гiпербола

z2

c2
− y2

b2
=
h2

a2
.

Перерiзом поверхнi (14.6) площиною y = h, h 6= 0, є гiпербола

z2

c2
− x2

a2
=
h2

b2
.

Побудуємо поверхню.

Елiптичний параболоїд. Елiптичним параболоїдом називається по-
верхня, яка у деякiй декартовiй системi координат задається рiвнянням

x2

a2
+
y2

b2
= z. (14.7)

Очевидно, поверхня симетрична вiдносно координатних площин Oxz i
Oyz, та вiдносно осi Oz. Вiсь Oz є вiссю симетрiї параболоїда.

Розглянемо перерiз поверхнi (14.7) площиною z = h = const, де h —
довiльне дiйсне число. Тодi лiнiя, що отримується у перерiзi має вигляд:{

x2

a2 + y2

b2 = h,

z = h.

Якщо h < 0, то x2

a2 + y2

b2 < 0, тобто не iснує точок перетину поверхнi
(14.7) з площиною z = h. Таким чином, поверхня розташована у верхньому
пiвпросторi z ≥ 0. Якщо h = 0, то x2

a2 + y2

b2 = 0, i лiнiя перетину вироджується
у точку (0, 0, 0). Точка (0, 0, 0) називається вершиною параболоїда. Якщо
h > 0, то перерiзом поверхнi з площиною z = h є елiпс

x2

(a
√
h)2

+
y2

(b
√
h)2

= 1,
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пiвосi якого збiльшуються зi збiльшенням h.
У перерiзi поверхнi (14.7) площиною x = h = const, отримаємо парабо-

лу:

y2 = b2
(
z − h2

a2

)
.

У перерiзi поверхнi (14.7) площиною y = h = const, отримаємо парабо-
лу:

x2 = a2
(
z − h2

b2

)
.

Побудуємо поверхню.

Гiперболiчний параболоїд. Гiперболiчним параболоїдом називається
поверхня, яка у деякiй декартовiй системi координат задається рiвнянням

x2

a2
− y2

b2
= z. (14.8)

Розглянемо перерiз поверхнi (14.8) площиною z = h = const, де h —
довiльне дiйсне число. Тодi лiнiя, що отримується у перерiзi має вигляд:{

x2

a2 −
y2

b2 = h,

z = h.

При цьому, якщо h > 0, то перерiзом поверхнi з площиною z = h є гiпербола

x2

(a
√
h)2
− y2

(b
√
h)2

= 1,

у якої дiйсною вiссю є вiсь Ox, а уявною вiссю є вiсь Oy. Якщо h < 0, то
перерiзом є гiпербола

y2

(b
√
−h)2

− x2

(a
√
−h)2

= 1,
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у якої дiйсною вiссю є вiсь Oy, а уявною вiссю є вiсь Ox . Якщо h = 0, то
у перерiзi — двi прямi, що перетинаються у початку координат:

x

a
− y

b
= 0,

x

a
+
y

b
= 0.

Перерiзом поверхнi (14.8) площиною x = h = const, є парабола

y2 = −b2
(
z − h2

a2

)
.

Перерiзом поверхнi (14.8) площиною y = h = const, також є парабола

x2 = a2
(
z +

h2

b2

)
.

Використовуючи встановленi характеристики, схематично побудуємо
поверхню.

Елiптичний цилiндр. Елiптичним цилiндром називається поверхня,
яка у деякiй декартовiй системi координат задається рiвнянням

x2

a2
+
y2

b2
= 1. (14.9)

Дослiдимо вид цiєї поверхнi. Змiннi x i y входять у рiвняння (14.9) у
парних степенях, а змiнна z взагалi вiдсутня. Це означає, що поверхня си-
метрична вiдносно координатних площин. Крiм того, з рiвнянння (14.9)
випливає, що −a ≤ x ≤ a, −b ≤ y ≤ b, а змiнна z може приймати будь-якi
значення.

Розглянемо перерiз поверхнi (14.9) площиною z = h = const, де h —
довiльне дiйсне число. Тодi для будь-якого h у перерiзi отримаємо елiпс

x2

a2
+
y2

b2
= 1,

з пiвосями a та b, якi не залежать вiд значення h.
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Перерiзом поверхнi (14.9) площиною x = h = const, будуть двi прямi

y = ±b
√

1− h2

a2 , якщо |h| ≤ a, i пуста множина, якщо |h| > a.
Аналогiчно, перерiзом поверхнi (14.9) площиною y = h = const, є двi

прямi x = ±a
√

1− h2

b2 , якщо |h| ≤ b, i пуста множина, якщо |h| > b.
Таким чином, поверхня має вигляд:

Гiперболiчний цилiндр. Гiперболiчним цилiндром називається по-
верхня, яка у деякiй декартовiй системi координат задається рiвнянням

x2

a2
− y2

b2
= 1. (14.10)

Дослiдимо вид цiєї поверхнi. Змiннi x i y входять у рiвняння (14.10)
у парних степенях, а змiнна z взагалi вiдсутня. Це означає, що поверхня
симетрична вiдносно координатних площин. Крiм того, з рiвнянння (14.10)
випливає, що |x| ≥ a, |y| ≥ b, а змiнна z може приймати будь-якi значення.

Розглянемо перерiз поверхнi (14.10) площиною z = h = const, де h —
довiльне дiйсне число. Тодi для будь-якого h у перерiзi отримаємо гiперболу

x2

a2
− y2

b2
= 1,

дiйсна та уявна осi якої a та b не залежать вiд значення h.
Перерiзом поверхнi (14.10) площиною x = h = const, будуть двi прямi

y = ±b
√

h2

a2 − 1, якщо |h| ≥ a, i пуста множина, якщо |h| < a.
Аналогiчно, перерiзом поверхнi (14.10) площиною y = h = const, є двi

прямi x = ±a
√

h2

b2 + 1, для будь-якого дiйсного h.
Отже, поверхня схематично зображається наступним чином:
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Параболiчний цилiндр. Параболiчним цилiндром називається по-
верхня, яка у деякiй декартовiй системi координат задається рiвнянням

y2 = 2px. (14.11)

Поверхня симетрична вiдносно координатних площин Oxz i Oxy.
Нехай p > 0. Звiдси випливає, що x ≥ 0. Розглянемо перерiз поверхнi

(14.11) площиною z = h = const, де h — довiльне дiйсне число. Тодi для
будь-якого h у перерiзi отримаємо параболу

y2 = 2px.

Перерiзом поверхнi (14.11) площиною x = h = const ≥ 0, є двi пара-
лельнi осi Oz прямi: y = ±

√
2ph.

Перерiзом поверхнi (14.11) площиною y = h = const, для будь-якого
дiйсного h є паралельна осi Oz пряма: x = h2

2p .
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Частина IV

Елементи лiнiйної алгебри
15 Лiнiйнi простори. Розмiрнiсть та базис

лiнiйного простору

15.1 Лiнiйнi простори.
В рiзних роздiлах математики ми часто зустрiчаємося з об’єктами, для яких
введено операцiї додавання та множення на число. Наприклад, в геометрiї
такими об’єктами є вектори. Для них задано операцiю суми (як вектор,
який з’єднує початок першого вектора з кiнцем другого, якщо початок дру-
гого вектора спiвпадає з кiнцем першого вектора), та операцiю множення
на число (як вектор з вiдповiдно пропорцiйною довжиною, колiнеарний та
спiнаправлений з даним вектором), див. лекцiю 6. У множинi квадратних
матриць порядку n з дiйсними елементами також вводяться оперцiї до-
давання та множення на число (див. лекцiю 1). В математичному аналiзi
такими об’єктами є, наприклад, функцiї неперервнi на заданому вiдрiзку
[a, b], тощо.

У наведених прикладах операцiї додавання та множення на число вико-
нуються над рiзними об’єктами. Для того, щоб вивчати всi такi множини
об’єктiв з одної точки зору, в математицi вводиться поняття абстрактного
лiнiйного простору.

Означення 15.1. Непуста множина V елементiв довiльної природи нази-
вається лiнiйним (векторним) простором, якщо на цiй множинi
I. задано операцiю додавання елементiв, тобто двом довiльним елементам x
та y з множини V ставиться у вiдповiднiсть елемент u з множини V , який
називається сумою елементiв x та y, причому для довiльних x, y, z ∈ V
виконуються аксiоми:

1) x+ y = y + x;
2) (x+ y) + z = x+ (y + z);
3) у множинi V iснує нульовий елемент 0 такий, що x + 0 = x, для

будь-якого x ∈ V ;
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4) для кожного елемента x ∈ V iснує протилежний елемент x′ ∈ V
такий, що x+ x′ = 0;
II. задано операцiю множення на число, тобто будь-якому елементу x з мно-
жини V та довiльному числу λ, ставиться у вiдповiднiсть елемент u = λx
з множини V , який називається добутком елемента x на число λ, причому
для довiльних x, y ∈ V та довiльних λ, µ виконуються аксiоми:

5) 1 · x = x;
6) λ(µx) = (λµ)x;
7) (λ+ µ)x = λx+ µx;
8)λ(x+ y) = λx+ λy.

Якщо числа λ, µ, ..., що фiгурують в означеннi 14.1 беруться з множини
дiйсних чисел R, то лiнiйний простiр V називається дiйсним лiнiйним про-
стором. Якщо цi числа беруться з множини комплексних чисел C, то про-
стiр V називається комплексним лiнiйним простором. Далi ми переважно
будемо розглядати дiйснi лiнiйнi простори. Наведемо декiлька прикладiв.

Приклад 15.1. Множина натуральних чисел N не є лiнiйним простором,
оскiльки для довiльного натурального числа x з N число λx не належить
N, якщо λ ≤ 0.

Приклад 15.2. Множина дiйсних чисел R є лiнiйним простором, оскiльки
для довiльних x та y з R визначено елементи x + y ∈ R та λx ∈ R для
λ ∈ R, причому виконуються всi 8 аксiом з означення 14.1.

Приклад 15.3. Важливим прикладом дiйсного лiнiйного простору є мно-
жина Rn, елементами якої є впорядкованi набори n дiйсних чисел: a =
(a1, a2, ..., an). Цю множину називають n-вимiрним векторним простором.
Елементи a множини Rn будемо називати векторами, а числа a1, a2, ..., an
— координатами вектора a.

Операцiї додавання та множення на число λ ∈ R, у множинi Rn задаю-
ться вiдповiдно правилами:

a + b = (a1, a2, ..., an) + (b1, b2, ..., bn) = (a1 + b1, a2 + b2, ..., an + bn);

λa = (λa1, λa2, ..., λan).

Очевидно, що цi операцiї задовольняють всi 8 аксiом означення 14.1.
Випадки n = 2 та n = 3, тобто R2 — двовимiрний векторний простiр,

та R3 — тривимiрний векторний простiр ми частково розглядали у курсi
векторної алгебри (лекцiї 6–8).

Приклад 15.4. Множина C([a, b]) всiх дiйснозначних функцiй f , неперерв-
них на вiдрiзку [a, b], є лiнiйним простором.
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Дiйсно, для довiльних функцiй f1 та f2 з множини C([a, b]) функцiя
f1 + f2 є також неперервною на вiдрiзку [a, b], а отже f1 + f2 ∈ C([a, b]),
причому для довiльних f1, f2, f3, f з множини C([a, b])

1) f1 + f2 = f2 + f1;
2) (f1 + f2) + f3 = f1 + (f2 + f3);
3) iснує функцiя f0 ≡ 0, яка належить множинi C([a, b]) така, що для

довiльної f ∈ C([a, b]) виконується рiвнiсть f + f0 = f ;
4) для кожної функцiї f ∈ C([a, b]) iснує функцiя (−f) ∈ C([a, b]) така,

що
f + (−f) = f0.
Крiм того, для довiльного λ ∈ R та довiльної функцiї f ∈ C([a, b])

функцiя (λf) також є неперервною на [a, b], тобто (λf) ∈ C([a, b]), причому
для довiльних λ, µ ∈ R справедливi рiвностi:

5) 1 · f = f ;
6) λ(µf) = (λµ)f ;
7) (λ+ µ)f = λf + µf ;
8) λ(f1 + f2) = λf1 + λf2.

Приклад 15.5. Множина всiх дiйснозначних функцiй f , обмежених на вiд-
рiзку [a, b] деяким додатним числом c, не є лiнiйним простором.

Дiйсно, для довiльних функцiй f1 та f2 з того, що |f1| ≤ c та |f2| ≤ c,
не випливає, що |f1 + f2| ≤ c.

Приклад 15.6. Множина всiх многочленiв з дiйсними коефiцiєнтами фiксо-
ваного степеня n не утворює лiнiйного простору, оскiльки сума двох много-
членiв степеня n може бути многочленом нижчого степеня. А множина всiх
многочленiв з дiйсними коефiцiєнтами до фiксованого степеня n є лiнiйним
простором.

Розглянемо деякi властивостi лiнiйного простору.
Властивiсть 1. В довiльному лiнiйному просторi V iснує єдиний ну-

льовий елемент 0, та для кожного елемента x цього простору iснує єдиний
протилежний елемент x′.

Властивiсть 2. В довiльному лiнiйному просторi V :
1) нульовий елемент 0 дорiвнює добутку будь-якого елемента x цього

простору на число 0;
2) протилежний елемент x′ до елемента x дорiвнює добутку елемента x

на число −1.
Елементи лiнiйного простору будь-якої природи називають векторами.

145



15.2 Базис та розмiрнiсть лiнiйного простору.
Перш нiж ввести поняття розмiрностi лiнiйного простору, нагадаємо поня-
ття лiнiйної залежностi i незалежностi системи векторiв, яке було дано у
лекцiї 7. Це поняття дослiвно переноситься на загальний лiнiйний простiр.

Означення 15.2. Вектори e1, e2, ..., em, ... деякого лiнiйного простору
V називаються лiнiйно залежними, якщо iснують такi дiйснi числа c1,
c2,...,cm, ..., хоча б одне з яких не дорiвнює нулю, що

c1e1 + c2e2 + ...+ cmem + ... = 0. (15.1)

Якщо рiвнiсть (15.1) виконується тiльки, коли всi c1 = c2 = ... = cm = ... =
0, то система векторiв e1, e2, ..., em, ..., називається лiнiйно незалежною.

Нагадаємо також основнi властивостi лiнiйної залежностi i незалежностi
векторiв без доведення (доведення див. у лекцiї 7).

Властивiсть 1. Якщо серед векторiв e1, e2, ..., em, ..., є нульовий вектор
0, то система векторiв є лiнiйно залежною.

Властивiсть 2. Якщо вектори e1, e2, ..., ek, системи векторiв e1, e2, ...,
em, ..., є лiнiйно залежними, то i всi вектори e1, e2, ..., em, ..., цiєї системи
є лiнiйно залежними.

Властивiсть 3. Для того, щоб вектори e1, e2, ..., em, ..., були лiнiйно
залежними, необхiдно i достатньо, щоб один з них був лiнiйною комбiнацiєю
iнших векторiв системи.

Означення 15.3. Лiнiйний простiр V називається n-вимiрним, якщо у ньо-
му є n лiнiйно незалежних векторiв i немає бiльшого числа лiнiйно незале-
жних векторiв (позначається Vn). При цьому число n називається розмiрнi-
стю простору. Якщо у лiнiйному просторi можна знайти будь-яку кiлькiсть
лiнiйно незалежних векторiв, то простiр називається нескiнченовимiрним.

Означення 15.4. Сукупнiсть n лiнiйно незалежних векторiв e1, e2, ..., en n-
вимiрного лiнiйного простору Vn називається базисом цього простору, якщо
довiльний елемент a простору є лiнiйною комбiнацiєю векторiв e1, e2, ..., en,
тобто iснують дiйснi числа c1, c2,...,cn, принаймнi одне з яких не дорiвнює
нулю, такi, що

a = c1e1 + c2e2 + ...+ cnen. (15.2)
При цьому рiвнiсть (15.2) називається розкладом вектора a за базисом e1,
e2, ..., en, а числа c1, c2,...,cn — координатами вектора a у цьому базисi.

Теорема 15.1. Кожен вектор a n-вимiрного лiнiйного простору Vn може
бути єдиним чином представлений у виглядi лiнiйної комбiнацiї векторiв
базиса e1, e2, ..., en.
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Доведення. Припустимо, що iснує два рiзних розклади вектора a за базисом
e1, e2, ..., en лiнiйного простору Vn:

a = c1e1 + c2e2 + ...+ cnen,

i
a = c′1e1 + c′2e2 + ...+ c′nen.

Тодi
(c1 − c′1)e1 + (c2 − c′2)e2 + ...+ (cn − c′n)en = 0.

Але вектори e1, e2, ..., en є лiнiйно незалежними, звiдки випливає, що (c1−
c′1) = 0, (c2 − c′2) = 0, ..., (cn − c′n) = 0.

15.3 Зв’язок мiж базисам у скiнченовимiрному лiнiй-
ному просторi.

Розглянемо у n-вимiрному лiнiйному просторi Vn два базиси:

e1, e2, ..., en, (15.3)

e′1, e′2, ..., e′n. (15.4)

Кожен вектор другого базиса можна однозначно розкласти за векторами
першого базиса, тобто iснують такi числа τij, i, j = 1, n, що

e′j = τ1je1 + τ2je2 + ...+ τnjen =
n∑
i=1

τijei, j = 1, n. (15.5)

Отже, стовпець


τ1j

τ2j

...
τnj

 є стовпцем координат вектора e′j в базисi (15.3).

Матриця

T =


τ11 τ12 ... τ1n

τ21 τ22 ... τ2n

... ... ... ...
τn1 τn2 ... τnn

 , (15.6)

стовпцi якої є стовпцями координат векторiв базиса (15.4) у базисi (15.3),
називається матрицею переходу вiд базиса (15.3) до базиса (15.4).
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Зв’язок мiж базисами (15.3) i (15.4) можна записати у виглядi матричної
рiвностi: 

e′1
e′2
...
e′n

 =


τ11 τ21 ... τn1

τ12 τ22 ... τn2

... ... ... ...
τ1n τ2n ... τnn



e1

e2

...
en

 = T T


e1

e2

...
en

 .

Матриця переходу вiд одного базиса до iншого є невиродженою, iнакше
вектори e′1, e′2, ..., e′n були б лiнiйно залежними, що протирiчить означенню
базиса.

Будь-яка невироджена квадратна матриця порядку n з дiй-
сними елементами є матрицею переходу вiд одного базиса n-
вимiрного лiнiйного простору Vn до iншого базиса цього простору.

15.4 Перетворення координат вектора при змiнi бази-
са.

Нехай у n-вимiрному лiнiйному просторi Vn задано два базиса (15.3) i (15.4)
з матрицею переходу (15.6). Знайдемо зв’язок мiж координатами довiльного
вектора у рiзних базисах. А саме, нехай

a = α1e1 + α2e2 + ...+ αnen,

i
a = α′1e

′
1 + α′2e

′
2 + ...+ α′ne

′
n.

Використовуючи спiввiдношення (15.5), отримаємо

a = α′1

( n∑
i=1

τi1ei

)
+ α′2

( n∑
i=1

τi2ei

)
+ ...+ α′n

( n∑
i=1

τinei

)
=

= α′1

(
τ11e1 + τ21e2 + ...+ τn1en

)
+ α′2

(
τ12e1 + τ22e2 + ...+ τn2en

)
+ ...+

+α′n

(
τ1ne1 + τ2ne2 + ...+ τnnen

)
=

= e1

(
α′1τ11 + α′2τ12 + ...+ α′nτ1n

)
+ e2

(
α′1τ21 + α′2τ22 + ...+ α′nτ2n

)
+ ...+

+en

(
α′1τn1 + α′2τn2 + ...+ α′nτnn

)
=

n∑
i=1

(
α′1τi1 + α′2τi2 + ...+ α′nτin

)
ei.

Порiвнюючи два розклади вектора a, отримаємо, що

αi = α′1τi1 + α′2τi2 + ...+ α′nτin, i = 1, n.
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Таким чином,
α1

α2

...
αn

 =


τ11 τ12 ... τ1n

τ21 τ22 ... τ2n

... ... ... ...
τn1 τn2 ... τnn

 ·

α′1
α′2
...
α′n

 = T ·


α′1
α′2
...
α′n

 .

Звiдси 
α′1
α′2
...
α′n

 =


τ11 τ12 ... τ1n

τ21 τ22 ... τ2n

... ... ... ...
τn1 τn2 ... τnn


−1

·


α1

α2

...
αn

 = T−1 ·


α1

α2

...
αn

 .

Приклад 15.7. Розглянемо дiйсний тривимiрний простiр з базисом e1, e2,
e3. Нехай вектори e′1, e′2, e′3 також утворюють базис, причому

e′1 = 5e1 − 1e2 − 2e3,

e′2 = 2e1 + 3e2,

e′3 = −2e1 + e2 + e3.

Нехай в базисi e1, e2, e3 задано вектор a = e1 + 4e2 − e3. Знайдемо
координати вектора a в базисi e′1, e′2, e′3.

Для цього запишемо матрицю переходу T вiд базиса e1, e2, e3 до базиса
e′1, e′2, e′3, та знайдемо обернену до неї:

T =

 5 2 −2
−1 3 1
−2 0 1

 ⇒ T−1 =

 3 −2 8
−1 1 −3
6 −4 17

 .

Нехай a = αe′1 + βe′2 + γe′3, де α, β, γ — координати вектора a в базисi
e′1, e′2, e′3. Тодi αβ

γ

 =

 3 −2 8
−1 1 −3
6 −4 17

 ·
 1

4
−1

 =

−13
6
−27

 .

Таким чином, a = −13e′1 + 6e′2 − 27e′3.
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16 Лiнiйнi оператори. Матриця лiнiйного
оператора в заданому базисi лiнiйного

простору. Власнi числа та власнi вектори
лiнiйного оператора

16.1 Поняття лiнiйного оператора.
Розглянемо два лiнiйних простори Vn та Vm розмiрностей n таm вiдповiдно.

Означення 16.1. Оператором, що дiє з лiнiйного простору Vn у лiнiйний
простiр Vm, будемо називати вiдображення A: Vn → Vm, яке кожному еле-
менту x простору Vn ставить у вiдповiднiсть деякий елемент y простору
Vm. При цьому будемо використовувати позначення y = Ax.

Означення 16.2. Оператор A, що дiє з Vn у Vm, називається лiнiйним,
якщо для будь-яких векторiв x i y простору Vn, i довiльного λ ∈ R викону-
ються спiввiдношення:

1) A(x + y) = Ax +Ay, (адитивнiсть оператора);
2) A(λx) = λAx, (однорiднiсть оператора).

Означення 16.3. Якщо простiр Vm є простором дiйсних чисел R, то лiнiй-
ний оператор A називається лiнiйним функцiоналом.

Вектор y = Ax називається образом вектора x, а сам вектор x — про-
образом вектора y.

Дiї над лiнiйними операторами. Сумою двох лiнiйних операторiв
A i B, що дiють з Vn у Vm, називається оператор (A + B), що задається
рiвнiстю:

(A+ B)x = Ax + Bx, ∀x ∈ Vn.
Добутком оператора A, що дiє з Vn у Vm, на число λ називається опе-

ратор (λA), який задається рiвнiстю:

(λA)x = λ(Ax), ∀x ∈ Vn.

Нульовим називається оператор O, який вiдображає всi елементи про-
стору Vn у нульовий елемент 0 простору Vm, тобто

Ox = 0, ∀x ∈ Vn.
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Для кожного лiнiйного оператора A, що дiє з Vn у Vm, можна задати
протилежний оператор (−A) за правилом (−A) = (−1) · A.

Легко перевiрити, щомножина всiх лiнiйних операторiв, що дiють з
Vn у Vm, з визначеними вище операцiями додавання та множення на скаляр
та вибраними нульовим i протилежним операторами, утворює лiнiйний
простiр.

Якщо простори Vn i Vm спiвпадають, то оператор A вiдображає Vn в
себе. Саме такi оператори будемо розглядати далi.

Оператор E , що дiє з Vn у Vn, називається тотожнiм або одиничним,
якщо вiн вiдображає кожний елемент простору Vn у себе, тобто

Ex = x, ∀x ∈ Vn.

Добутком лiнiйних операторiв A i B, що дiють з Vn у Vn, називається
оператор (AB), який визначається рiвнiстю:

(AB)x = A(Bx), ∀x ∈ Vn.

Легко перевiрити, що оператор (AB) є лiнiйним.
Матриця лiнiйного оператора в заданому базисi лiнiйного про-

стору. Зафiксуємо у лiнiйному просторi Vn базис e1, e2, ..., en. Нехай x —
довiльний елемент простору Vn, причому x має розклад у базисi e1, e2, ...,
en:

x = x1e1 + x2e2 + ...+ xnen.

Розглянемо лiнiйний оператор A, що дiє з Vn у Vn. В силу лiнiйностi опе-
ратора A:

y = Ax = x1Ae1 + x2Ae2 + ...+ xnAen.
Оскiльки вектори Ae1, Ae2, ..., Aen є також векторами з Vn, то кожен з
них можна розкласти за базисом e1, e2, ..., en. Нехай

Aej = a1je1 + a2je2 + ...+ anjen =
n∑
i=1

aijei, j = 1, n,

де aij, — вiдповiднi коефiцiєнти, i, j = 1, n. Тодi

y = Ax = x1(a11e1 +a21e2 + ...+an1en) +x2(a12e1 +a22e2 + ...+an2en) + ...+

+xn(a1ne1 + a2ne2 + ...+ annen) =

= e1(a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn) + e2(a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn) + ...+

+en(an1x1 + an2x2 + ...+ annxn).
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З iншого боку, вектор y має у базисi e1, e2, ..., en координати
(y1, y2, ..., yn), тобто

y = y1e1 + y2e2 + ...+ ynen.

Тому 
y1 = a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn,

y2 = a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn,

...

yn = an1x1 + an2x2 + ...+ annxn.

Матриця

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann


називається матрицею оператораA в базисi e1, e2, ..., en, а ранг цiєї матрицi
— рангом оператора A. Зауважимо, що матриця A лiнiйного оператора
A складається зi стопцiв, елементами яких є координати векторiв, в якi
переходять базиснi вектори e1, e2, ..., en пiд дiєю оператора A.

Таким чином, кожному лiнiйному оператору A вiдповiдає ма-
триця A в заданому базисi, i навпаки, кожнiй квадратнiй матрицi
A n-го порядку вiдповiдає єдиний лiнiйний оператор A, що дiє з
Vn у Vn, матрицею якого є матриця A.

Зв’язок мiж вектором x =


x1

x2

...
xn

 та його образом y = Ax =


y1

y2

...
yn


можна подати у матричнiй формi:

y1

y2

...
yn

 =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann



x1

x2

...
xn

 ,

або скорочено
y = Ax.

Приклад 16.1. Нехай у просторi R3 задано базис e1, e2, e3, i лiнiйний

оператор матрицею A =

 3 2 4
−1 5 6
1 8 2

 . Знайдемо образ y = Ax вектора
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x = 4e1 − 3e2 + e3 за встановленою формулоюy1

y2

y3

 =

 3 2 4
−1 5 6
1 8 2

 4
−3
1

 =

 10
−13
−18

 .

Отже, y = Ax = 10e1 − 13e2 − 18e3.

Приклад 16.2. З’ясувати, який iз заданих операторiв, що дiють з R3 в R3, є

лiнiйним: Ax =

3x1 − 2x2 + x3

4x1

x3 − x2

 ; Bx =

x1 + x2
2 − 4x3

8x3 + 11
−x2

. Для лiнiйного

оператора записати матрицю в базисi e1 =

1
0
0

, e2 =

0
1
0

, e3 =

0
0
1

.

Нехай x =

x1

x2

x3

 та y =

y1

y2

y3

— два вектори зR3. Розглянемо спочатку

оператор A i перевiримо для нього умови 1) i 2) означення 16.2.
Оскiльки

A(x + y) =

3(x1 + y1)− 2(x2 + y2) + (x3 + y3)
4(x1 + y1)

(x3 + y3)− (x2 + y2)

 =

=

3x1 − 2x2 + x3

4x1

x3 − x2

+

3y1 − 2y2 + y3

4y1

y3 − y2

 = Ax +Ay,

то оператор A є адитивним. Перевiримо його на однорiднiсть. Нехай λ ∈ R.
Тодi

A(λx) =

3λx1 − 2λx2 + λx3

4λx1

λx3 − λx2

 = λ

3x1 − 2x2 + x3

4x1

x3 − x2

 = λAx.

Таким чином, оператор A є однорiдним, а отже, є лiнiйним. Запишемо його
матрицю:

A =

3 −2 1
4 0 0
0 −1 1

 .
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Оператор B не є лiнiйним, оскiльки

B(x + y) =

(x1 + y1) + (x2 + y2)
2 − 4(x3 + y3)

8(x3 + y3) + 11
−(x2 + y2)

 =

=

x1 + x2
2 − 4x3

8x3 + 11
−x2

+

y1 + y2
2 − 4y3

8y3 + 11
−y2

+

2x2y2

−11
0

 6= Bx + By.

Перетворення матрицi лiнiйного оператора при змiнi базиса.
Нехай є n-вимiрний лiнiйний простiр Vn, i задано лiнiйний оператор A, що
дiє з Vn у Vn. Розглянемо два базиса простору Vn: e1, e2, ..., en, та e′1, e′2, ...,
e′n

Наступна теорема дає зв’язок мiж матрицями одного i того ж самого
оператора A у рiзних базисах.

Теорема 16.1. Матрицi A i A′ лiнiйного оператора A у базисах e1, e2, ...,
en та e′1, e′2, ..., e′n вiдповiдно, зв’язанi спiввiдношенням:

A′ = T−1AT,

де T — матриця переходу вiд базиса e1, e2, ..., en до базиса e′1, e′2, ..., e′n.

Доведення. Розглянемо довiльний вектор x простору Vn та його образ y =
Ax. Нехай в базисах e1, e2, ..., en та e′1, e′2, ..., e′n вектори x та y мають
вiдповiдно розклади:

x = x1e1 + x2e2 + ...+ xnen, x = x′1e
′
1 + x′2e

′
2 + ...+ x′ne

′
n

та
y = y1e1 + y2e2 + ...+ ynen, y = y′1e

′
1 + y′2e

′
2 + ...+ y′ne

′
n.

Запишемо спiввiдношення y = Ax у матричнiй формi у базисах e1, e2,
..., en та e′1, e′2, ..., e′n вiдповiдно:

y1

y2

...
yn

 =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann



x1

x2

...
xn

 ,

тобто y = Ax, та 
y′1
y′2
...
y′n

 =


a′11 a′12 ... a′1n
a′21 a′22 ... a′2n
... ... ... ...
a′n1 a′n2 ... a′nn



x′1
x′2
...
x′n

 ,
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тобто y′ = A′x′. Тут матрицi

A =


a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

 , i A′ =


a′11 a′12 ... a′1n
a′21 a′22 ... a′2n
... ... ... ...
a′n1 a′n2 ... a′nn


є матрицями оператора A в базисах e1, e2, ..., en i e′1, e′2, ..., e′n вiдповiдно.

Оскiльки T — матриця переходу вiд базиса e1, e2, ..., en до базиса e′1,
e′2, ..., e′n, то

x = Tx′.

Домножаючи цю рiвнiсть на матрицю A злiва, отримаємо

Ax = ATx′,

звiдки
y = ATx′.

Але y = Ty′, з чого випливає, що

Ty′ = ATx′.

Таким чином,
y′ = T−1ATx′.

Порiвнюючи рiвностi y′ = T−1ATx′ та y′ = A′x′, бачимо, що

A′ = T−1AT.

Теорему доведено.

Зауважимо, що зi спiввiдношення A′ = T−1AT можна виразити матри-
цю A: A = TA′T−1.

З теореми 16.1 випливає, що у рiзних базисах матриця лiнiйного опера-
тора має рiзний вигляд. Найбiльш простою є матриця дiагонального вигля-
ду.

Матрицi A′ i A, зв’язанi спiввiдношенням A′ = T−1AT , називаються
подiбними. Двi властивостi подiбних матриць мiстить наступний наслiдок.

Наслiдок 16.1. r(A) = r(A′), та detA = detA′, тобто подiбнi матрицi
мають однаковi ранги та однаковi визначники.

Доведення. З рiвностi A′ = T−1AT випливає, що detA′ = detT−1 · detA ·
detT. А оскiльки detT−1 · detT = 1, то detA′ = detA, i r(A) = (A′).
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Приклад 16.3. Матриця лiнiйного оператора A, що дiє з R3 в R3, в базисi
e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) має вигляд:

A =

3 −2 1
4 0 0
0 −1 1

 .

Знайти матрицюA′ цього оператора в базисi e′1 = 2e1−4e2+e3, e′2 = 3e1−e3,
e′3 = −2e1 + e2.

Запишемо матрицю T переходу вiд базиса e1, e2, e3 до базиса e′1, e′2, e′3:

T =

 2 3 −2
−4 0 1
1 −1 0

 .

Знайдемо

T−1 =
−1

3

1 2 3
1 2 6
4 5 12

 .

Тодi шукана матриця A′ лiнiйного оператора A в базисi e′1, e′2, e′3 має
вигляд:

A′ = T−1AT =
−1

3

1 2 3
1 2 6
4 5 12

 ·
3 −2 1

4 0 0
0 −1 1

 ·
 2 3 −2
−4 0 1
1 −1 0

 =

=

−46
3 −29

3 9
−61

3 −26
3 10

−160
3 −80

3 28

 .

16.2 Власнi числа та власнi вектори лiнiйного опера-
тора.

Нехай є n-вимiрний лiнiйний простiр Vn, i задано лiнiйний оператор A, що
дiє з Vn у Vn.

Означення 16.4. Вектор x 6= 0 називається власним вектором лiнiйного
оператора A, якщо iснує таке число λ, що

Ax = λx. (16.1)

При цьому число λ називається власним числом оператора A (матрицi A).
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З означення випливає, що власний вектор пiд дiєю оператора A перехо-
дить у вектор, колiнеарний до себе.
Приклад 16.4. Показати, що вектор x = e1− 3e2 є власним вектором лiнiй-

ного оператора з матрицею A =

(
2 1
3 0

)
, що вiдповiдає власному значенню

λ = −1.
Вектор x = e1 − 3e2, заданий в базисi e1, e2, можна записати у виглядi

вектор-стовпця x =

(
−1
3

)
Тодi

Ax =

(
2 1
3 0

)(
1
−3

)
=

(
−1
3

)
= −

(
−1
3

)
= λx.

Перепишемо рiвнiсть (16.1) у матричнiй формi Ax = λx, або
a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = λx1,

a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn = λx2,

...

an1x1 + an2x2 + ...+ annxn = λxn.

Звiдси 
(a11 − λ)x1 + a12x2 + ...+ a1nxn = 0,

a21x1 + (a22 − λ)x2 + ...+ a2nxn = 0,

...,

an1x1 + an2x2 + ...+ (ann − λ)xn = 0,

тобто
(A− λE)x = 0,

де E — одинична матриця порядку n.
Вiдомо (див. лекцiю 5), що однорiдна система має ненульовi розв’язки

тодi i тiльки тодi, коли ранг основної матрицi системи менше n, тобто ви-
значник основної матрицi системи дорiвнює нулю. Таким чином, отримали
умову

det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
(a11 − λ) a12 ... a1n

a21 (a22 − λ) ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... (ann − λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (16.2)

Ця умова є необхiдною i достатньою умовою того, що λ є власним числом
матрицi A.
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Визначник det(A − λE) є многочленом n-го степеня вiдносно λ. Вiн
називається характеристичним многочленом оператора A (матрицi A), а
рiвняння (16.2) характеристичним рiвнянням оператора A (матрицi A).
Пiдкреслимо, що коренi характеристичного рiвняння (16.2), взагалi кажу-
чи, є комплексними числами.

Покажемо, що характеристичний многочлен лiнiйного оператора
A не залежить вiд вибору базиса. Дiйсно, нехай A — матриця лiнiйного
оператора A в базисi e1, e2, ..., en, а A′ — матриця лiнiйного оператора A в
новому базисi e′1, e′2, ..., e′n. Нехай T — матриця переходу вiд базиса e1, e2,
..., en до базиса e′1, e′2, ..., e′n. Розглянемо характеристичний многочлен:

det(A′ − λE) = det(T−1 · A · T − λE) = det(T−1 · A · T − λT−1ET ) =

= det(T−1(A− λE)T ) = det(T−1) · det(A− λE) · det(T ) =

= det(T−1T ) · det(A− λE) = det(A− λE),

звiдки
det(A′ − λE) = det(A− λE),

що й треба було довести.
Як зазначалося вище, в рiзних базисах матриця лiнiйного оператора A

має рiзний вигляд. Найбiльш простою є дiагональна матриця. Наступна
теорема визначає базис, в якому матриця лiнiйного оператора має дiаго-
нальний вигляд.

Теорема 16.2. Для того, щоб матриця A лiнiйного оператора A була
дiагональною, необхiдно i достатньо, щоб базиснi вектори e1, e2, ..., en
були власними векторами цього оператора.

Доведення. Доведемо необхiднiсть. Нехай базиснi вектори e1, e2, ..., en є
власними векторами оператора A. Тодi Aek = λkek, k = 1, n. Тому матриця
A лiнiйного оператора A має вигляд:

A =


λ1 0 ... 0
0 λ2 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... λn

 .

Доведемо достатнiсть. Нехай матриця A лiнiйного оператора A у зада-
ному базисi e1, e2, ..., en є дiагональною. Тодi Aek = λkek, k = 1, n, звiдки
випливає, що ek, k = 1, n, — власнi вектори оператора A.
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Не для кожного лiнiйного оператора (квадратної матрицi) iснує базис,
в якому матриця оператора є дiагональною, оскiльки власних векторiв у
оператора може бути менше нiж n. Розглянемо два важливi випадки, для
яких це твердження справедливе.

Теорема 16.3. Якщо власнi значення λ1, λ2, ..., λn оператора A рiзнi, то
вiдповiднi їм власнi вектори є лiнiйно незалежними.

Доведення. Доведемо теорему використовуючи метод математичної iнду-
кцiї. Для n = 1 твердження очевидне. Нехай теорема справедлива для
n = k. Покажемо справедливiсть теореми для n = k + 1. Припустимо су-
противне, тобто k + 1 власних векторiв матрицi є лiнiйно залежними. Тодi
iснують такi дiйснi числа α1, α2, ..., αk+1, що

α1e1 + α2e2 + ...+ αk+1ek+1 = 0, (16.3)

причому принаймнi одне з α1, α2, ..., αk+1 не дорiвнює нулю. З рiвностi
(16.3) випливає, що

α1Ae1 + α2Ae2 + ...+ αk+1Aek+1 = 0,

звiдки
α1λ1e1 + α2λ2e2 + ...+ αk+1λk+1ek+1 = 0.

Вiднiмемо вiд останньої рiвностi рiвнiсть (16.3), помножену на λk+1:

α1(λ1 − λk+1)e1 + α2(λ2 − λk+1)e2 + ...+ αk(λk − λk+1)ek = 0.

Але, оскiльки всi власнi значення λ1, λ2, ..., λk+1 — рiзнi, а k власних ве-
кторiв матрицi є лiнiйно незалежними за припущенням, то отримали про-
тирiччя.

Теорема 16.4. Якщо матриця A лiнiйного оператора A є симетричною,
тобто AT = A, то всi його власнi числа дiйснi, i вiн має n лiнiйно неза-
лежних власних векторiв.

Приймемо цей результат без доведення.
Таким чином, з теорем 16.3 та 16.4 випливає, що матриця A лiнiй-

ного оператора A може бути зведена до дiагонального вигляду
принаймнi у двох випадках:
1) якщо характеристичний многочлен оператора A має n рiзних
коренiв;
2) якщо матриця A лiнiйного оператора A є симетричною.

Розглянемо приклади.
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Приклад 16.5. Знайти власнi числа i власнi вектори лiнiйного оператора,

заданого матрицею A =

(
3 2
3 4

)
. Знайти вiдповiдну дiагональну матрицю

до матрицi A.
Знайдемо спочатку власнi числа матрицi A. Для цього складемо хара-

ктеристичне рiвняння det(A− λE) = 0:∣∣∣∣3− λ 2
3 4− λ

∣∣∣∣ = 0.

Це рiвняння еквiвалентне наступному

λ2 − 7λ+ 6 = 0.

Звiдси знаходимо два власних значення матрицi A: λ1 = 1, λ2 = 6.
Знайдемо власнi вектори, що вiдповiдають власним значенням матрицi

A. Нехай спочатку λ1 = 1. Будемо шукати вектор x =

(
x1

x2

)
такий, що

Ax = 1 · x, тобто (
3 2
3 4

)(
x1

x2

)
= 1 ·

(
x1

x2

)
.

Отже, отримаємо однорiдну СЛАР:{
2x1 + 2x2 = 0,

3x1 + 3x2 = 0.

ФСР цiєї однорiдної СЛАР складається з одного вектора x =

(
t
−t

)
, t ∈ R.

Вiзьмемо, наприклад, t = 1. Таким чином, власним вектором матрицi A,

який вiдповiдає числу λ1 = 1, є вектор x1 =

(
1
−1

)
.

Знайдемо власний вектор матрицi A, який вiдповiдає числу λ2 = 6,

тобто такий вектор x =

(
x1

x2

)
, що Ax = 6·x. Остання рiвнiсть еквiвалентна

тому, що (
3 2
3 4

)(
x1

x2

)
= 6 ·

(
x1

x2

)
.

Звiдси отримаємо однорiдну СЛАР:{
−3x1 + 2x2 = 0,

3x1 − 2x2 = 0.
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ФСР цiєї системи складається з одного вектора x =

(
2s
3s

)
, s ∈ R. Покла-

демо, наприклад, s = 1. Тодi власним вектором матрицi A, який вiдповiдає

числу λ2 = 6, є вектор x2 =

(
2
3

)
.

Зведемо матрицю A до дiагонального вигляду. Оскiльки власними чи-
слами матрицi A є числа λ1 = 1, λ2 = 6, то дiагональною матрицею, яка
подiбна до матрицi A, є матриця

A′ =

(
1 0
0 6

)
.

При цьому, матриця

T =

(
1 2
−1 3

)
,

стовпцями якої є стовпцi координат власних векторiв x1, x2, є матрицею,
яка приводить матрицю A до дiагонального вигляду. Зробимо перевiрку:

T−1AT =
1

5

(
3 −2
1 1

)(
3 2
3 4

)(
1 2
−1 3

)
=

(
1 0
0 6

)
= A′.
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17 Евклiдiв простiр. Базис у евклiдовому
просторi. Ортонормованi базиси

евклiдового простору. Ортогональний
оператор

17.1 Поняття евклiдового простору.
Означення 17.1. Будемо казати, що у деякому дiйсному просторi V задано
скалярний добуток, якщо довiльнiй парi елементiв x y ∈ V поставлено у
вiдповiднiсть дiйсне число (позначатимемо його (x,y)), яке задовольняє
наступнi властивостi:

1) (y,x) = (x,y);
2) (λx,y) = λ(x,y), де λ — довiльне дiйсне число;
3) (x1 + x2,y) = (x1,y) + (x2,y);
4) (x,x) ≥ 0, для всiх x ∈ V , i (x,x) = 0, тодi i тiльки тодi, коли x = 0.

Означення 17.2. Дiйсний лiнiйний простiр, в якому введено скалярний до-
буток, називається евклiдовим. Будемо позначати евклiдiв простiр лiтерою
E.

Приклад 17.1. Алгебраїчний простiр Rn впорядкованих наборiв n дiйсних
чисел є евклiдовим простором зi скалярним добутком, який задається спiв-
вiдношенням:

(x,y) = x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn,

для довiльних x = (x1, x2, ..., xn), y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn.
Приклад 17.2. Розглянемо лiнiйний простiр всiх дiйснозначних неперервних
на iнтервалi (a, b) функцiй. Довiльнiй парi функцiй f i g з цiєї множини
поставимо у вiдповiднiсть число

(f ,g) =

∫ b

a

f · gdx.

Неважко перевiрити, що так задана вiдповiднiсть визначає скалярний до-
буток для елементiв простору.

Означення 17.3. Довжиною вектора x евклiдового простору E називає-
ться число |x| =

√
(x,x).
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Означення 17.4. Кутом мiж векторами x та y евклiдового простору E
називається кут ϕ такий, що

cosϕ =
(x,y)

|x| · |y|
.

Означення 17.5. Вектори x та y евклiдового простору E називаються
ортогональними, якщо (x,y) = 0.

Для довiльних двох елементiв x та y довiльного евклiдового простору
E справедлива наступна нерiвнiсть (нерiвнiсть Кошi-Буняковського):

(x,y)2 ≤ (x,x) · (y,y).

17.2 Ортонормований базис.
У лекцiї 14 було введено поняття базиса n-вимiрного лiнiйного простору.
Зрозумiло, що у лiнiйному просторi може бути нескiнчена кiлькiсть рiзних
базисiв. Найбiльш зручними для застосування є так званi ортонормованi
базиси.

Означення 17.6. Будемо говорити, що n лiнiйно незалежних векторiв e1,
e2, ..., en n-вимiрного евклiдового простору En утоворюють ортогональний
базис, якщо вони є попарно ортогональними, тобто (ei, ej) = 0, i 6= j, i, j =
1, n.

Будемо говорити, що n лiнiйно незалежних векторiв e1, e2, ..., en n-
вимiрного евклiдового простору En утоворюють ортонормований базис,
якщо вони попарно ортогональнi i довжина кожного з них дорiвнює одини-
цi, тобто

(ei, ej) =

{
1, i = j,

0, i 6= j.

Для того, щоб дане нами означення 17.6 було коректним необхiдно пока-
зати, що вектори з цього означення дiйсно утворюють базис, тобто є лiнiйно
незалежними. Покажемо це, тобто покажемо, що рiвнiсть

α1e1 + α2e2 + ...+ αnen = 0

можлива тiльки для α1 = α2 = ... = αn = 0. Для цього помножимо цю
рiвнiсть скалярно на вектор e1:

α1(e1, e1) + α2(e1, e2) + ...+ αn(e1, en) = 0,
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звiдки за означенням отримаємо α1(e1, e1) + α2 · 0 + ...+ αn · 0 = 0, а отже
α1 = 0. Аналогiчно можна показати, що α2 = α3 = ... = αn = 0. Таким
чином, вектори з означення 16.6 дiйсно є лiнiйно незалежними.

Приклад 17.3. На площинi R2 ортонормованим є, наприклад, базис
−→
i =

(1, 0),
−→
j = (0, 1). У просторi R3 ортонормованим є, наприклад, базис

−→
i =

(1, 0, 0),
−→
j = (0, 1, 0),

−→
k = (0, 0, 1).

Теорема 17.1. У будь-якому n-вимiрному евклiдовому просторi En iснує
ортонормований базис.

Доведення. Покажемо, що iз довiльного базиса евклiдового простору En

можна зробити ортогональний базис. Нехай у n-вимiрному евклiдовому
просторi En задано n лiнiйно незалежних векторiв f1, f2, ..., fn. За цими
векторами побудуємо ортогональний базис e1, e2, ..., en. Ця процедура на-
зивається ортогоналiзацiєю Грама-Шмiдта.

Покладемо
e1 = f1.

Вектор e2 шукатимемо у виглядi e2 = f2 + αe1, пiдбираючи число α так,
щоб виконувалася умова (e1, e2) = (e1, f2 + αe1) = 0. Звiдси α = − (f2,e1)

(e1,e1) .

Таким чином, покладемо

e2 = f2 −
(f2, e1)

(e1, e1)
e1.

Вектор e3 шукатимемо у виглядi e3 = f3+α1e1+α2e2, пiдбираючи числа
α1 i α2 так, щоб виконувалися умови (e1, e3) = (e1, f3 + α1e1 + α2e2) = 0, i
(e2, e3) = (e2, f3 + α1e1 + α2e2) = 0. Звiдси отримаємо, що α1 = − (f3,e1)

(e1,e1) , а

α2 = − (f3,e2)
(e2,e2) . Таким чином,

e3 = f3 −
(f3, e1)

(e1, e1)
e1 −

(f3, e2)

(e2, e2)
e2.

Продовжуючи процедуру, припустимо, що попарно ортогональнi векто-
ри e1, e2, ..., ek−1, k ≤ n, побудовано. Шукатимемо вектор ek у вигля-
дi ek = fk + α1e1 + α2e2 + ... + αk−1ek−1 так, щоб виконувалися умови:
(e1, ek) = 0, (e2, ek) = 0, ..., (ek−1, ek) = 0. З цих умов знаходимо коефiцi-
єнти: α1 = − (fk,e1)

(e1,e1) , α2 = − (fk,e2)
(e2,e2) , ..., αk−1 = − (fk,ek−1)

(ek−1,ek−1) . Таким чином,

ek = fk −
(fk, e1)

(e1, e1)
e1 −

(fk, e2)

(e2, e2)
e2 − ...−

(fk, ek−1)

(ek−1, ek−1)
ek−1.
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При цьому, неважко помiтити, що побудований вектор ek вiдмiнний вiд
нуля, оскiльки вектори f1, f2, ..., fn є лiнiйно незалежними.

Процедуру слiд продовжувати доти, доки ми не отримаємо n ортого-
нальних векторiв e1, e2, ..., en.

Для того, щоб з ортогонального базиса e1, e2, ..., en зробити ортонормо-
ваний базис, достатньо кожен вектор базиса подiлити на його довжину. Та-
ким чином, ортонормованим буде базис e′1 = e1

|e1| , e
′
2 = e2

|e2| , ..., e
′
n = en

|en| .

Очевидно, ортонормованих базисiв у евклiдовому просторi En багато.
Тiльки на будь-яких n лiнiйно незалежних векторах f1, f2, ..., fn можна
побудувати n! ортонормованих базисiв, в залежностi вiд порядку розташу-
вання векторiв у базисi.

Доведення теореми 17.1 визначає алгоритм ортогоналiзацiї векторiв.
Розглянемо приклад.

Приклад 17.4. У просторi R3 задано три некомпланарних вектори f1 =(
1, 2,−1

)
, f2 =

(
0,−3, 1

)
та f3 =

(
2, 4,−3

)
. Побудувати за цiєю систе-

мою векторiв ортонормований базис.
Скористаємося процедурою ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта. Покладемо

e1 = f1 =
(

1, 2,−1
)
.

Обчислюємо (e1, e1) = 1 · 1 + 2 · 2 + (−1) · (−1) = 6, та (f2, e1) = 0 · 1 + (−3) ·
2 + 1 · (−1) = −7. Тому покладемо

e2 = f2 −
(f2, e1)

(e1, e1)
e1 =

(
0,−3, 1

)
+

7

6

(
1, 2,−1

)
=
(7

6
,−2

3
,−1

6

)
.

Обчислюємо (e2, e2) = 49
36 + 4

9 + 1
36 = 11

6 , (f3, e1) = 2 ·1+4 ·2+(−3) ·(−1) =

13, (f3, e2) = 2 · 7
6 − 4 · 2

3 + 3 · 1
6 = 1

6 . Тому

e3 = f3 −
(f3, e1)

(e1, e1)
e1 −

(f3, e2)

(e2, e2)
e2 =

=
(

2, 4,−3
)
− 13

6

(
1, 2,−1

)
−

1
6
11
6

(7

6
,−2

3
,−1

6

)
=
(
− 3

11
,− 3

11
,− 9

11

)
.

Таким чином, вектори

e1 =
(

1, 2,−1
)
, e2 =

(7

6
,−2

3
,−1

6

)
, e3 =

(
− 3

11
,− 3

11
,− 9

11

)
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утворюють ортогональний базис. Зробимо з нього ортонормований базис.
Оскiльки |e1| =

√
6, |e2| =

√
11
6 , |e3| = 3√

11
, то ортонормованим базисом

буде система трьох векторiв:

e′1 =
( 1√

6
,

2√
6
,− 1√

6

)
, e′2 =

( 7√
66
,−2
√

2√
33
,− 1√

66

)
,

e′3 =
(
− 1√

11
,− 1√

11
,− 3√

11

)
.

Координати вектора в ортонормованому базисi евклiдового
простору. Знайдемо координати довiльного вектора x евклiдового про-
стору En у ортонормованому базисi e1, e2, ..., en. Нехай x = x1e1 + x2e2 +
...+ xnen. Помноживши цю рiвнiсть скалярно на вектор e1, отримаємо

(x, e1) = x1(e1, e1) + x2(e2, e1) + ...+ xn(en, e1) = x1.

Аналогiчно, отримаємо, що x2 = (x, e2), ..., xn = (x, en), тобто коорди-
нати вектора в ортонормованому базисi дорiвнюють скалярним
добуткам цього вектора на вiдповiднi базиснi вектори.

Наступна теорема дає необхiднi i достатнi умови того, коли базис є ор-
тонормований. Наведемо її без доведення.

Теорема 17.2. Базис e1, e2, ..., en n-вимiрного евклiдового простору En

тодi i тiльки тодi є ортонормованим, коли для довiльних двох векторiв
x = x1e1 + x2e2 + ...+ xnen та y = y1e1 + y2e2 + ...+ ynen цього простору
скалярний добуток (x,y) задається формулою

(x,y) = x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn.

17.3 Ортогональний оператор.
Означення 17.7. Квадратна матриця A називається ортогональною,
якщо A−1 = AT , тобто AAT = E.

Безпосередньо з означення 17.7 випливають наступнi властивостi ор-
тогональної матрицi:

1) Якщо матриця A є ортогональною, то вона є невиродженою, причому
(detA)2 = 1, тобто detA = ±1.

2) Якщо матриця A є ортогональною, то i матриця AT є ортогональною.
3) Якщо матрицi A i B є ортогональними, то їх добуток AB є також

ортогональною матрицею.
4) Одинична матриця E є ортогональною.
Сформулюємо критерiй ортогональностi квадратної матрицi.
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Теорема 17.3. Квадратна матриця A є ортогональною тодi i тiльки то-
дi, коли сума квадратiв всiх елементiв її довiльного рядка дорiвнює оди-
ницi, а сума добуткiв вiдповiдних елементiв двох довiльних рiзних рядкiв
дорiвнює нулю.

Доведення. Випливає безпосередньо з означення, оскiльки для довiльної
квадратної матрицi A рiвнiсть AAT = E, тобто рiвнiсть

a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

 ·

a11 a21 ... an1

a12 a22 ... an2

... ... ... ...
a1n a2n ... ann

 =


1 0 ... 0
0 1 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... 1

 ,

справджується тодi i тiльки тодi, коли

a2
i1 + a2

i2 + ...+ a2
in = 1, i = 1, n,

i
ai1aj1 + ai2aj2 + ...+ ainajn = 0, i 6= j, i, j = 1, n.

Означення 17.8. Лiнiйний оператор, що дiє з евклiдового простору En

у евклiдiв простiр En, називається ортогональним, якщо йому вiдповiдає
ортогональна матриця.

Еквiвалентно ортогональний оператор можна означити так: Лiнiйний
оператор A, що дiє з евклiдового простору En у евклiдiв простiр En, є
ортогональним, якщо вiн зберiгає скалярний добуток, тобто

(Ax,Ay) = (x,y), x,y ∈ En.

Теорема 17.4. Матриця переходу T вiд ортонормованого базиса e1, e2,
..., en евклiдового простору En у будь-який iнший ортонормований базис
e′1, e′2, ..., e′n цього простору є ортогональною, тобто T T = T−1.

Доведення. Дiйсно, нехай матриця

T =


τ11 τ12 ... τ1n

τ21 τ22 ... τ2n

... ... ... ...
τn1 τn2 ... τnn


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є матрицею переходу вiд ортонормованого базиса e1, e2, ..., en евклiдового
простору En у iнший ортонормований базис e′1, e′2, ..., e′n простору En. Тодi

e′1
e′2
...
e′n

 =


τ11 τ21 ... τn1

τ12 τ22 ... τn2

... ... ... ...
τ1n τ2n ... τnn



e1

e2

...
en

 = T T


e1

e2

...
en

 ,

тобто

e′j = τ1je1 + τ2je2 + ...+ τnjen =
n∑
i=1

τijei, j = 1, n.

За означенням ортонормованого базиса

(ei, ej) =

{
1, i = j,

0, i 6= j.
i (e′k, e

′
l) =

{
1, k = l,

0, k 6= l.

Тому

1 = (e′k, e
′
k) = (τ1ke1 + τ2ke2 + ...+ τnken, τ1ke1 + τ2ke2 + ...+ τnken) =

= τ 2
1k(e1, e1) + τ 2

2k(e2, e2) + ...+ τ 2
nk(en, en) = τ 2

1k + τ 2
2k + ...+ τ 2

nk, k = 1, n.

i

0 = (e′k, e
′
l) = (τ1ke1 + τ2ke2 + ...+ τnken, τ1le1 + τ2le2 + ...+ τnlen) =

= τ1kτ1l(e1, e1) + τ2kτ2l(e2, e2) + ...+ τnkτnl(en, en) =

= τ1kτ1l + τ2kτ2l + ...+ τnkτnl, k, l = 1, n.

Звiдси за теоремою 17.3 матриця T T є ортогональною. Нарештi за власти-
вiстю 2) матриця T є також ортогональною.

Приклад 17.5. Матриця A лiнiйного оператора A повороту на кут ϕ довiль-
ного вектора у проторi R2

A =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
є ортогональною матрицею.
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18 Квадратичнi форми. Зведення
квадратичної форми до канонiчного
вигляду. Знаковизначенi квадратичнi

форми

18.1 Поняття квадратичнi форми.
Нехай задано n-вимiрний евклiдiв простiр En з ортонормованим базисом
e1, e2, ..., en.

Означення 18.1. Квадратичною формою вiд n змiнних L(x1, x2, ..., xn) на-
зивається сума, кожен член якої є або квадратом однiєї зi змiнних, або до-
бутком двох рiзних змiнних, помножених на деякi дiйснi коефiцiєнти, тобто

L(x1, x2, ..., xn) =
n∑

i,j=1

aijxixj, (18.1)

aij, i, j = 1, n — деякi дiйснi числа, причому aij = aji, i, j = 1, n.
Матриця A =

(
aij

)n
i,j=1

називається матрицею квадратичної форми, а

її ранг — рангом квадратичної форми L(x1, x2, ..., xn). Якщо матриця A є
невиродженою, то i квадратична форма називається невиродженою.

Оскiльки aij = aji, для всiх i, j = 1, n, то звiдси випливає, що матриця
A довiльної квадратичної форми є симетричною, тобто AT = A.

Квадратичну форму (18.1) зручно записувати у матричному виглядi:

L(x1, x2, ..., xn) = XTAX,

деX = (x1 x2 ... xn)
T — вектор-стовпець змiнних, або у виглядi скалярного

добутку:

L(x1, x2, ..., xn) = (AX,X) = (X,ATX) = (X,AX).

Приклад 18.1. Квадратичнiй формi L(x1, x2, x3) = 4x2
1 − 12x1x2 − 10x1x3 +

x2
2 − 3x2

3 вiдповiдає матриця A =

 4 −6 −5
−6 1 0
−5 0 −3

 .
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18.2 Зведення квадратичної форми до канонiчного ви-
гляду.

Означення 18.2. Квадратична форма вiд n змiнних L(x1, x2, ..., xn) нази-
вається канонiчною, якщо aij = 0, для всiх i 6= j, i, j = 1, n, тобто

L(x1, x2, ..., xn) = a11x
2
1 + a22x

2
2 + ...+ annx

2
n.

З означення випливає, що матриця A канонiчної квадратичної форми є
дiагональною.

Теорема 18.1. Будь-яку квадратичну форму L(x1, x2, ..., xn) шляхом лi-
нiйного перетворення координат можна звести до канонiчного вигляду:

L(y1, y2, ..., yn) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + ...+ λny

2
n,

де y1, y2, ..., yn — змiннi у новому базисi, а λ1, λ2, ..., λn — власнi числа
матрицi A квадратичної форми L(x1, x2, ..., xn).

Доведення. Розглянемо квадратичну форму L(x1, x2, ..., xn) =∑n
i,j=1 aijxixj, задану у деякому ортонормованому базисi e1, e2, ..., en

евклiдового простору. Нехай A =
(
aij

)n
i,j=1

— матриця цiєї квадратичної

форми.
Нагадаємо (див. теорему 16.4), що у симетричної матрицi власнi числа

є дiйсними, i вона має n лiнiйно незалежних власних векторiв. Виберемо в
якостi нового базиса базис e′1, e′2, ..., e′n, який складається iз ортонормованих
власних векторiв матрицi A (для цього, якщо потрiбно, до власних векторiв
матрицi A застосовується процес ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта).

Нехай T — матриця переходу вiд базиса e1, e2, ..., en до базиса e′1, e′2,
..., e′n. Оскiльки обидва базиси є ортонормованими, то за теоремою 17.4
матриця T є ортогональною, тобто T−1 = T T .

Розглянемо невироджене ортогональне перетворення координат X =
TY , де X = (x1 x2 ... xn)

T , Y = (y1 y2 ... yn)
T . Тодi

L(x1, x2, ..., xn) =
(
ATY, TY

)
=
(
T TATY, Y

)
=
(
T−1ATY, Y

)
=
(
A′Y, Y

)
.

Iншими словами, якщо подiяти на змiннi, що входять до квадратичної фор-
ми, невиродженим лiнiйним перетворенням, то квадратична форма з матри-
цею A переходить в квадратичну форму з матрицею A′ = T−1AT , причому,
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ранг квадратичної форми зберiгається. Крiм того,

A′ =


λ1 0 ... 0
0 λ2 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... λn

 ,

де λ1, λ2, ..., λn — власнi числа матрицi A.
Остаточно,(
A′Y, Y

)
=
(
y1λ1e

′
1 + y2λ2e

′
2 + ...+ ynλne

′
n; y1e

′
1 + y2e

′
2 + ...+ yne

′
n

)
=

= λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + ...+ λny

2
n,

тобто в базисi e′1, e′2, ..., e′n квадратична форма L(x1, x2, ..., xn) буде мати
канонiчний вигляд.

Канонiчний вигляд L(y1, y2, ..., yn) = λ1y
2
1 +λ2y

2
2 +...+λny

2
n квадратичної

форми визначається однозначно з точнiстю до нумерацiї змiнних. Це озна-
чає, що, якщо при зведеннi квадратичної форми до канонiчного вигляду
занумеровати власнi числа та вiдповiднi їм власнi вектори iншим чином, то
кiлькiсть додатних i вiд’ємних коефiцiєнтiв не змiниться. В цьому полягає
закон iнерцiї квадратичної форми.

Приклад 18.2. Звести до канонiчного вигляду квадратичну форму

L(x1, x2) = x2
1 − 2x2

2 + 4x1x2.

Матриця A цiєї квадратичної форми має вигляд: A =

(
1 2
2 −2

)
. Хара-

ктеристичне рiвняння матрицi A

|A− λE| =
∣∣∣∣1− λ 2

2 −2− λ

∣∣∣∣ = 0,

має два коренi λ1 = 2 i λ2 = −3.
Якщо у матрицi перетворення T власнi вектори розташовувати у поряд-

ку, який вiдповiдає нумерацiї власних значень матрицi A, то канонiчний
вигляд квадратичної форми буде

L(y1, y2) = 2y2
1 − 3y2

2.
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Знайдемо власнi вектори x =

(
x1

x2

)
матрицi A. Розглянемо спочатку

власне число λ1 = 2, i складемо систему

(A− λE)x =

(
1− 2 2

2 −2− 2

)(
x1

x2

)
=

(
0
0

)
.

Звiдси {
−x1 + 2x2 = 0,

2x1 − 4x2 = 0.

Ця однорiдна система має загальний розв’язок x =

(
2s
s

)
, s ∈ R. Нехай

s = 1. Тодi власним вектором матрицi A, який вiдповiдає числу λ1 = 2, є

вектор x1 =

(
2
1

)
. Оскiльки |x1| =

√
4 + 1 =

√
5, то нормованим власним

вектором є вектор x′1 =

(
2√
5

1√
5

)
.

Розглянемо тепер власне число λ2 = −3, i складемо систему

(A− λE)x =

(
1 + 3 2

2 −2 + 3

)(
x1

x2

)
=

(
0
0

)
.

Звiдси {
4x1 + 2x2 = 0,

2x1 + x2 = 0.

Ця однорiдна система має загальний розв’язок x =

(
s
−2s

)
, s ∈ R. Нехай

s = 1. Тодi власним вектором матрицi A, який вiдповiдає числу λ2 = −3, є

вектор x1 =

(
1
−2

)
. Оскiльки |x1| =

√
1 + 4 =

√
5, то нормованим власним

вектором є вектор x′2 =

(
1√
5
−2√

5

)
.

Отже, матриця

T =

(
2√
5

1√
5

1√
5
−2√

5

)
є ортогональною i приводить матрицю A квадратичної форми до дiагональ-
ного вигляду. Оскiльки

T−1 =

(
2√
5

1√
5

1√
5
−2√

5

)
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то

T−1AT =

(
2√
5

1√
5

1√
5
−2√

5

)(
1 2
2 −2

)( 2√
5

1√
5

1√
5
−2√

5

)
=

(
2 0
0 −3

)
.

Випишемо перетворення координат, яке зводить матрицю A квадрати-
чної форми до дiагонального вигляду:(

x1

x2

)
=

(
2√
5

1√
5

1√
5
−2√

5

)(
y1

y2

)
.

18.3 Знаковизначенi квадратичнi форми.
Означення 18.3. Квадратична форма вiд n змiнних L(x1, x2, ..., xn) на-
зивається додатно (вiд’ємно) визначеною , якщо при довiльних значен-
нях змiнних x1, x2,...,xn, одночасно не рiвних нулю, L(x1, x2, ..., xn) > 0
(L(x1, x2, ..., xn) < 0).

Приклад 18.3. Квадратична форма L(x1, x2, x3) = x2
1 + 4x2

2 + 9x2
3 є додатно

визначеною, а квадратична форма L(x1, x2) = −x2
1 − x2

2 є вiд’ємно визна-
ченою. Квадратична форма L(x1, x2) = x1x2 є знакозмiнною, оскiльки при
рiзних значеннях змiнних x1 i x2 може набувати як додатнi так i вiд’ємнi
значення.

Наведемо двi теореми, якi дозволяють дослiджувати квадратичнi фор-
ми на знакосталiсть.

Теорема 18.2. Для того, щоб квадратична форма L(x1, x2, ..., xn) була
додатньо (вiд’ємно) визначеною, необхiдно i достатньо, щоб всi власнi
числа матрицi A цiєї квадратичної форми були додатними (вiд’ємними).

Доведення. Твердження теореми безпосередньо випливає з теореми 18.1
про зведення квадратичної форми до канонiчного вигляду.

Теорема 18.3 (Критерiй Сiльвестра). Для того, щоб квадратична фор-
ма L(x1, x2, ..., xn) була додатньо (вiд’ємно) визначеною, необхiдно i доста-
тньо, щоб всi головнi мiнори матрицi A цiєї квадратичної форми були
додатними (знаки мiнорiв чергувалися, починаючи зi знака “-”), тобто

∆1 = a11 > 0(< 0), ∆2 =

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ > 0(> 0),

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ > 0(< 0), ...
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Приклад 18.4. Дослiдити квадратичну форму на знаковизначенiсть:
L(x1, x2, x3) = 4x2

1 + 2x1x2 + 6x1x3 + 2x2
2 + 3x2

3.

Випишемо матрицю квадратичної форми: A =

4 1 3
1 2 0
3 0 3

 .

Обчислюємо

∆1 = 4 > 0, ∆2 =

∣∣∣∣4 1
1 2

∣∣∣∣ = 7 > 0, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣
4 1 3
1 2 0
3 0 3

∣∣∣∣∣∣ = 3 > 0.

Звiдси за критерiєм Сiльвестра квадратична форма L(x1, x2, x3) = 4x2
1 +

2x1x2 + 6x1x3 + 2x2
2 + 3x2

3 є додатно визначеною.
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