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I

ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ ТА ІНТЕГРАЛЬНІ
РІВНЯННЯ, ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ

DIFFERENTIAL AND INTEGRAL
EQUATIONS, THEIR APPLICATIONS



GENERALIZED OPTIMAL CONTROL OF PSEUDOPARABOLIC
INTEGRO-DIFFERENTIAL SYSTEMS IN THE CLASS OF

GENERALIZED FUNCTIONS

A. ANIKUSHYN, A. ANDARAL

Let Ω be a bounded domain in R𝑛 with a smooth boundary 𝜕Ω. Consider the
cylindrical region 𝑄 = Ω × (0, 𝑇 ) and the linear equation with a Volterra-type
integro-differential operator:

ℒ𝑢 := 𝑎(𝑥)𝑢𝑡 −
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1(𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑡𝑥𝑗
)𝑥𝑖

+ 𝑏(𝑥)𝑢−
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1(𝑏𝑖𝑗(𝑥)𝑢𝑥𝑗
)𝑥𝑖

+∫︀ 𝑡

0

∑︀𝑛
𝑖=1 (𝐾𝑖(𝑥, 𝑡, 𝜏)𝑢𝑥𝑖

)𝑥𝑖
𝑑𝜏 = 𝑓(𝑥, 𝑡),

(1)

with the initial-boundary conditions of the Dirichlet type:

𝑢|𝑥∈𝜕Ω = 0, 𝑢|𝑡=0 = 0. (2)

Here, 𝑢(𝑥, 𝑡) describes the system’s state within the region 𝑄.
Equations of this type are encountered when solving various problems in applied

mathematics: the study of fluid and gas filtration in porous media and media with
“сracks”, heat conduction in heterogeneous media, ion migration in soil, wave prop-
agation in dispersive media, and thin elastic glass, etc [1].

Many results regarding well-posedness, optimal control, and controllability of pro-
cesses described by pseudo-parabolic equations have been obtained by S.I. Lyashko
using the methodology of a priori inequalities in negative norms (see, e.g., [2], [3],
and the cited references). As it turns out, this approach can be successfully applied
to Dirichlet problems for integro-differential equations with Volterra-type integral
components. For instance, in the work [4], a problem for elliptic equations was
studied, and in the works [5], problems of parabolic type were investigated.

In our study, we establish a priori inequalities for the problem (1)-(2), thus ex-
tending the class of equations to which the aforementioned method can be applied.
Based on these inequalities, we justify the well-posedness of the initial-boundary
value problem. Finally, we present a theorem on the existence of optimal control,
where the control is realized through various types of operators via the right-hand
side of equation (1). It is worth noting that the mentioned control operators act in
the spaces of generalized functions, which can model an impulse-pointwise action on
the system.

We assume that {𝑎𝑖𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1, {𝑏𝑖𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1 ⊂ 𝐶1(Ω), 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐶(Ω) such that, for all
𝑥 ∈ Ω, the following property hold: 𝑎𝑖𝑗(𝑥) = 𝑎𝑗𝑖(𝑥), 𝑏𝑖𝑗(𝑥) = 𝑏𝑗𝑖(𝑥), 𝑎(𝑥) ⩾
0, 𝑏(𝑥) ⩾ 0, and the coefficients 𝑎𝑖𝑗(𝑥) and 𝑏𝑖𝑗(𝑥) satisfy the conditions for any
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𝜉𝑖 ∈ R, 𝑖 = 1, 𝑛, and 𝑥 ∈ Ω:
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑗 ⩾ 𝛼
∑︀𝑛

𝑖=1 𝜉
2
𝑖 ,

∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1 𝑏𝑖𝑗(𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑗 ⩾

0, where 𝛼 is some positive constant. Additionally, we assume that the kernels
𝐾𝑖(𝑥, 𝑡, 𝜏) are continuously differentiable. In particular, for some constant 𝑀 , we
have |𝐾𝑖(𝑥, 𝑡, 𝜏)| < 𝑀 for all 𝑥 ∈ Ω and 𝑡, 𝜏 ∈ [0, 𝑇 ].

Remark 1. We note that the conditions for the smoothness of the coefficients in the
differential part are the classical conditions from [1].

Let us consider the problem of optimal control for a system whose evolution is
described by the equation

ℒ𝑢 = 𝑓 +𝒜ℎ. (3)
Here, ℎ = {(𝑡𝑘, 𝜙𝑘(𝑥))}𝑑𝑘=1 represents the control belonging to a certain set of ad-
missible controls 𝒰 in the control space ℋ = ([0, 𝑇 ]× 𝐿2(Ω))

𝑑. The control operator
is defined as

𝒜ℎ =
𝑑∑︁

𝑘=1

𝛿(𝑡− 𝑡𝑘)⊗ 𝜙𝑘(𝑥), 𝑡, 𝑡𝑘 ∈ [0, 𝑇 ], 𝜙𝑘(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω).

The functional 𝐽(ℎ) = Φ(𝑢(ℎ)) is defined on the solutions of equation (3), which
needs to be minimized subject to ℎ ∈ 𝒰 .

It can be proven [1] that the operator 𝒜 can be considered as a mapping from the
control space ℋ to 𝑊−

𝐵𝑅+ and is weakly continuous. The proven a priori inequalities
allow us to state (see [1]) the following theorem:

Theorem 1. Let the state of the system be described by the solution of problem (3)
with the given 𝒜 and ℋ. Suppose that the set of admissible controls 𝒰 is closed,
convex, and bounded in ℋ, and the performance criterion Φ(·) : 𝐻+

𝐵𝑅 → R is weakly
lower semi-continuous with respect to the state of the system 𝑢(𝑡, 𝑥, ℎ) and is bounded
from below. Then, an optimal control for system (3) exists.
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APPROXIMATION OF SOLUTIONS TO GENERIC
BOUNDARY-VALUE PROBLEMS IN SOBOLEV SPACES

O.M. ATLASIUK

We study linear systems of ordinary differential equations of an arbitrary order
on a finite interval with the most general (generic) inhomogeneous boundary con-
ditions in Sobolev spaces. We obtain the results about continuity in a parameter
of solutions to the systems with the most general inhomogeneous boundary condi-
tions [1, 2]. We also show some applications of these results to the solutions of multi-
point boundary-value problems [3]. The theorem on the approximation of solutions
to inhomogeneous generic boundary-value problem by solutions of the multipoint
boundary-value problems is presented.

Let a finite interval (𝑎, 𝑏) ⊂ R and the next parameters be given

{𝑚, 𝑛+ 1, 𝑟, 𝑙} ⊂ N, 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞.

By 𝑊𝑛+𝑟
𝑝 = 𝑊𝑛+𝑟

𝑝

(︀
[𝑎, 𝑏];C

)︀
:=

{︀
𝑦 ∈ 𝐶𝑛+𝑟−1[𝑎, 𝑏] : 𝑦(𝑛+𝑟−1) ∈ 𝐴𝐶[𝑎, 𝑏], 𝑦(𝑛+𝑟) ∈

𝐿𝑝[𝑎, 𝑏]
}︀

we denote a complex Sobolev space and set 𝑊 0
𝑝 := 𝐿𝑝. This space is a

Banach one with respect to the norm⃦⃦
𝑦
⃦⃦
𝑛+𝑟,𝑝

=
𝑛+𝑟−1∑︁
𝑘=0

⃦⃦
𝑦(𝑘)

⃦⃦
𝑝
+

⃦⃦
𝑦(𝑛+𝑟)

⃦⃦
𝑝
,

where ‖ · ‖𝑝 is the norm in 𝐿𝑝

(︀
[𝑎, 𝑏];C

)︀
. Similarly, by (𝑊𝑛+𝑟

𝑝 )𝑚 := 𝑊𝑛+𝑟
𝑝

(︀
[𝑎, 𝑏];C𝑚

)︀
and (𝑊𝑛+𝑟

𝑝 )𝑚×𝑚 := 𝑊𝑛+𝑟
𝑝

(︀
[𝑎, 𝑏];C𝑚×𝑚

)︀
we denote Sobolev spaces of vector-valued

functions and matrix-valued functions, respectively, whose elements belong to the
function space 𝑊𝑛+𝑟

𝑝 .
Let us consider a linear boundary-value problem, with 1 ⩽ 𝑝 < ∞,

(𝐿𝑦)(𝑡) := 𝑦(𝑟)(𝑡) +
𝑟∑︁

𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(𝑡)𝑦
(𝑟−𝑗)(𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), 𝐵𝑦 = 𝑐, (1)

where, matrix-valued functions 𝐴𝑟−𝑗(·) ∈ (𝑊𝑛
𝑝 )

𝑚×𝑚, a vector-valued function 𝑓(·) ∈
(𝑊𝑛

𝑝 )
𝑚, a vector 𝑐 ∈ C𝑟𝑚, 𝐵 is a linear continuous operator 𝐵 : (𝑊𝑛+𝑟

𝑝 )𝑚 → C𝑟𝑚,
and an unknown vector-valued function 𝑦(·) ∈ (𝑊𝑛+𝑟

𝑝 )𝑚.
The boundary-value problem (1) is a Fredholm one with index zero.
Let us also consider a sequence of multipoint boundary-value problems

(𝐿𝑘𝑦𝑘)(𝑡) := 𝑦
(𝑟)
𝑘 (𝑡) +

𝑟∑︁
𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(𝑡)𝑦
(𝑟−𝑗)
𝑘 (𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), (2)
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𝐵𝑘𝑦𝑘 :=
𝑁∑︁
𝑗=0

𝑛+𝑟−1∑︁
𝑙=0

𝛽
(𝑙,𝑗)
𝑘 𝑦(𝑙)(𝑡𝑘,𝑗) = 𝑐, (3)

where 𝑘,𝑁 ∈ N, 𝛽𝑘 ∈ C𝑟𝑚×𝑚, 𝑡𝑗,𝑘 ∈ (𝑎, 𝑏).

Theorem 1. For the problem (1) there is the sequence of the multipoint problems
(2), (3) such that they are well-posedness for sufficiently large 𝑘 and an asymptotic
property is fulfilled

𝑦𝑘 → 𝑦 in (𝑊𝑛+𝑟
𝑝 )𝑚 for 𝑘 → ∞.

The sequence can be chosen independently of 𝑓 and 𝑐, and constructed explicitly.

This is joint result with professor Mikhailets.
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PROBLEM WITH INTEGRAL CONDITIONS FOR
NONHOMOGENEOUS SYSTEM OF PARTIAL DIFFERENTIAL

EQUATIONS OF THERD ORDER

G. KUDUK

Let𝐻(R+×R𝑛) be a class of certain function,𝐾𝐿,𝑀 be a class of quasi-polynomials
of the form

𝑓(𝑡, 𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑄𝑖(𝑡, 𝑥)𝑒
𝛼𝑖𝑥+𝛽𝑗𝑡, (1)

where 𝑄𝑖𝑗(𝑡, 𝑥) are given polynomials, 𝑀 ⊆ C, 𝛼𝑖 ∈ 𝑀 , 𝛼𝑘 ̸= 𝛼𝑙, for 𝑘 ̸= 𝑙,
𝛽𝑗 ∈ 𝑀 , 𝛽𝑘 ̸= 𝛽𝑙, for 𝑘 ̸= 𝑙. Each quasi-polynomial (1) defines a differential
operator 𝑓

(︀
𝜕
𝜕𝜈 ,

𝜕
𝜕𝜆

)︀
of finite order on the class of certain function, in the form

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑄𝑖𝑗

(︂
𝜕

𝜕𝜈
,
𝜕

𝜕𝜆

)︂
exp

[︂
𝛼𝑖

𝜕

𝜕𝜆
+ 𝛽𝑗

𝜕

𝜕𝜈

]︂⎮⎮⎮⎮⎮
𝜆=𝜈=0

.

Let be 𝑇𝑘𝑗𝑝(𝑡, 𝜆) = ̃︀𝑙 (︀ 𝑑
𝑑𝑡 , 𝜆

)︀
𝑊 (𝑡, 𝜆), 𝑗 = 1, ..., 𝑛, 𝑝 = 1, ..., 𝑛, 𝑘 = 1, 2, satisfies of

system of equations∑︀𝑛
𝑗=1 𝑙𝑖𝑗

(︀
𝑑
𝑑𝑡 , 𝜆

)︀
𝑇𝑗(𝑡, 𝜆) = 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑛, where

(︀
𝑑
𝑑𝑡 , 𝜆

)︀
= 𝛿𝑖𝑗

𝑑3

𝑑𝑡3 − 𝑎𝑖𝑗
𝑑2

𝑑𝑡2 − 𝑏𝑖𝑗
𝑑
𝑑𝑡 ,

𝛿𝑖𝑗−𝑐𝑖,𝑗 - symbol Kroneckera. Let 𝐿(𝜆, 𝜈) = ‖𝐿(𝜈, 𝜆)‖𝑖𝑗=1,...,𝑛, 𝜓(𝜈, 𝜆) = det𝐿(𝜈, 𝜆),̃︀𝑙 (︀ 𝑑
𝑑𝑡 , 𝜆

)︀
- algebraic component element

(︀
𝑑
𝑑𝑡 , 𝜆

)︀
is matrix 𝐿(𝜆, 𝜈). 𝑊 (𝑡, 𝜆) is a solution

of the problem 𝜓
(︀

𝑑
𝑑𝑡 , 𝜆

)︀
𝑊 (𝑡, 𝜆) = 0, satisfies conditions 𝑊 𝑗(0, 𝜆) = 𝛿𝑗,2𝑛−1, 𝑗 =

2𝑛− 1, let be 𝜂(𝜆) ba a certain function.
Denote be

𝑃 = {𝜆 ∈ C : 𝜂(𝜆) = 0} (2)

In the strip Ω = {(𝑡, 𝑥) ∈ R𝑛+1 : 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), 𝑥 ∈ R𝑛} we consider problem

𝜕3𝑈𝑖

𝜕𝑡3
+

𝑛∑︁
𝑗=1

{︂
𝑎𝑖𝑗

(︂
𝜕

𝜕𝑥

)︂
𝜕2𝑈𝑖

𝜕𝑡2
+ 𝑏𝑖𝑗

(︂
𝜕

𝜕𝑥

)︂
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑐𝑖𝑗

(︂
𝜕

𝜕𝑥

)︂}︂
𝑈𝑗(𝑡, 𝑥) = 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥), (3)

𝑇2∫︁
𝑇1

𝑡𝑘𝑈𝑖(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡+

𝑇4∫︁
𝑇3

𝑡𝑘𝑈𝑖(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡 = 0, 𝑘 = 0, 1, 2, 𝑖 = 1, ..., 𝑛, (4)

where 𝑎𝑖𝑗
(︀

𝜕
𝜕𝑥

)︀
, 𝑏𝑖𝑗

(︀
𝜕
𝜕𝑥

)︀
, are differential expressions with entirel functions 𝑎𝑖𝑗(𝜆) ̸=

0, 𝑏𝑖𝑗(𝜆) ̸= 0
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Theorem 1. Let 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐾𝐿,𝑀 , 𝑖 = 1, ..., 𝑛, 𝑘 = 1, 2, then the class 𝐾𝑀∖𝑃 exist
and unique solution of the problem (3), (4), where 𝑃 is set (2). Solution of the
problem (3), (4) can be represented in the form

𝑈𝑗(𝑡, 𝑥) =
1∑︁

𝑘=0

𝑛∑︁
𝑝=1

𝑓𝑘𝑝

(︂
𝜕

𝜕𝜆
,
𝜕

𝜕𝜈

)︂{︂
1

𝜂(𝜆)
𝑇𝑘𝑗𝑝(𝑡, 𝜆) exp[𝜆𝑥]

}︂⎮⎮⎮⎮⎮
𝜆=𝜈=0

.

Solution of the problem (3), (4) according to the differential-symbol [1, 2] method
exists and uniquess in the class of quasi-polynomials.
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PERTURBED MOTIONS OF A THE LAGRANGE TOP CLOSE TO
PSEUDOREGULAR PRECESSION

D.D. LESHCHENKO, T. O. KOZACHENKO

We present a new approach for the investigation of perturbed motions of the fast
Lagrange top for perturbations which assumes averaging with respect to the phase of
the rotation angle. Asymptotic approach permits to obtain some qualitative results
and to describe evolution of rigid body motion using simplified averaged equations.

We make the following initial assumptions which main that the direction of the
angular velocity of the body is close to the axis of dynamic symmetry; the angular
velocity is large, so that the kinetic energy of the rigid body is much greater that
the potential energy. The motion of a rigid body in this case will correspond to a
pseudoregular precession [1].

Close approach for solving of the similar problem was presented in [2]. In the
paper [3], the perturbed fast rotations of a rigid body, close to regular procession,
are considered.

As an example of the technique, we consider perturbed Lagrange motion with
allowance for the torques acting on the rigid body from the surrounding medium
and in the second case under the action of a torque that is constant in the attached
axes and is applied along the axis of symmetry.
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ON GENERALIZATION OF THE KIGURADZE THEOREM

V.A. MIKHAILETS, O.B. PELEKHATA, N.V. REVA

We investigate the limiting behavior of solutions of inhomogeneous boundary-
value problems for the systems of linear ordinary differential equations on a finite
interval. A generalization of the Kiguradze theorem (1987) on the passage to the
limit is obtained.

On a finite interval (𝑎, 𝑏) ⊂ R we consider a system of 𝑚 ∈ N first-order linear
differential equations

𝑦′(𝑡, 0) +𝐴(𝑡, 0)𝑦(𝑡, 0) = 𝑓(𝑡, 0) (1)

with inhomogeneous boundary conditions

𝐵(0)𝑦(·, 0) = 𝑐(0), (2)

and linear continuous operator

𝐵(0) : 𝐶 ([𝑎, 𝑏];C𝑚) → C𝑚.

We suppose that the matrix function 𝐴(·, 0) ∈ 𝐿1([𝑎, 𝑏];C𝑚×𝑚), vector function
𝑓(·, 0) ∈ 𝐿1([𝑎, 𝑏];C𝑚) and vector 𝑐(0) ∈ C𝑚.

The solution of the system differential equations (1) is a vector function 𝑦(·) ∈
𝑊 1

1 ([𝑎, 𝑏];C𝑚) absolutely continuous on the segment [𝑎, 𝑏] satisfying the vector equa-
tion (1) almost everywhere. It was shown the boundary-value problem (1), (2) is
a Fredholm problem with index zero. For the unique solvability of this problem
everywhere, it is necessary and sufficient to guarantee that the corresponding homo-
geneous boundary-value problem have solely the trivial solution.

Assume that, parallel with problem (1), (2), there is a sequence of inhomogeneous
boundary-value problems for systems of first-order differential equations

𝑦′(𝑡, 𝑛) +𝐴(𝑡, 𝑛)𝑦(𝑡, 𝑛) = 𝑓(𝑡, 𝑛) (3)

with boundary condition
𝐵(𝑛)𝑦(𝑛) = 𝑐(𝑛), (4)

where the matrix-functions 𝐴(·, 𝑛), the operators 𝐵(𝑛), the functions 𝑓(·, 𝑛) and the
vectors 𝑐(𝑛) satisfy the conditions presented above for problem (1), (2).

Assume that the solution of problem (1), (2) and the solutions of problems (3),
(4) are uniquely defined.

Let find conditions on the left-hand right-hand sides of problems (3), (4) such that
their solutions 𝑦(·, 𝑛) exist and are unique for sufficiently large 𝑛 ∈ N and fulfilled
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limit equality
‖𝑦(·, 𝑛)− 𝑦(·, 0)‖∞ → 0, 𝑛 → ∞, (5)

where ‖ · ‖∞ – sup-norm on the finite interval [𝑎, 𝑏].
For the first time, these problems were investigated by [1] in the case of real-value

functions. He obtained conditions of boundless for the left-hand parts of systems.
Later Mikhailets, Kodliuk and Reva [2] generalized this result in the case of complex-
value function with strongly conditions for the right-hand parts of systems.

Denote by ℳ𝑚 := ℳ(𝑎, 𝑏;𝑚),𝑚 ∈ N class of sequences of the matrix functions
𝑅(·, 𝑛) : N → 𝐿1([𝑎, 𝑏];C𝑚×𝑚), such that solution 𝑍(·, 𝑛) of Cauchy problem

𝑍 ′(·, 𝑛) +𝑅(·, 𝑛)𝑍(·, 𝑛) = 𝑂, 𝑍(𝑎, 𝑛) = 𝐼𝑚

satisfy the limit equality
‖𝑍(·, 𝑛)− 𝐼𝑚‖∞ → 0,

where 𝐼𝑚 – identity (𝑚×𝑚)-matrix.
Assume that

𝐴𝐹 (·, 𝑛) :=
(︂

𝐴(·, 𝑛) 𝐹 (·, 𝑛)
𝑂𝑚 𝑂𝑚

)︂
∈ 𝐿1([𝑎, 𝑏];C2𝑚×2𝑚),

𝑅𝐴𝐹
(·, 𝑛) := 𝐴𝐹 (·, 𝑛)−𝐴𝐹 (·, 0) ∈ 𝐿1([𝑎, 𝑏];C2𝑚×2𝑚),

where 𝑂𝑚 – zero (𝑚×𝑚)-matrix.

Theorem 1 ([3]). Let the problems (1),(2), (3),(4) satisfy conditions:
(1) 𝑅𝐴(·, 𝑛) ∈ ℳ𝑚,
(2) 𝑅𝐴𝐹

(·, 𝑛) ∈ ℳ2𝑚,
(3) 𝐵(𝑛)𝑦 → 𝐵(0)𝑦, 𝑦(·) ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏];C𝑚),
(4) 𝑐(𝑛) → 𝑐(0),
(5) ‖𝑅∨

𝐹 (·, 𝑛)‖∞ → 0.
Then the unique solutions of problems (1), (2) and (3), (4) satisfy the limit equal-
ity (5).
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POVZNER–WIENHOLTZ–TYPE THEOREMS FOR
QUASI-DIFFERENTIAL STURM–LIOUVILLE OPERATORS

V. MOLYBOGA

The problem of symmetric operators being self-adjoint is one of the main problem
in the theory of differential operators and serves as the basis for the analysis of their
spectral properties and scattering problems. Investigation of this problem for the
Sturm–Liouville and Schrödinger operators in the space 𝐿2(R𝑛) is inspired by the
problems of mathematical physics and has numerous applications. The results that
were obtained for this problem in the case of regular coefficients are rather complete.
Hartman [1] and Rellich [2] were the first to show that boundedness from below of
the operator, generated by the Sturm–Liouville differential expression

l(𝑢) := −(𝑝𝑦′)′ + 𝑞𝑦

in the Hilbert space 𝐿2(R) together with the integral condition on the function 𝑝 > 0:∫︁ ∞

0

𝑝−1/2(𝑡)𝑑 𝑡 =

∫︁ 0

−∞
𝑝−1/2(𝑡)𝑑 𝑡 = ∞, (which is obviously satisfied if 𝑝 ≡ 1),

are sufficient for the minimal operator to be self-adjoint.
Independently Povzner [3] and later Wienholtz [4] established that operator

𝐿0 = −∆𝑢+ 𝑞𝑢, 𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛)

being semi-bounded implies it being essentially self-adjoint in the space 𝐿2(R𝑛), if
function 𝑞 is real-valued and continuous. Later conditions on the potential 𝑞 were
significantly weakened

In the talk we discuss symmetric operators L0 associated in the complex Hilbert
space 𝐿2(R) with a formal differential expression

l[𝑢] := −(𝑝𝑢′)′ + 𝑞𝑢+ 𝑖((𝑟𝑢)′ + 𝑟𝑢′) (1)

under minimal conditions on the regularity of the coefficients. They are assumed to
satisfy conditions

𝑞 = 𝑄′ + 𝑠;
1√︀
|𝑝|

,
𝑄√︀
|𝑝|

,
𝑟√︀
|𝑝|

∈ 𝐿2
loc (R) , 𝑠 ∈ 𝐿1

loc (R) ,
1

𝑝
̸= 0 a. e., (2)

where the derivative of the function 𝑄 is understood in the sense of distributions,
and all the coefficients 𝑝, 𝑄, 𝑠, 𝑟 are real-valued functions. The main result of the
talk are constuctive sufficient conditions on the coefficient 𝑝 which provide that the
operator L0 being semi-bounded implies it being self-adjoint.
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The main object of the talk are the following two theorems.

Theorem 1 ([5]). Let the coefficients of the formal differential expression (1) satisfy
the assumptions (2) and also

(i) 𝑝 ∈ 𝑊 1
2,loc(R), 𝑝 > 0,

(ii)

∫︁ 0

−∞
𝑝−1/2(𝑡)𝑑 𝑡 =

∫︁ ∞

0

𝑝−1/2(𝑡)𝑑 𝑡 = ∞.

Then, if operator L00 is bounded from below, then it is self-adjoint and L*
00 = L = L*.

For the case 𝑝 ≡ 1, 𝑟 ≡ 0 Theorem 1 was previously established in [6].
In the second theorem, additional conditions on the coefficient 𝑝 are imposed

not on the entire axis, but only on a sequence of finite intervals. Outside of these
intervals the function 𝑝 may vanish and be discontinuous.

Theorem 2 ([5]). Suppose the assumptions (2) are satisfied and the operator L00

is bounded from below. Suppose the sequence of intervals ∆𝑛 := [𝑎𝑛, 𝑏𝑛] exists such
that

−∞ < 𝑎𝑛 < 𝑏𝑛 < ∞, 𝑏𝑛 → −∞, 𝑛 → −∞, 𝑎𝑛 → ∞, 𝑛 → ∞,

where the coefficients 𝑝 satisfy the additional conditions
(i) 𝑝𝑛 := 𝑝|Δ𝑛

∈ 𝑊 1
2 (∆𝑛), 𝑝𝑛 > 0;

(ii) ∃𝐶 > 0 : 𝑝𝑛(𝑥) ⩽ 𝐶|∆𝑛|2, 𝑛 ∈ Z, where |∆𝑛| is the length of interval ∆𝑛.
Then operator L00 is essentially self-adjoint and L*

00 = L = L*.

For the case 𝑝 ≡ 1, 𝑟 ≡ 0 necessary and sufficient conditions for the semi-
boundedness of operator L00 were obtained in [7].

The results obtained jointly with Prof. A. Goriunov and Prof. V. Mikhailets.
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ON BLACK–SCHOLES EQUATION

E. SENA GALERA, F. MARTÍNEZ JIMÉNEZ, A. PERIS MANGUILLOT

The Black-Scholes equation is a well-known mathematical formula that revo-
lutionized the way we understand the pricing of financial options. Developed by
Fisher Black and Myron Scholes [2], the Black-Scholes equation provides a theoret-
ical framework for calculating the fair price of a European, American or Asian call
option, which gives the holder the right but not the obligation to buy a stock at a
predetermined price on a specific date.

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

1

2
𝜎2𝑥2 𝜕

2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑟𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑟𝑢 on R+ × R+;

𝑢(0, 𝑡) = 0 for 𝑡 ∈ R+;
𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) for 𝑥 ∈ R+,

(BS)

For European call options, Arendt and De Pagter on [1] and Cruz-Báez and
González-Rodŕıguez on [3] showed that (BS) is governed by a 𝐶0-semigroup on the
correct Banach Spaces. Emamirad, G. Goldstein and J. Goldstein proved on [4] [5]
the chaotic behaviour of the semigroup generated by ℬ on the space 𝑌 𝑠,𝜏 for 𝑠 > 1.
But in this space there is problems with the initial conditions. We can define a more
suitable space, which is a dense subspace. Given 𝑠 ⩾ 0, now we consider

𝑌𝑠 :=

{︂
𝑓 ∈ 𝐶∞(0,+∞) : lim

𝑥↓0
((𝑥𝐷)𝑘𝑓)(𝑥) = lim

𝑥→∞

((𝑥𝐷)𝑘𝑓)(𝑥)

𝑥𝑠
= 0, ∀𝑘 ∈ N0,

and ‖𝑓‖𝑠 :=
∑︁
𝑘⩾0

1

2𝑘
sup
𝑥>0

⃒⃒
((𝑥𝐷)𝑘𝑓)(𝑥)

⃒⃒
1 + 𝑥𝑠

< +∞

⎫⎬⎭ .

In this new space, the generator of the Black-Scholes semigroup ℬ is a bounded
operator, hence generates a uniformly continuous semigroup which is a solution
semigroup of the Black-Scholes equation.

The first author is supported by Project PROMETEU/2021/070.
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Theorem 1. The Black-Scholes semigroup generated by ℬ is Devaney chaotic on
𝑌𝑠 for all 𝑠 > 1.
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Instituto Universitario de Matemática Pura y Aplicada, Universitat Politècnica
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CHAOS IN NUMERICAL SCHEMES OF PARTIAL DIFFERENTIAL
EQUATIONS

A. VARGAS-MORENO

The theory of chaos has been extensively studied in finite-dimensional dynamical
systems, which include discrete maps and ordinary differential equations. This field
has resulted in significant applications in physics, chemistry, biology, and engineer-
ing. The analysis of chaos for partial differential equations (PDEs) is much more
complicated. However, it is now well-established that solutions to these equations
can be represented in terms of 𝐶0-semigroups [11]. The study of chaotic dynamics of
𝐶0-semigroups solution of PDEs was initiated by Desch, Schappacher and Web [10].
Herzog [13] analyzed chaos for 𝐶0-semigroups on certain spaces of analytic functions
with controlled growth. Since then, the dynamics on this kind of phase spaces has
been intensively investigated [4, 6, 7, 8, 9, 14].

Finite difference methods are among the most significant numerical methods for
solving differential equations and there exist a wide range of finite divided differences
methods. One of the most popular correspond to the standard finite differences
approximations for the first and second derivatives, namely, the forward, backward
and centered discretizations. When applying these approximations in an ordinary or
partial differential equation, in many cases, this leads to a finite difference equation
that can be described as a linear dynamical system.

In this conference, we will consider finite difference schemes for a class of second-
order partial differential equations. The chaotic dynamics of the 𝐶0-semigroup solu-
tion of this model has been characterized in [8, 9]. In our work we provide sufficient
conditions that ensure chaos for these numerical discretizations, and we compare
them with the ones obtained in [8, 9]. We also relate the chaotic behaviour of these
operators with the classical notion of stability for numerical methods. Finally, we
present the chaotic behaviour of the numerical solutions of the heat equation, the
telegraph equation and the wave equation as particular cases of the studied class of
PDEs. This is a joint work with Marina Murillo-Arcila and Alfred Peris.

References

[1] X. Barrachina, J.A. Conejero. Devaney chaos and distributional chaos in the solution of certain
partial differential equations. Abstr. Appl. Anal., pages Art. ID 457019, 11, 2012.
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АПРОКСИМАЦIЯ РОЗВ’ЯЗКIВ АЛГЕБРАЇЧНО–НЕЛIНIЙНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ IЗ ЗАПIЗНЕННЯМ

АРГУМЕНТУ

К.В. БОЖОНОК

Доповiдь присвячена питанням подальшого розвитку та застосування апро-
ксимацiйного методу В. К. Дзядика [1] до задачi Кошi для диференцiального
рiвняння iз запiзненням аргументу [2], [3]:

𝑦′(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦(𝑥− 𝜏)), (1)

де постiйне запiзнення 𝜏 > 0,

𝑦(𝑥) = 𝜙0(𝑥) при 𝑥0 − 𝜏 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑥0.

Тут

𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦(𝑥− 𝜏)) = 𝑎0(𝑥) + 𝑎1(𝑥)𝑦(𝑥− 𝜏) + 𝑎2(𝑥)𝑦
2(𝑥− 𝜏) + 𝑎3(𝑥)𝑦

3(𝑥− 𝜏)

(у випадку 𝑎3 ̸= 0 маємо рiвняння Абеля, коли ж 𝑎3 = 0, то (1) є рiвнянням
Рiккатi), 𝑎𝑗(𝑥), 𝑗 = 0, 3 — алгебраїчнi многочлени однiєї змiнної.

Iдея алгоритму полягає в реалiзацiї наступних крокiв:
(1) Зведемо аналогiчно [4] задачу (1) (у випадку 𝑓(𝑥, 𝑦) з алгебраїчною нелi-

нiйнiстю вiдносно розв’язку) до еквiвалентного iнтегрального рiвняння
типу Вольтерра третього роду.

(2) Наближений розв’язок iнтегрального рiвняння шукаємо у виглядi полi-
номiв

𝑦𝑛(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=0

𝛼𝑖𝜔𝑖(𝑥), (2)

де {𝜔𝑖(·)}∞𝑖=0 — класичнi ортогональнi многочлени (Лежандра, Чебише-
ва–Ермiта, Чебишева–Лагерра та узагальненi многочлени Якобi).

(3) Отриманому iнтегральному рiвнянню поставимо у вiдповiднiсть набли-
жене iнтегро-функцiональне рiвняння.

На основi результатiв [5], [6] має мiсце наступний результат про вiдхилен-
ня наближеного кусково-полiномiального розв’язку 𝑦𝑛(𝑥) вiд точного розв’язку
𝑦(𝑥) рiвняння (1):

Теорема 1. Нехай числа 𝐻 > 0 i 𝑛 = 1, 2, ... такi, що iснує єдиний розв’язок
𝑦(𝑥) рiвняння (1) в кулi 𝜎(𝜌) =

{︀
𝜓 ∈ 𝐶[0, 𝐻] : ‖𝜓‖𝐶[0,𝐻] ⩽ 𝜌

}︀
i єдиний розв’язок
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𝑦𝑛(𝑥) наближеного iнтегро-функцiонального рiвняння такий, що ‖𝑦𝑛(𝑥)‖𝑋 ⩽ 𝜌.
Тодi виконуються нерiвностi

‖𝑦(𝑥)− 𝑦𝑛(𝑥)‖𝑋 ⩽ (𝑀/𝑎*)𝐸𝑛(𝑦)𝑋 , (3)

де min
𝑥∈[0,𝐻]

𝐴(𝑥) ⩾ 𝑎* > 0, величина 𝑀 — деякa константа, що не залежить

вiд 𝑛. Простiр 𝑋 [·] є простором 𝐶 [·] неперервних функцiй або 𝐿2
𝑝 [·] сумовних

з квадратом при чебишевськiй вазi (див. [6]) функцiй; 𝐸𝑛(𝑦)𝑋[·] — величина
найкращого наближення многочленами функцiї 𝑦(𝑥) в 𝑋 [·].

Таким чином, iз нерiвностей (3) можна зробити висновок, що апроксимацiй-
ний метод буде достатньо ефективним для задач виду (1). Запропонований алго-
ритм добре доповнює iснуючi алгоритми [7]–[10] розв’язання початкових задач
iз запiзненням аргументу такими властивостями, як висока точнiсть порядку
найкращих наближень, а значить, i ненасичуванiсть алгоритмiв (див. [11]).
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ЗАДАЧА КIНЦЕВОГО ЗНАЧЕННЯ ДЛЯ СИСТЕМИ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ДРОБОВОГО ПОРЯДКУ

О.А. БОЙЧУК, В.А. ФЕРУК

Розглядається лiнiйна задача кiнцевого значення для системи дробових ди-
ференцiальних рiвнянь у просторi 𝐶[𝑎, 𝑏], −∞ < 𝑎 < 𝑏 < +∞(︀

𝐶𝐷𝛼
𝑎+𝑥

)︀
(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡), 𝑥(𝑏) = 𝑥*, (1)

на розв’язки якої накладено додатковi умови

𝑙𝑥(·) = 𝑞, (2)

де 0 < 𝛼 < 1, 𝐶𝐷𝛼
𝑎+ — лiвостороння похiдна Капуто, 𝐴(𝑡) — (𝑛× 𝑛)-вимiрна ма-

триця i 𝑓(𝑡) — 𝑛-вимiрний вектор, компоненти яких належать простору 𝐶[𝑎, 𝑏],
𝑙 = col

(︀
𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙𝑝

)︀
: 𝐶[𝑎, 𝑏] → R𝑝 — обмежений лiнiйний векторний фун-

кцiонал, 𝑙𝜈 : 𝐶[𝑎, 𝑏] → R, 𝜈 = 1, 𝑝, 𝑥* = col
(︀
𝑥*
1, 𝑥*

2, . . . , 𝑥*
𝑝

)︀
∈ R𝑝, 𝑞 =

col
(︀
𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑝

)︀
∈ R𝑝.

Показано, що крайова задача (1), (2) еквiвалентна нетеровiй крайовiй задачi
для системи iнтегральних рiвнянь Фредгольма другого роду. Використовуючи
методи теорiї нормально розв’язних крайових задач [1] та результати отриманi
у роботi [2], встановлено необхiднi та достатнi умови розв’язностi та знайдено
загальний вигляд розв’язку крайової задачi (1), (2) у критичному випадку. У
одновимiрному випадку (𝑛 = 1), отримано аналогiчний критерiй розв’язностi
для багатоточкової крайової задачi.
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МЕТОД ЕКВIВАЛЕНТНОСТI ДЛЯ ПОБУДОВИ ТОЧНИХ
РОЗВ’ЯЗКIВ УЗАГАЛЬНЕНИХ РIВНЯНЬ КОРТЕВЕГА–ДЕ

ФРIЗА ЗI ЗМIННИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

О.О. ВАНЄЄВА, О.В. БРАГIНЕЦЬ, О. Ю. ЖАЛIЙ, О.В. МАГДА

Багато модельних рiвнянь для рiзноманiтних хвильових процесiв можуть бу-
ти зведенi до класичного рiвняння Кортевега–де Фрiза (рiвняння КдФ), модифi-
кованого рiвняння КдФ (рiвняння мКдФ) або їхнiх узагальнень. Це пояснює ве-
ликий iнтерес дослiдникiв до пошуку нових i застосуванню вже вiдомих методiв
побудови точних розв’язкiв таких рiвнянь. На жаль, бiльшiсть запропонованих
методiв призводять до еквiвалентних форм вже вiдомих розв’язкiв. Це пояснює-
ться тим, що еквiвалентнiсть моделей i вiдповiдних розв’язкiв не дослiджуються
систематично. Головним iнструментом для дослiдження трансформацiйних вла-
стивостей в класах диференцiальних рiвнянь є групоїди еквiвалентностi, строгу
теорiю яких розроблено в роботi [1].

У роботi [2] об’єктами дослiдження є два класи узагальнених рiвнянь КдФ
та мКдФ з коефiцiєнтами, що залежать вiд часової змiнної, для побудови то-
чних розв’язкiв яких застосовано метод еквiвалентностi. Перший клас мiстить
узагальненi рiвняння мКдФ зi змiнними коефiцiєнтами

𝑢𝑡 + 𝑓(𝑡)𝑢2𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + ℎ(𝑡)𝑢+ 𝑝(𝑡)𝑢𝑥 + 𝑘(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝑙(𝑡) = 0, (1)

де 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑝, 𝑘, 𝑙 — довiльнi гладкi функцiї змiнної 𝑡 з умовою 𝑓𝑔 ̸= 0. Точнi
розв’язки деяких рiвнянь з такого класу нещодавно було побудовано в роботi [3],
використовуючи такi методи, як прямий метод редукцiї Кларксона–Крускала та
“анзац”-метод, що базується на сумiсностi з рiвнянням Рiккатi.

Другий клас складається з рiвнянь типу КдФ

𝑢𝑡 − 3𝑀𝑔(𝑡)𝑢𝑢𝑥 + 𝑔(𝑡)𝑢𝑥𝑥𝑥 + 2𝑞(𝑡)𝑢+ (𝑝(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑥)𝑢𝑥 = 0, (2)

де 𝑔, 𝑝, 𝑞 — довiльнi гладкi функцiї змiнної 𝑡 з умовою 𝑔 ̸= 0, а 𝑀 — ненульова
стала. У роботi [4] були побудованi деякi точнi розв’язки для рiвнянь (2) за до-
помогою “вдосконаленого методу загального вiдображувального перетворення”.

У роботi [2] дослiджено трансформацiйнi властивостi класiв узагальнених
рiвнянь КдФ та мКдФ зi змiнними коефiцiєнтами (1) та (2), а також продемон-
стровано ефективнiсть методу еквiвалентностi для побудови точних розв’язкiв

Перший автор дякує Верховнiй Радi України за пiдтримку наукового проєкту 0122U201960
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таких рiвнянь. Зокрема, було знайдено групоїди еквiвалентностi обох класiв рiв-
нянь, що дозволило сформулювати критерiї звiдностi рiвнянь з класiв (1) та (2)
зi змiнними коефiцiєнтами до класичних рiвнянь КдФ та мКдФ. Виявилось,
що кожне рiвняння з класу (2) подiбне до класичного рiвняння КдФ вiдносно
точкового перетворення. Для таких рiвнянь пiдхiд, заснований на еквiвалентно-
стi, працює набагато краще, нiж iншi iснуючi методи, оскiльки дозволяє вико-
ристовувати рiзноманiтнi вiдомi розв’язки класичного рiвняння КдФ [5]. Крiм
того показано, що “вдосконалений метод загального вiдображувального пере-
творення”, запропонований у роботi [4] не дає дiйсно нових розв’язкiв, а лише
еквiвалентнi вiдомим.

У випадку класу (1) повної подiбностi немає, рiвняння зводяться до класи-
чного рiвняння мКДФ тодi й лише тодi, коли їхнi коефiцiєнти задовольняють
певним умовам. У такому випадку метод еквiвалентностi може бути застосова-
ний для вiдповiдного пiдкласу класу (1), виокремленому вказаними умовами.
При цьому застосування методу еквiвалентностi дозволяє побудувати для цього
пiдкласу ширшi сiм’ї точних розв’язкiв, нiж знайденi в роботi [3].
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ПРО НАБЛИЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ ЗАДАЧI ДIРIХЛЕ ДЛЯ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-ОПЕРАТОРНИХ РIВНЯНЬ

В.М. ГОРБАЧУК

Нехай 𝐵 — слабо позитивний оператор у банаховому просторi B з нормою
‖·‖, тобто 𝐵 ∈ 𝐸(B), 𝜌(𝐵) ⊃ (−∞, 0) та iснує стала 𝑀 > 0 така, що

∀𝜆 > 0 : ‖𝑅(−𝜆,𝐵)‖ ⩽
𝑀

𝜆
, (1)

де 𝐸(B) — множина всiх щiльно заданих в B замкнених лiнiйних операторiв,
𝜌(·) — резольвентна множина оператора, 𝑅(·, 𝐵) – його резольвента. Оператор
𝐵 ∈ 𝐸(B) має тип (𝜔,𝑀(𝜃)), якщо 𝜌(−𝐵) мiстить сектор Σ𝜋−𝜔 = {𝑧 ∈ C :
| arg 𝑧| ⩽ 𝜋 − 𝜔} i оцiнка (1) з константою 𝑀 = 𝑀(𝜃) виконується на кожному
променi 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝜃, 0 < 𝑟 < ∞, |𝜃| < 𝜋 − 𝜔. Для слабо позитивного 𝐵 визначенi
степенi 𝐵𝛼, 0 ⩽ 𝛼 < 1. Бiльше того, оператор 𝐴 = −𝐵1/2 генерує обмеже-
ну аналiтичну 𝐶0-пiвгрупу з кутом аналiтичностi 𝜋−𝜔

2 (див.[1]). У подальшому
пiвгрупу з генератором 𝐴 позначатимемо

{︀
𝑒𝑡𝐴

}︀
𝑡⩾0

.
Розглянемо задачу Дiрiхле⎧⎪⎨⎪⎩

𝑦 ∈ 𝐶2((0,∞),𝒟(𝐴)),
𝑦′′(𝑡) = 𝐵𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ (0,∞),

lim
𝑡→+0

𝑦′(𝑡) = 𝑓 ∈ B(−)(𝐴),
(2)

Тут B(−)(𝐴) — проєктивна границя просторiв B−𝑡(𝐴), де B−𝑡(𝐴) — поповнення
B по нормi

‖𝑥‖−𝑡 =
⃦⃦
𝑒𝑡𝐴𝑥

⃦⃦
, 𝑡 > 0.

Лiнiйна множина B−(𝐴) утворює повний злiченно-нормований простiр.
В [2] показано, що якщо задача (2) однозначно розв’язна, то для знаходження

її наближених розв’язкiв можна застосувати метод степеневих рядiв. У цьому
випадку розв’язок 𝑦(𝑡) цiєї задачi допускає зображення

𝑦(𝑡) = 𝑒𝑡𝐴𝑓, 𝑓 = 𝑦(0) ∈ B(−)(𝐴),

де
{︁
𝑒𝑡𝐴

}︁
𝑡⩾0

— розширення пiвгрупи
{︀
𝑒𝑡𝐴

}︀
𝑡⩾0

до 𝐶0-пiвгрупи в просторi B(−)(𝐴),

визначений i неперервний на всьому просторi генератор 𝐴 якої є замиканням 𝐴
в B(−)(𝐴) (див.[3]).

Припустимо спочатку, що 𝑓 належить до класу Жевре типу Бьорлiнга

G(𝛽)(𝐴) =
{︀
𝑥 ∈ 𝐶∞(𝐴)

⃒⃒
∀𝛼 > 0,∃𝑐 = 𝑐(𝑥, 𝛼) > 0 : ∀𝑘 ∈ N0

⃦⃦
𝐴𝑘𝑥

⃦⃦
⩽ 𝑐𝛼𝑘𝑘𝑘𝛽

}︀
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з 𝜔
𝜋 < 𝛽 < 1. У цьому випадку 𝑦(𝑡) можна подати (див.[2]) у виглядi

𝑦(𝑡) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
𝐴𝑘𝑓, 𝑡 ∈ [0,∞).

За наближений розв’язок розглядуваної задачi вiзьмемо

𝑦𝑛(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!
𝐴𝑘𝑓, 𝑡 ∈ [0,∞).

Тодi для довiльного фiксованого 𝑏 > 0 має мiсце оцiнка.

sup
𝑡∈[0,𝑏]

‖𝑦𝑛(𝑡)− 𝑦(𝑡)‖ ⩽ 𝑐(𝑛+ 1)!𝛽−1

з як завгодно малою константою 𝑐 = 𝑐(𝑏, 𝛼). Крiм того, 𝑦𝑛(0) = 𝑓 . Отже, якщо
𝑓 ∈ G(𝛽)(𝐴), 0 ⩽ 𝛽 < 1, то 𝑦𝑛(𝑡) - конструктивна апроксимацiя розв’язку задачi
(2), i чим менше 𝛽, тим менша похибка наближення.

Нехай тепер 𝑓 - довiльний елемент з B. Як показано в [2], при 𝛽 > 𝜔
𝜋 , G(𝛽)(𝐴) =

B. Тому iснує послiдовнiсть 𝑓𝑚 ∈ G(𝛽)(𝐴) така, що 𝑓𝑚 → 𝑓 в B при 𝑚 → ∞.
Послiдовнiсть 𝑦𝑚(𝑡) = 𝑒𝑡𝐴𝑓𝑚 збiгається рiвномiрно на [0,∞) до 𝑒𝑡𝐴𝑓 . У свою

чергу, 𝑦𝑚(𝑡) можна наблизити полiномами вигляду
𝑛𝑚∑︀
𝑘=0

𝑡𝑘

𝑘!𝐴
𝑘𝑓𝑚. Порядок цiєї

апроксимацiї 𝑛𝛽−1
𝑚 . Тодi зазначенi полiноми наближають роз’язок 𝑦(𝑡) у метрицi

простору B на [0, 𝑏]. Якщо ж 𝑓 ∈ B(−)(𝐴), то цi полiноми здiйснюють набли-
ження 𝑦(𝑡) в топологiї простору B(−)(𝐴) на довiльному компактi з [0,∞) i по
нормi простору B на будь-якому компактi з (0,∞).

Лiтература

[1] Krein S.G. (1971).Linear differential equations. Providence: Amer. Math. Soc.
[2] Горбачук В.М., Горбачук М.Л. (2006). Про коректну розв’язнiсть задачi Дiрiхле для

диференцiально-операторних рiвнянь у банаховому просторi. Укр. мат. журн., vol. 58,
no. 11, pp. 1462–1476.

[3] Gorbachuk M.L., Corbachuk V.I. (2012). The Dirichlet problem for differential equations in a
Banach space. Methods Funct.Anal.Topology, vol. 18, no. 2, pp. 140–151.

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
Email address: v.m.horbach@gmail.com

XIX Міжнародна наукова конференція імені академіка Михайла Кравчука - 27 -



АСИМПТОТИЧНЕ IНТЕГРУВАННЯ СИСТЕМ ЛIНIЙНИХ
IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Г. В. ДАНИЛIНА, М.О. РАШЕВСЬКИЙ

Розглядається система лiнiйних сингулярно збурених iнтегро-диференцiальних
рiвнянь вигляду

𝜀
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡, 𝜀) + 𝜌

∫︁ 𝐿

0

𝐾(𝑡, 𝑠, 𝜀)𝑥(𝑠, 𝜀)𝑑𝑠,

для якої будується асимптотичний розв’язок задачi Кошi 𝑥(0, 𝜀) = 𝑥0 при умовi
нестабiльного спектру матрицi 𝐴(𝑡, 𝜀), зокрема при наявностi простої точки по-
вороту [1, 2]. Тут 𝑥(𝑡, 𝜀) — невiдомий 𝑛-вимiрний вектор; 𝜀 > 0 — дiйсний малий
параметр.

Розв’язок записаної системи рiвнянь будується у виглядi

𝑥(𝑡, 𝜀) = 𝑈(𝑡, 𝜀)𝑧(𝑡, 𝜀) + 𝜌

∫︁ 𝐿

0

𝑃 (𝑡, 𝑠, 𝜀)𝑧(𝑠, 𝜀)𝑑𝑠,

де матрицi 𝑈(𝑡, 𝜀) та 𝑃 (𝑟, 𝑠, 𝜀) записуються рядами за степенями малого пара-
метра.

При побудовi невiдомих матриць виникає необхiднiсть у дослiдженнi такої
системи iнтегральних рiвнянь:

𝐴(𝑡, 𝜀)𝑃 (𝑡, 𝑠, 𝜀) + 𝜌

∫︁ 𝐿

0

𝐾(𝑡, 𝑠1, 𝜀)𝑃 (𝑠1, 𝑠, 𝜀)𝑧(𝑠, 𝜀)𝑑𝑠1 = 0.

Нестабiльнiсть спектру матрицi 𝐴(𝑡, 𝜀) призводить до її виродженостi у то-
чках нестабiльностi, що створює певнi труднощi при побудовi розв’язку систе-
ми iнтегральних рiвнянь методами, розробленими для випадку стабiльного спе-
ктру.

У доповiдi пропонується алгоритм побудови асимптотичного розв’язку систе-
ми iнтегральних рiвнянь методом примежових функцiй, дається оцiнка похибки.
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ПРО НЕПЕРЕРВНI РОЗВ’ЯЗКИ СИСТЕМ ЛIНIЙНИХ
РIЗНИЦЕВО-ФУНКЦIОНАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Т.О. ЄРЬОМIНА, О. А. ПОВАРОВА (СIВАК)

Розглядаються системи лiнiйних рiзницево-функцiональних рiвнянь вигляду

𝑦 (𝑞𝑡) = Λ𝑦 (𝑡) +𝐵𝑦 (𝑡+ 1) , (1)

де 𝑡 ∈ ℜ+ = [0,+∞), Λ та 𝐵 – дiйснi (𝑛× 𝑛)-матрицi, 𝑞 – деяка дiйсна стала.
А саме, випадки, коли серед власних чисел 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, матрицi Λ є однаковi.
Не обмежуючи загальностi припускається, що Λ = diag (Λ1, . . . ,Λ𝑚), 𝑚 ⩽ 𝑛,
Λ𝑖 – (𝑘𝑖 × 𝑘𝑖)-матрицi вигляду

Λ𝑖 =

⎛⎜⎜⎝
𝜆𝑖 𝜀 0 . . . 0
0 𝜆𝑖 𝜀 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 𝜆𝑖

⎞⎟⎟⎠ , 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚,

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖 = 𝑛,

𝜀 – достатньо мала додатна стала. Доведена наступна теорема.

Теорема 1. Нехай виконуються умови:
(1) 0 < 𝜆𝑖 < 1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 𝑞 > 1;
(2) ∆ = 𝑏

1−(𝜆*+𝛿) < 1, де 𝜆* = max {𝜆𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚}, 𝛿 = 𝛿 (𝜀)>0 таке, що
𝛿 → 0 при 𝜀 → 0, i 𝜆* + 𝛿 < 1, 𝑏 = |𝐵| = max

1⩽𝑖⩽𝑛

∑︀𝑛
𝑗=1 |𝑏𝑖𝑗 |.

Тодi система рiвнянь (1) має сiм’ю неперервних обмежених при 𝑡 ⩾ 𝑇 > 0

(Т – деяка достатньо велика додатна стала) розв’язкiв 𝑦(𝑡) = 𝑦
(︁
𝑡, 𝜔

(︁
ln 𝑡
ln 𝑞

)︁)︁
,

що залежить вiд довiльної неперервної 1-перiодичної вектор-функцiї 𝜔(𝜏) =
(𝜔1(𝜏), ..., 𝜔𝑛(𝜏)).

Розглянуто також систему неоднорiдних рiвнянь вигляду

𝑦 (𝑞𝑡) = Λ𝑦 (𝑡) +𝐵𝑦 (𝑡+ 1) + 𝐹 (𝑡) , (2)

де матрицi Λ, 𝐵 задовольняють умови теореми 1, а 𝐹 (𝑡) : ℜ → ℜ𝑛. Доведено,
що якщо виконуються умови 1–2 теореми 1, всi елементи вектор-функцiї 𝐹 (𝑡)

є неперервними обмеженими при всiх 𝑡 ∈ ℜ функцiями i sup
𝑡

|𝐹 (𝑡)| = 𝑀̃ < +∞.

То система рiвнянь (2) матиме неперервний обмежений при 𝑡 ∈ ℜ розв’язок 𝑦(𝑡)
у виглядi ряду

𝑦(𝑡) =

∞∑︁
𝑖=0

𝑦𝑖(𝑡),
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де 𝑦𝑖(𝑡), 𝑖 = 0, 1, ..., – деякi неперервнi обмеженi при 𝑡 ∈ ℜ вектор-функцiї.
Зауваження. Виконуючи в (2) замiну змiнних

𝑦(𝑡) = 𝑧 (𝑡) + 𝑦 (𝑡) ,

отримаємо систему рiвнянь (1) вiдносно вектор-функцiї 𝑧 (𝑡), для якої справе-
длива теорема 1.

Для випадку, коли 𝜆𝑖 > 1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 0 < 𝑞 < 1, 𝑡 ⩾ 𝑇 > 0 має мiсце
наступна теорема.

Теорема 2. Нехай виконуються умови:
(1) 𝜆𝑖 > 1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, 0 < 𝑞 < 1;
(2) ∆̃ = 𝑏

(𝜆−1
* +𝛿)

−1−1
< 1, де 𝜆* = min {𝜆𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚}, 𝛿 = 𝛿 (𝜀) > 0 таке,

що 𝛿 → 0 при 𝜀 → 0, i 𝜆−1
* + 𝛿 < 1, 𝑏 = |𝐵| = max

1⩽𝑖⩽𝑛

∑︀𝑛
𝑗=1 |𝑏𝑖𝑗 |.

Тодi система рiвнянь (1) має сiм’ю неперервних обмежених при 𝑡 ⩾ 𝑇 > 0

розв’язкiв 𝑦(𝑡) = 𝑦
(︁
𝑡, 𝜔

(︁
ln 𝑡
ln 𝑞

)︁)︁
, що залежить вiд довiльної неперервної

1-перiодичної вектор-функцiї 𝜔(𝜏) = (𝜔1(𝜏), . . . , 𝜔𝑛(𝜏)).

Для неоднорiдної системи рiвнянь вигляду (2) для якої виконуються умови
1–2 теореми 3, де всi елементи вектор-функцiї 𝐹 (𝑡) є неперервними обмеженими
при всiх 𝑡 ∈ ℜ функцiями i sup

𝑡
|𝐹 (𝑡)| = 𝑀̃ < +∞ можна довести, що система

рiвнянь (2) має неперервний обмежений при 𝑡 ∈ ℜ розв’язок 𝑦 (𝑡), який можна
представити у виглядi ряду

𝑦(𝑡) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑦𝑖(𝑡),

де 𝑦𝑖(𝑡), 𝑖 = 0, 1, ..., – деякi неперервнi обмеженi при 𝑡 ∈ ℜ вектор-функцiї.
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ КАЛЬЦIЙ-IНДУКОВАНОГО
ВИКИДУ КАЛЬЦIЮ З САРКОПЛАЗМАТИЧНОГО

РЕТИКУЛУМУ

П.Ф. ЖУК, С.О. КАРАХIМ

Внутрiшньоклiтинний кальцiй ([𝐶𝑎2+]𝑐) є найважливiшою ланкою у меха-
нiзмi скорочення-розслаблення м’язiв. Кальцiй надходить в мiоцит з позаклi-
тинного простору (ПП) та з саркоплазматичного ретикулуму (SR) i величи-
на [𝐶𝑎2+]𝑐 визначає ступiнь скорочення м’язiв. Концентрацiї кальцiю в ПП
([𝐶𝑎2+]𝑜) i в SR ([𝐶𝑎2+]𝑟) на 3-4 порядки вищi, нiж в цитозолi мiоцита.

Пiд дiєю агонiста 𝐴 (сигнальної речовини) вiдкриваються кальцiєвi канали
𝑅 на плазматичнiй мембранi (PM) i через них 𝐶𝑎2+ надходить в цитозоль з
ПП. Цитозольний 𝐶𝑎2+ вiдкриває кальцiєвi канали 𝑅𝑅 на мембранi SR, через
якi вiдбувається швидкий викид 𝐶𝑎2+ з SR в цитозоль. Цей процес називається
кальцiй-iндукованим викидом кальцiю (CICR). В подальшому 𝐶𝑎2+ викачує-
ться з цитозолю кальцiєвими помпами PM (в ПП) i SR (в SR). Агонiст в умовах
in vivo розкладається пiд дiєю ензима 𝐹 .

Механiзми пасивного й активного транспорту дають можливiсть кальцiю роз-
подiлятись мiж цитозолем, SR та ПП, що сприяє встановленню динамiчної рiв-
новаги в клiтиннiй системi (т. зв. базальний стан). Базуючись на цих уявленнях
була розроблена й дослiджена математична модель кальцiй-iндукованого ви-
киду кальцiю, що iмiтує поведiнку гладеньком’язової клiтини (ГК) в умовах
її стимуляцiї агонiстом. Математичною моделлю є система диференцiйних рiв-
нянь:

𝑑[𝑅]

𝑑𝑡
= 𝑘−1[𝑅𝐶𝑎]− 𝑘1[𝑅][𝐶𝑎2+]𝑐 + 𝑘−2[𝐴𝑅]− 𝑘2[𝐴][𝑅],

𝑑[𝑅𝐶𝑎]

𝑑𝑡
= 𝑘1[𝑅][𝐶𝑎2+]𝑐 − 𝑘−1[𝑅𝐶𝑎] + 𝑘−2[𝐴𝑅𝐶𝑎]− 𝑘2[𝐴][𝑅𝐶𝑎],

𝑑[𝐴𝑅]

𝑑𝑡
= 𝑘2[𝐴][𝑅]− 𝑘−2[𝐴𝑅],

𝑑[𝐴𝑅𝐶𝑎]

𝑑𝑡
= 𝑘2[𝐴][𝑅𝐶𝑎]− 𝑘−2[𝐴𝑅𝐶𝑎],

𝑑[𝐴]

𝑑𝑡
=

𝑆𝑃𝑀

𝑉𝑜
{𝑘−2([𝐴𝑅] + [𝐴𝑅𝐶𝑎])− 𝑘2[𝐴]([𝑅] + [𝑅𝐶𝑎])}+ 𝑘−3[𝐴𝐹 ]− 𝑘3[𝐴][𝐹 ],

𝑑[𝐴𝐹 ]

𝑑𝑡
= 𝑘3[𝐴][𝐹 ]− (𝑘−3 + 𝑘4)[𝐴𝐹 ],
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𝑑[𝐹 ]

𝑑𝑡
= (𝑘−3 + 𝑘4)[𝐴𝐹 ]− 𝑘3[𝐴][𝐹 ],

𝑑[𝑃 ]

𝑑𝑡
= 𝑘4[𝐴𝐹 ],

𝑑[𝑅𝑅]

𝑑𝑡
= 𝑘−5[𝑅𝑅𝐶𝑎]− 𝑘5[𝑅𝑅][𝐶𝑎2+]𝑐,

𝑑[𝑅𝑅𝐶𝑎]

𝑑𝑡
= 𝑘5[𝑅𝑅][𝐶𝑎2+]𝑐 − 𝑘−5[𝑅𝑅𝐶𝑎],

𝑑[𝐶𝑎2+]𝑜
𝑑𝑡

=
𝑉𝑐𝑃 − 𝑆𝑃𝑀𝐷𝑃𝑀𝑈

𝑉𝑜
,

𝑑[𝐶𝑎2+]𝑟
𝑑𝑡

=
𝑉𝑐𝑄− 𝑆𝑟𝐷𝑆𝑅𝑊

𝑉𝑟
,

𝑑[𝐶𝑎2+]𝑐
𝑑𝑡

=
𝑆𝑃𝑀

𝑉𝑐
{𝐷𝑃𝑀𝑈 + 𝑘−1[𝑅𝐶𝑎]− 𝑘1[𝑅][𝐶𝑎2+]𝑐}+

+
𝑛𝑆𝑟

𝑉𝑐
{𝐷𝑆𝑅𝑊 + 𝑘−5[𝑅𝑅𝐶𝑎]− 𝑘5[𝑅𝑅][𝐶𝑎2+]𝑐} − 𝑃 − 𝑛𝑄,

де 𝑈 = {[𝑅]𝑎𝑙𝑙 + (𝜇𝑃𝑀 − 1)[𝐴𝑅]}([𝐶𝑎2+]𝑜 − [𝐶𝑎2+]𝑐),
𝑊 = {[𝑅𝑅]𝑎𝑙𝑙 + (𝜇𝑆𝑅 − 1)[𝑅𝑅𝐶𝑎]}([𝐶𝑎2+]𝑟 − [𝐶𝑎2+]𝑐), а робота кальцiєвих помп
PM i SR описується рiвняннями Мiхаелiса-Ментен:

𝑃 =
𝑉𝑚𝑃𝑀 [𝐶𝑎2+]𝑐

𝐾𝑚𝑃𝑀 + [𝐶𝑎2+]𝑐
, 𝑄 =

𝑉𝑚𝑆𝑅[𝐶𝑎2+]𝑐
𝐾𝑚𝑆𝑅 + [𝐶𝑎2+]𝑐

.

В базальному станi вiдбувається узгодження параметрiв активного й пасив-
ного транспорту 𝐶𝑎2+ як через PM, так i через мембрану SR. Розроблена мо-
дель якiсно вiдтворює експериментальнi данi. Дослiдження моделi показало, що
в залежностi вiд параметрiв моделi клiтинна система може демонструвати два
види змiн концентрацiї 𝐶𝑎2+ в цитозолi: режим одиночного транзiєнта i режим
перiодичних коливань (РПК). Пiсля завершення стимуляцiї клiтинна система
повертається до базального стану (в умовах in vivo) або виходить на новий ста-
цiонарний рiвень (в умовах in vitro), крiм випадкiв, коли вона знаходиться в
РПК. Показано, що в результатi кальцiй-iндукованого викиду кальцiю SR не
спустошується повнiстю, а зберiгає досить значну кiлькiсть 𝐶𝑎2+. Можливiсть
перерозподiлу 𝐶𝑎2+ мiж трьома компартментами (цитозолем, ПП i SR) дозво-
ляє клiтиннiй системi переходити в РПК. Дослiдження моделi дозволило також
знайти вiдповiдi на ряд питань щодо зупинки процесу CICR, перезаповнення SR
кальцiєм, участi депо-залежних каналiв та ролi повiльного базального потоку в
даному процесi.

Нацiональний авiацiйний унiверситет, Київ, Україна
Email address: petro.zhuk@npp.nau.edu.ua
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ПОТОЧКОВI ОЦIНКИ РОЗВ’ЯЗКIВ ВАГОВОГО
ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ P-ЛАПЛАСА З
ВИКОРИСТАННЯМ ПОТЕНЦIАЛIВ ВОЛЬФА

Є. С. ЗОЗУЛЯ

Узагальнюється представлення Пуассона на випадок квазiлiнiйного
параболiчного рiвняння дивергентного типу

𝑣 (𝑥)𝑢𝑡 − div(𝑤(𝑥)|∇𝑢|𝑝−2∇𝑢) = 𝑓 , 𝑝 > 2 (1)

у областi Ω𝑇 = Ω × (0, 𝑇 ), з ваговими функцiями 𝑣(𝑥) , 𝑤(𝑥), що нале-
жать класу Маккенхаупта та правою частиною 𝑓 ∈ 𝐿1(Ω𝑇 ). Вважаємо, що
Ω− обмежена область у R𝑛, 𝑛 ⩾ 2, 0 < 𝑇 < +∞.

Припускаємо далi, що 𝑤 належить до класу Маккенхаупта 𝐴𝑝 , 1 < 𝑝 < ∞,
тобто

𝑠𝑢𝑝
𝑤(𝐵)

|𝐵|

⎛⎝ 1

|𝐵|

∫︁
𝐵

𝑤− 1
𝑝−1 (𝑥) 𝑑𝑥

⎞⎠𝑝−1

= 𝐾𝑝,𝑤 < +∞ , 𝑤(𝐵) =

∫︁
𝐵

𝑤𝑑𝑥 ,

де супремум береться за всiма кулями 𝐵 ⊂ R𝑛. Тут ми говоримо, що 𝑣(𝑥) ∈ 𝐴∞,
якщо iснує 𝑝0 > 1 таке, що 𝑣(𝑥) ∈ 𝐴𝑝0

.
У випадку, якщо 𝑓 не залежить вiд часу, для кожної кулi з центром у 𝑥0,

виконується 𝑃 𝑓
𝑣,𝑤(𝑥0, 𝑡0, 𝜌) =𝑊 𝑓

𝑤,𝑝(𝑥0, 𝜌) (детальнiше [9]), де 𝑊 𝑓
𝑤,𝑝(𝑥0, 𝜌) - зваже-

ний потенцiал Вольфа (детальнiше [4]).
Перш нiж формулювати наш основний результат, введемо означення слабкого

розв’язку (1).
Скажемо, що 𝑢 - це узагальнений розв’язок рiвняння (1) у Ω𝑇 якщо 𝑢 ∈

𝐶([𝑇1, 𝑇2];𝐿
2(Ω)) ∩ 𝐿𝑝([𝑇1, 𝑇2];𝑊

1,𝑝(Ω)) та для будь-якого iнтервалу [𝑡1, 𝑡2] ⊂
[𝑇1, 𝑇2] i невiд’ємної тестової функцiї 𝜙 ∈𝑊 1,2([𝑡1, 𝑡2];𝐿

2(Ω))∩𝐿𝑝([𝑡1, 𝑡2];𝑊
1,𝑝
0 (Ω))

виконується iнтегральна тотожнiсть∫︁
Ω

𝑣(𝑥)𝑢𝜙𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒𝑡2
𝑡1

+

∫︁∫︁
Ω×[𝑡1,𝑡2]

𝑤(𝑥)|∇𝑢|𝑝−2∇𝑢∇𝜙𝑑𝑥𝑑𝑡 =

=

∫︁∫︁
Ω×[𝑡1,𝑡2]

𝑓𝜙𝑑𝑥𝑑𝑡+

∫︁∫︁
Ω×[𝑡1,𝑡2]

𝑣(𝑥)𝑢𝜙𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡

(2)

Наш основний результат формулюється наступним чином
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Теорема. Нехай 𝑢 слабкий розв’язок рiвняння (1) i 𝑝 > 2. Тодi для
кожного 𝜆 ∈

(︁
0,𝑚𝑖𝑛

{︁
1

𝑝−1 ,
1
𝑁

}︁)︁
iснує 𝛾 > 0, що залежить тiльки вiд даних

𝑝,𝑁, 𝑐0, 𝑐1 i 𝜆, таке, що для кожної точки Лебега (𝑦, 𝑠) ∈ Ω𝑇 для 𝑢± та 𝜌, 𝜃 > 0
такi, що 𝑄𝜌,𝜃 := {𝑥 : |𝑥− 𝑦| ⩽ 𝜌} × [𝑠− 𝜃, 𝑠+ 𝜃] ⊂ Ω𝑇 , виконується

𝑢±(𝑦, 𝑠) ⩽ 𝛾

[︂(︂
𝜓𝑦(𝑅)

𝜃

)︂ 1
𝑝−2

+

[︂
1

𝜓𝑦(𝜌)𝑣(𝐵𝜌)

∫︁∫︁
𝑄𝜌,𝜃

𝑣𝑢
(1+𝜆)(𝑝−1)
+ 𝑑𝑥𝑑𝑡

]︂ 1
1+𝜆(𝑝−1)

+

+

[︂
1

𝜓𝑦(𝜌)𝑤(𝐵𝜌)

∫︁∫︁
𝑄𝜌,𝜃

𝑤𝑢
(1+𝜆)(𝑝−1)
+ 𝑑𝑥𝑑𝑡

]︂ 1
1+𝜆(𝑝−1)

+ 𝑃 𝑓
𝑣,𝑤(𝑦, 𝑠, 𝜌)

]︂ (3)

Доведення Теореми (приведене у [9]) ґрунтується на вiдповiдних модифiка-
цiях iтерацiйної технiки Де Джорджi [2], метода внутрiшнього масштабування
(intrinsic scaling) Дi Бенедетто [3], пiсля адаптацiї технiки Кiлпелайнен - Мали
[5], [4] до параболiчних рiвнянь сумiсно з iдеями [7], [8].
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ПРО РОЗВ’ЯЗКИ ОБЕРНЕНОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ РIВНЯННЯ ТИПУ
ЕЙДЕЛЬМАНА

Г.П. IВАСЮК, Н.П. ПРОЦАХ, Т.М. ФРАТАВЧАН

Нехай 𝒟𝑥 ⊂ R𝑘 i 𝒟𝑦 ⊂ R𝑙 – обмеженi областi з межами 𝜕𝒟𝑥, 𝜕𝒟𝑦. Позначимо:
Ω = 𝒟𝑥 × 𝒟𝑦, 𝑄𝜏 = Ω × (0, 𝜏), де 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ], 𝑆𝑇 = 𝜕Ω × (0, 𝑇 ), 𝑥 ∈ 𝒟𝑥, 𝑦 ∈ 𝒟𝑦,
𝑧 = (𝑥, 𝑦) ∈ Ω, 𝑛 = 𝑘 + 𝑙, 𝜈 – зовнiшня нормаль до 𝜕𝒟𝑥 ×𝒟𝑦 × (0, 𝑇 ).

В областi 𝑄𝑇 розглядаємо обернену задачу для слабко нелiнiйного рiвняння
типу Ейдельмана з невiдомою функцiєю 𝑞(𝑡) у його правiй частинi:

𝑢𝑡 +
𝑘∑︁

𝑖,𝑗=1

(𝑎𝑖𝑗(𝑧, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗
)𝑥𝑖𝑥𝑗

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

(𝑏𝑖𝑗(𝑧, 𝑡)𝑢𝑧𝑖)𝑧𝑗+

+𝑐(𝑧, 𝑡)𝑢+ 𝑔(𝑧, 𝑡, 𝑢) = 𝑓1(𝑧, 𝑡)𝑞(𝑡) + 𝑓0(𝑧, 𝑡), (1)

𝑢(𝑧, 0) = 𝑢0(𝑧), 𝑧 ∈ Ω, (2)

𝑢|𝑆𝑇
= 0,

𝜕𝑢

𝜕𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝒟𝑥×𝒟𝑦×(0,𝑇 )

= 0, (3)∫︁
Ω

𝐾(𝑧)𝑢(𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧 = 𝐸(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (4)

Розв’язком задачi (1) – (4) назвемо таку пару функцiй (𝑢(𝑧, 𝑡), 𝑞(𝑡)), що 𝑢 ∈
𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉1(Ω))∩𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2(Ω)), 𝑢𝑡 ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ), 𝑞 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]), задовольняє рiвнiсть∫︁

𝑄𝜏

(︀
𝑢𝑡𝑣 +

𝑘∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑧, 𝑡)𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗𝑣𝑥𝑖𝑥𝑗 +

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖𝑗(𝑧, 𝑡)𝑢𝑧𝑖𝑣𝑧𝑗+

+𝑐(𝑧, 𝑡)𝑢𝑣 + 𝑔(𝑧, 𝑡, 𝑢)𝑣
)︀
𝑑𝑧 𝑑𝑡 =

∫︁
𝑄𝜏

(𝑓1(𝑧, 𝑡)𝑞(𝑡) + 𝑓0(𝑧, 𝑡))𝑣 𝑑𝑧 𝑑𝑡

для всiх 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ], та 𝑣 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉1(Ω)), та виконуються початковi умови (2)
i умови перевизначення (4). Тут 𝑉1(Ω) =

{︀
𝑢 : 𝑢 ∈ 𝐻1

0 (Ω), 𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗
∈ 𝐿2(Ω), 𝑖, 𝑗 ∈

{1, . . . , 𝑘}, 𝜕𝑢
𝜕𝜈

⃒⃒
𝜕𝒟𝑥×𝒟𝑦

= 0
}︀
.

Нехай коефiцiєнти рiвняння (1) задовольняють умови :

1): 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿∞(Ω)), 𝑎𝑖𝑗,𝑡 ∈ 𝐿∞(𝑄𝑇 ),

𝑎𝑖𝑗(𝑧, 𝑡) ⩾ 𝑎0 > 0 для майже всiх (𝑧, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 , 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑘};
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2): 𝑏𝑖𝑗 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿∞(Ω)), 𝑏𝑖𝑗,𝑡 ∈ 𝐿∞(𝑄𝑇 ), 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛};
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖𝑗(𝑧, 𝑡)𝜉𝑖𝜉𝑗 ⩾ 𝑏0|𝜉|2 для всiх 𝜉 ∈ R𝑛i для всiх (𝑧, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 , 𝑏0 > 0;

3): 𝑐 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿∞(Ω)), 𝑐(𝑧, 𝑡) ⩾ 𝑐0 для майже всiх (𝑧, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 ,

де 𝑐0 – стала;
4): 𝑔(𝑧, 𝑡, 𝜉) вимiрна за (𝑧, 𝑡) в 𝑄𝑇 для всiх 𝜉∈R1 i неперервна за 𝜉

для майже всiх (𝑧, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 , iснує таке 𝑔0 > 0, що
|𝑔(𝑧, 𝑡, 𝜉)− 𝑔(𝑧, 𝑡, 𝜂)| ⩽ 𝑔0|𝜉 − 𝜂|
для майже всiх (𝑧, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 для всiх 𝜉, 𝜂 ∈ R1;

5): 𝑓0, 𝑓1 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2(Ω));

6): 𝑢0∈𝑉1(Ω); 𝐾∈𝑉1(Ω); 𝐸∈𝐻1(0, 𝑇 ), 𝐸(0)=

∫︁
Ω

𝐾(𝑧)𝑢0(𝑧) 𝑑𝑧.

Теорема 1. Нехай виконуються умови 1)-6) та
∫︀
Ω

𝐾(𝑧)𝑓1(𝑧, 𝑡)𝑑𝑧 ̸= 0 для всiх

𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Тодi iснує єдиний розв’язок задачi (1) – (4) в областi 𝑄𝑇 .

Для розв’язку задачi (1) – (4) встановлено оцiнку∫︁
𝑄𝑇

⎛⎝(𝑢)2 +
𝑘∑︁

𝑖,𝑗=1

(𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗
)2 +

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑢𝑧𝑖)
2 + (𝑢𝑡)

2

⎞⎠ 𝑑𝑧 𝑑𝑡 ⩽ 𝑀

(︂∫︁
Ω

(︂
(𝑢0(𝑧))

2+

+
𝑘∑︁

𝑖,𝑗=1

(𝑢0,𝑥𝑖𝑥𝑗
)2 +

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑢0,𝑧𝑖)
2

)︂
𝑑𝑧 +

∫︁
𝑄𝑇

(︀
(𝑓1(𝑧, 𝑡))

2(𝑞(𝑡))2 + (𝑓0(𝑧, 𝑡))
2
)︀
𝑑𝑧 𝑑𝑡

)︂
,

де стала 𝑀 залежить вiд коефiцiєнтiв рiвняння (1).
Також показано, що якщо lim

𝑡→∞
|𝐸′(𝑡)| = 0, то lim

𝑡→∞
‖𝑢(·, 𝑡);𝐿2(Ω)‖ = 0 та

lim
𝑡→∞

|𝑞(𝑡)| = 0.
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ДОСЛIДЖЕННЯ СТIЙКОСТI ВIД ВХОДУ ДО СТАНУ ДЛЯ
АТРАКТОРIВ ЕВОЛЮЦIЙНИХ СИСТЕМ БЕЗ ЄДИНОСТI

О.В. КАПУСТЯН, Т.В. ЮСИПIВ

Еволюцiйнi системи без єдиностi розв’язку вiдiграють важливу роль в за-
гальнiй теорiї нескiнченновимiрних динамiчних систем [1]. Основним об’єктом
якiсної теорiї для таких систем виступає глобальний атрактор – компактна iнва-
рiантна рiвномiрно притягуюча множина [2]. Поняття стiйкостi вiд входу до ста-
ну (Input-to-State Stability) дозволяє визначити вiдхилення траєкторiї збуреної
системи диференцiальних рiвнянь вiд глобального атрактора [3]. При переходi
до дисипативних нескiнченновимiрних систем цiкавим є дослiдження поведiнки
збуреної системи в околi стiйкої рiвномiрно-притягуючої множини – глобально-
го атрактора [4]. В данiй роботi одержано результати щодо робастної стiйко-
стi атракторiв для еволюцiйних систем за умов, що не забезпечують єдинiсть
розв’язку початкової задачi.

Розглядається задача

𝑑

𝑑𝑡
𝑦(𝑡) = 𝐴𝑦(𝑡) + 𝐹 (𝑦(𝑡)), (1)

де 𝑦(𝑡) ∈ 𝑋, (𝑋, ‖ · ‖𝑋) – нескiнченновимiрний фазовий простiр, 𝐴 : 𝐷(𝐴) ↦→ 𝑋
– диференцiальний оператор, 𝐹 : 𝑋 ↦→ 𝑋 – нелiнiйне вiдображення. Вважаємо,
що умови на 𝐴 i 𝐹 забезпечують глобальну розв’язнiсть (1) в 𝑋 i вiдповiдна
(можливо, многозначна) напiвгрупа 𝑆0 : R+ ×𝑋 ↦→ 2𝑋 , породжена розв’язками
(1), має глобальний атрактор Θ, тобто iснує компактна множина Θ ⊂ 𝑋 така,
що Θ = 𝑆0(𝑡,Θ) ∀𝑡 ⩾ 0 i для будь-якої обмеженої 𝐵 ⊂ 𝑋

‖𝑆0(𝑡, 𝐵)‖Θ := 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑋(𝑆0(𝑡, 𝐵),Θ) → 0, 𝑡 → ∞.

Нехай (1) зазнає неавтономних збурень 𝑑 ∈ 𝐿∞(R+). В роботi дослiджується
питання оцiнок вiдхилення траєкторiй такої системи вiд множини Θ. Нехай
𝑆𝑑 : R+ ×𝑋 ↦→ 2𝑋 – напiвпроцес, породжений збуреною задачею.

Робастнiсть атрактора Θ незбуреної задачi (1) по вiдношенню до збурень
визначається наступною властивiстю (ISS):

iснують 𝛽 ∈ 𝒦ℒ i 𝛾 ∈ 𝒦 такi, що ∀𝑦0 ∈ 𝑋, ∀𝑑, ∀𝑡 ⩾ 0

‖𝑆𝑑(𝑡, 𝑦0)‖Θ ⩽ 𝛽(‖𝑦0‖Θ, 𝑡) + 𝛾(‖𝑑‖∞), (2)

де 𝒦 := {𝛾 : R+ → R+| 𝛾 є строго зростаючою, 𝛾(0) = 0}, 𝒦ℒ := {𝛽 : R2
+ →

R+| 𝛽(·, 𝑡) ∈ 𝒦,∀𝑡 ⩾ 0, 𝛽(𝑟, ·) є неперервною, спадною i lim
𝑡→∞

𝛽(𝑟, 𝑡) = 0 ∀𝑟 > 0}.
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Доведено, що принаймнi локально, властивiсть (2), а також властивiсть AG:

lim
𝑡→+∞

‖𝑆𝑑(𝑡, 𝑦0)‖Θ ⩽ 𝛾(‖𝑑‖∞) (3)

справедливi для широких класiв параболiчних та гiперболiчних рiвнянь [5].
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ФУНКЦIЇ ЛЯПУНОВА ЛIНIЙНИХ РОЗШИРЕНЬ
ДИНАМIЧНИХ СИСТЕМ НА ТОРI

В.Л. КУЛИК, Г.М. КУЛИК, Н.В. СТЕПАНЕНКО

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь вигляду

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝑎 (𝜙) ,

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴 (𝜙)𝑥, (1)

де 𝑎 (𝜙) = {𝑎1 (𝜙) , . . . , 𝑎𝑚 (𝜙)} ∈ 𝐶𝐿𝑖𝑝 (𝑇𝑚), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝐴 (𝜙) ∈ 𝐶0 (𝑇𝑚). Важливим
питанням для таких систем є питання їх регулярностi, а ефективним методом
дослiдження цього питання є метод функцiй Ляпунова. В запропонованiй до-
повiдi будемо розглядати питання збурення системи (1) при фiксованiй функцiї
Ляпунова.

Нехай похiдна вздовж розв’язкiв системи (1) квадратичної форми
𝑉 = ⟨𝑆 (𝜙)𝑥, 𝑥⟩ є додатно визначеною i при цьому симетрична матриця кое-
фiцiєнтiв 𝑆 (𝜙) ∈ 𝐶1 (𝑇𝑚) невироджена, тодi вiдомо [1], що система (1) мати-
ме єдину функцiю Грiна 𝐺0 (𝜏, 𝜙), тобто буде регулярною. При цьому виникає
питання: як можна змiнити систему (1), щоб похiдна тiєї ж квадратичної фор-
ми в силу змiненої системи також була б додатно визначеною? Виявилось, що
для цього вектор-функцiю 𝑎 (𝜙) можна замiнити будь-якою iншою, наприклад,
𝑏 (𝜙) ∈ 𝐶𝐿𝑖𝑝 (𝑇𝑚) i при цьому пiдiбрати матрицю 𝐴 (𝜙) наступним чином

𝐴 (𝜙) = 𝑆−1 (𝜙) ·𝐵 (𝜙)− 1

2
𝑆−1 (𝜙)

𝜕𝑆 (𝜙)

𝜕𝜙
𝑏 (𝜙) ,

де 𝐵 (𝜙) — довiльна неперервна матриця, яка задовольняє нерiвнiсть
⟨𝐵 (𝜙)𝑥, 𝑥⟩ ⩾ 𝛽‖𝑥‖2, 𝛽 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. Якщо розглянути змiнну симетричну ма-

трицю 𝑆 (𝜙) =

(︂
cos𝜙 sin𝜙
sin𝜙 − cos𝜙

)︂
, то для неї виконуються тотожностi 𝑆2 (𝜙) ≡

diag {1, 1} i 𝑆−1 (𝜙) 𝑑𝑆(𝜙)
𝑑𝜙 =

(︂
0 1
−1 0

)︂
. Отже виникає задача: знайти змiннi,

невиродженi симетричнi матрицi 𝑆 (𝜙) розмiрiв 3 × 3 i 4 × 4, для яких би ви-
конувались умови 𝑆2 (𝜙) ≡ 𝐿0 , 𝐿0 — деяка невироджена постiйна матриця i
𝑆−1 (𝜙) 𝑑𝑆(𝜙)

𝑑𝜙 ≡ 𝐿1 — постiйна матриця. Отримано такi результати. Нехай

𝑆 (𝜙) =

⎡⎣ (︀
1 +

√
2 cos𝜙

)︀
2 sin𝜙

(︀
1−

√
2 cos𝜙

)︀
2 sin𝜙 −2

√
2 cos𝜙 −2 sin𝜙(︀

1−
√
2 cos𝜙

)︀
−2 sin𝜙

(︀
1 +

√
2 cos𝜙

)︀
⎤⎦ .
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Тодi 𝑆2 (𝜙) =

⎡⎣ 6 0 −2
0 8 0
−2 0 6

⎤⎦ , 𝑆−1 (𝜙) · 𝑑𝑆(𝜙)
𝑑𝜙 =

√
2
2

⎡⎣ 0 −1 0
1 0 −1
0 1 0

⎤⎦ .

Змiнну матрицю 𝑆 (𝜙) розмiрностi 4×4 пропонуємо вибирати у виглядi суми
двох матриць 𝑆 (𝜙1, 𝜙2) = 𝑆1 (𝜙1) + 𝑆2 (𝜙2), де

𝑆1 (𝜙1) =

⎡⎢⎢⎣
cos𝜙1 𝑝 sin𝜙1

𝑝 sin𝜙1 −𝑝2 cos𝜙1

𝑝 cos𝜙1 sin𝜙1

𝑝2 sin𝜙1 −𝑝 cos𝜙1

𝑝 cos𝜙1 𝑝2 sin𝜙1

sin𝜙1 −𝑝 cos𝜙1

𝑝2 cos𝜙1 𝑝 sin𝜙1

𝑝 sin𝜙1 − cos𝜙1

⎤⎥⎥⎦ ,

𝑆2 (𝜙2) =

⎡⎢⎢⎣
cos𝜙2 𝑝−1 sin𝜙2

𝑝−1 sin𝜙2 −𝑝−2 cos𝜙2

−𝑝−1 cos𝜙2 − sin𝜙2

−𝑝−2 sin𝜙2 𝑝−1 cos𝜙2

−𝑝−1 cos𝜙2 −𝑝−2 sin𝜙2

− sin𝜙2 𝑝−1 cos𝜙2

𝑝−2 cos𝜙2 𝑝−1 sin𝜙2

𝑝−1 sin𝜙2 − cos𝜙2

⎤⎥⎥⎦ ,

𝑝 — довiльний дiйсний параметр, 𝑝 ̸= 0. Мають мiсце тотожностi: 𝑆1 (𝜙1) ·
𝑆2 (𝜙2) ≡ 𝑆2 (𝜙2)·𝑆1 (𝜙1) ≡ 0, з яких випливає: 𝑆2 (𝜙1, 𝜙2) = [𝑆1 (𝜙1) + 𝑆2 (𝜙2)]

2
=

𝑆2
1 (𝜙1) + 𝑆2

2 (𝜙2) =

⎡⎢⎢⎣
𝑚 0
0 𝑛

𝑘 0
0 𝑘

𝑘 0
0 𝑘

𝑛 0
0 𝑚

⎤⎥⎥⎦ = 𝐿0, det𝐿0 =
(︀
𝑚𝑛− 𝑘2

)︀2
= 𝑚4, де

позначено 𝑚 = 2 + 𝑝2 + 𝑝−2, 𝑛 = 𝑝2 + 𝑝−2 + 𝑝4 + 𝑝−4, 𝑘 = 𝑝 − 𝑝−1 + 𝑝3 − 𝑝−3.
Можна довести що матриця 𝐿0 не вироджена.

Аналогiчно можна показати, що для вибраної матрицi 𝑆 (𝜙1, 𝜙2) виконується i
друга умова, тобто 𝑆 (𝜙1, 𝜙2)· 𝜕𝑆(𝜙1,𝜙2)

𝜕𝜙1
та 𝑆 (𝜙1, 𝜙2)· 𝜕𝑆(𝜙1,𝜙2)

𝜕𝜙2
— постiйнi матрицi.
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ПРОЕКЦIЙНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗАННЯ БАГАТОТОЧКОВОЇ
ЗАДАЧI ДЛЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ З

МАЛОЮ НЕЛIНIЙНIСТЮ I ПАРАМЕТРАМИ

В.В. ЛИСТОПАДОВА

Нехай необхiдно знайти функцiю 𝑦(𝑥) ∈ 𝑊 2
2 (𝑎; 𝑏) i параметри 𝜆 ∈ 𝑅𝑙, якi

задовольняють рiвняння:

𝑦(𝑚)(𝑥) +
𝑚∑︁

𝜏=1

𝑔𝜏 (𝑥)𝑦
𝑚−𝜏 (𝑥) +

𝑚∑︁
𝜏=1

𝑑𝜏 (𝑥)𝑦
𝑚−𝜏 (𝑥)(𝑥−∆) = 𝑓(𝑥) + 𝑐(𝑥)𝜆+

+ 𝜀𝑞(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥), . . . , 𝑦(𝑚−1)(𝑥), 𝑦(𝑥−∆), 𝑦′(𝑥−∆), . . . , 𝑦(𝑚−1)(𝑥−∆), 𝜆),

𝑥 ∈ (𝑎; 𝑏),

(1)

i додатковi умови

𝑦(𝑥𝑠) = 𝛼𝑠, 𝛼𝑠 ∈ 𝑅, 𝑠 = 1, 𝑝, 𝑎 = 𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑠 < . . . < 𝑥𝑝 = 𝑏, (2)

𝑦(𝑥−∆) = 𝑦′(𝑥−∆) = . . . = 𝑦(𝑚−1)(𝑥−∆) = 0, 𝑥 ∈ (𝑎; 𝑐), 𝑐 = 𝑎+∆, (3)
де ∆ — постiйне запiзнення, ∆ > 0, 𝑐(𝑥)𝜆 — скалярний добуток вектора 𝜆 =
(𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑙) i неперервної на (𝑎; 𝑏) вектор функцiї 𝑐(𝑥) = (𝑐1(𝑥), 𝑐2(𝑥), . . . , 𝑐𝑙(𝑥)),
𝑙 = 𝑝−𝑚, 𝜀 — малий параметр. Припустимо, що коефiцiєнти 𝑔𝜏 (𝑥), 𝑑− 𝜏(𝑥), 𝜏 =
1,𝑚, 𝑐(𝑥) — визначенi й неперервнi на [𝑎, 𝑏], 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑎, 𝑏).

В повiдомленнi дослiджується iснування та єдинiсть розв’язку задачi (1)–(3)
за допомогою зведення її до рiвносильного iнтегрального рiвняння з малою
нелiнiйнiстю. Обґрунтовано застосування до даної задачi проекцiйного методу,
доведено зведення проекцiйного методу для задачi (1)–(3) до методу
Бубнова–Гальоркiна розв’язання iнтегрального рiвняння з малою нелiнiйнiстю,
та одержано достатнi умови збiжностi методу.
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СТIЙКIСТЬ IНВАРIАНТНОГО ТОРА
ОДНОГО КЛАСУ IМПУЛЬСНИХ СИСТЕМ

К.Ю. МАМСА, М.М. ПЕРЕСТЮК, Ю.М. ПЕРЕСТЮК

Розглядається система диференцiальних рiвнянь

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝑎(𝜙),

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑃 (𝜙)𝑥, 𝜙 ∈ 𝑇𝑚, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, (1)

∆𝑥|𝜙∈Γ = 𝐵(𝜙)𝑥|𝜙∈Γ,

в якiй векторна функцiя 𝑎(𝜙) та матричнi функцiї 𝑃 (𝜙) i 𝐵(𝜙) визначенi для
всiх 𝜙 ∈ 𝑇𝑚 неперервнi i 2𝜋-перiодичнi по кожнiй змiннiй 𝜙𝜈 . Щодо 𝐵(𝜙), то
достатньо, щоб вона була визначена на множинi Γ.

Щодо множини Г вважаємо, що вона є пiдмножиною тора 𝑇𝑚 i задається
рiвнянням

Φ(𝜙) = 0, (2)

де Φ(𝜙) - скалярна, неперервно диференцiйовна 2𝜋-перiодична по кожнiй змiн-
нiй 𝜙𝜈 , 𝜈 = 1,𝑚, функцiя. Вважатимемо також, що кожна з траєкторiй системи
𝜙̇ = 𝑎(𝜙) перетинає множину Г трансверсально. Для цього достатньо виконання
умови ⟨𝑔𝑟𝑎𝑑Φ(𝜙), 𝑎(𝜙)⟩ ≠ 0, 𝜙 ∈ Γ. Позначимо через 𝐺 ⊆ 𝑇𝑚 множину точок
всiх траєкторiй, що починаються в Г:

𝐺 = {𝜙 ∈ 𝑇𝑚 : 𝜙 = 𝜙𝑡(𝜙0), 𝜙0 ∈ Γ, 𝑡 ∈ 𝑅}, (3)

де 𝑅 - дiйсна числова вiсь.
Позначимо через 𝑡 = 𝑡𝑖(𝜙) розв’язки рiвняння (2) для яких рiвномiрно по

𝑡 ∈ 𝑅 : 𝜙 ∈ 𝑇𝑚 iснує

lim
𝑇→∞

𝑖(𝑡, 𝑡+ 𝑇 )

𝑇
= 𝑝, (4)

де 𝑖(𝑡, 𝑡 + 𝑇 ) - кiлькiсть розв’язкiв рiвняння (3) 𝑡 = 𝜏𝑖(𝜙), що знаходяться мiж
𝑡 i 𝑡+ 𝑇 .
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Така границя iснує, коли послiдовнiсть {𝜏𝑖+1(𝜙) − 𝜏𝑖(𝜙)}, 𝑖 ∈ 𝑍, 𝜙 ∈ 𝑇𝑚 є
перiодичною або майже перiодичною.

Умова iснування границi (4) рiвносильна такiй: можна вказати такi числа
додатне 𝑙 i натуральне 𝑞, що будь-який промiжок довжини 𝑙 [𝑡, 𝑡+ 𝑙] мiстить не
бiльше, нiж 𝑞 членiв послiдовностi {𝑡𝑖(𝜙)}.

Теорема 1. Нехай в системi рiвнянь (1) матрицi 𝑃 (𝜙) i 𝐵(𝜙) такi, що для
деяких 𝛾(𝜙), 𝛼(𝜙) i 𝑥 ∈ 𝑅𝑛

⟨𝑃 (𝜙)𝑥, 𝑥⟩ ⩽ 𝛾(𝜙) ⟨𝑥, 𝑥⟩ , 𝜙 ∈ 𝑇𝑚,⟨︀
(𝐸 +𝐵𝑇 (𝜙))(𝐸 +𝐵(𝜙))𝑥, 𝑥

⟩︀
⩽ 𝛼2(𝜙) ⟨𝑥, 𝑥⟩ , 𝜙 ∈ Γ.

(5)

Якщо

𝛾0 + 𝜗 ln𝛼0 < 0, (6)

де 𝛾0 = max
𝜙∈𝑇𝑚

𝛾(𝜙), 𝛼0 = max
𝜙∈𝐺

𝛼(𝜙), то тривiальний тор системи рiвнянь (1)

асимптотично стiйкий.

Лiтература

[1] Samoilenko А.M., Perestyuk N.A. Impulsive Differential equations – Singapore: World Scientific,
1995. – 462 p.

[2] Капустян О.В., Перестюк Ю.М. Якiсна поведiнка траєкторiй розривних динамiчних си-
стем – монографiя – К. ВПЦ "Київський унiверситет"2021. – 182 с.

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
КНУ iменi Тараса Шевченка, Київ, Україна
КНУ iменi Тараса Шевченка, Київ, Україна
Email address: Ekaterinamamsa@gmail.com, perestyuk@gmail.com

XIX Міжнародна наукова конференція імені академіка Михайла Кравчука - 43 -



ЗАСТОСУВАННЯ ДИФЕРЕНЦIЙНИХ РIВНЯНЬ У
ЧАСТИННИХ ПОХIДНИХ ЗМIШАНОГО ТИПУ ПРИ

ДОСЛIДЖЕННI НАПРУЖЕНОГО СТАНУ АНIЗОТРОПНОГО
МАСИВУ

Р. I. МАНУЙЛЕНКО

Останнiм часом доля нафти i газу серед енергоресурсiв знижується. Шантаж
монополiстiв i вiйна Росiї в Українi змусили свiт шукати iншi джерела енергiї.
Поряд з дослiдженням i розробкою альтернативних джерел енергiї багато країн
повернулися до видобування твердих корисних копалин.

У Нiмеччинi наразi розконсервовуються вугiльнi шахти, Китай свою вугiльну
галузь розвивав завжди [1]. Так само багато уваги придiляються iншим твердим
копалинам, таким, як торф, сланцi тощо.

Останнiм часом популярним джерелом електроенергiї стає сланцевий газ i
шахтовий метан та етан. Лiдерами з розробки цих ресурсiв є США та Канада [1].
В Українi цей напрям розвиватися став наприкiнцi минулого столiття, але потiм
цей напрямок було згорнуто [2, 3].

При розробцi корисних копалин вiдбувається перерозподiл напружень i де-
формацiй у масивi. Для дослiдження стану корисної копалини i навколишнiх
порiд використовуються методи теорiї пружностi, пластичностi та повзучостi.

Рiвняння стану корисної копалини мають гiперболiчний тип, а диференцiйнi
рiвняння для навколишнiх порiд мають елiптичний тип.

Для встановлення механiчного стану корисної копалини система рiвнянь те-
орiї пластичностi зводиться до рiвнянь рiвноваги, зв’язку мiж напруженнями
та змiщеннями та рiвняння нестисливостi. При умовi пластичностi Мiзеса [3]
система рiвнянь має гiперболiчний тип в усiй зонi пластичних деформацiй. Бу-
ло розроблено як аналiтичнi методи розв’язання задач, так i чисельнi методи
характеристик, якi дозволяють визначити напруження та змiщення в пластi i
на пiдставi цього розв’язку уточнити крайовi умови для навколишнiх порiд. Ме-
тод дозволяє встановити лiнiї поширення деформацiй i стан порiд для рiзних
коефiцiєнтiв пластичної анiзотропiї.

При визначеннi напружень, деформацiй та змiщень у породах використовую-
ться рiвняння теорiї пружностi анiзотропного тiла. Для двовимiрного випадку
система рiвнянь пружностi i повзучостi має елiптичний тип, завдяки чому при
розв’язаннi використовуються методи теорiї функцiй комплексної змiнної. На-
пруження та змiщення вираховуються через функцiї узагальнених комплексних
координат [3, 4]. Узагальненi комплекснi областi перетворюються з заданої обла-
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стi афiнним перетворенням, при розв’язаннi можна скористатися тим, що пiв-
площина при подiбному перетвореннi залишається пiвплощиною. Розв’язання
системи рiвнянь елiптичного типу вiдбувається на основi iнтегральних методiв
Сiньорiнi—Келдиша—Сєдова [5].

При розробцi корисної копалини вiдбувається перехiд з копалини до порiд i
фiльтрацiя газу [3, 5]. Система рiвнянь фiльтрацiї має елiптичний тип i розв’язу-
ється методом теорiї функцiй комплексної змiнної. Одним з методiв розробки
газу є створення в породах покрiвлi поблизу розроблюваного пласта iншої ви-
робки [5], яка має назву газового горизонту. При наближеннi вибою до газового
горизонту збiльшується надходження метану, а на бiльших глибинах — i етану,
далi газ закачується на поверхню i очищується вiд домiшок.
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УМОВИ ВИНИКНЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ СЛАБОЗБУРЕНИХ
ЛIНIЙНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ СИСТЕМ З

IМПУЛЬСНОЮ ДIЄЮ

З.П. ОРДИНСЬКА, Р.Ф. ОВЧАР

Отриманi ефективнi коефiцiєнтнi умови виникнення розв’язкiв лiнiйних не-
однорiдних iмпульсних крайових задач з малим збуренням у випадку, коли по-
роджуюча крайова задача з iмпульсною дiєю не має розв’язкiв при довiльних
правих частинах.

Розглянемо слабозбурену лiнiйну неоднорiдну крайову задачу з iмпульсною
дiєю вигляду [4]:

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑧̇ = 𝐴(𝑡)𝑧 + 𝜀𝐴1(𝑡)𝑧 + 𝑓(𝑡), 𝑡 ̸= 𝜏𝑖,

∆𝑧|𝑡=𝜏𝑖 − 𝑆𝑖𝑧 = 𝑎𝑖 + 𝜀𝐴1𝑖𝑧(𝜏𝑖 − 0),

𝑙𝑧 = 𝛼+ 𝜀𝑙1𝑧.

(1)

Припустимо, що у породжуючої крайової задачi з iмпульсною дiєю, яка отри-
мується iз (1), при 𝜀 = 0 не iснує розв’язкiв при довiльних неоднорiдностях
𝑓(𝑡) ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏]∖{𝜏𝑖}𝐼), 𝑎𝑖 ∈ R𝑛, 𝛼 ∈ R𝑚, тобто критерiй її розв’язностi [1] не вико-
нується. Виникає питання, чи можливо за допомогою лiнiйних збурень зробити
цю задачу розв’язною, i якщо можливо, то якими повиннi бути збуренi додан-
ки 𝜀𝐴1(𝑡), 𝜀𝐴1𝑖, та 𝜀𝑙1, щоб крайова задача (1) мала розв’язки при будь-яких
неоднорiдностях 𝑓(𝑡), 𝑎𝑖 i 𝛼. Аналогiчно [2], вiдповiсти на це питання можна за
допомогою 𝑑× 𝑟 - вимiрної матрицi:

𝐵0 = 𝑃𝑄*
𝑑

[︃
𝑙1𝑋𝑟(·)− 𝑙

∫︁ 𝑏

𝑎

𝐾(·, 𝜏)𝐴1(𝜏)𝑑𝑟 − 𝑙

𝑝∑︁
𝑖=1

𝐾(·, 𝜏𝑖)𝐴1𝑖𝑋𝑟(𝜏𝑖 − 0)

]︃
, (2)

побудованої по коефiцiєнтам вихiдної диференцiальної крайової задачi.
Застосування метода Вiшiка–Люстернiка [2, 3] дозволяє знайти ефективнi

коефiцiєнтнi умови виникнення розв’язкiв крайової задачi (1) у виглядi ря-
дiв Лорана за степенями малого параметра 𝜀 зi скiнченним числом доданкiв,
якi мiстять вiд’ємнi степенi 𝜀. Доведена теорема, яка дозволяє розв’язати по-
ставлену задачу. Перш нiж її сформулювати, введемо наступнi позначення:
𝑄 = 𝑙𝑋(·)−(𝑚×𝑛) - вимiрна матриця; 𝑄* = 𝑄𝑇 ; 𝑃𝑄*−(𝑚×𝑚) - вимiрна матриця-
ортопроектор: R𝑚 → 𝑁(𝑄*); 𝑃𝑄*

𝑑
− (𝑑×𝑚) - вимiрна матриця, рядки якої є пов-

на система 𝑑–лiнiйно-незалежних рядкiв матрицi 𝑃𝑄*(𝑑 = 𝑚−𝑛1, 𝑛1 = rank 𝑄);
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𝑃𝐵0 − (𝑟 × 𝑟) - вимiрна матриця-ортопроектор: R𝑟 → 𝑁(𝐵0); 𝑃𝐵*
0
− (𝑑 × 𝑑) -

вимiрна матриця-ортопроектор: R𝑑 → 𝑁(𝐵*
0); 𝐵*

0 = 𝐵𝑇
0 .

Теорема 1. Нехай крайова задача (1) задовольняє вказаним вище умовам так,
що має мiсце критичний випадок (rank𝑄 = 𝑛1 < 𝑛) i породжуюча крайова
задача (𝜀 = 0) при довiльних неоднорiдностях 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏]∖{𝜏𝑖}𝐼), 𝑎𝑖 ∈ R𝑛,
𝛼 ∈ R𝑚 не має розв’язкiв. Тодi, якщо виконуються умови

𝑃𝐵0
= 0, 𝑃𝐵*

0
𝑃𝑄*

𝑑
= 0, (3)

то для крайової задачi (1) iснує при довiльних

𝑓(𝑡) ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏]∖{𝜏𝑖}𝐼), 𝑞𝑖 ∈ R𝑛, 𝛼 ∈ R𝑚

єдиний розв’язок у виглядi збiжного при 𝜀 ∈ (0, 𝜀*] ряду

𝑧(𝑡, 𝜀) =
+∞∑︁
𝑖=−1

𝜀𝑖𝑧𝑖(𝑡). (4)

Можна показати, що якщо умови (3) теореми не виконуються, то для отри-
мання достатнiх умов виникнення розв’язкiв крайової задачi (1) необхiдно за-
лучити 𝑑× 𝑟 - вимiрну матрицю 𝐵1 [2]. Розв’язок 𝑧(𝑡, 𝜀) крайової задачi вiдшу-
ковується при цьому у виглядi збiжного при 𝜀 ∈ (0, 𝜀*] ряду з 𝑘 ⩾ −2.
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АСИМПТОТИКА РОЗВ’ЯЗКУ ДВОТОЧКОВОЇ КРАЙОВОЇ
ЗАДАЧI ДЛЯ ЛIНIЙНОЇ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНОЇ СИСТЕМИ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ У ВИПАДКУ СИНГУЛЯРНОЇ

ГРАНИЧНОЇ В’ЯЗКИ МАТРИЦЬ

О.В. ПАФИК

Розглянуто двоточкову крайову задачу

𝜀ℎ𝐵(𝑡; 𝜀)
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡; 𝜀)𝑥+ 𝑓(𝑡; 𝜀) exp

(︂
𝜀−ℎ

∫︁ 𝑡

0

𝛼(𝜏)𝑑𝜏

)︂
, (1)

𝑀𝑥(0; 𝜀) +𝑁𝑥(𝑇 ; 𝜀) = 𝑝(𝜀), (2)
в який 𝑥(𝑡, 𝜀) — шуканий 𝑛-вимiрний вектор, 𝐴(𝑡; 𝜀), 𝐵(𝑡; 𝜀) — квадратнi матри-
цi 𝑛-го порядку, коефiцiєнти яких є дiйснi або комплекснозначнi функцiї; 𝑀,𝑁
— квадратнi матрицi 𝑛-го порядку зi сталими коефiцiєнтами; 𝑓(𝑡; 𝜀) - задана
𝑛-вимiрна вектор-функцiя, коефiцiєнти якої є дiйснi або комплекснозначнi фун-
кцiї; 𝛼(𝑡) — скалярна функцiя; 𝑝(𝜀) заданий 𝑛-вимiрний вектор; 𝜀 ∈ (0; 𝜀0] —
малий дiйсний параметр, 𝜀0 << 1, ℎ ∈ 𝑁 , 𝑡 ∈ [0;𝑇 ].

Крайову задачу (1), (2) було розглянуто при виконаннi наступних умов:
1∘. Матрицi 𝐴(𝑡; 𝜀), 𝐵(𝑡; 𝜀) та вектор 𝑓(𝑡; 𝜀) допускають на вiдрiзку [0;𝑇 ] рiв-

номiрнi асимптотичнi розвинення за степенями 𝜀:

𝐴(𝑡; 𝜀) ∼
∑︁
𝑘⩾0

𝜀𝑘𝐴𝑘(𝑡), 𝐵(𝑡; 𝜀) ∼
∑︁
𝑘⩾0

𝜀𝑘𝐵𝑘(𝑡), 𝑓(𝑡; 𝜀) ∼
∑︁
𝑘⩾0

𝜀𝑘𝑓𝑘(𝑡).

2∘. Коефiцiєнти матриць 𝐴𝑘(𝑡) =
⃦⃦⃦
𝑎
(𝑘)
𝑖𝑗 (𝑡)

⃦⃦⃦𝑛
1
, 𝐵𝑘(𝑡) =

⃦⃦⃦
𝑏
(𝑘)
𝑖𝑗 (𝑡)

⃦⃦⃦𝑛
1
, 𝑘 = 0, 1, . . . ,

та векторiв 𝑓𝑘(𝑡) =
(︁
𝑓
(𝑘)
1 (𝑡); 𝑓

(𝑘)
2 (𝑡); . . . ; 𝑓

(𝑘)
𝑛 (𝑡)

)︁𝑇

, 𝑘 = 0, 1, . . . , нескiнченно ди-
ференцiйовнi на вiдрiзку [0;𝑇 ]:

𝑎
(𝑘)
𝑖𝑗 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0;𝑇 ] ; 𝑏

(𝑘)
𝑖𝑗 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0;𝑇 ] , 𝑓

(𝑘)
𝑖 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0;𝑇 ] , 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑘 = 0, 1 . . . .

3∘. Гранична в’язка матриць

𝐿(𝑡, 𝜆) = 𝐴0(𝑡)− 𝜆𝐵0(𝑡)

є сингулярною ∀𝑡 ∈ [0;𝑇 ] i зберiгає сталу кронекерову структуру на вiдрiзку
[0;𝑇 ], причому в’язка матриць 𝐿(𝑡, 𝜆) має по одному мiнiмальному iндексу для
стовпцiв та рядкiв: 𝑝 ⩾ 0 для стовпцiв та 𝑞 = 𝑛− 𝑝− 1 для рядкiв.
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4∘. Вектор 𝑝(𝜀) зображається у виглядi асимптотичного ряду:

𝑝(𝜀) ∼
∑︁
𝑘⩾0

𝜀𝑘𝑝𝑘.

5∘.
(︁
𝐵1(𝑡)𝜙(𝑡);𝜓(𝑡)

)︁
̸= 0, ∀𝑡 ∈ [0;𝑇 ], де 𝜙(𝑡), 𝜓(𝑡) елеметри нуль-простору

матриць 𝐵0(𝑡) i 𝐵*
0(𝑡) вiдповiдно.

При виконаннi умов 1∘ − 5∘ та деяких iнших додаткових умов, використо-
вуючи результати робiт [1-4], побудовано асимптотичний розв’язок двоточкової
крайової задачi (1), (2) у випадку, коли гранична в’язка матриць 𝐿(𝑡, 𝜆) є син-
гулярною та має по одному мiнiмальному iндексу для стовпцiв та рядкiв:

1. Побудовано формальний розв’язок задачi (1), (2).
2. Доведено, що побудований формальний розв’язок задачi (1), (2), є асим-

птотичним розвиненням точного розв’язку цiєї задачi при 𝜀 −→ 0, наведено
вiдповiднi асимптотичнi оцiнки.
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АСИМПТОТИЧНИЙ АНАЛIЗ ЗАГАЛЬНОГО РОЗВ’ЯЗКУ
ЛIНIЙНОЇ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНОЇ СИСТЕМИ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ВИЩОГО ПОРЯДКУ З
ВИРОДЖЕННЯМИ У БАГАТОВИМIРНОМУ ВИПАДКУ

С.П. ПАФИК

Дослiджена система диференцiальних рiвнянь вигляду
𝑚∑︁

𝑘=0

𝜀𝑘ℎ𝐴𝑘(𝑡, 𝜀)
𝑑𝑘𝑥

𝑑𝑡𝑘
= 0, (1)

в який 𝑥(𝑡, 𝜀) — шуканий 𝑛-вимiрний вектор, 𝐴𝑖(𝑡, 𝜀), 𝑖 = 0,𝑚, — (𝑛×𝑛)-матрицi,
коефiцiєнти яких є дiйснi або комплекснозначнi функцiї, 𝜀 ∈ (0; 𝜀0] — малий
дiйсний параметр, ℎ ∈ 𝑁 , 𝑡 ∈ [0;𝑇 ].

Систему (1) було розглянуто при виконаннi наступних умов:
1∘. Матрицi 𝐴𝑖(𝑡, 𝜀), 𝑖 = 0,𝑚, допускають на вiдрiзку [0;𝑇 ] рiвномiрнi асим-

птотичнi розвинення за степенями 𝜀:

𝐴𝑖(𝑡, 𝜀) ∼
∑︁
𝑘⩾0

𝜀𝑘𝐴
(𝑘)
𝑖 (𝑡), 𝑖 = 0,𝑚.

2∘. Коефiцiєнти матриць 𝐴
(𝑘)
𝑖 (𝑡), 𝑖 = 0,𝑚, 𝑘 = 0, 1, . . ., — нескiнченно дифе-

ренцiйованi на вiдрiзку [0;𝑇 ].
3∘. det𝐴

(0)
𝑚 (𝑡) = 0,∀𝑡𝜖[0;𝑇 ].

4∘. Гранична в’язка матриць

𝑃 (𝑡, 𝜆) =
𝑚∑︁
𝑖=0

𝜆𝑖𝐴
(0)
𝑖 (𝑡)

системи (1) регулярна при всiх 𝑡 ∈ [0;𝑇 ] i має 𝑟 > 1 скiнченних елементарних
дiльникiв (𝜆−𝜆0(𝑡))

𝑝 кратнiстю 𝑝 > 1 кожний i 𝑠 > 1 нескiнченних — кратностi
𝑞 кожний, причому 𝑝𝑟 + 𝑞𝑠 = 𝑚𝑛.

При виконаннi умов 1∘−4∘, використовуючи метод дiаграм Ньютона, здiйсне-
но асимптотичний аналiз структури загального розв’язку системи (1) у багато-
вимiрному випадку, коли гранична в’язка матриць 𝑃 (𝑡, 𝜆) має кiлька скiнченних
та нескiнченних елементарних дiльникiв однакової кратностi:

1. Виведено рiвняння розгалуження для розв’язкiв першої та другої груп,
що вiдповiдають скiнченним та нескiнченним елементарним дiльникам в’язки
матриць 𝑃 (𝑡, 𝜆) вiдповiдно.
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2. Здiйснено аналiз отриманих рiвнянь розгалуження.
3. Розроблено алгоритм побудови розв’язкiв першої та другої груп системи (1)

iз рiвнянь розгалуження.
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ БIОЛОГIЧНОГО ОЧИЩЕННЯ
СТIЧНИХ ВОД

В.К. РЕПЕТА, Л. I. ПАВЛЮХ, С.Й. ШАМАНСЬКИЙ

Проблема очищення стiчних вод вiд шкiдливих домiшок у наш час набуває
все бiльшої актуальностi. В останнi десятилiття все частiше для цього викори-
стовують бiологiчний ресурс, зокрема мiкроводоростi. У цiй роботi запропоно-
вано математичну модель замкненої водної системи типу «споживач–ресурс», у
якiй ресурсом є шкiдливi фосфорнi та азотнi домiшки, а споживачем — мiкро-
водоростi Euglena gracilis.

Уведемо позначення: 𝐶𝑚, 𝐶𝑖1, 𝐶𝑖2 — концентрацiї (у мг/дм3) мiкроводоро-
стей, домiшок фосфору та домiшок азоту вiдповiдно. У початковий момент
часу концентрацiї мiкроводоростей та домiшок фосфору й азоту дорiвнюють
вiдповiдно

𝐶𝑚(0) = 𝐶𝑚0, 𝐶𝑖1(0) = 𝐶𝑖10, 𝐶𝑖2(0) = 𝐶𝑖20.

Динамiку змiни зазначених концентрацiй описано за допомогою системи не-
лiнiйних диференцiальних рiвнянь вигляду⎧⎪⎨⎪⎩

𝑑𝐶𝑚

𝑑𝑡 = 𝑞 · 𝐶𝑚

𝐶𝑚0
· (𝛼1 · 𝑇1 (𝐶𝑖1, 𝐶𝑚) + 𝛼2 · 𝑇3 (𝐶𝑖2, 𝐶𝑚))− 𝛾𝐶𝑚

𝑑𝐶𝑖1

𝑑𝑡 = −𝛽1 · 𝑞 · 𝐶𝑚 · 𝑇2 (𝐶𝑖1, 𝐶𝑚)
𝑑𝐶𝑖2

𝑑𝑡 = −𝛽2 · 𝑞 · 𝐶𝑚 · 𝑇4 (𝐶𝑖2, 𝐶𝑚)

(1)

де трофiчнi функцiї мають вигляд

𝑇2𝑘−1 (𝐶𝑖𝑘, 𝐶𝑚) =
1−

(︁
1− 𝐶𝑖𝑘

𝐶𝑖𝑘0

)︁𝑛

(︁
1 + 𝛿4𝑘−3 ·

(︁
𝐶𝑖𝑘

𝐶𝑖𝑘0

)︁𝑛4𝑘−3
)︁(︁

1 + 𝛿4𝑘−2 ·
(︁

𝐶𝑚

𝐶𝑚0

)︁𝑛4𝑘−2
)︁ ,

𝑇2𝑘 (𝐶𝑖𝑘, 𝐶𝑚) =

𝐶𝑖𝑘

𝐶𝑖𝑘0
· 1
𝐶𝑚0(︁

1 + 𝛿4𝑘−1 ·
(︁

𝐶𝑖𝑘

𝐶𝑖𝑘0

)︁𝑛4𝑘−1
)︁(︁

1 + 𝛿4𝑘 ·
(︁

𝐶𝑚

𝐶𝑚0

)︁𝑛4𝑘
)︁ , 𝑘 = 1; 2.

У системi (1) параметри 𝛼1 та 𝛼2 характеризують процес збiльшення концен-
трацiї мiкроводоростей за рахунок поглинання домiшок фосфору та азоту вiдпо-
вiдно; параметр 𝛾 характеризує швидкiсть зменшення концентрацiї водоростей
за рахунок природних процесiв (уважаємо, що 𝛾 набуває певного близького до
нуля значення, вiзьмемо 𝛾 = 0, 02); параметри 𝛽1 та 𝛽2 характеризують швид-
кiсть зменшення концентрацiй домiшок фосфору та азоту вiдповiдно у водному
середовищi внаслiдок взаємодiї з водоростями.
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Система (1) є природним узагальненням системи, що описує взаємодiю мiкро-
водоростей з домiшками фосфору [1].

На значення параметрiв накладено певнi вимоги, зокрема 𝑞 = 4, 𝑛 = 30,
(1 + 𝛿2𝑘−1) (1 + 𝛿2𝑘) = 𝑞 для 𝑘 = 1; 2; 3; 4.

У початковий момент часу 𝑡 = 0 справджуються рiвностi
𝑑𝐶𝑚(0)

𝑑𝑡
= 𝛼1 + 𝛼2 − 𝛾𝐶𝑚0,

𝑑𝐶𝑖1(0)

𝑑𝑡
= −𝛽1,

𝑑𝐶𝑖2(0)

𝑑𝑡
= −𝛽2.

Значення параметрiв 𝛼1, 𝛼2, 𝛽1, 𝛽2, 𝛿1 – 𝛿8, 𝑛1 – 𝑛8 добиралися так, щоб
математична модель адекватно вiдображала експериментальнi данi, iнтеграль-
нi кривi мали строго виражену S-подiбну форму, при цьому значення 𝛼1, 𝛼2,
𝛽1, 𝛽2 добиралися з урахуванням умов 𝐶𝑚(1) ≈ (𝐶𝑚(1))

*, 𝐶𝑖1(1) ≈ (𝐶𝑖1(1))
*,

𝐶𝑖2(1) ≈ (𝐶𝑖2(1))
*, де (𝐶𝑚(1))

*, (𝐶𝑖1(1))
*, (𝐶𝑖2(1))

* — розрахунковi концентрацiї
мiкроводоростей та домiшок фосфору й азоту.

Приклад 1. Наведемо у графiчнiй формi (див. рис. 1) розв’язки системи (1) за
початкових умов 𝐶𝑚(0) = 120, 𝐶𝑖1(0) = 7, 𝐶𝑖2(0) = 50.

Рис. 1. Динамiка змiни концентрацiї бiомаси мiкроводоростей,
фосфору та азоту вiдповiдно у стiчних водах
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АСИМПТОТИЧНЕ IНТЕГРУВАННЯ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ
СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-АЛГЕБРАЇЧНИХ СИСТЕМ

П.Ф. САМУСЕНКО

Математичнi моделi багатьох прикладних задач теорiї електричних кiл, меха-
нiки, хiмiчної кiнетики, гiдродинамiки, теплотехнiки та радiоелектронiки опи-
суються диференцiально-алгебраїчними системами (ДАС) рiвнянь. Розв’язки
таких систем рiвнянь мають специфiчнi властивостi, якi суттєвим чином вiд-
рiзняються вiд аналогiчних властивостей розв’язкiв систем диференцiальних
рiвнянь, записаних в нормальнiй формi. Так, вiдсутня неперервна залежнiсть
вiд вхiдних даних, простiр розв’язкiв лiнiйної ДАС може бути нескiнченно ви-
мiрним, початкова задача для лiнiйної ДАС може мати нескiнченну кiлькiсть
розв’язкiв, тощо. У зв’язку з цим дослiдження властивостей розв’язкiв рiзно-
манiтних задач для ДАС викликає суттєвий iнтерес i є нетривiальним.

У роботi розглядається двоточкова крайова задача

𝜀2𝐴(𝑡, 𝜀)
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜀), 𝑡 ∈ [0;𝑇 ], (1)

𝑥(0, 𝜀) = 𝑥0, 𝑥(𝑇, 𝜀) = 𝑥𝑇 , (2)
де 𝑥(𝑡, 𝜀) – шуканий 𝑛-вимiрний вектор, 𝐴(𝑡, 𝜀) – квадратна матриця 𝑛-го по-
рядку, 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜀), 𝑥0, 𝑥𝑇 – 𝑛-вимiрнi вектори, компонентами яких є дiйснi або
комплекснозначнi функцiї, 𝜀 – малий параметр.

Формальний розв’язок задачi (1), (2) шукається у виглядi

𝑥(𝑡, 𝜀) = 𝑥(𝑡, 𝜀) + Π𝑥(𝜏, 𝜀) +𝑄𝑥(𝜉, 𝜀), (3)

де 𝑥(𝑡, 𝜀) =
∞∑︀
𝑠=0

𝜀𝑠𝑥𝑠(𝑡) – регулярна частина асимптотики, Π𝑥(𝜏, 𝜀) =

=
∞∑︀
𝑠=0

𝜀𝑠Π𝑠𝑥(𝜏), 𝜏 = 𝑡
𝜀 , та 𝑄𝑥(𝜉, 𝜀) =

∞∑︀
𝑠=0

𝜀𝑠𝑄𝑠𝑥(𝜉), 𝜉 = 𝑡−𝑇
𝜀 , – сингулярна ча-

стина асимптотики.
Члени регулярної частини асимптотики визначаються з алгебраїчних систем,

а члени сингулярної частини – з вiдповiдних автономних диференцiально-алгеб-
раїчних систем зi сталою матрицею при похiдних.

Доведено асимптотичний характер формального розв’язку (3) крайової за-
дачi (1), (2).

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
Email address: psamusenko@ukr.net
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ДИНАМIКА КОНФЛIКТНОЇ ВЗАЄМОДIЇ В ТЕРМIНАХ
МАКСИМАЛЬНИХ ЗНАЧЕНЬ

О.Р. САТУР

Припустимо двом протидiючим сторонам (гравцями) 𝐴 та 𝐵 в момент часу
𝑡 = 0 спiвставлено незалежнi дискретнi випадковi розподiли на їхньому спiль-
ному просторi iснування Ω = {𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑛}, 𝑛 ⩾ 2:

𝐴 ∼ p = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛), 𝐵 ∼ r = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑛).

Зрозумiло, що вектори p, r є стохастичними:

0 ⩽ 𝑝𝑖, 𝑟𝑖 ⩽ 1,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑟𝑖 = 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Далi припускаємо, що вони є рiзними i неортогональними, тобто в R𝑛
+ їх скаляр-

ний добуток задовольняє умову 0 < (p, r) < 1. Координати 𝑝𝑖, 𝑟𝑖 можна iнтер-
претувати як незалежнi ймовiрностi присутностi 𝐴 i 𝐵 в 𝜔𝑖. Iншими словами, ве-
личини 𝑝𝑖, 𝑟𝑖 характеризують випадковi подiї вiдвiдування позицiї 𝜔𝑖 сторонами
𝐴, 𝐵 в початковий момент часу 𝑡 = 0. Отже, 𝑝𝑖 = P(𝐴 перебуває в позицiї 𝜔𝑖),
де P(·) означає ймовiрнiсть. Аналогiчно для 𝑟𝑖.

Припустимо, що в наступнi моменти дискретного часу 𝑡 = 1, 2, . . . сторони 𝐴
та 𝐵 вступають один з одним у взаємодiю, яку позначаємо ⋇. Це приводить до
змiни вiдповiдних їм розподiлiв:

{p, r} ≡ {p0, r0} ⋇−→ {p1, r1} ⋇−→ · · · ⋇−→ {p𝑡, r𝑡} ⋇−→ · · · . (1)

Покладаємо, що закон змiни координат стохастичних векторiв задається iтера-
цiйно такими формулами:

𝑝𝑡𝑖 = 𝑝𝑡max = max
𝑗=1,...,𝑛

𝑝𝑡𝑗 , 𝑟𝑡𝑖 = 𝑟𝑡max = max
𝑗=1,...,𝑛

𝑟𝑡𝑗 , (2)

𝑝𝑡+1
𝑖 =

1

𝑧𝑡𝑝
𝛼 · 𝑝𝑡max(1− 𝑟𝑡max), 𝑟𝑡+1

𝑖 =
1

𝑧𝑡𝑟
𝛽 · 𝑟𝑡max(1− 𝑝𝑡max), (3)

𝑝𝑡+1
𝑗 =

𝑝𝑗
𝑧𝑡𝑝

, 𝑟𝑡+1
𝑗 =

𝑟𝑗
𝑧𝑡𝑟

, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝛼, 𝛽 > 0, (4)

𝑡 = 0, 1, . . . , 𝑝0𝑗 = 𝑝𝑗 , 𝑟0𝑗 = 𝑟𝑗 , 𝑝0max = 𝑝max, 𝑟0max = 𝑟max,
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де нормувальнi знаменники 𝑧𝑡𝑝 i 𝑧𝑡𝑟 вводяться для забезпечення стохастичностi
векторiв p𝑡+1, r𝑡+1

𝑧𝑡𝑝 = 𝛼 · 𝑝𝑡max(1− 𝑟𝑡max) +
∑︁

𝑗 ̸=max

𝑝𝑡𝑗 ,

𝑧𝑡𝑟 = 𝛼 · 𝑟𝑡max(1− 𝑝𝑡max) +
∑︁

𝑗 ̸=max

𝑟𝑡𝑗 .

Передбачається, що на кожному кроцi iтерацiї кожна з сторiн докладає ма-
ксимальних зусиль обираючи для конфлiктної взаємодiї позицiю з найбiльшою
"вагою". Тобто конфлiкт ведеться тiльки на позицiях з максимальними ймо-
вiрнiсними значеннями на просторi снування для кожної зi сторiн. Випадковi
подiї перебування гравцiв 𝐴 i 𝐵 на позицiях 𝜔𝑖 перерозподiляються на кожному
кроцi часу 𝑡. Параметри 𝛼 та 𝛽 можна iнтерпретувати як деякий додатковий
ресурс, яким володiє кожна зi сторiн. Зауважимо, що в такiй постановцi задачi
𝛼 та 𝛽 – це незалежнi додатнi величини, значення яких жодним чином не зале-
жить вiд кожної зi сторiн. Задача полягає у дослiдженнi поведiнки траєкторiй
динамiчної системи (1) в залежностi вiд значення числових параметрiв 𝛼, 𝛽 та
розмiрностi векторiв p, r ∈ R𝑛

+. Дослiджено поведiнку такої динамiчної системи
для гравцiв лише з двома позицiями (p, r ∈ R2

+).
В циклах робiт, що описанi в [1]–[6] дослiджувались рiзнi задачi, повязанi з

динамiчними системами конфлiкту у дискретному часi в термiнах стохастичних
векторiв заданих траєкторiями:

{p𝑡, r𝑡} ⋇,𝑡−→ {p𝑡+1, r𝑡+1}, 𝑡 = 0, 1, 2, . . . ,

де координати векторiв p𝑡+1, r𝑡+1 визначалися системою рiзницевих рiвнянь.
Дослiдження виконувалися в рамках проєкту Нацонального фонду дослi-

джень України, 2020.02/0089.
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ПРО НЕПЕРЕРВНIСТЬ ЗА ПАРАМЕТРОМ РОЗВ’ЯЗКIВ
ОДНОВИМIРНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ

Т. Б. СКОРОБОГАЧ

Позначимо простiр Соболєва-Слободецького через 𝑊 𝑠
𝑝 та нагадаємо його озна-

чення.
𝑊 𝑠

𝑝 := 𝑊 𝑠
𝑝 ((𝑎, 𝑏),C),

(︀
𝑊 𝑠

𝑝

)︀𝑚
:= 𝑊 𝑠

𝑝 ((𝑎, 𝑏),C𝑚) i
(︀
𝑊 𝑠

𝑝

)︀𝑚×𝑚
:= 𝑊 𝑠

𝑝 ((𝑎, 𝑏),C𝑚×𝑚),
𝑝 ⩾ 1, 𝑠 ∈ (1,∞)∖N, якi складаються вiдповiдно iз скалярних функцiй, вектор-
функцiй i квадратних матриць-функцiй, заданих на iнтервалi (𝑎, 𝑏). Лiнiйний
простiр 𝑊 𝑠

𝑝 складається з усiх функцiй 𝑓 ∈ 𝑊
[𝑠]
𝑝 , якi задовольняють умову

𝑙𝑠,𝑝(𝑓) :=

𝑏∫︁
𝑎

𝑏∫︁
𝑎

|𝑓 ([𝑠])(𝑥)− 𝑓 ([𝑠])(𝑦)|𝑝

|𝑥− 𝑦|1+{𝑠}𝑝 𝑑𝑥𝑑𝑦 < +∞.

Простiр 𝑊 𝑠
𝑝 надiлений нормою

‖𝑓‖𝑠,𝑝 := ‖𝑓‖𝑝 + (𝑙𝑠,𝑝(𝑓))
1/𝑝

та є повним (тобто банаховим) вiдносно неї. Цей простiр є банаховою алгеброю
щодо операцiї множення функцiй тодi i тiльки тодi, коли 𝑠 > 1/𝑝. З означення
простору Соболєва–Слободецького i норми у ньому випливає, що

‖𝑓‖𝑠+1,𝑝 ⩽ ‖𝑓‖𝑝 + ‖𝑓 ′‖𝑠,𝑝 ⩽ 2‖𝑓‖𝑠+1,𝑝.

Зафiксуємо число 𝜀0 > 0.
Лiнiйна крайова задача, залежна вiд параметра 𝜀 ∈ [0, 𝜀0)

𝐿(𝜀)𝑦(𝑡, 𝜀) := 𝑦′(𝑡, 𝜀) +𝐴(𝑡, 𝜀)𝑦(𝑡, 𝜀) = 𝑓(𝑡, 𝜀), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), (1)
𝐵(𝜀)𝑦(·, 𝜀) = 𝑐(𝜀), (2)

Тут довiльно задано матрицю-функцiю 𝐴(·) ∈ (𝑊 𝑠−1
𝑝 )𝑚×𝑚, вектор-

функцiю 𝑓(·) ∈ (𝑊 𝑠−1
𝑝 )𝑚, вектор 𝑐 ∈ C𝑚 i лiнiйний неперервний оператор

𝐵(𝜀) : (𝑊 𝑠
𝑝 )

𝑚 → C𝑚. (3)

Означення 1. Розв’язок крайової задачi (1), (2) неперервно залежить вiд па-
раметра 𝜀 при 𝜀 = 0, якщо виконуються умови:

(*) iснує таке додатне число 𝜀1 < 𝜀0, що для кожного 𝜀 ∈ [0, 𝜀1), довiль-
них правих частин 𝑓(·; 𝜀) ∈ (𝑊 𝑠−1

𝑝 )𝑚 i 𝑐(𝜀) ∈ C𝑚 ця задача має єдиний
розв’язок 𝑦(·; 𝜀), який належить простору (𝑊 𝑠

𝑝 )
𝑚;
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(**) зi збiжностi правих частин 𝑓(·; 𝜀) → 𝑓(·; 0) в (𝑊 𝑠−1
𝑝 )𝑚 i 𝑐(𝜀) → 𝑐(0) в C𝑚

випливає збiжнiсть розв’язкiв 𝑦(·; 𝜀) → 𝑦(·; 0) у (𝑊 𝑠
𝑝 )

𝑚 при 𝜀 →
0 + .

Введемо такi умови:
(0) гранична однорiдна крайова задача

𝐿(0)𝑦(𝑡, 0) = 0, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), 𝐵(0)𝑦(·, 0) = 0 (4)
має лише тривiальний розв’язок;

(I) 𝐴(·, 𝜀) → 𝐴(·, 0) в (𝑊 𝑠
𝑝 )

𝑚×𝑚;
(II) 𝐵(𝜀)𝑦 → 𝐵(0)𝑦 в C𝑚 для кожного значення 𝑦 ∈ (𝑊 𝑠+1

𝑝 )𝑚.
Умова (0) означає, що крайова задача (1), (2) при 𝜀 = 0 має єдиний розв’язок.
Границi в умовах (I), (II) розглядаємо при 𝜀 → 0+.

Теорема 1. Розв’язок крайової задачi (1), (2) неперервно залежить вiд пара-
метра 𝜀 при 𝜀 = 0 тодi i тiльки тодi, коли вона задовольняє умову (0) та
граничнi умови (I), (II).

Розглянемо такi величини: ⃦⃦
𝑦(·; 0)− 𝑦(·; 𝜀)

⃦⃦
𝑠,𝑝

, (5)̃︀𝑑𝑠−1,𝑝(𝜀) :=
⃦⃦
𝐿(𝜀)𝑦(·; 0)− 𝑓(·; 𝜀)

⃦⃦
𝑠−1,𝑝

+
⃦⃦
𝐵(𝜀)𝑦(·; 0)− 𝑐(𝜀)

⃦⃦
C𝑚 , (6)

де (5) є похибкою, а (6) — нев’язкою розв’язку 𝑦(·; 𝜀) крайової задачi (1), (2),
якщо 𝑦(·; 𝜀) розглядати як її точний розв’язок, а 𝑦(·; 0) — як наближений.

Теорема 2. Нехай крайова задача (1), (2) задовольняє умови (0), (I) i (II). Тодi
iснують такi додатнi числа 𝜀2 < 𝜀1 i 𝛾1, 𝛾2, що для кожного 𝜀 ∈ (0, 𝜀2) має
мiсце двобiчна оцiнка

𝛾1 ̃︀𝑑𝑠−1,𝑝(𝜀) ⩽
⃦⃦
𝑦(·; 0)− 𝑦(·; 𝜀)

⃦⃦
𝑠,𝑝

⩽ 𝛾2 ̃︀𝑑𝑠−1,𝑝(𝜀), (7)

де числа 𝜀2, 𝛾1 i 𝛾2 не залежать вiд 𝑦(·; 𝜀) i 𝑦(·; 0).

Згiдно з цiєю теоремою похибка i нев’язка розв’язку 𝑦(·; 𝜀) крайової задачi
(1), (2) мають однаковий порядок малостi.

Результати доповiдi бiльш детально викладенi в [1].
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ON FIBONACCI AND LUCAS BINOMIAL SUMS MODULO 5

K. ADEGOKE, R. FRONTCZAK, T. GOY

Let 𝐹𝑛 and 𝐿𝑛 denote the 𝑛-th Fibonacci and Lucas numbers, both satisfying
the recurrence 𝑤𝑛 = 𝑤𝑛−1 +𝑤𝑛−2 for 𝑛 ⩾ 2, but with the initial conditions 𝐹0 = 0,
𝐹1 = 1 and 𝐿0 = 2, 𝐿1 = 1. Also, 𝐹−𝑛 = (−1)𝑛−1𝐹𝑛 and 𝐿−𝑛 = (−1)𝑛𝐿𝑛.

Theorem 1. If 𝑛 is a non-negative integer and 𝑡 is any integer, then

𝑛

⌊𝑛/2⌋∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1

(︂
𝑛− 𝑘 − 1

𝑘 − 1

)︂
𝐿𝑛−2𝑘+𝑡

𝑘
=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿𝑛+𝑡 − (−1)𝑛2𝐿𝑡, 𝑛 ≡ 0 (mod 5);

𝐿𝑛+𝑡 + (−1)𝑛𝐿𝑡+1, 𝑛 ≡ 1, 𝑛 ≡ 4 (mod 5);

𝐿𝑛+𝑡 − (−1)𝑛𝐿𝑡−1, 𝑛 ≡ 2, 𝑛 ≡ 3 (mod 5);

𝑛

⌊𝑛/2⌋∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1

(︂
𝑛− 𝑘 − 1

𝑘 − 1

)︂
𝐹𝑛−2𝑘+𝑡

𝑘
=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐹𝑛+𝑡 − (−1)𝑛2𝐹𝑡, 𝑛 ≡ 0 (mod 5);

𝐹𝑛+𝑡 + (−1)𝑛𝐹𝑡+1, 𝑛 ≡ 1, 𝑛 ≡ 4 (mod 5);

𝐹𝑛+𝑡 − (−1)𝑛𝐹𝑡−1, 𝑛 ≡ 2, 𝑛 ≡ 3 (mod 5).

Theorem 2. If 𝑛 is a non-negative integer and 𝑡 is any integer, then

⌊(𝑛−1)/2⌋∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(︂
𝑛− 𝑘 − 1

𝑘

)︂
𝐿𝑛−2𝑘+𝑡=

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑛 ≡ 0 (mod 5);

(−1)⌊𝑛/5⌋𝐿𝑡+1, 𝑛 ≡ 1, 𝑛 ≡ 4 (mod 5);

(−1)⌊𝑛/5⌋𝐿𝑡+2, 𝑛 ≡ 2, 𝑛 ≡ 3 (mod 5);

⌊(𝑛−1)/2⌋∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(︂
𝑛− 𝑘 − 1

𝑘

)︂
𝐹𝑛−2𝑘+𝑡=

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑛 ≡ 0 (mod 5);

(−1)⌊𝑛/5⌋𝐹𝑡+1, 𝑛 ≡ 1, 𝑛 ≡ 4 (mod 5);

(−1)⌊𝑛/5⌋𝐹𝑡+2, 𝑛 ≡ 2, 𝑛 ≡ 3 (mod 5).

Theorem 3. If 𝑛 is a non-negative integer and 𝑡 is any integer, then

𝑛

⌈𝑛/2⌉∑︁
𝑘=1

(︂
𝑛+ 2𝑘 + 1

𝑛− 2𝑘 + 1

)︂
5𝑘𝐹2𝑘+𝑡−1

𝑛+ 2𝑘 − 1
− 𝑛

⌊𝑛/2⌋∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛+ 2𝑘

𝑛− 2𝑘

)︂
5𝑘𝐿2𝑘+𝑡

𝑛+ 2𝑘

=

⎧⎪⎨⎪⎩
−𝐿𝑡, 𝑛 ≡ 0 (mod 5);
1
2𝐿𝑡+1, 𝑛 ≡ 1, 𝑛 ≡ 4 (mod 5);

− 1
2𝐿𝑡−1, 𝑛 ≡ 2, 𝑛 ≡ 3 (mod 5);
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𝑛

⌈𝑛/2⌉∑︁
𝑘=1

(︂
𝑛+ 2𝑘 + 1

𝑛− 2𝑘 + 1

)︂
5𝑘𝐿2𝑘+𝑡−1

𝑛+ 2𝑘 − 1
− 𝑛

⌊𝑛/2⌋∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛+ 2𝑘

𝑛− 2𝑘

)︂
5𝑘+1𝐹2𝑘+𝑡

𝑛+ 2𝑘

=

⎧⎪⎨⎪⎩
−5𝐹𝑡, 𝑛 ≡ 0 (mod 5);
5
2𝐹𝑡+1, 𝑛 ≡ 1, 𝑛 ≡ 4 (mod 5);

− 5
2𝐹𝑡−1, 𝑛 ≡ 2, 𝑛 ≡ 3 (mod 5).

Theorem 4. If 𝑛 is a positive integer and 𝑡 is any integer, then

𝑛
𝑛∑︁

𝑘=0

(−1)𝑛−𝑘

(︂
𝑛+ 𝑘

𝑛− 𝑘

)︂
𝐿2𝑘+𝑡

𝑛+ 𝑘
=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐿𝑡, 𝑛 = 0 (mod 5);
1
2𝐿𝑡−1, 𝑛 = 1, 𝑛 = 4 (mod 5);

− 1
2𝐿𝑡+1, 𝑛 = 2, 𝑛 = 3 (mod 5);

𝑛
𝑛∑︁

𝑘=0

(−1)𝑛−𝑘

(︂
𝑛+ 𝑘

𝑛− 𝑘

)︂
𝐹2𝑘+𝑡

𝑛+ 𝑘
=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐹𝑡, 𝑛 = 0 (mod 5);
1
2𝐹𝑡−1, 𝑛 = 1, 𝑛 = 4 (mod 5);

− 1
2𝐹𝑡+1, 𝑛 = 2, 𝑛 = 3 (mod 5).

Theorem 5. If 𝑛 is a non-negative integer and 𝑛 is any integer, then

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘+1 2𝑘

𝑛+ 𝑘

(︂
𝑛+ 𝑘

𝑛− 𝑘

)︂
𝐿2𝑘+𝑡 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑛 ≡ 0 (mod 5);

(−1)⌊𝑛/5⌋𝐿𝑡+2, 𝑛 ≡ 1, 𝑛 ≡ 4 (mod 5);

(−1)⌊𝑛/5⌋+1𝐿𝑡+1, 𝑛 ≡ 2, 𝑛 ≡ 3 (mod 5);

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘+1 2𝑘

𝑛+ 𝑘

(︂
𝑛+ 𝑘

𝑛− 𝑘

)︂
𝐹2𝑘+𝑡 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑛 ≡ 0 (mod 5);

(−1)⌊𝑛/5⌋𝐹𝑡+2, 𝑛 ≡ 1, 𝑛 ≡ 4 (mod 5);

(−1)⌊𝑛/5⌋+1𝐹𝑡+1, 𝑛 ≡ 2, 𝑛 ≡ 3 (mod 5).

For some of our findings on binomial sums involving Fibonacci and Lucas numbers
we refer to the papers [1–3].
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CHARACTERISTIC SUBALGEBRAS OF THE LIE ALGEBRA
ASSOCIATED WITH THE WREATH PRODUCTS OF

ELEMENTARY ABELIAN GROUPS

N.V. BONDARENKO, V.V. OTRASHEVSKA

Let 𝑝 be a prime number and 𝑚, 𝑛 are fixed integer, 𝑚,𝑛 > 2. We consider
Lie algebra associated with the lower central series of the wreath product 𝑃𝑚,𝑛 =
(𝐶𝑝)

𝑛 ≀ . . . ≀ (𝐶𝑝)
𝑛⏟  ⏞  

𝑚

of 𝑚 copies of elementary abelian 𝑝-groups of degree 𝑛. It is shown

that this Lie algebra has special «tableau» representation 𝐿𝑚,𝑛 and it is proved that
the Lie algebra 𝐿𝑚,𝑛 is isomorphic to the wreath product of 𝑚 copies of the abelian
Lie algebras 𝐴𝑛 of dimension 𝑛 over the field F𝑝 [1].

𝐿(𝑃𝑚,𝑛) ≃ 𝐿𝑚,𝑛 ≃ 𝐴𝑛 ≀𝐴𝑛 ≀ . . . 𝐴𝑛⏟  ⏞  
𝑚

.

The elements of 𝐿𝑚,𝑛 can be identified with the tableaux of the form:⎡⎣ 𝑐11 𝑐12(𝑥11, . . . , 𝑥1𝑛) . . . 𝑐1𝑚(𝑥11, . . . , 𝑥1𝑛, . . . , 𝑥𝑚−1,1, . . . , 𝑥𝑚−1,𝑛)
. . . . . . . . . . . .
𝑐𝑛1 𝑐𝑛2(𝑥11, . . . , 𝑥1𝑛) . . . 𝑐𝑛𝑚(𝑥11, . . . , 𝑥1𝑛, . . . , 𝑥𝑚−1,1, . . . , 𝑥𝑚−1,𝑛)

⎤⎦ , (1)

where 𝑐𝑖1 ∈ F𝑝 and 𝑐𝑖𝑘(𝑥11, . . . , 𝑥1𝑛, . . . , 𝑥𝑘−1,1, . . . , 𝑥𝑘−1,𝑛) is a polynomial over F𝑝

reduced by modulo of ideal ⟨𝑥𝑝
11, . . . , 𝑥

𝑝
1𝑛, . . . , 𝑥

𝑝
𝑘−1,1, . . . , 𝑥

𝑝
𝑘−1,𝑛⟩ (𝑖 = 1, . . . , 𝑛;

𝑘 = 2, . . . ,𝑚).
The operations of the addition, the multiplication on the elements of the field F𝑝 of

such tableaux (1) are determined coordinately, and the Lie bracket ( , ) for tableaux
𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿𝑚,𝑛 is determined by the following equalities (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑚):

{(𝑢, 𝑣)}𝑖𝑘 =
𝑘−1∑︁
𝑠=1

𝑛∑︁
𝑗=1

(︂
𝜕{𝑣}𝑖𝑘
𝜕𝑥𝑠𝑗

· {𝑢}𝑗𝑠 −
𝜕{𝑢}𝑖𝑘
𝜕𝑥𝑠𝑗

· {𝑣}𝑗𝑠
)︂
,

where {𝑢}𝑖𝑘, {𝑣}𝑖𝑘 and {𝑢}𝑗𝑠, {𝑣}𝑗𝑠 are the (𝑖, 𝑘)-th and the (𝑗, 𝑠)-th coordinates of
the tableaux 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿𝑚,𝑛 respectively.

In [4] L.A. Kaloujnine constructed a special tableau representation of the Sylow
𝑝-subgroup 𝑃𝑚 of the symmetric group of degree 𝑝𝑚 and used this representation
to study the structure of the group. In particular, he described all characteristic
subgroups in terms of parallelotopic subgroups. In [3] we proved the analog of the
Kaloujnine’s result for the Lie algebra 𝐿𝑚 associated with the Sylow 𝑝-subgroup 𝑃𝑚
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of the symmetric group of degree 𝑝𝑚. We now generalize this result with respect to
characteristic subalgebras for Lie algebras 𝐿𝑚,𝑛.

The height of a monomial 𝑥𝑖11
11 . . . 𝑥𝑖1𝑛

1𝑛 . . . 𝑥𝑖𝑘1

𝑘1 . . . 𝑥𝑖𝑘𝑛

𝑘𝑛 is defined as the positive
integer number

ℎ =

𝑘∑︁
𝑙=1

𝑑𝑙−1
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑖𝑙𝑗 + 1,

where 𝑑 = 𝑛(𝑝 − 1) + 1. The height of zero monomial is equal to zero. The height
of a reduced polynomial is defined as the largest height of its monomials.

The matrix ‖ℎ({𝑢}𝑖𝑘)‖ is called the characteristic of the tableau 𝑢 and is denoted
by ℎ(𝑢). Introduce the partial order of coordinate-wise comparison on the set of all
characteristics of tableaux: ℎ(𝑢) < ℎ(𝑣) if and only if ℎ({𝑢}𝑖𝑘) ⩽ ℎ({𝑣}𝑖𝑘) for all
𝑖 = 1, . . . , 𝑛; 𝑘 = 1, . . . ,𝑚.

A subalgebra 𝐴 ⊂ 𝐿𝑚,𝑛 is called parallelotopic if for every 𝑢 ∈ 𝐴 and 𝑣 ∈ 𝐿𝑚,𝑛 the
inequality ℎ(𝑣) ⩽ ℎ(𝑢) implies 𝑣 ∈ 𝐴. Such a subalgebra is completely determined
by the matrix with elements

𝐴𝑖𝑗 = max
𝑢∈𝑈

{ℎ({𝑢}𝑖𝑗)}, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛; 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.

This matrix is called the characteristic of the parallelotopic subalgebra 𝐴 and is
denoted by ℎ(𝐴).

The characteristic subalgebra 𝐴 of 𝐿𝑚,𝑛 is a subalgebra which is invariant under
the action of every automorphism of 𝐿𝑚,𝑛, i.e., 𝜙(𝐴) ∈ 𝐴 for all 𝜙 ∈ 𝐴𝑢𝑡(𝐿𝑚,𝑛).

In the following statement we prove the analog of Kaloujnin’s result for the char-
acteristics subalgebras of 𝐿𝑚,𝑛.

Theorem 1. A subalgebra of 𝐿𝑚,𝑛 is characteristic if and only if it is a parallelotopic
ideal.

References

[1] Bondarenko N.V. (2006). Lie algebras associated with wreath products of elementary abelian
groups Mathematical studies, vol. 26, pp. 3–16.

[2] Bondarenko N.V., Gupta C.K., Sushchansky V.I. (2010). Lie algebra associated with the group
of finitary automorphisms of p-adic tree Journal of algebra, vol. 324, pp. 2198–2218.

[3] Bondarenko N.V. (2012). Characteristic subalgebras of Lie algebra associated with the Sylow
p-subgroup of symmetric group Bulletin of Kyiv University. Series: physical and mathematical
sciences., vol. 4, pp. 7–12.

[4] Kaloujnine L.A. (1948). La structure des 𝑝-groupes de Sylow des groupes symetriques finis Ann.
Sci de l’Ecole Norm. Super., vol. 65, no. 3, pp. 239–276.

Kyiv National University of Construction and Architecture, Kyiv, Ukraine
Email address: natvbond@gmail.com

Kyiv National University of Construction and Architecture, Kyiv, Ukraine
Email address: otrashevska_vv@ukr.net

XIX Міжнародна наукова конференція імені академіка Михайла Кравчука - 63 -



JACKSON TYPE INEQUALITIES IN THE
BESICOVITCH-MUSIELAK-ORLICZ SPACES

S.O. CHAICHENKO, A. L. SHIDLICH

Let 𝑓 be an arbitrary almost periodic complex-valued Besicovitch function of the
class 𝐵 (𝐵-a.p. function), whose Fourier exponents {𝜆𝑘}∞𝑘=1 have a single limit point
at infinity. Let us write its Fourier series in the symmetric form

∑︀
𝑘∈Z 𝐴𝑘(𝑓)e

i𝜆𝑘𝑥,where
𝐴𝑘(𝑓) = lim𝑇→∞

1
𝑇

∫︀ 𝑇

0
𝑓(𝑥)e−i𝜆𝑘𝑥d𝑥, 𝑘 ∈ Z, 𝜆0 := 0, 𝜆𝑘+1 > 𝜆𝑘 > 0, 𝜆−𝑘 = −𝜆𝑘,

|𝐴𝑘(𝑓)|+ |𝐴−𝑘(𝑓)| > 0, 𝑘 > 0.
Let M = {𝑀𝑘(𝑡)}𝑘∈Z, 𝑡 ⩾ 0, be a sequence of nondecreasing convex functions,

𝑀𝑘(0) = 0, 𝑀𝑘(𝑡) → ∞ as 𝑡 → ∞. The modular space (or Besicovitch-Museilak-
Orlicz space) 𝐵𝒮M is the space of 𝑓 ∈ 𝐵-a.p. functions such that

‖𝑓‖
M

:= sup
{︁∑︁

𝑘∈Z
𝛾𝑘|𝐴𝑘(𝑓)| : 𝛾𝑘 ⩾ 0,

∑︁
𝑘∈Z

𝑀𝑘(𝛾𝑘) ⩽ 1
}︁
< ∞.

Classical modulus of smoothness of 𝑓 ∈ 𝐵𝒮M of the order 𝑚 ∈ N is defined by

𝜔𝑚(𝑓, 𝛿)
M

:= sup
|ℎ|⩽𝛿

‖∆𝑚
ℎ (𝑓)‖

M
= sup

|ℎ|⩽𝛿

⃦⃦⃦ 𝑚∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗
(︂
𝑚

𝑗

)︂
𝑓(· − 𝑗ℎ)

⃦⃦⃦
M

.

By 𝐺𝜆𝑛
we denote the set of all 𝐵-a.p. functions whose Fourier exponents belong to

the interval (−𝜆𝑛, 𝜆𝑛) and 𝐸𝜆𝑛
(𝑓)

M
:= inf

𝑔∈𝐺𝜆𝑛

‖𝑓 − 𝑔‖
M
.

Theorem 1. For arbitrary numbers 𝑛,𝑚 ∈ N and for any 𝑓 ∈ 𝐵𝒮M

𝐸𝜆𝑛
(𝑓)

M
⩽

1

2
𝑚
2 𝐼𝑛(

𝑚
2 )

𝜋∫︁
0

𝜔𝑚

(︁
𝑓,

𝑢

𝜆𝑛

)︁
M

sin𝑢d𝑢, (1)

where 𝐼𝑛(
𝑚
2 ) = inf𝑘∈N,𝑘⩾𝑛

∫︀ 𝜋

0
(1 − cos 𝜆𝑘𝑢

𝜆𝑛
)

𝑚
2 sin𝑢d𝑢. If, in addition 𝑚

2 ∈ N, then

𝐼𝑛(
𝑚
2 ) =

2
𝑚
2

+1

𝑚
2 +1 , and the inequality (1) cannot be improved for any 𝑛 ∈ N.
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ALGEBRAIC DEMONSTRATION OF FAST MATRIX
MULTIPLICATION THEORY

S. CHATTERJEE, S. DAS, S. HAZRA

Multiplication between two square matrices is one of the fundamental computati-
onal approach in the domain of mathematics and computer science where it is fully
recognized as a fore most technique for several interdisciplinary domain and sub
domains like linear algebra, graph theory, multidimensional graphics, cryptographic
computation, convolution neural network, deep learning, digital signal processing,
medical image processing, steganography, relativity theory, quantum computing and
many others. In a high-performance computing environment computational com-
plexity analysis of matrix multiplication algorithm ensures a powerful paradox that
takes a massive data processing approach to the world where problem solution fea-
sibility comes down in respect of operation and time. In our paper we have ana-
lyze different methods to multiply two square matrices (like 2*2 matrices) and their
arithmetic complexity analysis in a asymptotic flavor along with operation collapsing
issues through serial processing technique. We have analytically and experimentally
explained and shown using MATLAB 9.3 simulator that fast matrix multiplication
approach like Strassen and Winograd perform much better than conventional matrix
multiplication algorithm especially for large amount of data.

Square matrix multiplication concepts always stands up with fundamental opera-
tion from our childhood days to solve a problem in mathematics and now it is more
essential in various fields of computational computing with respect of both practical
and theoretical aspects. The proof can be determine in different fields of theoretical
computer science research, applied mathematics, statistics, physics, bioinformatics,
electronics and many other interdisciplinary areas where we have to frequently deal
with large amount of data/information. Any type of computational applications in
real world always need faster algorithm that can be solved within an optimum time.
Thats why computational speed for solving those applications mainly rely on the ex-
ecution time of algorithm aside from other instantaneous requirement. So, when we
are going to do something in a high-performance computing domain then maximum
time apart from memory space, time requirement is one and only valuable resource
for any algorithm by which we can get faster result along with effective performance.
In this scenario, design, analysis and deep exploration for getting faster square ma-
trix multiplication algorithm is profoundly required and that has already become
the main purpose in computational computing research. This paper discusses about
different types of matrix multiplication approach, its operation collapsing issues and
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asymptotic time complexity analysis result using a serial processing system. Tradi-
tional matrix multiplication computation is represented as follows

𝑇 (𝑛) = 8𝑇 (𝑛/2) + 𝑣𝑛2 (1)
Strassen and Winograd matrix multiplication is represented as follows

𝑇 (𝑛) = 7𝑇 (𝑛/2) + 𝑣𝑛2 (2)
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ESTIMATES OF FUNCTIONAL ON THE CLASSES OF
FUNCTIONS WITHOUT COMMON VALUES

I. V. DENEGA

Let N be the set of natural numbers, C be the complex plane, and let C = C
⋃︀
{∞}

be its one-point compactification. Let function 𝑓 , meromorphic in disk |𝑧| < 1, maps
univalently disk |𝑧| < 1 onto the domain 𝐵 ⊂ C such that 𝑓(0) = 𝑎, where 𝑎 ∈ 𝐵.
Then, the value |𝑓 ′(0)| is called conformal radius of the domain 𝐵 relative to a point
𝑎 ∈ 𝐵.

Consider the class 𝑇 = {𝑓𝑘}𝑛𝑘=0 of univalent functions that map the unit disk
|𝑧| < 1 onto mutually non-overlapping simply connected domains {𝐵𝑘}𝑛𝑘=0 such
that 𝑓0(0) = 0, 𝑓𝑘(0) = 𝑎𝑘. The goal of the present work is to get the upper bounds
for functional

𝐼𝑛(𝛾) = |𝑓 ′
0(0)|

𝛾
𝑛∏︁

𝑘=1

|𝑓 ′
𝑘(0)| ,

𝑛 ∈ N, 𝑛 ⩾ 2, for all values of the parameter 𝛾 ∈ (0, 𝑛]. The following propositions
hold.

Theorem 1. Let 𝑛 ∈ N, 𝑛 ⩾ 2, 𝛾 ∈ (0, 𝑛]. Then, for any system of functions
{𝑓𝑘}𝑛𝑘=0 ∈ 𝑇 the following inequality holds

𝐼𝑛(𝛾) ⩽ 𝑛− 𝛾
2 (𝐼𝑛(0))

1− 𝛾
𝑛

(︃
𝑛∏︁

𝑘=1

|𝑎𝑘|

)︃ 2𝛾
𝑛

.

Theorem 2. Let 𝑛 ∈ N, 𝑛 ⩾ 2, 𝛾 ∈ (0, 𝑛], 𝜏 ∈ (0, 𝛾). Then, for any system of
functions {𝑓𝑘}𝑛𝑘=0 ∈ 𝑇 the following inequality holds

𝐼𝑛(𝛾) ⩽ 𝑛− 𝛾−𝜏
2 𝐼𝑛(𝜏) (𝐼𝑛(0))

− 𝛾−𝜏
𝑛

(︃
𝑛∏︁

𝑘=1

|𝑎𝑘|

)︃ 2(𝛾−𝜏)
𝑛

.
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COMBINING INTEGRAL CALCULUS WITH PYTHON AND
MAPLE: UNRAVELING MATHEMATICAL MYSTERIES

D.E. DOROSHENKO

Mathematics is a language that reveals the secrets of nature and the universe to
us. Integral calculus is one of the strongest driving forces in this discovery. Today we
will deepen our understanding of integral calculus by looking at how the Python and
Maple software packages can help us immerse ourselves in the world of computation
and analysis.

Integral Calculus: Basics and Applications. Integral calculus is the study of
plane and three-dimensional geometry by means of the calculation of integrals. This
branch of mathematics is used in many sciences and engineering, where real problems
require the calculation of areas, volumes, masses and many other parameters.

Python: A Central Role in Numerical Computing. Python is recognized
as a leader in the field of scientific computing thanks to its powerful libraries. For
the numerical calculation of integrals, we use the SciPy library, which offers a va-
riety of numerical methods, including trapezoidal, Simpson, and other methods.
These methods make it possible to approximately solve integral problems with high
accuracy.

Maple: Farewell to Analytical Tasks. Maple is a symbolic math package
that allows you to perform symbolic analyses. With the help of Maple, we can find
analytical solutions of complex integral expressions. This opens up opportunities for
precise calculations that would be impossible with numerical methods.

Application example: Calculation of the Center of Mass. Consider an
example of calculating the center of mass of a plane figure limited by functions
𝑦 = 𝑥2 and 𝑦 = 2𝑥, from 𝑥 = 2. Our goal is to find x-coordinate of the center of
mass.

Python Code:

from scipy import integrate
def f(x): return x**2
def g(x): return 2*x
def integrand(x): return x * (f(x) - g(x))
numerator, _ = integrate.quad(integrand, 0, 2)
denominator, _ = integrate.quad(lambda x: f(x) - g(x), 0, 2)
center_of_mass_x = numerator / denominator
print("Center of mass, x-coordinate:", center_of_mass_x)

XIX Міжнародна наукова конференція імені академіка Михайла Кравчука - 68 -



Maple Code:
f := x^2;
g := 2*x;
numerator := int(x * (f - g), x = 0 .. 2);
denominator := int(f - g, x = 0 .. 2);
center_of_mass_x := numerator / denominator;
center_of_mass_x;

In this example, we calculate x-coordinate of the center of mass of a planar figure
using numerical and analytical methods. Both approaches give us an accurate result,
but using Maple allows us to find an analytical expression for the center of mass,
which provides more insight.

Conclusion. Combining integral calculus with Python and Maple packages is an
important step towards unlocking mathematical mysteries. Python gives us tools for
numerical analysis with high accuracy, while Maple gives us the ability to perform
symbolic analysis and find analytical solutions. Both tools complement each other,
allowing us to learn and solve a variety of math problems with new depth and
confidence.

References

[1] Briggs W.L., Cochran L., Gillett B. (2018). Calculus: Early Transcendentals. Pearson (Chapter
on Applications of Integration)

[2] Courant R., John F. (2015). Introduction to Calculus and Analysis. Springer Science and Busi-
ness Media. (Chapter on Integral Calculus)

[3] Zill D.G., Wright W.S. (2016). Advanced Engineering Mathematics. Jones and Bartlett Learn-
ing. (Chapter on Numerical Integration)

Oles Honchar Dnipro National University, Dnipro, Ukraine
Email address: doroshenkode@mmf.dnu.edu.ua

XIX Міжнародна наукова конференція імені академіка Михайла Кравчука - 69 -



NON-SYMMETRICALLY SINGULARLY PERTURBED FINITE
RANK SELF-ADJOINT OPERATORS

M.E. DUDKIN, T. I. VDOVENKO, O.YU. DYUZHENKOVA

We discus some generalization of [1] contained in [2].
Let 𝐴 be unbounded self-adjoint operator in the separable Hilbert space ℋ. For

linearly independent vectors {𝜔𝑖}𝑛𝑖=1 ⊂ ℋ−1 and {𝛿𝑗}𝑛𝑗=1 ⊂ ℋ−1, 𝑛 < ∞, such
that Ω ∩ ℋ = {0}, ∆ ∩ ℋ = {0}, where Ω := span{𝜔𝑖}𝑛𝑖=1, ∆ := span{𝛿𝑗}𝑛𝑗=1, the
operator 𝐴 is called singularly perturbed of ℋ−1-class with respect to 𝐴, if for some
fixed 𝑧 ∈ 𝜌(𝐴) its domain is of the form

D(𝐴) = {𝜗 = 𝜑−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖,𝑗(𝑧)⟨𝜑, 𝜔𝑖⟩(𝐴− 𝑧)−1𝛿𝑗 | 𝜑 ∈ D(𝐴)},

where 𝑏𝑖,𝑗(𝑧) are elements of matrix 𝐵1(𝑧) = ℵ𝐺1(𝑧)
−1, 𝐺1(𝑧) = (𝐼 + Φ1(𝑧)ℵ),

under the condition det𝐺1(𝑧) ̸= 0, ℵ = {𝛼𝑖,𝑗}𝑛𝑖,𝑗=1, Φ1(𝑧) =
(︀
(𝛿𝑖, (𝐴− 𝑧)−1𝜔𝑗)

)︀𝑛
𝑖,𝑗=1

,
𝐼 stands for an identity operator; and the domain has a form

D(𝐴) = Dℋ1
+̇ span{(𝐴− 𝑧)−1𝛿𝑗}𝑛𝑗=1,

Dℋ1
=

{︀
𝜑 ∈ D(𝐴) | ((𝐴− 𝑧)𝜑, (𝐴− 𝑧)−1𝜔𝑗) = 0, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛

}︀
,

under the condition det𝐺1(𝑧) = 0; and the action on vectors D(𝐴) is given by the
rule (𝐴− 𝑧)𝜗 = (𝐴− 𝑧)𝜑. Such operator is denoted as 𝐴 ∈ 𝒫𝑛

−1(𝐴).
The spectral properties of 𝐴 ∈ 𝒫𝑛

−1(𝐴) are now investigating.
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GEOMETRY VIA SPRAY ON FRÉCHET MANIFOLDS

K. EFTEKHARINASAB

For a Fréchet manifold by employing sprays we will construct connection maps,
linear symmetric connections on tangent and second-order tangent bundles. We
characterize linear symmetric connections on tangent bundles by using the bilinear
symmetric mappings associated with a given spray on a manifold. Moreover, we give
another characterization of linear symmetric connections on tangent bundles using
tangent structures. We show that there is a bijective correspondence between linear
symmetric connections on tangent bundles and connection maps induced by sprays
on a manifold. Let 𝑀 be a Fréchet manifold and S a given spray on 𝑀 . We denote
by 𝑇𝑀 , 𝑇 2𝑀 and 𝑇 (𝑇𝑀) its tangent bundle, second-order tangent bundle, and the
tangent bundle over 𝑇𝑀 , receptively.

Theorem 1. [1] Let ∇ be the covariant derivative associated with S. Then there
exists a unique vector bundle morphism (called a connection map) 𝐾 : 𝑇 (𝑇𝑀) →
𝑇𝑀 such that ∇ = 𝐾 ∘ 𝑇 , and for all 𝐶𝑘−1-vector fields 𝑋,𝑌 on 𝑀 the following
diagram is commutative:

𝑇𝑀
𝑇𝑋 // 𝑇 (𝑇𝑀)

𝐾

��
𝑀

𝑌

OO

𝑇𝑀
∇𝑌 𝑋
oo

Theorem 2. [1] There exists a unique linear symmetric connection on 𝑇𝑀 which is
fully characterized by the associated symmetric bilinear mappings of S. Conversely,
if 𝐶 is a linear symmetric connection on 𝑇𝑀 , then there exists a unique spray on
𝑀 whose associated connection map is determined by 𝐶.

Theorem 3. [1] Any linear symmetric connection on 𝑇𝑀 induces a linear symmet-
ric connection on 𝑇 2𝑀 , and vice versa. Moreover, any linear symmetric connection
on the tangent bundle determines a connection map and vice versa.
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ON GENERALIZATION OF NAGUMO–BREZIS THEOREM

K. EFTEKHARINASAB, R. HORIDKO

The Nagumo-Brezis theorem gives the criterion of verifying the invariance of a set
with respect to the flow generated by a vector field. For the category of 𝑀𝐶𝑘-Fréchet
manifolds, the existence and uniqueness of the integral curve of an 𝑀𝐶𝑘-vector field
was proved in [1]. Moreover, the existence of the 𝑀𝐶𝑘-flow generated by an 𝑀𝐶𝑘-
vector field was proved in [2]. We extend the Nagumo and Brezis theorem to the
category of 𝑀𝐶𝑘-Fréchet manifolds. We give a criterion for a closed subset of an
𝑀𝐶𝑘-Fréchet nuclear manifold to be invariant under the flow defined by an 𝑀𝐶𝑘-
vector field on these manifolds. Then, we will apply this result to locate critical
points of real-valued mappings. Let 𝑀 be a nuclear 𝑀𝐶𝑘-Fréchet manifold, and D
the derivative of functions.

Theorem 1. [3] Let X : 𝑀 → 𝑇𝑀 be an 𝑀𝐶1-vector field and let 𝐴 ⊂ 𝑀 be closed.
Then, 𝐴 is flow-invariant with respect to X if and only if for each 𝑥 ∈ 𝑀 there is a
chart (𝑥 ∈ 𝑈, 𝜑) such that lim𝑠→0 𝑡

−1𝜌
(︀
𝜑(𝑥) + 𝑠D𝜑(𝑥)X(𝑥), 𝜑(𝑈 ∩𝐴)

)︀
= 0.

Theorem 2. [3] Let 𝜙 : 𝑀 → R be an 𝑀𝐶1-mapping, 𝐴 ⊂ 𝑀 a closed subset,
and 𝜙 |𝐴 bounded from below. Let X : 𝑀 → 𝑇𝑀 be an 𝑀𝐶1-vector field such
that for each 𝑥 ∈ 𝑀 there is a chart (𝑥 ∈ 𝑈, 𝜑) such that lim𝑠→0 𝑡

−1𝜚
(︀
𝜑(𝑥) +

𝑠D𝜑(𝑥)X(𝑥), 𝜑(𝑈 ∩ 𝐴)
)︀
= 0. Suppose that 𝑐 = inf𝐴 𝜙(𝑎) and we have the following

conditions: if (𝑥𝑛) ⊂ 𝑀 is a sequence such that 𝜙(𝑥𝑛) → 𝑐 and D𝜙(𝑥𝑛)(X(𝑥𝑛)) → 0,
then (𝑥𝑛) has a convergent subsequence. Also, There is 𝜖0 such that for 𝑥 ∈ 𝜙𝑐+𝜖0

(𝜙𝑐 = {𝑥 ∈ 𝑀 : 𝜙(𝑥) ⩽ 𝑐}), F(𝑥, 𝑡) (the flow generated by X) is defined, and
𝜙(F(𝑥, 𝑡)) is non-increasing for 𝑡 ∈ [0, 1]. Then, 𝑐 is a critical value of 𝜙.
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ON THE ASYMPTOTIC PROPERTIES OF SOLUTIONS OF THE
NONLINEAR BELTRAMI EQUATION

B.A. KLISHCHUK, R.R. SALIMOV, M. V. STEFANCHUK

Let 𝐺 be a domain in the complex plane C and 𝜇 : 𝐺 → C be a measurable
function with |𝜇(𝑧)| < 1 a.e. (almost everywhere) in 𝐺. Recall that the Beltrami
equation has a form

𝑓𝑧 = 𝜇(𝑧)𝑓𝑧 , (1)
where 𝑓𝑧 = (𝑓𝑥+ 𝑖𝑓𝑦)/2, 𝑓𝑧 = (𝑓𝑥− 𝑖𝑓𝑦)/2, 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦, and 𝑓𝑥 and 𝑓𝑦 are the partial
derivatives of 𝑓 by 𝑥 and 𝑦, respectively.

Let 𝜎 : 𝐺 → C be a measurable function and 𝑚 ⩾ 0. We consider the following
equation written in the polar coordinates (𝑟, 𝜃) :

𝑓𝑟 = 𝜎(𝑟𝑒𝑖𝜃) |𝑓𝜃|𝑚 𝑓𝜃, (2)

where 𝑓𝑟 and 𝑓𝜃 are the partial derivatives of 𝑓 by 𝑟 and 𝜃, respectively. Applying
the relations between these derivatives and the formal derivatives 𝑟𝑓𝑟 = 𝑧𝑓𝑧 + 𝑧𝑓𝑧 ,
and 𝑓𝜃 = 𝑖(𝑧𝑓𝑧 − 𝑧𝑓𝑧) , one can rewrite the equation (2) in the form:

𝑓𝑧 =
𝑧

𝑧

𝜎(𝑧) |𝑧||𝑧𝑓𝑧 − 𝑧𝑓𝑧|𝑚 + 𝑖

𝜎(𝑧) |𝑧||𝑧𝑓𝑧 − 𝑧𝑓𝑧|𝑚 − 𝑖
𝑓𝑧. (3)

Under 𝑚 = 0 equation (3) reduces to the standard linear Beltrami equation (1).
Picking 𝑚 = 0 and 𝜎 = −𝑖/|𝑧| in (3), we arrive at the classical Cauchy-Riemann
system. Later on we assume that 𝑚 > 0.

A mapping 𝑓 : 𝐺 → C is called regular at a point 𝑧0 ∈ 𝐺, if 𝑓 has the total
differential at this point and its Jacobian 𝐽𝑓 = |𝑓𝑧|2 − |𝑓𝑧|2 does not vanish. A
homeomorphism 𝑓 of Sobolev class 𝑊 1,1

loc is called regular, if 𝐽𝑓 > 0 a.e. By a regular
solution of equation (3) we call a regular homeomorphism 𝑓 : 𝐺 → C, which satisfies
(3) a.e. in 𝐺.

Further we use the following notations

B = {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1} , 𝛾𝑟 = {𝑧 ∈ C : |𝑧| = 𝑟}.

Theorem 1. Let 𝑓 : B → C be a regular homeomorphic solution to nonlinear equa-
tion (3) of Sobolev class 𝑊 1,2

loc satisfying 𝑓(0) = 0.
a) If for some 𝜀0 ∈ (0, 1), 𝛼 > 0 and 𝐶 > 0

𝜀0∫︁
𝜀

𝑑𝑡

𝐼𝑚,𝜎(𝑡)
∼ 𝐶 𝜀−𝛼 as 𝜀 → 0 ,
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where 𝐼𝑚,𝜎(𝑡) =
(︁∫︀

𝛾𝑡

𝑑𝑠
|𝑧|(Im𝜎(𝑧))1/(𝑚+1)

)︁𝑚+1

, then the following estimate

lim inf
𝑧→0

|𝑓(𝑧)|
|𝑧|𝛼/𝑚

⩽ 𝑐0 𝐶
−1/𝑚 < ∞

holds, where 𝑐0 is a positive constant depending only on 𝑚.
b) If for some 𝜀0 ∈ (0, 1) and 𝛼 > 0

lim
𝜀→0

𝜀𝛼
𝜀0∫︁
𝜀

𝑑𝑡

𝐼𝑚,𝜎(𝑡)
= ∞ ,

then
lim inf
𝑧→0

|𝑓(𝑧)|
|𝑧|𝛼/𝑚

= 0 .

Theorem 2. Let 𝑓 : B → C be a regular homeomorphic solution to nonlinear equa-
tion (3) of Sobolev class 𝑊 1,2

loc satisfying 𝑓(0) = 0.
a) If for some 𝜀0 ∈ (0, 1), 𝛼 > 0 and 𝐶 > 0

𝜀0∫︁
𝜀

𝑑𝑡

𝐼𝑚,𝜎(𝑡)
∼ 𝐶 𝜀−𝛼 as 𝜀 → 0 ,

where 𝐼𝑚,𝜎(𝑡) =
(︁∫︀

𝛾𝑡

𝑑𝑠
|𝑧|(Im𝜎(𝑧))1/(𝑚+1)

)︁𝑚+1

, then for 𝑓−1 the following estimate

lim sup
𝑤→0

|𝑓−1(𝑤)|
|𝑤|𝑚/𝛼

⩾
(︀
𝐶 𝑐−𝑚

0

)︀ 1
𝛼

holds, where 𝑐0 is a positive constant depending only on 𝑚.

b) If for some 𝜀0 ∈ (0, 1), 𝛼 > 0 and lim
𝜀→0

𝜀𝛼
𝜀0∫︀
𝜀

𝑑𝑡
𝐼𝑚,𝜎(𝑡)

= ∞ , then

lim sup
𝑤→0

|𝑓−1(𝑤)|
|𝑤|𝑚/𝛼

= ∞ .
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CORRESPONDING FRACTIONS IN MANY VARIABLES

KH.YO. KUCHMINSKA

In the analytic theory of continued fractions there are two approaches to represent
holomorphic functions by rational ones. We use one of them, namely correspondence
between a formal power series and continued fractions [1].

Let consider one of the corresponding fractions, namely an 𝑁 -dimensional con-
tinued regular 𝐶-fraction correspondent to a 𝑁 -multiple power series and denote it
𝐶𝑁 -fraction:

1 + 𝐹0(𝑧) +
∞
𝐷
𝑖=1

𝑎𝑖, 𝑖, . . . , 𝑖⏟  ⏞  
𝑁

𝑁∏︀
𝑘=1

𝑧𝑘

1 + 𝐹𝑖(𝑧)
, (1)

where 𝐹𝑛(𝑧) is the sum of all subfractions in the (𝑛+1)th denominator, 𝑎𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑠(𝑖𝑠 =
0, 1, . . . ; 𝑠 = 1, 2, . . . , 𝑁) ∈ C, 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑁 ) ∈ C𝑁 .

Theorem 1. Let the 𝐶𝑁 -fraction (1) converges uniformly on every compact subset
of a certain bounded domain 𝐷 ⊂ C (which contains the origin) to a holomorphic
function 𝑓(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐷.
Then the formal 𝑁 -multiple power series correspondent to the 𝐶𝑁 -fraction (1)

𝑃 (𝑧) =
∞∑︁

|𝑘|=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘, 𝑧 = (𝑧1, ..., 𝑧𝑁 ) ∈ C𝑁 , 𝑘 = (𝑘1, ..., 𝑘𝑁 ) ∈ Z𝑁

⩾0

|𝑘| = 𝑘1 + ...+ 𝑘𝑁 , , 𝑧𝑘 = 𝑧𝑘1
1 ...𝑧𝑘𝑁

𝑁 ,

also converges in the domain 𝐷 to the function 𝑓(𝑧).
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CONTRACTIONS AND REALIZATIONS OF LIE ALGEBRAS

M. NESTERENKO, S. POŠTA

Realizations of Lie algebras (representations of Lie algebras by vector fields on
manifolds) are widely applicable in modern group analysis of differential equations,
in classification of gravity fields, in geometric control theory, in difference schemes
for numerical solutions of differential equations, etc.

To study limit processes between different theories, models or equations it is use-
ful to parameterize respective realization so that as the parameter tends to zero, the
realization converges to the realization of another (nonisomorphic) Lie algebra. This
problem originates from the contractions of abstract Lie algebras that were intro-
duced in 1951 by I. Segal and later in 1953 in the work by E. Inönü and E. Wigner
it was shown that different physical theories are connected by the contractions of
their underlying symmetry algebras.

Unfortunately, the direct application of the known contraction to a realization or
representation of a Lie algebra gives several zero operators, what makes it impossible
for further application.

We propose the practical method for the construction of the realization contrac-
tion, which uses the algebraic approach [1] to the construction of left-invariant vector
fields. To formulate the algorithm, we need to introduce key definitions.

Let ℒ𝑛(𝑉 ) be the variety of 𝑛-dimensional Lie algebras on a vector space 𝑉
over a field F, then each 𝑛-dimensional Lie algebra g = (𝑉, [., .]) corresponds to a
multiplication rule 𝜇 ∈ ℒ𝑛: ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 [𝑥, 𝑦] = 𝜇(𝑥, 𝑦). General linear group
GL(𝑉 ) acts on the variety of Lie brackets as follows:

∀𝐴 ∈ GL(𝑉 ), ∀𝜇 ∈ ℒ𝑛 (𝐴𝜇)(𝑥, 𝑦) = 𝐴−1(𝜇(𝐴𝑥,𝐴𝑦)) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉.

To define contractions of abstract Lie algebras [2] we consider GL(𝑉 )-orbits of
𝜇 ∈ ℒ𝑛 and their closures in Zariski or Euclidean topology. In this way Lie algebra
g = (𝑉, 𝜇0) is a contraction of g = (𝑉, 𝜇) if 𝜇0 belongs to the orbit closure of 𝜇.
In the case of real and complex fields we reformulate the notion of contraction in
terms of a contraction matrix (a continuous function 𝑈(𝜀) = 𝑈 : (0, 1] → GL(𝑉 ))
and structure constants conjugations.

The study of the contractions of abstract Lie algebras is usually provided in
frames of two problems: description of all possible contractions of a fixed Lie algebra
or description of all contractions of Lie algebras of a fixed dimension. Both these
problems of are rather complicated. To apply contractions of abstract Lie algebras
to some physical theories, models or equations we have to introduce a contraction
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to some representation or realization of the Lie algebra. We mainly focus on the
realisations of Lie algebras by Lie vector fields.

Let 𝑀 ⊂ R𝑚 be an open domain and denote the Lie algebra of smooth vector
fields on 𝑀 by Vect(𝑀). A realization 𝑅 of a Lie algebra g in vector fields on 𝑀 is
a homomorphism 𝑅 : g → Vect(𝑀) [3].

Direct application of contractions to realizations lead to unfaithful realizations in
all cases. Such a result is predictable and it was already indicated in the first paper
by Inönü and Wigner. In the case of representations the problem of zero matrices
can be overcome by tricky additional 𝜀-dependent similarity transformations of the
matrices. Generalizing these approaches we have to act on the realizations by the
𝜀-dependent automorphism transformations and 𝜀-dependent diffeomorphisms of the
manifold 𝑀 , what leads to cumbersome and unsolvable calculations. Yet another
approach to contractions of realizations is the use of parameter-dependent group
transformation. The disadvantage of this method is that the contraction result
should be previously known.

To overcome the above problems, we combine the realization construction and
the contraction process and perform them simultaneously. Roughly speaking, the
main idea proposed here is to construct realization from the structure constants
parameterized respectively to the contraction of the abstract Lie algebra.

The limiting process between realizations of two different Lie algebras can be
constructed using the algorithm:

(1) To construct parameterized structure constants using the contraction matrix
𝑈 , that do realize the desired contraction 𝐶𝑘′

𝜀,𝑖′𝑗′ := (𝑈𝜀)
𝑖
𝑖′(𝑈𝜀)

𝑗
𝑗′(𝑈𝜀

−1)𝑘
′

𝑘 𝐶𝑘
𝑖𝑗 ,

where 𝐶𝑘
𝑖𝑗 are structure constants of the initial Lie algebra.

(2) To calculate 𝜀-dependent adjoint actions (using 𝐶𝑘′

𝜀,𝑖′𝑗′), the matrix exponents
and respective differential 1-forms: ad𝜀𝑒𝑖, exp(−𝑥𝑖ad

𝜀𝑒𝑖) and 𝜔𝜀(𝑥).
(3) To find the inverse transformation to obtain the vector fields 𝜉𝜀(𝑥) = (𝜔𝜀(𝑥))−1,

that are the parameterized realization that do contracts to the realization
of the contracted Lie algebra.

The algorithm was successfully tested on several examples and it allows to construct
parameterized differential invariants and differential equations.
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COMPARATIVE STUDY OF FAILURE DETECTION IN
INDUCTION MOTORS USING TIME-FREQUENCY TRANSFORMS

A. PERIS, N. RAMEZANZADEH, F. RODENAS

Induction motors are widely utilized across an array of industrial and commercial
sectors due to their high reliability, cost-effectiveness, and self-starting capabilities.
Therefore, it is vital to detect any potential faults. In the talk we present the bene-
fits of different time-frequency methods based on the wavelet transform to diagnose
rotor bar failures in induction machines. These methods consist of Discrete Wavelet
Transform (DWT) and wavelet packet transform (WP) and are based on the ex-
amination of stature current at start-up, using both quantitative and qualitative
techniques. We have developed reliable and robust criteria for identifying broken
bars in induction motors by applying these methods. They offer a localized and
multi-resolution analysis of signals, enabling the extraction of low and high-frequency
components with differing levels of precision. Careful selection of the wavelet fam-
ily is paramount to the success of indicator, with the ’dmeyer’ wavelet producing
consistently favourable outcomes. The study demonstrates efficacy of wavelet and
wavelet packet-based analysis in precisely identifying motor failures, thus offering
valuable insights for better condition monitoring approaches in industrial contexts.
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OPTIMAL APPROXIMATION OF FUNCTIONS
FROM THE SOBOLEV CLASSES FROM SAMPLES

K.V. POZHARSKA

We study the recovery of functions 𝑓 , belonging to the unit balls of the mixed
order Sobolev spaces W𝑟

𝑝, based on 𝑛 function evaluations.
Let T = [0, 2𝜋] be a torus where the endpoints of the interval are identified. By T𝑑

we denote a 𝑑-dimensional torus and equip it with the normalized Lebesgue measure
(2𝜋)−𝑑d𝑥. For functions 𝑓 ∈ 𝐿1 := 𝐿1(T𝑑) we define the Fourier coefficients 𝑓𝑘 =
(2𝜋)−𝑑

∫︀
T𝑑 𝑓(𝑥)𝑒

−𝑖𝑘·𝑥d𝑥, 𝑘 ∈ Z𝑑, w.r.t. the trigonometric system
{︀
𝑒𝑖𝑘·𝑥 : 𝑘 ∈ Z𝑑

}︀
which forms a 1-bounded orthonormal basis of 𝐿2, i.e., for 𝑓 ∈ 𝐿2 we have 𝑓(𝑥) =∑︀

𝑘∈Z𝑑 𝑓𝑘𝑒
𝑖𝑘·𝑥 in the sense of convergence in 𝐿2.

For 𝑠 = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑑) with 𝑠𝑗 ∈ N0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑑, we define the set

𝜌(𝑠) :=
{︀
(𝑘1, . . . , 𝑘𝑑) ∈ Z𝑑 : ⌊2𝑠𝑗−1⌋ ⩽ |𝑘𝑗 | < 2𝑠𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑑

}︀
,

and the so-called step hyperbolic cross Ωℓ :=
⋃︀

|𝑠|1⩽ℓ 𝜌(𝑠). The cardinality |Ωℓ| is of
order 2ℓℓ𝑑−1. By 𝑄ℓ we denote the set of trigonometric polynomials with frequencies
from the step hyperbolic cross, i.e., we put 𝑄ℓ := span{𝑒𝑖𝑘·𝑥 : 𝑘 ∈ Ωℓ}.

For 𝑓 ∈ 𝐿1 and 𝑥 ∈ T𝑑 we set

𝛿𝑠(𝑓)(𝑥) :=
∑︁

𝑘∈𝜌(𝑠)

𝑓𝑘 𝑒
𝑖𝑘·𝑥.

We now define, for 1 < 𝑝 < ∞ and 𝑟 > 0, the class

W𝑟
𝑝 :=

{︃
𝑓 ∈ 𝐿1 :

⃦⃦⃦(︁ ∑︁
𝑠∈N𝑑

0

22𝑟|𝑠|1 |𝛿𝑠(𝑓)|2
)︁1/2⃦⃦⃦

𝑝
⩽ 1

}︃
of functions with bounded mixed derivative. The definition of this class that includes
the limit cases 𝑝 = 1 and 𝑝 = ∞ can be found in [1, Chapter 3].

Theorem 1 ([2]). Let 1 < 𝑝 < ∞ and 𝑟 > max{1/2, 1/𝑝}. For all ℓ ∈ N, there are
linear sampling algorithms 𝐴𝑚 : W𝑟

𝑝 → 𝑄ℓ that use at most 𝑚 ≍ dim𝑄ℓ ≍ 2ℓℓ𝑑−1

points and satisfy for all 1 ⩽ 𝑞 < ∞ that

sup
𝑓∈W𝑟

𝑝

‖𝑓 −𝐴𝑚𝑓‖𝑞 ≲ 𝑚−(𝑟−𝑡)(log𝑚)(𝑑−1)(𝑟−𝑡) ,

where 𝑡 = (1/𝑝 − 1/2)+ + (1/2 − 1/𝑞)+. The bound is sharp and both sides of the
inequality are asymptotically equivalent to the approximation numbers (linear width)
𝑎𝑚(W𝑟

𝑝, 𝐿𝑞) if
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1
𝑝

1
𝑞

1
2

1
2

𝑔lin𝑛 (W𝑟
𝑝, 𝐿𝑞)

LS–optimal

Smolyak–not optimal

Smolyak

2 ⩽ 𝑝 < 𝑞 < ∞
optimal

Smolyak

1 < 𝑝 < 𝑞 ⩽ 2

optimal

1

1

no matching

bounds

𝑝 < 2 < 𝑞

no matching

bounds

no matching

bounds

Figure 1. Parameter region with sharp orders

∙ 1 < 𝑝 < ∞ and 𝑞 = 2, or
∙ 1 ⩽ 𝑞 ⩽ 2 ⩽ 𝑝 < ∞, or
∙ 𝑝 = 2 ⩽ 𝑞 < ∞.

For uniform approximation, we have 𝑡 = max{1/2, 1/𝑝} and

sup
𝑓∈W𝑟

𝑝

‖𝑓 −𝐴𝑚𝑓‖∞ ≲ 𝑚−(𝑟−𝑡)(log𝑚)(𝑑−1)(𝑟−𝑡+1/2).

Figure 1 gives an overview of our findings for this class, where by 𝑔lin𝑛 (W𝑟
𝑝, 𝐿𝑞)

we denote the 𝑛-th linear sampling number in 𝐿𝑞, i.e., the minimal worst case error
that can be achieved with linear algorithms based on at most 𝑛 function values, if
the error is measured in 𝐿𝑞.
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[1] Dũng D., Temlyakov V.N., Ullrich T. (2018). Hyperbolic Cross Approximation. Advanced
Courses in Mathematics - CRM Barcelona: Springer International Publishing.

[2] Krieg D., Pozharska K., Ullrich M., Ullrich T. (2023). Sampling recovery in the uniform norm.
arXiv: 2305.07539v2.

Acknowledgements. This is a joint work with David Krieg, Mario Ullrich and Tino
Ullrich. KP would like to acknowledge support by the Philipp Schwartz Fellowship
of the Alexander von Humboldt Foundation.

Institute of Mathematics of NAS of Ukraine, Kyiv, Ukraine; Faculty of Mathe-
matics, Chemnitz University of Technology, Chemnitz, Germany

Email address: pozharska.k@gmail.com

XIX Міжнародна наукова конференція імені академіка Михайла Кравчука - 81 -



GROUPS OF THE NILPOTENCY CLASS 3 OF ORDER 𝑝4 AS
ADDITIVE GROUPS OF LOCAL NEARRINGS

I. RAIEVSKA, M. RAIEVSKA

Nearrings are a generalization of rings in the sense that the addition needs not to
be commutative and only one distributive law is assumed. A nearing with identity is
called local if the set of all non-invertible elements forms a subgroup of its additive
group. We consider groups of the nilpotency class 3 of order 𝑝4 which are the additive
groups of local nearrings [1]. It is shown that, for 𝑝 > 3, there exist a local nearring
on one of such 4 groups.

Theorem 1 ([2], [3]). There are 4 non-isomorphic groups of the nilpotency class 3
of order 𝑝4 with 𝑝 > 3, which are:

∙ 𝐻1 = ⟨𝑎, 𝑏 : 𝑎𝑝 = 𝑏𝑝 = 𝑐𝑝 = [𝑎, 𝑐]𝑝 = [𝑏, 𝑐] = 𝑒, [𝑎, [𝑎, 𝑐]] = [𝑏, [𝑎, 𝑐]] = 𝑒⟩,
where 𝑐 = [𝑎, 𝑏];

∙ 𝐻2 = ⟨𝑎, 𝑏 : 𝑎𝑝2

= 𝑏𝑝 = [𝑎, 𝑏]𝑝 = [𝑏, [𝑎, 𝑏]] = 𝑒, [𝑎, [𝑎, 𝑏]] = 𝑎𝑝⟩;.
∙ 𝐻3 = ⟨𝑎, 𝑏 : 𝑎𝑝2

= 𝑏𝑝 = [𝑎, 𝑏]𝑝 = [𝑎, [𝑎, 𝑏]] = 𝑒, [𝑏, [𝑎, 𝑏]] = 𝑎𝑝⟩;
∙ 𝐻4 = ⟨𝑎, 𝑏 : 𝑎𝑝2

= 𝑏𝑝 = [𝑎, 𝑏]𝑝 = [𝑎, [𝑎, 𝑏]] = 𝑒, [𝑏, [𝑎, 𝑏]] = 𝑎2𝑝⟩.

Let 𝑅 be a local nearring whose additive group of 𝑅+ is isomorphic to 𝐻1. Then
𝑅+ = ⟨𝑎⟩ + ⟨𝑏⟩ + ⟨𝑐⟩ + ⟨𝑑⟩ for some elements 𝑎, 𝑏, 𝑐 and 𝑑 of 𝑅 satisfying the
relations 𝑎𝑝 = 𝑏𝑝 = 𝑐𝑝 = 𝑑𝑝 = 0, 𝑏+ 𝑐 = 𝑐+ 𝑏, 𝑎+ 𝑑 = 𝑑+ 𝑎, 𝑏+ 𝑑 = 𝑑+ 𝑏, where
𝑐 = −𝑎 − 𝑏 + 𝑎 + 𝑏 and 𝑑 = −𝑎 − 𝑐 + 𝑎 + 𝑐. In particular, each element 𝑥 ∈ 𝑅 is
uniquely written in the form 𝑥 = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥3 + 𝑑𝑥4 with coefficients 0 ⩽ 𝑥1 < 𝑝,
0 ⩽ 𝑥2 < 𝑝, 0 ⩽ 𝑥3 < 𝑝 and 0 ⩽ 𝑥4 < 𝑝. Since order of the element 𝑎 is equal to
the exponent of group 𝐺, i.e. 𝑝, it follows that we can assume that 𝑎 is an identity
of 𝑅, i. e. 𝑎𝑥 = 𝑥𝑎 = 𝑥 for each 𝑥 ∈ 𝑅. Furthermore, for each 𝑥 ∈ 𝑅 there exist
coefficients 𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥), 𝛾(𝑥), 𝜑(𝑥) such that 𝑥𝑏 = 𝑎𝛼(𝑥) + 𝑏𝛽(𝑥) + 𝑐𝛾(𝑥) + 𝑑𝜑(𝑥). It
is clear that they are uniquely defined modulo 𝑝, so that some mappings 𝛼 : 𝑅 → Z𝑝,
𝛽 : 𝑅 → Z𝑝, 𝛾 : 𝑅 → Z𝑝, 𝜑 : 𝑅 → Z𝑝 are determined.

𝐿 will denote the subgroup of all non-invertible elements of 𝑅.

Theorem 2. If 𝑎 coincides with identity element of 𝑅, 𝑥 = 𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥3 + 𝑑𝑥4,
𝑦 = 𝑎𝑦1 + 𝑏𝑦2 + 𝑐𝑦3 + 𝑑𝑦4 ∈ 𝑅 and |𝑅 : 𝐿| = 𝑝, then

𝑥𝑦 = 𝑎(𝑥1𝑦1) + 𝑏(𝑥2𝑦1 + 𝛽(𝑥)𝑦2) + 𝑐(𝑥3𝑦1 − 𝑥1𝑥2

(︀
𝑦1

2

)︀
+ 𝑥1𝛽(𝑥)𝑦3+

𝛾(𝑥)𝑦2) + 𝑑(𝑥4𝑦1 + 𝑥2

(︀
𝑥1

2

)︀(︀
𝑦1

2

)︀
− 𝑥1𝑥3

(︀
𝑦1

2

)︀
+ 𝑥1

2𝑥2

(︀
𝑦1

𝑦1−3

)︀
+ 𝜑(𝑥)𝑦2+

𝑥1𝛾(𝑥)𝑦3 − 𝛽(𝑥)
(︀
𝑥1

2

)︀
𝑦3 + 𝑥1

2𝛽(𝑥)𝑦4).
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Moreover, for the mappings 𝛽 : 𝑅 → Z𝑝, 𝛾 : 𝑅 → Z𝑝, 𝜑 : 𝑅 → Z𝑝 the following
statements hold:

(0) 𝛽(0) ≡ 0 ( mod 𝑝), 𝛾(0) ≡ 0 ( mod 𝑝), 𝜑(0) ≡ 0 ( mod 𝑝) if and only if the
nearring 𝑅 is zero-symmetric;

(1) 𝛽(𝑥𝑦) ≡ 𝛽(𝑥)𝛽(𝑦) ( mod 𝑝);
(2) 𝛾(𝑥𝑦) ≡ 𝑥1𝛽(𝑥)𝛾(𝑦) ( mod 𝑝);
(3) 𝜑(𝑥𝑦) ≡ 𝜑(𝑥)𝛽(𝑦) + 𝑥1𝛾(𝑥)𝛾(𝑦)− 𝛽(𝑥)

(︀
𝑥1

2

)︀
𝛾(𝑦) + 𝑥2

1𝛽(𝑥)𝜑(𝑦) ( mod 𝑝).

Theorem 3. Let 𝑅 be a local nearring whose additive group of 𝑅+ is isomorphic to
𝐻1 and |𝑅 : 𝐿| = 𝑝. If 𝑥 = 𝑎𝑥1+𝑏𝑥2+𝑐𝑥3+𝑑𝑥4, 𝑦 = 𝑎𝑦1+𝑏𝑦2+𝑐𝑦3+𝑑𝑦4 ∈ 𝑅, then
the mappings 𝛽 : 𝑅 → Z𝑝, 𝛾 : 𝑅 → Z𝑝 and 𝜑 : 𝑅 → Z𝑝 from Theorem 2 can be 𝛽(𝑥) ≡

𝑥1
2 ( mod 𝑝 ), 𝜑(𝑥) =

{︂
𝑥2

2, 𝑖𝑓 𝑥1 ≡ 0 ( mod 𝑝 )
0, 𝑖𝑓 𝑥1 ̸≡ 0 ( mod 𝑝 )

and 𝛾(𝑥) ≡ 0 ( mod 𝑝 ).

A computer program verified that for 𝑝 = 5 the nearring obtained in Theorem 3
is indeed a local nearring, is deposited on GitHub:

https://github.com/raemarina/Examples/blob/main/LNR_625-7.txt
From the package LocalNR [4] and [5] we have the following number of all non-

isomorphic zero-symmetric local nearrings on 𝐻1 of order 625.
𝐼𝑑𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝(𝑅+) 𝐼𝑑𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝(𝑅*) 𝑆𝑡𝑟𝑢𝑐𝑡𝑢𝑟𝑒𝐷𝑒𝑠𝑐𝑟𝑖𝑝𝑡𝑖𝑜𝑛(𝑅*) 𝑛(𝑅*)

[625, 7] [500, 21] ((𝐶5 × 𝐶5) ⋊ 𝐶5) ⋊ 𝐶4 45
103 [500, 42] 𝐶5 × ((𝐶5 × 𝐶5) ⋊ 𝐶4) 34

[500, 44] 𝐶5 × ((𝐶5 × 𝐶5) ⋊ 𝐶4) 6
[500, 46] (𝐶5 × 𝐶5 × 𝐶5) ⋊ 𝐶4 18
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the University of Warsaw.
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EXACT CONSTANT IN ESTIMATES OF APPROXIMATION OF
LIPSCHITZ CLASSES BY CESARO MEANS

O. ROVENSKA

Let 𝑓 ∈ 𝐶2𝜋, ‖𝑓‖𝐶 = max |𝑓(·)|. Cesáro means 𝜎(𝛼)
𝑛 (𝑓) of 𝑓 are defined as follows

𝜎(𝛼)
𝑛 (𝑓 ;𝑥) =

1

𝐴𝛼
𝑛

𝑛∑︁
𝜈=0

𝐴𝛼−1
𝑛−𝜈𝑆𝜈(𝑓 ;𝑥), 𝐴𝛼

𝑛 =
(𝛼+ 1) . . . (𝛼+ 𝑛)

𝑛!
, 𝛼 > −1, 𝑛 ∈ Z+,

where

𝑆𝜈(𝑓 ;𝑥) =
𝑎0
2

+

𝜈∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥+ 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥), 𝜈 ∈ Z+

is the partial sum of the Fourier series of the function 𝑓 .
We set the exact constant in the Jackson-type inequality on Lipschitz class 𝐻1

2𝜋-periodic functions

𝐻1 = {𝑓 ∈ 𝐶2𝜋 : |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥1)| ⩽ |𝑥− 𝑥1|, 𝑥, 𝑥1 ∈ R}.

Theorem 1. Let 𝑓 ∈ 𝐻1, 𝑛 ∈ N. Then⃦⃦⃦
𝑓 − 𝜎(4)

𝑛 [𝑓 ]
⃦⃦⃦
𝐶
⩽

5𝜋2 − 8

5𝜋 ln 2

ln(𝑛𝑖 + 1)

(𝑛𝑖 + 1)
.

The constant
5𝜋2 − 8

5𝜋 ln 2
is exact.
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MODULUS GROWTH BOUNDS FOR FUNCTIONS IN HARDY
SPACE

M.V. SAVCHUK, V.V. SAVCHUK

Let 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞. The Hardy space consist of those functions 𝑓 , holomorphic
in the unit disk D := {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1}, for which ‖𝑓‖∞ := sup𝑧∈D |𝑓(𝑧)| < ∞
if 𝑝 = ∞, and ‖𝑓‖𝑝 := sup0⩽𝜌<1

(︀∫︀
T |𝑓(𝜌𝑡)|

𝑝d𝑚(𝑡)
)︀ 1

𝑝 < ∞ if 1 ⩽ 𝑝 < ∞, where
T := {𝑡 ∈ C : |𝑡| = 1} and d𝑚 is normalized Lebesgue measure on T.

We let by 𝑈𝐻𝑝 denote the unit ball in Hardy space 𝐻𝑝.
Let 𝑧 ∈ D be fixed. It is well-known that solution of the extremal problem

|𝑓(𝑧)| → max when 𝑓 runs 𝑈𝐻𝑝 and satisfy 𝑓(0) = 0 is given by

max {|𝑓(𝑧)| : 𝑓 ∈ 𝑈𝐻𝑝, 𝑓(0) = 0} =
|𝑧|

(1− |𝑧|2)
1
𝑝

,

where maximum is attained for the functions 𝑓(𝑡) = 𝑐𝑡
(︀
(1− |𝑧|2)(1− 𝑧𝑡)−2

)︀ 1
𝑝 ,

where 𝑐 ∈ T is constant.
We consider the analogous extremal problem in 𝐻𝑝 space for the modulus |𝑓(𝑧)−

𝑓(0)| without restriction that 𝑓(0) = 0.
Our main result is the following

Theorem 1. Let 𝑧 ∈ D and 2 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞. Then

max {|𝑓(𝑧)− 𝑓(0)| : 𝑓 ∈ 𝑈𝐻𝑝} = |𝑧|
(︂
1 +

(1− 𝑎𝑧,𝑝)
2|𝑧|2

1− |𝑧|2

)︂1− 1
𝑝

.

If 𝑧 ̸= 0 the maximum is attained only for the functions

𝑓(𝑡) = 𝑐
𝑡− 𝑎𝑧,𝑝𝑧

1− 𝑎𝑧,𝑝𝑧𝑡

(︂
1− 𝑎𝑧,𝑝𝑧𝑡

1− 𝑧𝑡

)︂ 2
𝑝

,

where 𝑐 is any constant with |𝑐| =
(︁
1 +

(1−𝑎𝑧,𝑝)
2|𝑧|2

1−|𝑧|2

)︁− 1
𝑝

and

𝑎𝑧,𝑝 :=
1

|𝑧|2
(︁
1− (1− |𝑧|2)

𝑝−2
2(𝑝−1)

)︁
.
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APPROXIMATION OF FUNCTIONS BY
THE GAUSS-WEIERSTRASS SINGULAR OPERATORS

O. L. SHVAI

In the talk, the obtained in [3] direct approximation theorems will be discussed.
Namely, we will show the upper bounds for approximation of continuous in the

neighbourhood of some point 𝑥, −∞ < 𝑥 < ∞, functions 𝑓(𝑥) by their Gauss-
Weierstrass singular operators (see, e.g., [1, 2])

𝑊𝜌(𝑓 ;𝑥) :=
1

𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑓(𝑥+ 𝑡)

{︃
1

2
+

∞∑︁
𝑘=1

𝜌𝑘
2

cos 𝑘𝑡

}︃
𝑑𝑡, 0 ⩽ 𝜌 < 1, (1)

in terms of a majorant function 𝜔 for the modules of continuity of the first and
second orders of the respective functions.

One can show, that putting 𝛿 := (ln 1
𝜌 )

−1, the quantity (1) can be written as
follows

𝑊𝛿(𝑓 ;𝑥) =
1

2

√︂
𝛿

𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑓(𝑥+ 𝑡)𝑒−

𝑡2

4 𝛿𝑑𝑡. (2)

We got the rate of deviation of the operator (2) as 𝛿 → ∞ from the function 𝑓 ,
on which it is, actually, constructed, in the norm of the space 𝐿𝑝 := 𝐿𝑝(−∞;∞),
1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, of, respectively, summable with 𝑝th power on (−∞;∞) functions,
and of measurable and essentially bounded on (−∞;∞) functions. Note, that for
continuous functions, it holds ‖𝑓‖𝐿∞ ≡ ‖𝑓‖𝐶 , where 𝐶 := 𝐶(−∞;∞) denotes the
space of continuous on (−∞;∞) functions with a usual norm.
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IНТЕГРАЛ ЕЙЛЕРА ПЕРШОГО РОДУ: БЕТА-IНТЕГРАЛ

В. I. БАЛАБУХА

Так називаємо (за Лежандром) iнтеграл виду

𝐵(𝑎, 𝑏) =

∫︁ 1

0

𝑥𝑎−1(1− 𝑥)𝑏−1𝑑𝑥 (1)

де 𝑎, 𝑏 > 0. Вiн являє собою функцiю вiд двох параметрiв 𝑎 i 𝑏 – так звану
функцiю 𝐵(𝑎, 𝑏) [1].

Якщо 𝑎 ⩽ 0 або 𝑏 ⩽ 0, то iнтеграл (1) розбiжний. Щоб показати це, наведемо
наступну теорему

Теорема 1 (Критерiй Кошi). Нехай для значень х, досить близьких до b, фун-
кцiя f(x) має вигляд

𝑓(𝑥) =
𝑔(𝑥)

(𝑏− 𝑥)𝜆
, 𝜆 > 0

Тодi:
1) Якщо 𝜆 < 1 i 𝑔(𝑥) ⩽ 𝑐 < ∞, то iнтеграл

∫︀ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 збiгається.

2) Якщо 𝜆 ⩾ 1 i 𝑔(𝑥) ⩾ 𝑐 > ∞, то iнтеграл
∫︀ 𝑏

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 розбiгається (розбiжний).

Представимо iнтеграл (1) у виглядi суми двох iнтегралiв

𝐵(𝑎, 𝑏) =

∫︁ 1
2

0

𝑥𝑎−1(1− 𝑥)𝑏−1𝑑𝑥+

∫︁ 1

1
2

𝑥𝑎−1(1− 𝑥)𝑏−1𝑑𝑥.

Спочатку розглянемо iнтеграл
∫︀ 1

2

0
𝑥𝑎−1(1− 𝑥)𝑏−1𝑑𝑥:∫︁ 1

2

0

𝑥𝑎−1(1− 𝑥)𝑏−1𝑑𝑥 = (−1)𝑎−1

∫︁ 1
2

0

(1− 𝑥)𝑏−1

(0− 𝑥)1−𝑎
𝑑𝑥.

З теореми 1, припускаючи, що

𝑔(𝑥) = (1− 𝑥)𝑏−1 ⩾ 1, 𝑥 ∈
(︁
0,

1

2

]︁
,

𝛽 = 0,

𝜆 = 1− 𝑎,

робимо висновок, що якщо 1−𝑎 ⩾ 1, тобто 𝑎 ⩽ 0, то iнтеграл
∫︀ 1

2

0
𝑥𝑎−1(1−𝑥)𝑏−1𝑑𝑥

розбiжний, а отже, розбiжний i iнтеграл (1).
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Тепер для iнтеграла
∫︀ 1

1
2
𝑥𝑎−1(1− 𝑥)𝑏−1𝑑𝑥, припустимо:

𝑔(𝑥) = 𝑥𝑎−1,

𝛽 = 1,

𝜆 = 1− 𝑏,

маємо, що для 𝜆 = 1−𝑏 ⩾ 1, тобто 𝑏 ⩽ 0, iнтеграл
∫︀ 1

1
2
𝑥𝑎−1(1−𝑥)𝑏−1𝑑𝑥 розбiжний,

а отже, розбiжний i iнтеграл (1).
Якщо 𝑎 ⩽ 0 або 𝑏 ⩽ 0, то iнтеграл (1) розбiжний. Зауважимо також, що

для 𝑎 > 0 iнтеграл
∫︀ 1

2

0
𝑥𝑎−1(1 − 𝑥)𝑏−1𝑑𝑥 збiжний, тодi як для 𝑏 > 0 iнтеграл∫︀ 1

1
2
𝑥𝑎−1(1 − 𝑥)𝑏−1𝑑𝑥 збiжний. Отже, умовою збiжностi iнтеграла (1) є 𝑎 > 0 i

𝑏 > 0 [1].
Ми встановили, що цей iнтеграл збiгається при додатних значеннях 𝑎 та 𝑏

(навiть менших за одиницю), а отже, його можна вважати означенням функцiї
𝐵(𝑎, 𝑏).
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ПРО ПЕРЕТВОРЕННЯ I ФУНКЦIЇ, ЯКI ЗБЕРIГАЮТЬ ХВОСТИ
𝐸-ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ

О.М. БАРАНОВСЬКИЙ, М.В. ПРАЦЬОВИТИЙ

У доповiдi розглядається нескiнченна сiм’я функцiй, якi зберiгають хвости
так званого 𝐸-зображення чисел з (0, 1]. Вивчаються властивостi деяких пред-
ставникiв цiєї сiм’ї. За допомогою цих функцiй побудовано перетворення пiвiн-
тервалу (0, 1], якi зберiгають хвости 𝐸-зображення чисел.

Як вiдомо [1], для будь-якого числа 𝑥 ∈ (0, 1] iснує єдина послiдовнiсть (𝑞𝑛)
натуральних чисел, 𝑞𝑛+1 ⩾ 𝑞𝑛, що

𝑥 =
∞∑︁

𝑛=1

1

(𝑞1 + 1)(𝑞2 + 1) . . . (𝑞𝑛 + 1)
≡ ∆𝑞1𝑞2...𝑞𝑛.... (1)

Ряд (1) називається рядом Енгеля i однозначно визначається неспадною по-
слiдовнiстю натуральних чисел (𝑞𝑛). Його можна записати в iншому виглядi:

𝑥 =

∞∑︁
𝑛=1

1

(2 + 𝑔1)(2 + 𝑔1 + 𝑔2) . . . (2 + 𝑔1 + 𝑔2 + . . .+ 𝑔𝑛)
≡ ∆𝐸

𝑔1𝑔2...𝑔𝑛..., (2)

де 𝑞1 − 1 = 𝑔1, 𝑞𝑛+1 − 𝑞𝑛 = 𝑔𝑛+1 ∈ Z0 ≡ {0, 1, 2, . . .}.
Ряд (2) називається 𝐸-представленням числа 𝑥, а скорочений символiчний

запис ∆𝐸
𝑔1𝑔2...𝑔𝑛... — його 𝐸-зображенням, при цьому 𝑔𝑛 = 𝑔𝑛(𝑥)— 𝑛-ою цифрою

(символом) цього зображення.

Означення 1. Кажемо, що функцiя 𝑓 , яка визначена на (0, 1] i набуває значень
з (0, 1], зберiгає хвости 𝐸-зображень чисел, якщо для будь-якого 𝑥 ∈ (0, 1]
iснують натуральнi числа 𝑘 = 𝑘(𝑥) i 𝑚 = 𝑚(𝑥) такi, що

𝑔𝑘+𝑛(𝑥) = 𝑔𝑚+𝑛(𝑓(𝑥)) для всiх 𝑛 ∈ N.

Тривiальним прикладом такої функцiї є тотожна функцiя. Найпростiшими
нетривiальними прикладами є такi:

(1) функцiя «збiльшення першої цифри»

𝑑𝑖(𝑥) = ∆𝐸
[𝑖+𝑔1(𝑥)]𝑔2(𝑥)𝑔3(𝑥)...𝑔𝑛(𝑥)...

,

де 𝑖— фiксоване цiле невiд’ємне число,
(2) функцiя зсуву цифр

𝜔(𝑥) = ∆𝐸
𝑔2(𝑥)𝑔3(𝑥)...𝑔𝑛(𝑥)...

.
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Вони використовуються для побудови перетворень (тобто бiєктивних вiдобра-
жень на себе) пiвiнтервалу (0, 1], якi зберiгають хвости 𝐸-зображення чисел.

Теорема 1. Нехай 𝑖— фiксований натуральний параметр. Перетворення (0, 1],
означене рiвнiстю

𝜙𝑖(𝑥) =

{︃
𝑑𝑖(𝑥), якщо 0 < 𝑥 ⩽ 𝑥1 ≡ ∆𝐸

0(𝑖),

𝜔(𝑥), якщо 𝑥1 ⩽ 𝑥 ⩽ 1,

зберiгає хвости 𝐸-зображення чисел.

Хвостовi множини (тобто множини чисел, елементи яких мають однаковi
хвости зображень) вiдiграють важливу роль у вивченнi розподiлiв випадко-
вих величин, породжених дискретними розподiлами цифр їхнього зображення.
У випадку дискретностi розподiлу його точковий спектр (множина атомiв) є
хвостовою множиною. Зокрема, це має мiсце для випадкових величин з неза-
лежними цифрами їхнього 𝑠-кового зображення, 𝑄-зображення, зображень, що
ґрунтуються на розкладах чисел в елементарнi ланцюговi дроби, додатнi ряди
Енгеля, Сильвестера, Люрота, а також знакопочережнi ряди Остроградського
1-го i 2-го виду, Люрота тощо (див. монографiї [2, 3] i посилання там).

Тому природно виникає iнтерес до неперервних функцiй i перетворень (0, 1],
якi зберiгають хвости зображення чисел.

Iдею конструкцiї перетворення, яке зберiгає хвости так званого 𝑄𝑠-зображе-
ння чисел, запропоновано в статтi [4]. Аналогiчнi побудови, пов’язанi з рiзнома-
нiтними системами зображення чисел (як зi скiнченним, так i з нескiнченним
алфавiтом), вивчалися в роботах [5, 6].

Лiтература

[1] Engel F. (1914). Entwicklung der Zahlen nach Stammbrüchen. Verh. d. 52. Versamml. dtsch.
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РОЗВИНЕННЯ ФУНКЦIЇ (1 + 𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧1𝑧2)
𝛼 У ДВОВИМIРНИЙ

ГIЛЛЯСТИЙ ЛАНЦЮГОВИЙ ДРIБ З НЕРIВНОЗНАЧНИМИ
ЗМIННИМИ

I. БIЛАНИК, Р. МIЗЬОЛИК

Двовимiрнi гiллястi ланцюговi дроби (ГЛД) з нерiвнозначними змiнними

𝑏0(z) +
∞

D
𝑘=1

𝑖𝑘−1∑︁
𝑖𝑘=1

𝑎𝑖(𝑘)(z)
𝑏𝑖(𝑘)(z)

де 𝑏0(z), 𝑏𝑖(𝑘)(z), 𝑎𝑖(𝑘)(z) функцiї вiд z, z = (𝑧1, 𝑧2) ∈ C2, 𝑖(𝑘) ∈ ℐ,

ℐ = {𝑖(𝑘) = (𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑘) : 1 ⩽ 𝑖𝑘 ⩽ 𝑖𝑘−1 ⩽ ... ⩽ 𝑖0; 𝑘 ⩾ 1; 𝑖0 = 2} ,
є двовимiрним узагальненням функцiональних неперервних дробiв. Цi дроби є
ефективним апаратом для наближення функцiй двох комплексних змiнних. У
порiвняннi iз подвiйними степеневими рядами вони часто мають ширшу область
збiжностi, а їх пiдхiднi дроби дають кращi наближення. Числовi експерименти
пiдтверджують ефективнiсть наявних алгоритмiв розвинення, зокрема у [1].

Побудовано наступне розвинення функцiї 𝑓(z) = (1+𝑧1+𝑧2+𝑧1𝑧2)
𝛼, 𝛼 ∈ C∖Z

у двовимiрний ГЛД з нерiвнозначними змiнними

𝑓(z) = 𝐹 (𝑧1) +
𝑑1𝑧2̂︀𝐹 (𝑧1) +

𝑑2𝑧2
2𝐹 (𝑧1) +

𝑑3𝑧2

3 ̂︀𝐹 (𝑧1) + · · ·+
𝑑2𝑛𝑧2
2𝐹 (𝑧1) +

𝑑2𝑛+1𝑧2

(2𝑛+ 1) ̂︀𝐹 (𝑧1) + . . .
,

де

𝐹 (𝑧1) = 1 +
𝑑1𝑧1
1 +

𝑑2𝑧1
2 +

𝑑3𝑧1
3 +

𝑑4𝑧1
2 +

𝑑5𝑧1
5 + · · ·+

𝑑2𝑛𝑧1
2 +

𝑑2𝑛+1𝑧1
2𝑛+ 1 + . . .

,

̂︀𝐹 (𝑧1) = 1 +
−𝑑1𝑧1

1 +

𝑑3𝑧1
2 +

𝑑2𝑧1
3 +

𝑑5𝑧1
2 +

𝑑4𝑧1
5 + · · ·+

𝑑2𝑛+1𝑧1
2 +

𝑑2𝑛𝑧1
2𝑛+ 1 + . . .

,

𝑑1 = −𝛼, 𝑑2𝑛 = 𝑛+ 𝛼, 𝑑2𝑛+1 = 𝑛− 𝛼, 𝑛 ⩾ 1, 𝛼 ∈ C ∖ Z.
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ПРО ОЦIНКИ ПОХIДНОЇ ВIД СУМИ ТРИГОНОМЕТРИЧНОГО
РЯДУ З КВАЗIВИПУКЛИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

В.В. БОВСУНОВСЬКА, С.Б. ГЕМБАРСЬКА, П.В. ЗАДЕРЕЙ, Р.В. ТОВКАЧ

Розглядаються тригонометричнi ряди

∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑒
𝑖𝑘𝑡, 𝑐𝑘 ∈ 𝐶,

коефiцiєнти яких 𝑐𝑘 = 𝑎𝑘 − 𝑖𝑏𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑐0 = 𝑎0

2 задовольняють умови

lim
𝑘→∞

𝑐𝑘 = 0, (1)

∞∑︁
𝑘=1

𝑘
⃒⃒
∆2𝑐𝑘−1

⃒⃒
< ∞, ∆2𝑐𝑘−1 := 𝑐𝑘−1 − 2𝑐𝑘 + 𝑐𝑘+1. (2)

Ясно, що при виконаннi умов (1) i (2), 𝑎𝑘 → 0, 𝑏𝑘 → 0 i
∞∑︀
𝑘=1

𝑘
⃒⃒
∆2𝑎𝑘−1

⃒⃒
< ∞,

∞∑︀
𝑘=1

𝑘
⃒⃒
∆2𝑏𝑘−1

⃒⃒
< ∞. Вiдомо, що суми рядiв

𝑎0
2

+
∞∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘 cos 𝑘𝑡+ 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑡),

∞∑︁
𝑘=1

(−𝑏𝑘 cos 𝑘𝑡+ 𝑎𝑘 sin 𝑘𝑡),

якi позначимо вiдповiдно через 𝑓(𝑡) i 𝑓(𝑡), є неперервно диференцiйовними на
(0, 𝜋] (див. [1], п. 5.7.6, [2], роздiл V, стор. 365).

Покладемо 𝛼𝑘 := 𝑘𝑎𝑘, 𝛽𝑘 := 𝑘𝑏𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . ..
Теляковський С.А в [3] довiв наступну теорему.

Теорема 1. Якщо ∆𝑎𝑘 → 0 i ∆𝑏𝑘 = 𝑏𝑘 − 𝑏𝑘+1 → 0 при 𝑘 → ∞, то еквiвалентнi
такi умови

∞∑︀
𝑘=1

𝑘
⃒⃒
∆2𝑎𝑘−1

⃒⃒
< ∞ i

∞∑︀
𝑘=1

⃒⃒
∆2𝛼𝑘

⃒⃒
< ∞,

∞∑︀
𝑘=1

𝑘
⃒⃒
∆2𝑏𝑘−1

⃒⃒
< ∞ i

∞∑︀
𝑘=1

⃒⃒
∆2𝛽𝑘

⃒⃒
< ∞.
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Нами встановлено таке твердження.

Теорема 2. Нехай коефiцiєнти ряду

∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑒
𝑖𝑘𝑡

задовольняють умови lim
𝑘→∞

𝑐𝑘 = 0 i

∞∑︁
𝑘=1

𝑘
⃒⃒
∆2𝑐𝑘−1

⃒⃒
< ∞.

Тодi справедлива оцiнка

𝜋∫︁
𝜋

𝑚+1

⃒⃒⃒
𝑓 ′(𝑡) + 𝑖𝑓 ′(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑑𝑡 =

= 𝑂

(︃
𝑚∑︁

𝑘=1

(|𝑎𝑘|+ |𝑏𝑘|)𝑘𝑢𝑘 +
∞∑︁
𝑘=1

min(𝑘,𝑚)(|∆2𝛼𝑘|+ |∆2𝛽𝑘|)

)︃
,

де 𝑢𝑘 = 1
2

𝜋
𝑘∫︀
𝜋

𝑘+1

ctg 𝑡
2𝑑𝑡, 𝑚 ∈ 𝑁 , з абсолютними сталими при доданках, що зна-

ходяться у правiй частинi останньої рiвностi.
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ЗБIЖНIСТЬ В СЕРЕДНЬОМУ РЯДIВ ТЕЙЛОРА ДЕЯКИХ
ФУНКЦIЙ З КЛАСУ ГАРДI

В.В. БОВСУНОВСЬКА, П.В. ЗАДЕРЕЙ, Н.М. ЗАДЕРЕЙ, Г.Д. НЕФЬОДОВА

Якщо функцiя 𝑓(𝑧) аналiтична в одиничному крузi 𝐷 i

lim
𝑟→1

∫︁ 2𝜋

0

|𝑓(𝑟𝑒𝑖𝑡)|𝑑𝑡 < ∞,

то кажуть, що 𝑓(𝑧) належить класу Гардi 𝐻1.
Нехай ряд Тейлора функцiї 𝑓(·) ∈ 𝐻1 має вигляд

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘, 𝑧 ∈ 𝐷, 𝑐𝑘 ∈ 𝐶, (1)

i цей ряд збiгається в середньому, тобто в метрицi 𝐿1, а саме виконується умова

lim
𝑛→∞

∫︁ 2𝜋

0

|
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑐𝑘𝑒
𝑖𝑘𝑡|𝑑𝑡 = 0. (2)

Приклад функцiї 𝑓(·) ∈ 𝐻1, ряд Тейлора якої не збiгається в середньому,
тобто не виконується умова (2), побудував Ф. Рiсс [1]. Цей приклад Ф. Рiсса
детально розiбраний в [2, с. 598–601].

В роботi встановленi умови збiжностi в середньому рядiв Тейлора функцiй з
класу 𝐻1, що задовольняють умови Сiдона–Теляковського.

Теорема 1. Якщо коефiцiєнти 𝑐𝑘 ряду (1) задовольняють наступнi умови:
lim
𝑛→∞

𝑐𝑘 = 0; iснують такi числа 𝐴𝑘, що |△𝑐𝑘| = |𝑐𝑘−𝑐𝑘+1| ⩽ 𝐴𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

𝐴𝑘 ↓ 0;
∞∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘 < ∞;
∞∑︁
𝑘=1

|𝑐𝑘|
𝑘

< ∞,

то ряд (1) збiгається в середньому, тобто має мiсце рiвнiсть (2), тодi i тiль-
ки тодi, коли |𝑐𝑘| ln 𝑘 → 0 при 𝑘 → ∞.
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Φ-ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ У ТЕОРIЇ НЕПЕРЕРВНИХ НIДЕ НЕ
МОНОТОННИХ ФУНКЦIЙ З АВТОМОДЕЛЬНИМИ

ВЛАСТИВОСТЯМИ

Н.М. ВАСИЛЕНКО, М. В. ПРАЦЬОВИТИЙ, O. I. БОНДАРЕНКО

Нехай 𝐴 = {0,±1,±2, ...} — алфавiт (набiр цифр), 𝐿 = 𝐴× 𝐴× ... — простiр
послiдовностей елементiв алфавiту; 𝜏 =

√
5−1
2 — золоте вiдношення, а саме —

додатний корiнь рiвняння 𝑥2 + 𝑥− 1 = 0, а отже,
𝜏 = 1− 𝜏2 > 0, 𝜏2 = 1− 𝜏, 𝜏 + 1 = 1

𝜏 , 𝜏 = 1
𝜏 − 1.

Для будь-якого числа 𝑥 ∈ (0; 1) iснує єдиний скiнченний набiр цiлих чисел
(𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑚) або єдина послiдовнiсть (𝛼𝑛) ∈ 𝐿 такi, що

𝑥 = 𝑏𝛼1 +

𝑚∑︁
𝑘=2

(𝑏𝛼𝑘

𝑘−1∏︁
𝑖=1

Θ𝛼𝑖) ≡ ∆Φ
𝛼1𝛼2...𝛼𝑚(∅), (1)

𝑥 = 𝑏𝛼1 +

∞∑︁
𝑘=2

(𝑏𝛼𝑘

𝑘−1∏︁
𝑖=1

Θ𝛼𝑖) ≡ ∆Φ
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., (2)

де Θ𝑛 = Θ−𝑛 = 𝜏3+|𝑛|, 𝑏𝑛 =
𝑛−1∑︀

𝑖=−∞
Θ𝑖 =

{︃
𝜏2−𝑛, якщо 𝑛 ⩽ 0,

1− 𝜏𝑛+1, якщо 𝑛 ⩾ 0.

Зауважимо, що 𝜏2𝑘+1 = 𝑢2𝑘+1𝜏 − 𝑢2𝑘, 𝜏2𝑘 = 𝑢2𝑘−1 − 𝑢2𝑘𝜏 , 𝑘 ∈ 𝑁 , де 𝑢𝑛 — 𝑛-й
член класичної послiдовностi Фiбоначчi: 𝑢1 = 1, 𝑢2 = 1, 𝑢𝑛+2 = 𝑢𝑛+1 + 𝑢𝑛.

Розклад числа в суму (1) або (2) називається його Φ-представленням, а сим-
волiчний запис ∆Φ

𝛼1𝛼2...𝛼𝑚(∅) або ∆Φ
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... — його Φ-зображенням (скiнченним

або нескiнченним). При цьому 𝛼𝑛 називається 𝑛-ою цифрою цього Φ-зображення
i коректно означеною функцiєю 𝛼𝑛 = 𝛼𝑛(𝑥) Φ-зображення числа 𝑥.

Означення 1. Множина ∆Φ
𝑐1...𝑐𝑚 всiх чисел 𝑥 ∈ (0; 1), що мають скiнченне або

нескiнченне Φ-зображення з першими 𝑚-цифрами 𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑚 вiдповiдно, тобто

∆Φ
𝑐1...𝑐𝑚 = {𝑥 : 𝑥 = ∆Φ

𝑐1...𝑐𝑚𝛼𝑚+1...𝛼𝑛(∅), 𝑥 = ∆Φ
𝑐1...𝑐𝑚𝛽1𝛽2..., (𝛽𝑛) ∈ 𝐿}

називається Φ-цилiндром рангу 𝑚 з основою 𝑐1𝑐2...𝑐𝑚.

Безпосередньо з означення випливають властивостi цилiндрiв:

1) ∆Φ
𝑐1...𝑐𝑚 =

∞⋃︀
𝑖=−∞

∆Φ
𝑐1...𝑐𝑚𝑖;

2) sup∆Φ
𝑐1...𝑐𝑚−1𝑐𝑚 = min∆Φ

𝑐1...𝑐𝑚−1[𝑐𝑚+1];
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3) Цилiндр ∆Φ
𝑐1...𝑐𝑚 є пiввiдрiзком [∆Φ

𝑐1...𝑐𝑚(∅); ∆
Φ
𝑐1...𝑐𝑚−1[𝑐𝑚+1](∅));

4) Довжина цилiндра: |∆Φ
𝑐1...𝑐𝑚 | =

𝑚∏︀
𝑖=1

Θ𝑐𝑖 ; ∆
Φ
𝑐1...𝑐𝑚𝑖 = Θ𝑖|∆Φ

𝑐1...𝑐𝑚 |.

Нехай ||𝑝𝑖𝑘|| — нескiнченна матриця (𝑖 ∈ 𝑍, 𝑘 ∈ 𝑁), елементами якої є дiйснi
числа i при цьому виконуються умови
1) |𝑝𝑖𝑘| < 1 ∀𝑖 ∈ 𝑍, ∀𝑘 ∈ 𝑁 ;

∑︀
𝑖∈𝑍

𝑝𝑖𝑘 = 1 ∀𝑘 ∈ 𝑁 ;

2) 0 <
∞∑︀
𝑘=2

𝑘−1∏︀
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗𝑗 < ∞ ∀(𝑖𝑗) ∈ 𝐿; 0 < 𝜎𝑖𝑘 ≡
𝑖−1∑︀

𝑗=−∞
𝑝𝑗𝑘 < 1 ∀𝑖 ∈ 𝑍,∀𝑘 ∈ 𝑁.

Зауважимо, що з даних умов випливають твердження:

𝑝𝑖𝑘 → ∞ (𝑖 → ±∞);𝜎𝑖𝑘 =
𝑖−1∑︀

𝑗=−∞
𝑝𝑗𝑘 → 0 (𝑖 → −∞), 𝜎𝑖𝑘 → 1(𝑖 → ∞).

Розглядається функцiя 𝑓 , означена на множинi (0; 1) рiвностями⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑓(𝑥 = ∆Φ

𝑖1...𝑖𝑘...
) = 𝜎𝑖11 +

∞∑︀
𝑘=2

𝜎𝑖𝑘𝑘

𝑘−1∏︀
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗𝑗 ≡ ∆𝑖1...𝑖𝑘...,

𝑓(𝑥 = ∆Φ
𝑖1...𝑖𝑚(∅)) = 𝜎𝑖11 +

𝑚∑︀
𝑘=2

𝜎𝑖𝑘𝑘

𝑘−1∏︀
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗𝑗 ≡ ∆𝑖1...𝑖𝑚(∅).

(3)

Коректнiсть означення функцiї рiвностями (3) є наслiдком єдиностi Φ-зображення
чисел i умов 1) – 4), що гарантують збiжнiсть ряду (3).

Теорема 1. Функцiя 𝑓 неперервна в кожнiй точцi областi визначення i є нiде
не монотонною тодi i лише тодi, коли серед елементiв матрицi ||𝑝𝑖𝑘|| немає
нулiв i нескiнченна кiлькiсть її стовпцiв мiстять вiд’ємнi елементи.

У доповiдi пропонуються результати дослiдження неперервних функцiй, озна-
чених в термiнах нескiнченно-символьного Φ-зображення чисел, їх фрактальнi
(автомодельнi), варiацiйнi, диференцiальнi властивостi.
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ЦИКЛIЧНI ПIДНАПIВГРУПИ СКIНЧЕННИХ ЦИКЛIЧНИХ
НАПIВГРУП

Т. В. ВОЛОШИНА

Циклiчнi напiвгрупи мають найпростiшу будову, оскiльки породжуються єди-
ним твiрним елементом i, по сутi, є аналогом циклiчних груп. У роботi наведено
опис усiх циклiчних пiднапiвгруп у скiнченних циклiчних напiвгрупах, встанов-
лено зв’язок iндексу та перiоду циклiчної пiднапiвгрупи з аналогiчними хара-
ктеристиками циклiчної напiвгрупи. Зауважимо, що не всi пiднапiвгрупи циклi-
чних напiвгруп є циклiчними. Питання iснування найменшої системи твiрних
для пiднапiвгруп скiнченної циклiчної напiвгрупи розглядаються в роботi [1].

Для елемента 𝑎 напiвгрупи 𝑆 пiднапiвгрупа ⟨𝑎⟩ =
{︀
𝑎, 𝑎2, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑘, . . .

}︀
, по-

роджена елементом 𝑎, складається зi всiх натуральних степенiв цього елемента.
Якщо при цьому виконується рiвнiсть 𝑆 = ⟨𝑎⟩, то напiвгрупу 𝑆 називають ци-
клiчною. Порядком елемента 𝑎 називають порядок породженої ним циклiчної
напiвгрупи ⟨𝑎⟩. Можливi два випадки [2]:

(1) усi натуральнi степенi елемента 𝑎 — рiзнi (кажуть, що 𝑎 має нескiнченний
порядок);

(2) iснують такi натуральнi числа 𝑟 i 𝑠 (𝑟 < 𝑠), для яких виконується рiвнiсть

𝑎𝑟 = 𝑎𝑠.

Зауважимо, що перший випадок можливий лише у нескiнченнiй напiвгрупi
𝑆. Ми у цiй роботi будемо розглядати скiнченну циклiчну напiвгрупу 𝑆 = ⟨𝑎⟩,
породжену елементом 𝑎. Позначимо 𝑚 = 𝑠 − 𝑟, i будемо називати це число
перiодом елемента 𝑎. Число 𝑟 називають iндексом елемента 𝑎 та породженої
ним циклiчної напiвгрупи 𝑆 = ⟨𝑎⟩. Як зазначено у монографiї [2], визначальне
спiввiдношення мiж елементами циклiчної напiвгрупи 𝑆 = ⟨𝑎⟩ iз врахуванням
позначень 𝑟, 𝑚 набуває вигляду

𝑎𝑟 = 𝑎𝑟+𝑚;

порядок циклiчної напiвгрупи 𝑆 = ⟨𝑎⟩ iндексу 𝑟 з перiодом 𝑚 дорiвнює

|𝑆| = 𝑟 +𝑚− 1.

Лема. У циклiчнiй напiвгрупi 𝑆 = ⟨𝑎⟩ iндексу 𝑟 з перiодом 𝑚 iснує єдиний
iдемпотент, що має вигляд 𝜀 = 𝑎𝑚·𝑡, де 𝑡 =

[︀
𝑟−1
𝑚

]︀
+1. Вiн є одиницею циклiчної

пiдгрупи 𝐶𝑚(𝑎) =
{︀
𝑎𝑟, 𝑎𝑟+1, . . . , 𝑎𝑟+𝑚−1

}︀
напiвгрупи 𝑆 = ⟨𝑎⟩.
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Очевидно, що у випадку iндексу 𝑟 = 1, циклiчна напiвгрупа є фактично
циклiчною групою, i навпаки, кожну циклiчну групу 𝐺 = ⟨𝑎⟩ скiнченного по-
рядку 𝑚 можна розглядати як циклiчну напiвгрупу, породжену елементом 𝑎 з
перiодом 𝑚 та iндексом 𝑟 = 1. Спробуємо описати усi циклiчнi пiднапiвгрупи
циклiчної напiвгрупи 𝑆 = ⟨𝑎⟩ iндексу 𝑟 з перiодом 𝑚. По-перше, усi пiдгрупи
групи 𝐶𝑚(𝑎) будуть пiднапiвгрупами у напiвгрупi 𝑆 = ⟨𝑎⟩. Усi такi пiдгрупи ци-
клiчнi. Iнших циклiчних пiдгруп у напiвгрупi 𝑆 = ⟨𝑎⟩ немає. Пошукаємо тепер
циклiчнi пiднапiвгрупи у скiнченнiй циклiчнiй напiвгрупi 𝑆 = ⟨𝑎⟩ iндексу 𝑟 з
перiодом 𝑚, якi не є пiдгрупами, тобто такi, для яких iндекс вiдмiнний вiд 1.
Для цього розглянемо елементи 𝑎𝑘 ∈ 𝑆, де 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑟− 1, i будемо породжувати
ними циклiчнi пiднапiвгрупи

⟨︀
𝑎𝑘

⟩︀
у напiвгрупi 𝑆.

Теорема 1. Елемент 𝑎𝑘 циклiчної напiвгрупи 𝑆 = ⟨𝑎⟩ iндексу 𝑟 з перiодом 𝑚
породжує в нiй циклiчну пiднапiвгрупу 𝑇 =

⟨︀
𝑎𝑘

⟩︀
iндексу 𝑟′ з перiодом 𝑚′:

𝑟′ =

[︂
𝑟 − 1

𝑘

]︂
+ 1, 𝑚′ =

𝑚

НСД(𝑘,𝑚)
.

Зауважимо, що пiдгрупи циклiчної напiвгрупи 𝑆 = ⟨𝑎⟩ у цiй теоремi також
врахованi. Щоб їх отримати, потрiбно вибирати 𝑘 ⩾ 𝑟. Тодi iндекс породже-
ної елементом 𝑎𝑘 циклiчної пiднапiвгрупи 𝑟′ = 1. Перебираючи елементи 𝑎𝑘 у
циклiчнiй напiвгрупi 𝑆 = ⟨𝑎⟩ породжуємо ними усi її циклiчнi пiднапiвгрупи.

Ще у 1902 роцi E.H. Moor [3] довiв, що деякий натуральний степiнь кожно-
го елемента скiнченної напiвгрупи є iдемпотентом. З’ясуємо, як для елемента
𝑎𝑘 знайти таке найменше натуральне число 𝑛, для якого виконується рiвнiсть(︀
𝑎𝑘

)︀𝑛
= 𝜀, де через 𝜀 = 𝑎𝑚·𝑡 позначено єдиний iдемпотент циклiчної напiвгрупи

𝑆 = ⟨𝑎⟩ iндексу 𝑟 з перiодом 𝑚 (див. лему).

Теорема 2. Нехай 𝑎𝑘 — елемент циклiчної напiвгрупи 𝑆 = ⟨𝑎⟩ iндексу 𝑟 з
перiодом 𝑚. Найменше натуральне число 𝑛, для якого

(︀
𝑎𝑘

)︀𝑛 є iдемпотентом
циклiчної напiвгрупи, дорiвнює

𝑛 =
НСК(𝑘,𝑚)

𝑘
·
[︂
𝑡 · НСД(𝑘,𝑚)

𝑘

]︂
,

де 𝑡 =
[︀
𝑟−1
𝑚

]︀
+ 1, а [𝑥] позначає найменше цiле число, яке не менше за 𝑥.
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НАЙКРАЩI ОРТОГОНАЛЬНI ТРИГОНОМЕТРИЧНI
НАБЛИЖЕННЯ IЗОТРОПНИХ КЛАСIВ ТИПУ

НIКОЛЬСЬКОГО–БЄСОВА ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ
БАГАТЬОХ ЗМIННИХ

С.Б. ГЕМБАРСЬКА

Дослiджуються iзотропнi класи 𝐵𝜔
𝑝,𝜃 перiодичних функцiй багатьох змiнних,

де 𝜔 – задана функцiя (однiєї змiнної) типу модуля неперервностi порядку 𝑙, що
задовольняє умови (𝑆𝛼) i (𝑆𝑙), якi називаються умовами Барi–Стєчкiна [1].

Зазначимо, що при 𝜔(𝑡) = 𝑡𝑟, 0 < 𝑟 < 𝑙, класи 𝐵𝜔
𝑝,𝜃 спiвпадають з вiдомими

класами Нiкольського 𝐻𝑟
𝑝 та Бєсова 𝐵𝑟

𝑝,𝜃 [2, 3].
Означимо апроксимацiйну характеристику, яку будемо дослiджувати.
Нехай 𝑋 – деякий нормований простiр з нормою ‖ · ‖𝑋 i Θ𝑚 – довiльний

набiр iз 𝑚 𝑑-вимiрних векторiв 𝑘𝑗 = (𝑘𝑗1, . . . , 𝑘
𝑗
𝑑), 𝑗 = 1,𝑚, з цiлочисельними

координатами.
Для функцiї 𝑓 ∈ 𝑋 позначимо

𝑆Θ𝑚
(𝑓) =

𝑚∑︁
𝑗=1

̂︀𝑓(𝑘𝑗)𝑒𝑖(𝑘𝑗 ,𝑥),

де ̂︀𝑓(𝑘𝑗) = (2𝜋)−𝑑

∫︁
T𝑑

𝑓(𝑡)𝑒−𝑖(𝑘𝑗 ,𝑡)𝑑𝑡

– коефiцiєнти Фур’є функцiї 𝑓 , якi вiдповiдають набору векторiв iз Θ𝑚, i

T𝑑 =
𝑑∏︀

𝑗=1

[0, 2𝜋).

Будемо розглядати апроксимацiйну характеристику

𝑒⊥𝑚(𝑓)𝑋 := inf
Θ𝑚

‖𝑓 − 𝑆Θ𝑚
(𝑓)‖𝑋

i для фунцiонального класу 𝐹 ⊂ 𝑋 покладемо

𝑒⊥𝑚(𝐹 )𝑋 := sup
𝑓∈𝐹

𝑒⊥𝑚(𝑓)𝑋 .

Величину 𝑒⊥𝑚(𝐹 )𝑋 називають найкращим ортогональним тригонометричним
наближенням класу 𝐹 у просторi 𝑋.
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Одержано точнi за порядком оцiнки найкращих ортогональних тригономе-
тричних наближень iзотропних класiв типу Нiкольського–Бєсова 𝐵 𝜔

𝑝,𝜃 перiоди-
чних функцiй багатьох змiнних у просторах 𝐵𝑞,1, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ ∞, [4].

Особливiстю цих просторiв, як лiнiйних пiдпросторiв 𝐿𝑞 є те, що норма в них
“сильнiша”, нiж 𝐿𝑞-норма.

При 1 ⩽ 𝑞 ⩽ ∞ виконуються спiввiдношення:

‖ · ‖𝑞 ≪ ‖ · ‖𝐵𝑞,1 ;

‖ · ‖𝐵1,1
⩽ ‖ · ‖𝐵𝑞,1

⩽ ‖ · ‖𝐵∞,1
.

Теорема 1. Нехай 1 ⩽ 𝑝, 𝑞, 𝜃 ⩽ ∞, (𝑝, 𝑞) ∈ {(1, 1), (∞,∞)} i 𝜔(𝑡) задовольняє
умову (𝑆𝛼) з деяким 𝛼 > 𝑑

(︁
1
𝑝 − 1

𝑞

)︁
+
, а також умову (𝑆𝑙). Тодi для будь-яких

𝑚 ∈ N справедлива оцiнка

𝑒⊥𝑚(𝐵𝜔
𝑝,𝜃)𝐵𝑞,1 ≍ 𝜔(𝑚− 1

𝑑 )𝑚( 1
𝑝−

1
𝑞 )+ ,

де 𝑎+ = max{𝑎; 0}.

Зауваження 1. Оцiнки величин 𝑒⊥𝑚(𝐵 𝜔
𝑝,𝜃)𝑞 встановленi в [5], i при цьому вико-

нується спiввiдношення

𝑒⊥𝑚(𝐵𝜔
𝑝,𝜃)𝐵𝑞,1

≍ 𝑒⊥𝑚(𝐵𝜔
𝑝,𝜃)𝑞,

якщо 1 ⩽ 𝑝, 𝑞, 𝜃 ⩽ ∞, (𝑝, 𝑞) ∈ {(1, 1), (∞,∞)}, 𝛼 > 𝑑
(︁

1
𝑝 − 1

𝑞

)︁
+
.

Зауваження 2. Оцiнки найкращих ортогональних тригонометричних набли-
жень iзотропних класiв типу Нiкольського–Бєсова 𝐵𝜔

𝑝,𝜃, якi одержанi в теоре-
мi 1, реалiзуються за наближення функцiй iз цих класiв тригонометричними
полiномами зi спектром у кубiчних областях.
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ПРО ФУНКЦIЇ КЛАСУ ГАРДI, ЩО ВИЗНАЧАЮТЬСЯ
УМОВАМИ СIДОНА – ТЕЛЯКОВСЬКОГО

С.Б. ГЕМБАРСЬКА, П.В. ЗАДЕРЕЙ, Н. М. ЗАДЕРЕЙ, Г.Д. НЕФЬОДОВА

Функцiя 𝑓(𝑧), регулярна в одиничному крузi 𝐷 = {𝑧 ∈ 𝐶 : |𝑧| < 1}, належить
класу Гардi 𝐻𝑝, 𝑝 > 0, якщо

sup
𝑟<1

∫︁ 2𝜋

0

|𝑓(𝑟𝑒𝑖𝑡)|𝑝 d𝑡 < ∞. (1)

Перевiрка умови (1) при 0 < 𝑝 < 2 є досить складною. При 𝑝 ⩾ 2 справедливе
наступне твердження:

Теорема Юнга – Хаусдорфа [1].
Якщо ряд

∑︀∞
𝑘=0 |𝑐𝑘|

𝑝
𝑝−1 збiгається при 𝑝 ⩾ 2, то функцiя, задана своїм рядом

Тейлора

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘 𝑧𝑘, 𝑧 ∈ 𝐷, 𝑐𝑘 ∈ 𝐶 (2)

належить класу Гардi 𝐻𝑝, 𝑝 ⩾ 2.
В роботi [2] встановленi достатнi умови для коефiцiєнтiв 𝑐𝑘, при виконаннi

яких ряд (2) є рядом Тейлора функцiї з класу 𝐻1, а саме:

lim
𝑘→∞

𝑐𝑘 = 0; (3)

∞∑︁
𝑘=1

𝑘| △2 𝑐𝑘−1| < ∞, (4)

де
△2𝑐𝑘−1 = 𝑐𝑘−1 − 2𝑐𝑘 + 𝑐𝑘+1;

∞∑︁
𝑘=0

|𝑐𝑘|
𝑘

< ∞. (5)

В данiй роботi умови (4) будуть послабленi.
Нехай iснують такi числа 𝐴𝑘, що

| △ 𝑐𝑘| = |𝑐𝑘 − 𝑐𝑘 + 1| ⩽ 𝐴𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2... (6)
та справджуються умови

𝐴𝑘 ↓ 0;
∞∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘 < ∞. (7)
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Якщо виконуються умови (3), (5), (6), (7), то кажуть, що послiдовнiсть {𝑐𝑘},
𝑘 = 0, 1, 2... задовольняє умови Сiдона–Теляковського. Перевiрка умов (6) i (7),
на нашу думку, не складнiша, нiж перевiрка умови (4).

В якостi чисел 𝐴𝑘 можуть бути, наприклад, числа

𝐴𝑘 = max
𝜈⩾𝑘

|𝑐𝜈 |.

Теорема.
Якщо для послiдовностi чисел {𝑐𝑘}, 𝑘 = 0, 1, 2... виконуються наступнi умови:

lim
𝑘→∞

𝑐𝑘 = 0; iснують числа 𝐴𝑘 такi, що

| △ 𝑐𝑘| = |𝑐𝑘 − 𝑐𝑘+1| ⩽ 𝐴𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2...,

𝐴𝑘 ↓ 0;

∞∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘 < ∞,

то ряд

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘 𝑧𝑘, 𝑧 ∈ 𝐷, 𝑐𝑘 ∈ 𝐶

буде рядом Тейлора функцiї з класу Гардi 𝐻1 тодi i тiльки тодi, коли виконується
умова

∞∑︁
𝑘=0

|𝑐𝑘|
𝑘

< ∞.
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МУЛЬТИКАРКАСИ ГРАФIВ ТА ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ

О.Д. ГЛУХОВ

Нехай 𝐺 - зв’язний граф, 𝑈 ⊆ 𝐺1 - деяка множина його ребер, 𝐺[𝑈 ] мiнiмаль-
ний пiдграф графа 𝐺 з множиною ребер (𝐺[𝑈 ])1 = 𝑈 [1].

Означення 1. Мультикаркасом графа 𝐺 будемо називати сiмейство множин
{𝐸𝑗}𝑠𝑗 , яке задовольняє наступним умовам:

(1) ∀𝑗 𝐸𝑗 ⊆ 𝐺1,
(2) Якщо множина 𝑊 ребер графа 𝐺 задовольняє, ∀𝑗 𝑊 ∩ 𝐸𝑗 ̸= ∅, то граф

𝐺[𝑊 ] буде зв’язним факторграфом графа 𝐺 ( зв’язним пiдграфом, який
мiстить усi вершини даного графа).

Лемма 1. Сiмейство множин 𝑀 = {𝐸𝑗}𝑠𝑗 буде мультикаркасом графа 𝐺 тодi
i тiльки тодi, коли для будь-якого реберного розрiза 𝑈 знайдеться таке 𝐸𝑘,
що 𝐸𝑗 ⊆ 𝑈 .

Означення 2. Нехай 𝑀 = {𝐸𝑗}𝑠𝑗 деякий мультикаркас графа 𝐺,

𝜉𝑘(𝑀) =|{𝐸 ∈ 𝑀 : |𝐸| = 𝑘}|.
C-полiномом або зв’язнiстним полiномом мультикаркаса графа G назвемо полi-
ном:

𝐶(𝐺,𝑀, 𝑥) =
∑︁
𝑘

𝜉𝑘𝑥
𝑘.

Означення 3. [2] Нехай 𝐺 = 𝐺𝑛- зв’язний граф на 𝑛 вершинах з множиною
вершин 𝐺0 i множиною ребер 𝐺1

𝑛, |𝐺0 |= 𝑛 |𝐺1 |= 𝑚, квазiвипадковим графом
на основi графа 𝐺 називається граф 𝐺(𝑝) з множиною 𝐺0(𝑝) = 𝐺0 вершин i з
випадковою множиною 𝑈 = 𝐺1(𝑝) ребер для якої виконуються умови: 𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑢 ∈
𝑈) = 𝑝, якщо 𝑢 ∈ 𝐺1; 𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑢 ∈ 𝑈) = 𝑝, якщо 𝑢 /∈ 𝐺1.

Теорема 1. Якщо 𝐺 зв’язний граф, 𝑀 - деякий його мультикаркас, то для
ймовiрностi 𝑃 зв’язностi квазiвипадкового графа 𝐺(𝑝) на основi графа 𝐺 має
мiсце наступна оцiнка: 𝑃 ⩾ 1− 𝐶(𝐺,𝑀, 𝑞), де 𝑞 = 1− 𝑝.
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РОЗВ’ЯЗКИ СТЕПЕНЯ 𝑠 МАТРИЧНОГО ПОЛIНОМIАЛЬНОГО
РIВНЯННЯ СИЛЬВЕСТРА

Н. С. ДЖАЛЮК

Багато задач теорiї динамiчних систем i теорiї керування можуть бути зведенi
до вiдшукання розв’язкiв лiнiйного рiзностороннього матричного полiномiаль-
ного рiвняння

𝐴(𝜆)𝑋(𝜆) + 𝑌 (𝜆)𝐵(𝜆) = 𝐶(𝜆), (1)
яке ще називають рiвнянням Сильвестра, де 𝐴(𝜆) ∈ 𝑀(𝑛,𝑚,ℱ [𝜆]), 𝐵(𝜆) ∈
𝑀(𝑝, 𝑞,ℱ [𝜆]) i 𝐶(𝜆) ∈ 𝑀(𝑛, 𝑞,ℱ [𝜆])− вiдомi матрицi над кiльцем полiномiв
𝐹 [𝜆], 𝐹− поле, 𝑀(𝑛,𝑚,ℱ [𝜆])− множина 𝑛 × 𝑚 матриць над ℱ [𝜆]. Ма-
трицi 𝑋(𝜆) ∈ 𝑀(𝑚, 𝑞,ℱ [𝜆]) i 𝑌 (𝜆) ∈ 𝑀(𝑛, 𝑝,ℱ [𝜆])− невiдомi i їх називають
розв’язком матричного рiвняння (1), якщо вони задовольняють це рiвняння.
Умови розв’язностi матричного рiвняння (1), методи побудови розв’язкiв та
опис їхньої структури наведенi у працi [1].

Важливою є класифiкацiя розв’язкiв таких рiвнянь, зокрема за їхнiми степе-
нями. Якщо таке матричне полiномiальне рiвняння розв’язне, то, очевидно, що
воно має розв’язки необмежених зверху степенiв. Тому однiєю iз задач є вста-
новлення мiнiмального степеня розв’язкiв таких рiвнянь. Ця задача розв’язана
лише в окремих випадках, наприклад, коли визначники матриць-коефiцiєнтiв
𝐴(𝜆) i 𝐵(𝜆) рiвняння (1) є взаємно простi [2, 3]. У працi [4] вказанi необхiднi i
достатнi умови iснування розв’язку нульового степеня для матричного полiно-
мiального рiвняння (1).

Метою цiєї працi є встановлення необхiдних i достатнiх умов iснування розв’язку
степеня 𝑠 матричного полiномiального рiвняння (1), де 𝑠 менший нiж макси-
мальний iз степенiв коефiцiєнтiв 𝐴(𝜆) i 𝐵(𝜆), тобто 𝑠 < max(deg𝐴(𝜆),deg𝐵(𝜆)).

Теорема. Нехай 𝑟 = max(deg𝐴(𝜆),deg𝐵(𝜆)), де матрицi 𝐴(𝜆) i 𝐵(𝜆) iз ма-
тричного полiномiального рiвняння Сильвестра (1), тобто

𝐴(𝜆) = 𝐴𝑟𝜆
𝑟 + . . .+𝐴1𝜆+𝐴0, 𝐵(𝜆) = 𝐵𝑟𝜆

𝑟 + . . .+𝐵1𝜆+𝐵0

i deg𝐶(𝜆) ⩽ 𝑟 + 𝑠, 𝑠 ⩾ 0, тобто 𝐶(𝜆) = 𝐶𝑟+𝑠𝜆
𝑟+𝑠 + . . .+ 𝐶1𝜆+ 𝐶0.

Матричне полiномiальне рiвняння Сильвестра (1) має розв’язок 𝑋(𝜆), 𝑌 (𝜆)
степеня 𝑠 < 𝑟, де 𝑠 = max(deg𝑋(𝜆),deg𝑌 (𝜆)), тобто

𝑋(𝜆) = 𝑋𝑠𝜆
𝑠 + . . .+𝑋1𝜆+𝑋0, 𝑌 (𝜆) = 𝑌𝑠𝜆

𝑠 + . . .+ 𝑌1𝜆+ 𝑌0

тодi i тiльки тодi, коли

rank
[︀
𝐺

]︀
= rank

[︀
c 𝐺

]︀
,

XIX Міжнародна наукова конференція імені академіка Михайла Кравчука - 104 -



де
𝐺 =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐴𝑟 𝐵𝑟 0 0 0 0 0 0 0 0

𝐴𝑟 𝐴𝑟−1 𝐵𝑟−1 𝐵𝑟 0 0 0 0 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
𝐴𝑟 𝐴𝑟−1 . . . 𝐴𝑟−𝑠+1 𝐵𝑟−𝑠+1 . . . 𝐵𝑟−1 𝐵𝑟 0 0

𝐴𝑟 𝐴𝑟−1 . . . 𝐴𝑟−𝑠+1 𝐴𝑟−𝑠 𝐵𝑟−𝑠 𝐵𝑟−𝑠+1 . . . 𝐵𝑟−1 𝐵𝑟

𝐴𝑟−1 𝐴𝑟−2 . . . 𝐴𝑟−𝑠 𝐴𝑟−𝑠−1 𝐵𝑟−𝑠−1 𝐵𝑟−𝑠 . . . 𝐵𝑟−2 𝐵𝑟−1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
𝐴𝑠 𝐴𝑠−1 . . . . . . 𝐴0 𝐵0 . . . . . . 𝐵𝑠−1 𝐵𝑠

𝐴𝑠−1 𝐴𝑠−2 . . . 𝐴0 𝐵0 . . . 𝐵𝑠−2 𝐵𝑠−1 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
𝐴1 𝐴0 𝐵0 𝐵1 0 0 0 0 0 0

𝐴0 𝐵0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

𝐴𝑘 = 𝐴𝑘 ⊗ 𝐼𝑞, 𝐵𝑘 = 𝐼𝑛 ⊗𝐵⊺
𝑘 ,

𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑟, та
c =

[︀
c𝑟+𝑠 . . . c1 c0

]︀⊺
,

c𝑖 =
[︀
c𝑖1 c𝑖2 . . . c𝑖𝑛

]︀
,

c𝑖𝑗 це 𝑗−ий рядок матрицi 𝐶𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑟 + 𝑠, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝐼𝑘− 𝑘 × 𝑘 оди-
нична матриця, символ ⊗ означає прямий добуток матриць, а символо ⊺ –
транспонування вiдповiдної матрицi.
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ПРО ЗБIЖНIСТЬ ГIЛЛЯСТИХ ЛАНЦЮГОВИХ ДРОБОВИХ
РОЗВИНЕНЬ ВIДНОШЕНЬ ГIПЕРГЕОМЕТРИЧНИХ ФУНКЦIЙ

ГОРНА 𝐻4 ДЛЯ ДЕЯКИХ ЗНАЧЕНЬ ПАРАМЕТРIВ

Р. I. ДМИТРИШИН, I.-А. В. ЛУЦIВ

Гiпергеометрична функцiя Горна 𝐻4 визначається подвiйним степеневим ря-
дом вигляду (див. [2])

𝐻4(𝑎, 𝑏; 𝑐, 𝑑; z) =

∞∑︁
𝑟,𝑠=0

(𝑎)2𝑟+𝑠(𝑏)𝑠
(𝑐)𝑟(𝑑)𝑠

𝑧𝑟1
𝑟!

𝑧𝑠2
𝑠!
, |𝑧1| < 𝑝, |𝑧2| < 𝑙,

де 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 – комплекснi сталi, причому 𝑐 i 𝑑 не дорiвнюють недодатному цiлому
числу; 𝑝 i 𝑙 – додатнi числа такi, що 4𝑝 = (𝑙−1)2 i 𝑙 ̸= 1; (·)𝑘 – символ Похгаммера,
визначений для будь-якого комплексного числа 𝛼 i невiд’ємного цiлого 𝑛 у такий
спосiб (𝛼)0 = 1 i (𝛼)𝑛 = 𝛼(𝛼+ 1) . . . (𝛼+ 𝑛− 1); z = (𝑧1, 𝑧2) ∈ C2.

У випадку коли 𝑏 = 𝑑+ 1 справджується теорема (див. [1]).

Теорема 1. Вiдношення

𝐻4(𝑎, 𝑑+ 1; 𝑐, 𝑑; z)

𝐻4(𝑎+ 1, 𝑑+ 1; 𝑐, 𝑑+ 1; z)

має формальне гiллясте ланцюгове дробове розвинення вигляду

1− 𝑑− 𝑎

𝑑
𝑧2 −

𝑠1𝑧1

1− 𝑧2 −
𝑠2𝑧1

1− 𝑧2 −
𝑠3𝑧1

1− ...

, (1)

де

𝑠1 =
2(𝑎+ 1)

𝑐
, 𝑠𝑘 =

(2𝑐− 𝑎+ 𝑘 − 3)(𝑎+ 𝑘)

(𝑐+ 𝑘 − 2)(𝑐+ 𝑘 − 1)
, 𝑘 ⩾ 2. (2)

Для гiллястого ланцюгового дробового розвинення (1) справджуються такi
ознаки збiжностi.

Теорема 2. Нехай 𝑎, 𝑐 i 𝑑 – дiйснi числа такi, що

0 < 𝑠𝑘 ⩽ 𝑟 для всiх 𝑘 ⩾ 1,

де 𝑠𝑘, 𝑘 ⩾ 1, – визначенi в (2), 𝑟 – додатне число i 𝑑 ̸= 0. Тодi гiллястий
ланцюговий дрiб (1) збiгається рiвномiрно на кожнiй компактнiй пiдмножинi
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областi
Ξ𝑟 =

{︂
z ∈ C2 :

⃒⃒⃒⃒
arg

(︂
1

4(1 + 𝑟)
− 𝑧𝑘

)︂⃒⃒⃒⃒
< 𝜋, 𝑘 = 1, 2

}︂
до функцiї 𝑓(z) голоморфної в Ξ𝑟.

Теорема 3. Нехай 𝑎, 𝑐 i 𝑑 – комплекснi сталi такi, що

|𝑠𝑘| − Re(𝑠𝑘) ⩽ ℎ𝑞(1− 𝑞) для всiх 𝑘 ⩾ 1,

де 𝑠𝑘, 𝑘 ⩾ 1, – визначенi в (2), ℎ – додатне число, 0 < 𝑞 < 1 i 𝑑 ̸= 0. Тодi
гiллястий ланцюговий дрiб (1) збiгається рiвномiрно на кожнiй компактнiй
пiдмножинi областi

Ωℎ,𝑞 =

{︂
z ∈ C2 : |𝑧1| <

1− cos(arg(𝑧1))

ℎ
,
Re(𝑧2𝑒

−(𝑖/2) arg(𝑧1))

𝑞
<

1 + cos(arg(𝑧1))

2

}︂
до функцiй 𝑓(z) голоморфної в Ωℎ,𝑞.
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ОЦIНКА НАЙКРАЩОГО НАБЛИЖЕННЯ ПЕРIОДИЧНИХ
ФУНКЦIЙ ПРОСТОРУ 𝐿𝑝 ЧЕРЕЗ КОЕФIЦIЄНТИ ФУР’Є

Т. О. КОНОНОВИЧ

Нехай 𝐿𝑝, 1 < 𝑝 < ∞, — простiр 2𝜋-перiодичних сумовних у 𝑝-му степенi
на [−𝜋, 𝜋] функцiй 𝑓(𝑥) з нормою

‖𝑓(𝑥)‖𝐿𝑝 =

(︂∫︁ 𝜋

−𝜋

|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥
)︂ 1

𝑝

.

Позначимо через 𝑇𝑛 множину тригонометричних полiномiв вигляду

𝑡𝑛(𝑥) =
𝐴0

2
+

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝐴𝑘 cos 𝑘𝑥+𝐵𝑘 sin 𝑘𝑥),

де 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 — довiльнi дiйснi числа, 𝑛 = 0, 1, ..., а через 𝐸𝑛(𝑓)𝑝 — величину най-
кращого наближення функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 тригонометричними полiномами 𝑡𝑛 ∈ 𝑇𝑛:

𝐸𝑛(𝑓)𝑝 = inf
𝑡𝑛∈𝑇𝑛

‖𝑓(𝑥)− 𝑡𝑛(𝑥)‖𝐿𝑝
.

Символом 𝐶𝑝 позначимо додатнi сталi, якi можуть бути неоднаковими в рi-
зних формулах.

Оцiнку зверху величини найкращого наближення 𝐸𝑛(𝑓)𝑝 функцiй простору
𝐿𝑝, 1 < 𝑝 < ∞, заданих рядами Фур’є по синусах з монотонними коефiцiєнтами,
що задовольняють деякi додатковi умови, одержав А.А. Конюшков [1]: якщо
𝑔(𝑥) =

∑︀∞
𝑘=1 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥, де 𝑏𝑘 ↓ 0, 𝑘 → ∞, i при деякому 𝑝, 1 < 𝑝 < ∞, збiгається

ряд
∑︀∞

𝑘=1 𝑏
𝑝
𝑘𝑘

𝑝−2 < ∞, то

𝐸𝑛(𝑔)𝑝 ⩽ 𝐶𝑝

⎛⎝(𝑛+ 1)
1
𝑝 𝑏𝑛+1 +

(︃ ∞∑︁
𝑘=𝑛+1

𝑏𝑝𝑘𝑘
𝑝−2

)︃ 1
𝑝

⎞⎠ ,

де 𝑝′ = 𝑝
𝑝−1 , 𝑛 = 0, 1, ... ; при 𝑝 ⩾ 2 доданок (𝑛 + 1)

1
𝑝′ 𝑏𝑛+1 у правiй частинi

нерiвностi можна вiдкинути. Для функцiй, заданих синус- або косинус-рядами
з коефiцiєнтами, що можуть бути немонотонними, нами встановлено оцiнку,
котра за умови монотонностi збiгається з результатом А.А. Конюшкова.

Теорема 1. Якщо елементи послiдовностi {𝑏𝑘} такi, що 𝑏𝑘 → 0, 𝑘 → ∞, i
при деякому 𝑝, 1 < 𝑝 < 2, збiгається ряд

∞∑︁
𝑘=0

(︃ ∞∑︁
𝑖=𝑘

|△𝑏𝑖|

)︃𝑝

(𝑘 + 1)𝑝−2 < ∞,
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де △𝑏𝑖 = 𝑏𝑖 − 𝑏𝑖+1, то для функцiї

𝑔(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥,

справедлива оцiнка

𝐸𝑛(𝑔)𝑝 ⩽ 𝐶𝑝

⎛⎝(𝑛+ 1)
1
𝑝′

∞∑︁
𝑘=𝑛+1

|△𝑏𝑘|+

(︃ ∞∑︁
𝑘=𝑛+1

(︃ ∞∑︁
𝑖=𝑘

|△𝑏𝑖|

)︃𝑝

𝑘𝑝−2

)︃ 1
𝑝

⎞⎠ ,

Оцiнка має мiсце i для функцiй

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2

+
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥

при виконаннi для коефiцiєнтiв 𝑎𝑘 вказаних умов.
Оцiнка справедлива також при 𝑝 ⩾ 2, але у цьому випадку на пiдставi теореми

Хардi i Лiттльвуда [2, c. 165] можна одержати точнiший результат.

Теорема 2. Якщо при деякому 2 ⩽ 𝑝 < ∞, виконується
∞∑︁
𝑘=0

|𝑏𝑘|𝑝(𝑘 + 1)𝑝−2 < ∞,

то для функцiї 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝑄) з коефiцiєнтами Фур’є {𝑏𝑘} справедлива оцiнка

𝐸𝑛(𝑔)𝑝 ⩽ 𝐶𝑝

(︃ ∞∑︁
𝑘=𝑛+1

|𝑏𝑘|𝑝(𝑘 + 1)𝑝−2

)︃ 1
𝑝

, 𝑛 = 0, 1, ...
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ПРО ОДНЕ УЗАГАЛЬНЕННЯ КОНСТРУКЦIЇ ЧЕМПЕРНУОНА

Р.В. КРИВОШИЯ

Послiдовнiсть (𝑥𝑛) називається рiвномiрно розподiленою, якщо для довiль-
ного iнтервалу (𝑎; 𝑏) ⊂ [0; 1] виконується умова

lim
𝑛→∞

𝑁𝑛

(︀
(𝑎; 𝑏)

)︀
𝑛

= 𝑏− 𝑎,

де 𝑁𝑛((𝑎; 𝑏)) — кiлькiсть чисел серед {𝑥1}, {𝑥2}, . . . , {𝑥𝑛}, якi належать iнтерва-
лу (𝑎; 𝑏).

Нехай (𝑞0; 𝑞1; ...; 𝑞𝑠−1) — стохастичний вектор з строго додатними коорди-
натами. Вiдомо [1], що для довiльного дiйсного числа 𝑥 ∈ [0; 1] iснує нескiн-
ченний вектор (𝛼1;𝛼2; . . . ;𝛼𝑛; . . . ) кожна координата якого належить множинi
{0; 1; ...; 𝑠− 1} такий, що

𝑥 = 𝛽𝛼1
+ 𝛽𝛼2

𝑞𝛼1
+ 𝛽𝛼3

𝑞𝛼2
𝑞𝛼1

+ . . .+ 𝛽𝛼𝑛+1
𝑞𝛼𝑛

𝑞𝛼𝑛−1
. . . 𝑞𝛼1

+ . . . , (1)

де 𝛽0 = 0, 𝛽1 = 𝑞0, ..., 𝛽𝑠−1 = 𝑞0 + ...+ 𝑞𝑠−2.
Представлення (1) називається 𝑄𝑠-представленням числа 𝑥 i має наступне

зображення: 𝑥 = ∆𝑄𝑠
𝛼1𝛼2𝛼3...𝛼𝑛.... Розглянемо наступний оператор зсуву:

𝑇 (∆𝑄𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) = ∆𝑄𝑠

𝛼2𝛼3...𝛼𝑛....

Позначимо
𝑇𝑛(𝑥) = 𝑇 (𝑇 (...𝑇 (𝑥))⏟  ⏞  

𝑛

.

Для випадку коли 𝑞𝑘 = 1
𝑠 для кожного 𝑘 ∈ {0; 1; ...; 𝑠−1} приклад числа 𝑡 тако-

го, що послiдовнiсть (𝑇𝑛(𝑡)) рiвномiрно розподiлена був побудований в роботi [2].
В данiй роботi побудовано приклад числа ℎ такого, що послiдовнiсть (𝑇𝑛(ℎ))
рiвномiрно розподiлена без обмежень на стохастичний вектор (𝑞0; 𝑞1; ...; 𝑞𝑠−1).
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(Z,K)-ЕКВIВАЛЕНТНIСТЬ ОСОБЛИВИХ МАТРИЦЬ НАД
КВАДРАТИЧНИМИ ЕВКIДОВИМИ КIЛЬЦЯМИ

Н.Б. ЛАДЗОРИШИН, В.М. ПЕТРИЧКОВИЧ

Матрицi з елементами iз квадратичного кiльця виникають i використовую-
ться у теорiї чисел та iнших роздiлах математики [1]—[3]. Структура i властивос-
тi таких матриць над квадратичними кiльцями мало вивченi. Ми дослiджуємо
еквiвалентнiсть матриць над такими кiльцями, зокрема так звану (z,k)-еквi-
валентнiсть.

У [4] було введено поняття (z,k)-еквiвалентностi матриць над квадратичними
кiльцями та встановлено спецiальну трикутну форму з iнварiантними множ-
никами на головнiй дiагоналi для неособливих матриць вiдносно такої еквi-
валентностi. Встановленi форми щодо таких перетворень застосовуються при
розв’язуваннi матричних лiнiйних рiвнянь над квадратичними кiльцями та опи-
су структури їх розв’язкiв [4, 5].

Нехай Z — кiльце цiлих чисел i нехай 𝑘 ∈ Z, 𝑘 вiдмiнне вiд одиницi i не
дiлиться на квадрат простого числа. Тодi K = Z[

√
𝑘] — квадратичне евклiдове

кiльце [6], що мiстить елементи вигляду

K = {𝑎+ 𝑏
√
𝑘 | 𝑎, 𝑏 ∈ Z }, якщо 𝑘 ≡ 2, 3(mod 4),

K = {𝑎
2
+

𝑏

2

√
𝑘 | 𝑎, 𝑏 ∈ Z, 2|(𝑎− 𝑏) }, якщо 𝑘 ≡ 1(mod 4).

Через ℰ(𝑎) позначимо евклiдову норму елемента 𝑎 ∈ K. Зауважимо, що
квадратичних евклiдових кiлець є скiнченна кiлькiсть. Вiдомо, що кожне ев-
клiдове кiльце є кiльцем головних iдеалiв, проте iснують квадратичнi кiльця
головних iдеалiв, якi не є евклiдовими. Iснують квадратичнi кiльця, якi не є
кiльцями головних iдеалiв.

Нагадаємо, що матрицi 𝐴 i 𝐵 з елементами iз квадратичного кiльця K на-
зиваються (z,k)-еквiвалентними, якщо iснують такi оборотнi матриця 𝑆 над
кiльцем цiлих чисел Z i матриця 𝑄 над квадратичним кiльцем K, що 𝐴 = 𝑆𝐵𝑄.

Розглянемо (z,k)-еквiвалентнiсть прямокутних 𝑚×𝑛 матриць не максималь-
ного рангу над квадратичним евклiдовим кiльцем K i встановимо спецiальну
трикутну форму для цих матриць вiдносно такої еквiвалентностi.

Вiдомо, що кожна матриця 𝐴 ∈ 𝑀(𝑚,𝑛,K) еквiвалентна до канонiчної дiа-
гональної форми 𝐷𝐴, тобто iснують такi оборотнi матрицi 𝑈 i 𝑉 над квадра-
тичним кiльцем K, що

𝐷𝐴 = 𝑈𝐴𝑉 = diag(𝜇𝐴
1 , . . . , 𝜇

𝐴
𝑟 , 0, . . . , 0),
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де 𝜇𝐴
𝑟 ̸= 0 i 𝜇𝐴

𝑖 | 𝜇𝐴
𝑖+1, 𝑖 = 1, ..., 𝑟 − 1; 𝜇𝐴

𝑝 , 𝑝 = 1, ..., 𝑟 — iнварiантнi множники
матрицi 𝐴.

Теорема 1. Нехай 𝐴 ∈ 𝑀(𝑚,𝑛,K), 𝑚 ⩽ 𝑛, rang𝐴 = 𝑟 i 𝑟 < 𝑚. Тодi
матриця 𝐴 (z,k)-еквiвалентна до матрицi 𝑇 , тобто iснують такi оборотнi
матриця 𝑆 над кiльцем цiлих чисел Z i матриця 𝑄 над квадратичним
кiльцем K, що

𝑇 = 𝑆𝐴𝑄 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝜇𝐴
1 · · · 0 0 |

𝑡21𝜇
𝐴
1 · · · 0 0 |

· · · · · · · · · · · · |
𝑡𝑟−1,1𝜇

𝐴
1 · · · 𝜇𝐴

𝑟−1 0 | 0
𝑡𝑟1𝜇

𝐴
1 · · · 𝑡𝑟,𝑟−1𝜇

𝐴
𝑟−1 𝑡𝑟𝑟𝜇

𝐴
𝑟 |

· · · · · · · · · · · · |
𝑡𝑚1𝜇

𝐴
1 · · · 𝑡𝑚,𝑟−1𝜇

𝐴
𝑟−1 𝑡𝑚𝑟𝜇

𝐴
𝑟 |

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
,

де

(𝑡𝑟𝑟, 𝑡𝑟+1,𝑟, . . . , 𝑡𝑚𝑟) = 1

i

𝑡𝑖𝑗 = 0, якщо 𝜇𝐴
𝑖 = 1,

ℰ(𝑡𝑖𝑗) < ℰ( 𝜇𝐴
𝑖

𝜇𝐴
𝑗

), якщо 𝑡𝑖𝑗 ̸= 0, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑟 − 1, 𝑗 < 𝑖.
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ОПТИМIЗОВАНI ТОЧКОВI ПОЛIНОМИ

К.Ю. ЛИСЕНКО

Нехай задана характеристична функцiя 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛 точкового полiному
𝑀(𝑛 − 1)-го степеня. Будь-яка поточна точка цього 𝑀𝑛−1 точкового полiному
визначається як сума добуткiв усiх базисних точок 𝐴𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛 на їх характери-

стичнi функцiї 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, тобто 𝑀𝑛−1 =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝐴𝑖 · 𝑝𝑖. Ключове слово: “усiх”.

Застосовуючи усi базиснi точки ми матимемо точковий полiном високого
(𝑛− 1)-го степеня, що призводить до великих ресурсовитрат.

Отже, значення кожної характеристичної функцiї у точцi, iндекс якої збiга-
ється з iндексом характеристичної функцiї, дорiвнює одиницi. А чим далi вiд
цiєї базисної точки, графiк характеристичної функцiї буде мати вщухаючi ко-
ливання.

Аналогiчними амплiтуди будуть i для решти iнших характеристичних фун-
кцiї. А чим менше значення амплiтуди, тим менший вплив цiєї базисної точки.

Наприклад, поточна точка 𝑀 , яка вiдшукується у зонi першої базисної точки
має абсолютнi значення кожного елементу суми, такi:

|𝐴1𝑝1| > |𝐴2𝑝2| > |𝐴3𝑝3| > . . . > |𝐴𝑛−1𝑝𝑛−1| > |𝐴𝑛𝑝𝑛|.
Значення шуканої поточної точки M обчислюється як сума:

𝑀 = 𝐴1𝑝1 +𝐴2𝑝2 −𝐴3𝑝3 + . . .+𝐴𝑛−1𝑝𝑛−1 −𝐴𝑛𝑝𝑛.

Як бачимо, останнi доданки 𝐴𝑛−1𝑝𝑛−1та 𝐴𝑛𝑝𝑛 мають найменший вплив на фор-
мування значення поточної точки у зонi базисної точки 𝐴1.

Постає питання, скiльки останнiх доданкiв даної суми можна вiдкинути, тоб-
то:

𝑀 ′ = 𝐴1𝑝1 +𝐴2𝑝2 −𝐴3𝑝3 + . . .+𝐴𝑛−3𝑝𝑛−3 −𝐴𝑛−2𝑝𝑛−2,

щоб ця 𝑀 ′ надавала похибку, що не є бiльшою, нiж будь-яке, наперед визначене,
значення 𝜀, тобто |𝑀 −𝑀 ′| ⩽ 𝜀.

Як бачимо, вiдкинуто тiльки два доданки. А може тих членiв потрiбно вiд-
кинути бiльше?

Наведемо ще один приклад щодо визначення поточної точки 𝑀 у зонi бази-
сної точки 𝐴𝑛:

𝑀 = 𝐴𝑛𝑝𝑛 +𝐴𝑛−1𝑝𝑛−1 + . . .+𝐴3𝑝3 −𝐴2𝑝2 −𝐴1𝑝1

Нехай у цiй алгебраїчнiй сумi абсолютнi значення є такими:

|𝐴𝑛𝑝𝑛| > |𝐴𝑛−1𝑝𝑛−1| > . . . > |𝐴3𝑝3| > |𝐴2𝑝2| > |𝐴1𝑝1|
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А скорочена сума 𝑀 ′ має вигляд:

𝑀 ′ = 𝐴𝑛𝑝𝑛 +𝐴𝑛−1𝑝𝑛−1 + . . .+𝐴4𝑝4.

Тобто вiдкинуто три доданки.
Вiдкидання доданкiв дозволяє знизити степiнь точкового полiному, що при-

зводить до зменшення ресурсовитратностi i пришвидшує створення композицiй-
них геометричних моделей.

Отже, постає задача в необхiдностi визначення кiлькостi доданкiв, котрi мо-
жна вiдкинути у точковому рiвняннi, з метою зниження степеня точкового по-
лiному.

Мелiтопольський державний педагогiчний унiверситет iменi Богдана Хмельни-
цького, Запорiжжя, Україна
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ДОВЕДЕННЯ IРРАЦIОНАЛЬНОСТI ЧИСЕЛ 𝜋 I 𝑒

Н. I. МЕЛЬНИК, I. Р. КОВАЛЬЧУК

З iррацiональними числами учнi знайомi принаймнi з восьмого класу. Мето-
дом вiд супротивного легко доводиться, що

√
2 не є рацiональним. Складнiше

показати iррацiональнiсть чисел 𝜋 i 𝑒. Якщо використати iнтегральне числення,
то це виявиться доволi просто [1].

Для натуральних 𝑎 i 𝑏 розглянемо многочлен

𝑃𝑛(𝑥) =
𝑥𝑛(𝑏𝑥− 𝑎)𝑛

𝑛!
(1)

При 𝑥 = 0 i 𝑥 = 𝑎/𝑏, 𝑃𝑛(𝑥) i всi його похiднi набувають цiлих значень (в чому
легко переконатись, розклавши 𝑃𝑛 за формулою Маклорена).

Припустимо, що 𝜋 – рацiональне (𝜋 = 𝑎/𝑏), тодi

𝐼𝑛 =

∫︁ 𝜋

0

𝑃𝑛(𝑥) sin(𝑥) 𝑑𝑥 (2)

не дорiвнi нулю цiлi числа (це легко побачити проiнтегрувавши (1) частинами
(2n+1) раз).

З iншого боку

|𝑃𝑛(𝑥) sin(𝑥)| ⩽ |𝑃𝑛(𝑥)| ⩽
𝑀𝑛

𝑛!
, 𝑥 ∈ [0, 𝜋]

де 𝑀 = sup
[0,𝜋]

|𝑥(𝑏𝑥− 𝑎)|.

Тому

|𝐼𝑛| ⩽
∫︁ 𝜋

0

|𝑃𝑛(𝑥) sin(𝑥)| 𝑑𝑥 ⩽
∫︁ 𝜋

0

𝑀𝑛

𝑛!
𝑑𝑥 = 𝜋

𝑀𝑛

𝑛!
а отже

lim
𝑛→∞

𝐼𝑛 = 0

що неможливо (𝐼𝑛 – цiлi нерiвнi нулю).
Отримали суперечнiсть. Тому припустимо, що 𝜋 = 𝑎

𝐵 невiрне.
Аналогiчно, розглянувши послiдовнiсть

𝑗𝑛 =

∫︁ 𝑟

0

𝐷𝑛(𝑥) 𝑒
𝑥 𝑑𝑥,

де 𝑟 – це додатнє, рацiональне число, можна довести, що 𝑒𝑟 – iррацiональне.

Лiтература

[1] Lefort G. (1964). Algebra et analyse. Dunod Paris. p. 464
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АЛГЕБРА ЛI ГРУПИ 𝐶(1, 𝑛) КОНФОРМНИХ ПЕРЕТВОРЕНЬ
ПРОСТОРУ МIНКОВСЬКОГО 𝑅1,𝑛 I ЇЇ ПIДАЛГЕБРИ

О.В. ОСТРОВСЬКА, I. I. ЮРИК

Пiдалгебри алгебри 𝐴𝐶(1, 𝑛) для невеликих розмiрностей 𝑛 вивчались в рядi
робiт (див. [1]). В цих роботах класифiкацiя пiдалгебр проводилась з точнiстю
до спряженостi вiдносно групи внутрiшнiх автоморфiзмiв. В данiй роботi за-
пропоновано принципово новий метод класифiкацiї пiдалгебр алгебри 𝐴𝐶(1, 𝑛)
довiльної розмiрностi 𝑛 за рангами, який не вимагає при цьому повної класифi-
кацiї пiдалгебр алгебри 𝐴𝐶(1, 𝑛). Алгебра Лi 𝐴𝐶(1, 𝑛) групи 𝐶(1, 𝑛) конформних
перетворень простору 𝑅1,𝑛 породжується векторними полями [1]:

𝑃𝛼 =
𝜕

𝜕𝑥𝑎
, 𝐽𝑜𝑎 = 𝑥𝑜

𝜕

𝜕𝑥𝑎
+ 𝑥𝑎

𝜕

𝜕𝑥𝑜
, 𝐽𝑎𝑏 = 𝑥𝑏

𝜕

𝜕𝑥𝑎
− 𝑥𝑎

𝜕

𝜕𝑥𝑏
,

𝐷 = −𝑥0
𝜕

𝜕𝑥0
− 𝑥1

𝜕

𝜕𝑥1
− · · · − 𝑥𝑛

𝜕

𝜕𝑥𝑛
, 𝐾𝛼 = 2𝑔𝛽𝛼𝑥𝛽𝑥𝜐

𝜕

𝜕𝑥𝜐
𝑔𝛽

𝜐

𝑥𝛽𝑥𝜐
𝜕

𝜕𝑥𝛼
,

де 𝛼 = 0, 1, . . . , 𝑛; 𝑎, 𝑏 = 1, . . . , 𝑛.
Нехай 𝑂(2, 𝑛 + 1) — група iзометрiй псевдоевклiдового простору 𝑅2,𝑛+1 з

метрикою 𝑝𝑎𝑏 (𝑎, 𝑏 = 1, . . . , 𝑛 + 3), де 𝑝11 = 𝑝22 = −𝑝33 = · · · = −𝑝𝑛+3,𝑛+3 = 1,
𝑝𝑎𝑏 = 0, 𝑎 ̸= 𝑏. Позначимо через 𝐼𝑎𝑏 матрицю порядку 𝑛+3, яка має одиницю на
перетинi 𝑎-го рядка i 𝑏-го стовпця i нулi на всiх решта мiсцях (𝑎, 𝑏 = 1, . . . , 𝑛+3).
Базис алгебри 𝐴𝑂(2, 𝑛+ 1) утворюють матрицi:

Ω12 = 𝐼12 − 𝐼21, Ω𝑎𝑏 = −𝐼𝑎𝑏 + 𝐼𝑏𝑎, (𝑎 < 𝑏; 𝑎, 𝑏 = 3, . . . , 𝑛+ 3),

Ω𝑖𝑎 = −𝐼𝑖𝑎 − 𝐼𝑎𝑖, (𝑖 = 1, 2; 𝑎 = 3, . . . , 𝑛+ 3).

Вони зв’язанi мiж собою такими комутацiйними спiввiдношеннями:

[Ω𝑎𝑏,Ω𝑐𝑑] = 𝑝𝑎𝑑Ω𝑏𝑐 + 𝑝𝑏𝑐Ω𝑎𝑑 − 𝑝𝑎𝑐Ω𝑏𝑑 − 𝑝𝑏𝑑Ω𝑎𝑐,

де 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 = 1, . . . , 𝑛+3. Алгебра 𝐴𝑂(2, 𝑛+1) дiє в псевдоевклiдовому просторi
𝑅2,𝑛+1, який складається з (𝑛+3)-мiрних стовпцiв, способом множення стовпця
𝑋 ∈ 𝑅2,𝑛+1 на матрицю 𝐴 ∈ 𝐴𝑂(2, 𝑛+ 1).

Вiдображення 𝑓 : 𝐴𝑂(2, 𝑛+1) → 𝐴𝐶(1, 𝑛) алгебри Лi 𝐴𝑂(2, 𝑛+1) на алгебру
Лi 𝐶(1, 𝑛), яке задається за допомогою таких спiввiдношень:

𝐽𝛼𝛽 = 𝑓(Ω𝛼+2,𝛽+2), 𝑃𝛼 = 𝑓(Ω1,𝛼+2 − Ω𝛼+2,𝑛+3),

𝐾𝛼 = 𝑓(Ω1,𝛼+2 +Ω𝛼+2,𝑛+3), 𝐷 = −𝑓(Ω1,𝑛+3),
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є iзоморфiзмом. Тому 𝐴𝑂(2, 𝑛 + 1) i 𝐶(1, 𝑛) можна ототожнювати. Отже в ре-
зультатi отримаємо два набори позначень для одного i того ж базису:

Ω𝛼+2,𝛽+2 = 𝐽𝛼𝛽 , Ω1,𝛼+2 =
1

2
(𝑃𝛼 +𝐾𝛼), Ω𝛼+2,𝑛+3 =

1

2
(𝐾𝛼 − 𝑃𝛼), Ω1,𝑛+3 = −𝐷,

(𝛼 < 𝛽; 𝛼, 𝛽 = 0, 1, ..., 𝑛). (1)

Задача класифiкацiї пiдалгебр 𝐴𝐶(1, 𝑛) з точнiстю до 𝐶(1, 𝑛)-спряженостi
рiвносильна задачi класифiкацiї пiдалгебр алгебри 𝐴𝑂(2, 𝑛 + 1) з точнiстю до
𝑂(2, 𝑛 + 1)-спряженостi. Це означає: якщо Φ1 — повний список 𝐶(1, 𝑛)-неспря-
жених пiдалгебр алгебри 𝐴𝐶(1, 𝑛), то замiнивши генератори в кожнiй пiдал-
гебрi 𝐿 ∈ Φ1 вiдповiдними генераторами алгебри 𝐴𝑂(2, 𝑛 + 1) згiдно iз спiв-
вiдношеннями (1), отримаємо повний список Φ2 𝑂(2, 𝑛 + 1)-неспряжених пiд-
алгебр алгебри 𝐴𝑂(2, 𝑛 + 1), i навпаки. Група 𝑂(2, 𝑛 + 1) породжує дiю ал-
гебри 𝐴𝑂(2, 𝑛 + 1) на просторi 𝑅2,𝑛+1. Це дозволяє множину всiх пiдалгебр
алгебри 𝐴𝑂(2, 𝑛 + 1) розбити на такi три класи. 1). Перший клас складається
iз всiх пiдалгебр, якi не мають в 𝑅2,𝑛+1 iнварiантних iзотропних пiдпросторiв.
2). Другий клас складається iз пiдалгебр, якi мають в 𝑅2,𝑛+1 iнварiантний iзо-
тропний пiдпростiр розмiрностi одиниця. Цей клас пiдалгебр, якi спряженi з
пiдалгебрами розширеної алгебри Пуанкаре 𝐴𝑃 (1, 𝑛), що породжена генерато-
рами 𝑃𝛼, 𝐽𝛼𝛽 , 𝐷, де 𝛼 < 𝛽, 𝛼, 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑛. 3). Третiй клас складають пiдал-
гебри, якi мають в 𝑅2,𝑛+1 iнварiантний iзотропний пiдпростiр розмiрностi два
i не мають в 𝑅2,𝑛+1 iнварiантних iзотропних пiдпросторiв розмiрностi одиниця.
Нехай 𝐴𝑜𝑝𝑡(1, 𝑛)−пiдалгебра алгебри 𝐴𝐶(1, 𝑛) породжена генераторами 𝑃𝑎, 𝐺𝑎,
𝑀 , 𝑇 , 𝐽𝑎𝑏, 𝐶, 𝑆, 𝑍, (𝑎 < 𝑏; 𝑎, 𝑏 = 1, . . . , 𝑛− 1), де

𝐺𝑎 = 𝐽𝑜𝑎 − 𝐽𝑎𝑛, 𝐶 = −(𝐽𝑜𝑛 +𝐷), 𝑍 = 𝐽𝑜𝑛 −𝐷,𝑆 =
1

2
(𝐾𝑜 +𝐾𝑛).

Цей клас складають тi пiдалгебри алгебри 𝐴𝑜𝑝𝑡(1, 𝑛), якi не спряженi з пiдал-
гебрами алгебри 𝐴𝑃 (1, 𝑛).

Пiдалгебри рiзних класiв неспряженi вiдносно групи 𝐶(1, 𝑛)-автоморфiзмiв i
кожен з них iнварiантний при дiї будь-якого автоморфiзму. Тому доцiльно про-
водити класифiкацiю пiдалгебр кожного класу окремо. При цьому виключимо з
розгляду тi пiдалгебри алгебри 𝐴𝐶(1, 𝑛), якi з точнiстю до спряженостi мiстять
𝑃𝑜 + 𝑃𝑛 або 𝑃𝑛.

Лiтература

[1] В.I.Фущич, Л.Ф. Баранник, А.Ф. Баранник (1991). Пiдгруповий аналiз груп Галiлея, Пу-
анкаре i редукцiя нелiнiйних рiвнянь. Київ: Наук. думка.

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
Email address: olyushka.ostrovska@gmail.com

НУХТ, Київ, Україна
Email address: i.yu@ukr.net

XIX Міжнародна наукова конференція імені академіка Михайла Кравчука - 117 -



ЛАНЦЮГОВI 𝐴3-ДРОБИ I ТЕОРIЯ ЛОКАЛЬНО СКЛАДНИХ
ФУНКЦIЙ З ФРАКТАЛЬНИМИ ВЛАСТИВОСТЯМИ

М. В. ПРАЦЬОВИТИЙ, С. П. РАТУШНЯК

Нехай 𝐴 = {𝑐0, 𝑐1, 𝑐2} — множина чисел таких, що 0 < 𝑐0 < 𝑐1 < 𝑐2, яка
називається алфавiтом; 𝐿𝐴 = 𝐴×𝐴×𝐴× ... — простiр послiдовностей елементiв
алфавiту 𝐴. Нас цiкавлять тополого-метричнi властивостi множини значень усiх
нескiнченних ланцюгових дробiв виду [0; 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛, ...], де (𝑎𝑛) ∈ 𝐿𝐴.

Теорема 1. Множина 𝐺𝐴 значень усiх нескiнченних ланцюгових дробiв виду
[0; 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛, ...], де (𝑎𝑛) ∈ 𝐿𝐴, є континуальною i обмеженою, причому

min𝐺𝐴 = [0; (𝑐2, 𝑐0)] =

√︀
𝑐0𝑐2(𝑐0𝑐2 + 4)− 𝑐0𝑐2

2𝑐2
≡ 𝑑0, (1)

max𝐺𝐴 = [0; (𝑐0, 𝑐2)] =

√︀
𝑐0𝑐2(𝑐0𝑐2 + 4)− 𝑐0𝑐2

2𝑐0
≡ 𝑑1. (2)

Приклад. Якщо 𝐴 = {1
2
, 1, 8}, то min𝐺𝐴 =

√
2− 1

4
, max𝐺𝐴 = 4(

√
2− 1).

Теорема 2. Множина 𝐺𝐴 значень всiх нескiнченних ланцюгових дробiв виду
[0; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, . . .], де (𝑎𝑛) ∈ 𝐿𝐴, є досконалою.

У доповiдi будуть наведенi умови, при яких множина 𝐺𝐴 є вiдрiзком i при
цьому система 𝐴-зображення чисел має нульову надлишковiсть.

Використовуючи традицiйний для трисимвольних систем кодування дiйсних
чисел алфавiт 𝐴3 = {0, 1, 2}, здiйcнимо перекодування чисел множини 𝐺𝐴:

𝑥 = [0; 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛, ...] ≡ ∆𝐴3
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., де 𝛼𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, якщо 𝑎𝑛 = 𝑐0,

1, якщо 𝑎𝑛 = 𝑐1,

2, якщо 𝑎𝑛 = 𝑐2, 𝑛 ∈ 𝑁.

Означення 1. Нехай (𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑚) — фiксований набiр елементiв алфавiту 𝐴3.
Множина ∆′

𝑏1𝑏2...𝑏𝑚
всiх ланцюгових дробiв виду [0; 𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑚, 𝛼1, 𝛼2, ...], де

(𝛼𝑛) ∈ 𝐴3, називається цилiндром рангу 𝑚 з основою 𝑏1𝑏2...𝑏𝑚.

Цилiндр є обмеженою фiгурою, причому
𝐴 = min∆′

𝑏1...𝑏𝑚
= [0; 𝑏1, ..., 𝑏𝑚, (𝑎, 𝑏)], 𝐵 = max∆′

𝑏1...𝑏𝑚
= [0; 𝑏1, ..., 𝑏𝑚, (𝑏, 𝑎)], де

𝑎 =

{︃
𝑐0, якщо 𝑚− непарне,
𝑐2, якщо 𝑚− парне,

𝑏 =

{︃
𝑐0, якщо 𝑚− парне,
𝑐2, якщо 𝑚− непарне.
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Згiдно з означенням цилiндра має мiсце рiвнiсть: ∆𝐴3

𝑏1𝑏2...𝑏𝑚
=

2⋃︀
𝑖=0

∆𝐴3

𝑏1𝑏2...𝑏𝑚𝑖.

Означення 2. Мiнiмальний вiдрiзок, що мiстить цилiндр ∆′
𝑏1𝑏2...𝑏𝑚

, тобто [𝐴;𝐵],
називається цилiндричним вiдрiзком ∆𝑏1𝑏2...𝑏𝑚 рангу 𝑚 з основою 𝑏1𝑏2...𝑏𝑚.

Довжина цилiндра |∆𝐴3

𝑏1𝑏2...𝑏𝑚
| = |∆𝐴3

𝑏1𝑏2...𝑏𝑚(𝑐0𝑐2)
−∆𝐴3

𝑏1𝑏2...𝑏𝑚(𝑐2𝑐0)
|.

Теорема 3. Якщо 𝐴3-зображення чисел має нульову надлишковiсть, тобто
кожне число має не бiльше двох зображень, то функцiя, означена рiвнiстю

𝐼(𝑥 = ∆𝐴3
𝑎1𝑎2...𝑎𝑛...) = ∆𝐴3

[2−𝑎1][2−𝑎2]...[2−𝑎𝑛]...
(3)

є коректно означеною неперервною строго спадною i має нетривiальнi фра-
ктальнi властивостi, зокрема структурно фрактальнi.

Основна увага у доповiдi буде зосереджена на сингулярних, нiде не монотон-
них неперервних функцiях, означених у термiнах ланцюгового 𝐴3-зображення.
Окрема увага буде придiлена класу функцiй, якi зберiгають цифру 1, а також
функцiї функцiї 𝑓 , означеної рiвностями 𝑓(∆𝐴3

𝛼1𝛼2𝛼3...𝛼𝑛...) = ∆𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛...
, де

𝛽1 =

{︃
0, якщо 𝛼1 = 0,

1, якщо 𝛼1 ̸= 0,
𝛽𝑛+1 =

{︃
1− 𝛽𝑛, якщо 𝛼𝑛+1 = 𝛼𝑛,

𝛽𝑛, якщо 𝛼𝑛+1 ̸= 𝛼𝑛,

𝛽𝑖 ∈ 𝐴2 = {0, 1}, ∆𝐴2

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛...
= [0; 𝛽1+1

2 , 𝛽2+1
2 , ..., 𝛽𝑛+1

2 , ...].
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ВЛАСТИВIСТЬ ОБОРОТНОЇ МАТРИЦI

А.М. РОМАНIВ

Нехай 𝑅 – комутативна область елементарних дiльникiв [1], 𝑀𝑛(𝑅) – кiльце
(𝑛× 𝑛) матриць над 𝑅, 𝐺𝐿𝑛(𝑅) – повна лiнiйна група. Для матрицi 𝐴 ∈𝑀𝑛(𝑅)
iснують такi оборотнi (𝑛× 𝑛) матрицi 𝑃𝐴 та 𝑄𝐴, що

𝑃𝐴𝐴𝑄𝐴 = E = diag(𝜀1, . . . , 𝜀𝑘, 0, . . . , 0), 𝜀𝑖|𝜀𝑖+1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 − 1.

Матрицю E називають формою Смiта, елементи 𝜀1, . . . , 𝜀𝑘 – iнварiантними мно-
жниками, а матрицi 𝑃𝐴 та 𝑄𝐴 – лiвою та правою перетворювальними матриця-
ми для матрицi 𝐴.

Оборотнi матрицi вiдiграють важливу роль при дослiдженнi багатьох матри-
чних задач. Зокрема, для того, щоб форма Смiта добутку двох матриць володiла
властивiстю мультиплiкативностi необхiдно та достатньо, щоб деяку оборотну
матрицю можна було розкласти у виглядi добутку спiвмножникiв iз заданими
властивостями [2].

Нехай 𝐷,𝐶 ∈ 𝑀𝑛(𝑅) – неособливi матрицi, найбiльшi спiльнi дiльники мi-
норiв 𝑛 − 1 порядку яких є дiльниками одиницi кiльця 𝑅. Тодi 𝐷 ∼ Φ =
diag(1, . . . , 1, 𝜙) та 𝐶 ∼ Ψ = diag(1, . . . , 1, 𝜓). Зауважимо, що символ ∼ позначає
еквiвалентнiсть матриць.

Теорема 1. Нехай 𝑅 – комутативна область елементарних дiльникiв. Нехай,
далi, Φ = diag(1, . . . , 1, 𝜙) та Ψ = diag(1, . . . , 1, 𝜓) – неособливi матрицi i
𝑆 = ‖𝑠𝑖𝑗‖𝑛1 ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝑅). Тодi

Φ𝑆Ψ ∼ diag(1, . . . , 1, 𝛿𝑛−1, 𝛿𝑛),

де 𝛿𝑛−1|𝛿𝑛.
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НАБЛИЖЕННЯ IНТЕРПОЛЯЦIЙНИМИ
ТРИГОНОМЕТРИЧНИМИ ПОЛIНОМАМИ НА КЛАСАХ

ДИФЕРЕНЦIЙОВНИХ У СЕНСI ВЕЙЛЯ–НАДЯ ФУНКЦIЙ З
ВИСОКИМ ПОКАЗНИКОМ ГЛАДКОСТI

А. С. СЕРДЮК, I. В. СОКОЛЕНКО

Нехай 𝐶 i 𝐿𝑝, 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, — простори 2𝜋-перiодичних функцiй зi стандар-
тними нормами ‖ · ‖𝐶 i ‖ · ‖𝑝.

Нехай, далi, 𝑊 𝑟
𝛽,𝑝, 𝑟 > 0, 𝛽 ∈ R, 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, — класи 2𝜋-перiодичних функцiй

𝑓 , що зображуються у виглядi згортки

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2

+
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝜙(𝑥− 𝑡)𝐵𝑟,𝛽(𝑡)𝑑𝑡, 𝑎0 ∈ R, (1)

з ядрами Вейля–Надя 𝐵𝑟,𝛽(𝑡) вигляду

𝐵𝑟,𝛽(𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑘−𝑟 cos

(︂
𝑘𝑡−𝛽𝜋

2

)︂
, 𝑟 > 0, 𝛽 ∈ R,

функцiй 𝜙, що задовольняють умову 𝜙 ∈ 𝐵0
𝑝=

{︁
ℎ∈𝐿𝑝 : ‖ℎ‖𝑝⩽1,

𝜋∫︀
−𝜋

ℎ(𝑡)𝑑𝑡=0
}︁
.

Класи 𝑊 𝑟
𝛽,𝑝 називають класами Вейля–Надя, а функцiю 𝜙 в зображеннi (1)

позначають через 𝑓𝑟
𝛽 i називають (𝑟, 𝛽)-похiдною в сенсi Вейля–Надя функцiї 𝑓 .

При довiльних 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, 𝑟 > 1/𝑝, 𝛽 ∈ R має мiсце вкладення 𝑊 𝑟
𝛽,𝑝 ⊂ 𝐶.

Нехай 𝑓 ∈ 𝐶. Через 𝑆𝑛−1(𝑓 ;𝑥) позначатимемо тригонометричний полiном
порядку 𝑛−1, що iнтерполює 𝑓(𝑥) у рiвномiрно розподiлених вузлах 𝑥

(𝑛−1)
𝑘 =

= 2𝑘𝜋
2𝑛−1 , 𝑘 ∈ Z, тобто такий, що

𝑆𝑛−1(𝑓 ;𝑥
(𝑛−1)
𝑘 ) = 𝑓(𝑥

(𝑛−1)
𝑘 ), 𝑘 ∈ Z.

Розглядається задача про дослiдження поведiнки величин

ℰ̃𝑛(𝑊 𝑟
𝛽,𝑝;𝑥) = sup

𝑓∈𝑊 𝑟
𝛽,𝑝

⃒⃒⃒
𝑓(𝑥)− 𝑆𝑛−1(𝑓 ;𝑥)

⃒⃒⃒
,

для довiльних 𝑥 ∈ R, 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, 𝑟 > 2, 𝛽 ∈ R i 𝑛 ∈ N.

Виконано за часткової фiнансової пiдтримки за проєктами H2020-MSCA-RISE-2019, project
number 873071 (SOMPATY: Spectral Optimization: From Mathematics to Physics and Advanced
Technology) та VolkswagenStiftung project “From Modeling and Analysis to Approximation”.
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Мають мiсце такi твердження.

Теорема 1. Нехай 𝑟 > 2, 𝛽 ∈ R, 𝑥 ∈ R i 𝑛 ∈ N. Тодi має мiсце формула

ℰ̃𝑛(𝑊 𝑟
𝛽,1;𝑥) =

⃒⃒⃒⃒
sin

(2𝑛− 1)𝑥

2

⃒⃒⃒⃒
𝑛−𝑟

(︂
2

𝜋(1− 𝑒−𝑟/𝑛)
+𝒪(1)𝛿𝑟,𝑛

)︂
,

де 𝒪(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо всiх розглядуваних параметрiв,

𝛿𝑟,𝑛 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 +

𝑛

𝑟(𝑟 − 2)
, 2 < 𝑟 ⩽ 𝑛+ 1,

𝑟

𝑛2
𝑒−𝑟/𝑛, 𝑛+ 1 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑛2,

𝑒−𝑟/𝑛 𝑟 ⩾ 𝑛2.

Теорема 2. Нехай 1 < 𝑝 ⩽ ∞, 𝑟 > 1, 𝛽 ∈ R i 𝑛 ∈ N. Тодi за виконання умови
𝑟 − 1 ⩾

√
𝑛+ 1, має мiсце формула

ℰ̃𝑛(𝑊 𝑟
𝛽,𝑝;𝑥) =

⃒⃒⃒⃒
sin

(2𝑛− 1)𝑥

2

⃒⃒⃒⃒
𝑛−𝑟×

×
(︂
2‖ cos 𝑡‖𝑝′

𝜋
𝐹

1
𝑝′

(︂
𝑝′

2
,
𝑝′

2
; 1; 𝑒−2𝑟/𝑛

)︂
+𝒪(1)𝛿*𝑟,𝑛

)︂
,

1

𝑝
+

1

𝑝′
= 1,

де 𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) — гiпергеометрична функцiя Гаусса:

𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) = 1 +
∞∑︁
𝑘=1

(𝑎)𝑘(𝑏)𝑘
(𝑐)𝑘

𝑧𝑘

𝑘!
, (𝑥)𝑘 := 𝑥(𝑥+ 1)(𝑥+ 2)...(𝑥+ 𝑘 − 1),

𝛿*𝑟,𝑛 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑛

𝑟2
,

√
𝑛+ 1 + 1 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑛+ 1,

𝑟

𝑛2
𝑒−𝑟/𝑛, 𝑛+ 1 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑛2,

𝑒−𝑟/𝑛 𝑟 ⩾ 𝑛2,

а 𝒪(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо всiх розглядуваних параметрiв.

Теореми 1 i 2 є iнтерполяцiйними аналогами теореми 1 з [1] та теорем 1 i 2 з [2]
для наближення сумами Фур’є функцiй з класiв 𝑊 𝑟

𝛽,𝑝 в рiвномiрнiй метрицi.
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ПРО ОДНУ СИНГУЛЯРНУ ФУНКЦIЮ ЗАДАНУ В ТЕРМIНАХ
ПРЕДСТАВЛЕННЯ РЕНЬЄ

Д.Ю. СКАКУН

Для кожного двiйкового вектору (𝑗1; 𝑗2; ...; 𝑗𝑘) розглянемо сукупнiсть 𝑊 вiд-
рiзкiв 𝛿𝑗1𝑗2...𝑗𝑘 , якi володiють наступними властивостями:

1) 𝛿0 ∪ 𝛿1 = [0; 1];
2)для кожного двiйкового вектору (𝑗1; 𝑗2; ...; 𝑗𝑘): 𝛿𝑗1𝑗2...𝑗𝑘0∪𝛿𝑗1𝑗2...𝑗𝑘1 = 𝛿𝑗1𝑗2...𝑗𝑘 ,

𝛿𝑗1𝑗2...𝑗𝑘0 ∩ 𝛿𝑗1𝑗2...𝑗𝑘1 є одноточковою множиною;
3) для довiльного нескiнченного двiйкового вектору (𝑗1; 𝑗2; ...; 𝑗𝑘; ...):

lim
𝑘→+∞

𝜆(𝛿𝑗1𝑗2...𝑗𝑘) = 0.

Зрозумiло, що для кожного 𝑥 ∈ [0; 1] iснує нескiнченний двiйковий вектор
(𝑗1; 𝑗2; ...; 𝑗𝑘; ...) такий, що для кожного натурального 𝑘:𝑥 ∈ 𝛿𝑗1𝑗2...𝑗𝑘 . У цьому ви-
падку можливо говорити, про деяке представлення числа 𝑥: 𝑥 = ∆𝑊

𝛼1𝛼2𝛼3...𝛼𝑛...,
яке за виключенням деякої зчисленної множиною є однозначним. Вiдповiдне
представлення є представленням Реньє [2] для деякої функцiї 𝑓 . Нехай (𝜂𝑘) по-
слiдовнiсть випадкових величин, якi набувають значень 0; 1 з додатними ймо-
вiрностями 𝑝0; 𝑝1 вiдповiдно. Розглянемо випадкову величину 𝜂 = ∆𝑊

𝜂1𝜂2𝜂3...𝜂𝑛....

Теорема 1. Нехай для довiльного нескiнченного двiйкового вектору (𝑗1; 𝑗2; ...; 𝑗𝑘; ...):

lim
𝑘→+∞

(𝜆(𝛿𝑗1𝑗2...𝑗𝑘))
1
𝑘 =

1

2
.

Якщо 𝑝0 ̸= 1
2 , то 𝐹𝜂(𝑥) є строго зростаючою на [0; 1] сингулярною функцiєю.
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НАЙКРАЩI БIЛIНIЙНI НАБЛИЖЕННЯ КЛАСIВ 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵

ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ БАГАТЬОХ ЗМIННИХ

К.В. СОЛIЧ

Дослiджуються питання бiлiнiйних наближень класiв 𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵 функцiй багатьох

змiнних iз заданою функцiєю Ω(𝑡) типу мiшаного модуля неперервностi порядку
𝑙 ∈ N, що задовольняє, так званi, умови Барi – Стєчкiна (𝑆) i (𝑆𝑙) [1].

Нехай 𝐿𝑞(𝜋2𝑑), 𝑞 = (𝑞1, 𝑞2) — множина функцiй 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝜋𝑑, зi скiнчен-
ною мiшаною нормою ‖𝑓(𝑥, 𝑦)‖𝑞1,𝑞2 = ‖ ‖𝑓(·, 𝑦)‖𝑞1‖𝑞2 , де норма обчислюється
спочатку в просторi 𝐿𝑞1(𝜋𝑑) по змiннiй 𝑥 ∈ 𝜋𝑑, а потiм вiд результату — по
змiннiй 𝑦 ∈ 𝜋𝑑 в просторi 𝐿𝑞2(𝜋𝑑). Для 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(𝜋2𝑑) oзначимо найкраще бiлiнiйне
наближення порядку 𝑀 :

𝜏𝑀 (𝑓)𝑞1,𝑞2 := inf
𝑢𝑗(𝑥),𝑣𝑗(𝑦)

‖𝑓(𝑥, 𝑦)−
𝑀∑︁
𝑗=1

𝑢𝑗(𝑥)𝑣𝑗(𝑦)‖𝑞1,𝑞2 ,

де 𝑢𝑗 ∈ 𝐿𝑞1(𝜋𝑑), 𝑣𝑗 ∈ 𝐿𝑞2(𝜋𝑑). Сформулюємо деякi з отриманих результатiв.

Теорема 1. Нехай 1 ⩽ 𝑝 ⩽ 2 ⩽ 𝑞1 < ∞, 1 ⩽ 𝑞2, 𝜃 ⩽ ∞ i Ω(𝑡) = 𝜔(
𝑑∏︀

𝑗=1

𝑡𝑗), де 𝜔(𝜏)

задовольняє умову (𝑆) з 𝛼 > 1
𝑝 , а також умову (𝑆𝑙), 𝑙 ⩾ [ 1𝑝 ]. Тодi для будь-

якої послiдовностi 𝑀 = (𝑀𝑛)
∞
𝑛=1 натуральних чисел такої, що виконується

спiввiдношення 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1, має мiсце порядкова рiвнiсть

𝜏𝑀 (𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵)𝑞1,𝑞2 := sup

𝑓∈𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵

𝜏𝑀 (𝑓)𝑞1,𝑞2 ≍ 𝜔(2−𝑛)2𝑛(
1
𝑝−

1
2 )𝑛(𝑑−1)( 1

2−
1
𝜃 ).

Наслiдок 1. Поклавши в теоремi 1 𝜃 = ∞ отримаємо порядкове спiввiдноше-
ння

𝜏𝑀 (𝑆Ω
𝑝 𝐻)𝑞1,𝑞2 ≍ 𝜔(2−𝑛)2𝑛(

1
𝑝−

1
2 )𝑛

𝑑−1
2 .

Теорема 2. Нехай 2 ⩽ 𝑝 < 𝑞1 < ∞, 1 ⩽ 𝑞2, 𝜃 ⩽ ∞ i Ω(𝑡) = 𝜔(
𝑑∏︀

𝑗=1

𝑡𝑗), де 𝜔(𝜏)

задовольняє умову (𝑆) з 𝛼 > 1
2 , а також умову (𝑆𝑙), 𝑙 ∈ N. Тодi для будь-

якої послiдовностi 𝑀 = (𝑀𝑛)
∞
𝑛=1 натуральних чисел такої, що виконується

спiввiдношення 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1 справедлива оцiнка

𝜏𝑀 (𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵)𝑞1,𝑞2 := sup

𝑓∈𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵

𝜏𝑀 (𝑓)𝑞1,𝑞2 ≍ 𝜔(2−𝑛)𝑛(𝑑−1)( 1
2−

1
𝜃 ).
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Теорема 3. Нехай 2 ⩽ 𝑞1 ⩽ 𝑝 < ∞, 1 ⩽ 𝑞2, 𝜃 ⩽ ∞ i Ω(𝑡) = 𝜔(
𝑑∏︀

𝑗=1

𝑡𝑗), де

𝜔(𝜏) задовольняє умову (𝑆) з 𝛼 > max{0; 1
𝜃 − 1

2}. Тодi для будь-якої послiдовно-
стi 𝑀 = (𝑀𝑛)

∞
𝑛=1 натуральних чисел такої, що виконується спiввiдношення

𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1, має мiсце порядкова рiвнiсть

𝜏𝑀 (𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵)𝑞1,𝑞2 := sup

𝑓∈𝑆Ω
𝑝,𝜃𝐵

𝜏𝑀 (𝑓)𝑞1,𝑞2 ≍ 𝜔(2−𝑛)𝑛(𝑑−1)( 1
2−

1
𝜃 ).

Зауваження 1. У випадку Ω(𝑡) =
𝑑∏︀

𝑗=1

𝑡𝑟𝑗 i вiдповiдних обмеженнях на параметр 𝑟

з теорем 1–3 отримуємо результати для класiв 𝐵𝑟
𝑝,𝜃, якi встановленi в роботi [2].

Теорема 4. Нехай 2 ⩽ 𝑞1 ⩽ ∞, 1 ⩽ 𝑞2, 𝜃 ⩽ ∞ i Ω(𝑡) = 𝜔(
𝑑∏︀

𝑗=1

𝑡𝑗), де 𝜔(𝜏) задо-

вольняє умову (𝑆) з деяким 𝛼 > max

{︂
0, 1

𝜃 − 1
2

}︂
, а також умову 𝑆𝑙). Тодi для

будь-якої послiдовностi 𝑀 = (𝑀𝑛)
∞
𝑛=1 натуральних чисел такої, що виконує-

ться спiввiдношення 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1, має мiсце порядкова рiвнiсть

𝜏𝑀 (𝑆Ω
∞,𝜃𝐵)𝑞1,𝑞2 := sup

𝑓∈𝑆Ω
∞,𝜃𝐵

𝜏𝑀 (𝑓)𝑞1,𝑞2 ≍ 𝜔(2−𝑛)𝑛(𝑑−1)( 1
2−

1
𝜃 ).

Зауваження 2. У випадку Ω(𝑡) =
𝑑∏︀

𝑗=1

𝑡𝑟𝑗 i вiдповiдних обмеженнях на параметр 𝑟

з теореми 4 отримуємо результати для класiв 𝐵𝑟
∞,𝜃, якi встановленi в роботi [3].

Наслiдок 2. Поклавши в теоремах 2–4 𝜃 = ∞ отримаємо порядкове спiв-
вiдношення

𝜏𝑀 (𝑆Ω
𝑝 𝐻)𝑞1,𝑞2 ≍ 𝜔(2−𝑛)𝑛

𝑑−1
2 .
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НАБЛИЖЕННЯ КЛАСIВ ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ
БАГАТЬОХ ЗМIННИХ IЗ ЗАДАНОЮ МАЖОРАНТОЮ

МIШАНИХ МОДУЛIВ НЕПЕРЕРВНОСТI

О. В. ФЕДУНИК-ЯРЕМЧУК

Нехай 𝐿∞(T𝑑), де T𝑑 =
𝑑∏︀

𝑗=1

[0, 2𝜋), – простiр 2𝜋-перiодичних по кожнiй змiннiй

суттєво обмежених функцiй 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, ..., 𝑥𝑑) з нормою

‖𝑓‖𝐿∞(T𝑑) = ‖𝑓‖∞ = ess sup
𝑥∈T𝑑

|𝑓(𝑥)|.

Дослiджуються класи 𝐵Ω
𝑝,𝜃 перiодичних функцiй багатьох змiнних, якi роз-

глянутi в [1]. Нехай Ω – задана функцiя типу мiшаного модуля неперервностi
порядку 𝑙 деякого спецiального виду:

Ω(𝑡) = Ω(𝑡1, ..., 𝑡𝑑) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑑∏︁

𝑗=1

𝑡𝑟𝑗(︀
log 1

𝑡𝑗

)︀𝑏𝑗
+

, якщо 𝑡𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 𝑑;

0, якщо
𝑑∏︀

𝑗=1

𝑡𝑗 = 0,

(1)

де розглядаються логарифми за основою 2 i
(︂
log 1

𝑡𝑗

)︂
+

= max

{︂
1, log 1

𝑡𝑗

}︂
.

Вважаємо також, що 𝑏𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, 𝑑, i 0 < 𝑟 < 𝑙. Це означає, що для функцiї Ω
виду (1) виконуються умови Барi-Стєчкiна [2] (позначаємо (𝑆) i (𝑆𝑙)).

При певному виборi функцiї Ω класи 𝐵Ω
𝑝,𝜃 спiвпадають з вiдомими класами

Нiкольського 𝐻𝑟
𝑝 та Бєсова 𝐵𝑟

𝑝,𝜃 [3, 4].
Одержано точнi за порядком оцiнки близьких до Фур’є-поперечникiв апро-

ксимацiйних характеристик класiв 𝐵Ω
𝑝,𝜃 у просторi 𝐿∞(T𝑑). Для функцiональних

класiв 𝐵Ω
𝑝,𝜃 цi величини означаються наступним чином:

𝑑𝐵𝑀 (𝐵Ω
𝑝,𝜃, 𝐿∞) = inf

𝐺∈𝐿𝑀 (𝐵)∞
sup

𝑓∈𝐹∩𝐷(𝐺)

‖𝑓 −𝐺𝑓‖∞ . (2)

Через 𝐿𝑀 (𝐵)∞ тут позначено множину лiнiйних операторiв, якi задовольняють
умови:

а) область визначення 𝐷(𝐺) цих операторiв мiстить всi тригонометричнi по-
лiноми, а їх область значень мiститься у пiдпросторi розмiрностi 𝑀 простору
𝐿∞(T𝑑);
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б) iснує число 𝐵 ⩾ 1 таке, що для всiх векторiв 𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑑), 𝑘𝑗 ∈ Z,
𝑗 = 1, 𝑑, виконується нерiвнiсть

⃦⃦
𝐺𝑒𝑖(𝑘,·)

⃦⃦
2
⩽ 𝐵.

Зазначимо, що до 𝐿𝑀 (1)2 належать оператори ортогонального проектування
на простори розмiрностi 𝑀 .

Сформулюємо деякi з одержаних результатiв. Спочатку розглянемо випадок
𝑏1 ⩽ . . . ⩽ 𝑏𝑑 < 𝑟.

Теорема 1. Нехай 1 ⩽ 𝜃 < ∞, а Ω(𝑡) – функцiя вигляду (1). Тодi при 0 < 𝑟 < 𝑙
справедлива оцiнка

𝑑𝐵𝑀 (𝐵Ω
∞,𝜃, 𝐿∞) ≍ 𝑀−𝑟

(︀
log𝑀

)︀−𝑏1−...−𝑏𝑑+(𝑑−1)
(︀
𝑟+1− 1

𝜃

)︀
.

Нехай тепер 𝑏1 ⩽ . . . ⩽ 𝑏𝜈 < 𝑟 < 𝑏𝜈+1 ⩽ . . . ⩽ 𝑏𝑑. У цьому випадку виконується
твердження.

Теорема 2. Нехай 1 ⩽ 𝜃 < ∞, а Ω(𝑡) – функцiя вигляду (1). Тодi при 0 < 𝑟 < 𝑙,
𝑏𝑗 > 𝑟 + 1, 𝑗 = 𝜈 + 1, . . . , 𝑑, має мiсце спiввiдношення

𝑑𝐵𝑀 (𝐵Ω
∞,𝜃, 𝐿∞) ≍ 𝑀−𝑟

(︀
log𝑀

)︀−𝑏1−...−𝑏𝜈+(𝜈−1)
(︀
𝑟+1− 1

𝜃

)︀
.

Зауваження 1. Аналоги теорем 1 i 2 для класiв 𝐻Ω
∞ встановленi М.М. Пусто-

войтовим. Вiдповiднi результати для класiв 𝐵𝑟
∞,𝜃 одержанi А.С. Романюком [5].

Знайдено також точнi за порядком оцiнки величини (2) при деяких iнших
спiввiдношеннях мiж параметрами 𝑝, 𝑟, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑑.
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РАЦIОНАЛЬНI НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦIЙ КЛАСУ
ГЕРГЛОТЦА

Л. I. ФIЛОЗОФ

Класом Герглотца називають множину функцiй, аналiтичних в одиничному
крузi |𝑧| < 1, дiйсна частина яких невiд’ємна при |𝑧| < 1.

Функцiї цього класу вивчали Каратеодорi, Рiсс Ф., Герглотц та iншi. Зокрема,
незалежно один вiд другого, Герглотц i Рiсс Ф. одержали наступну характери-
стику таких функцiй: для того, щоб функцiя 𝑓(𝑧) належала до класу Герглотца,
необхiдно i достатньо, щоб вона мала вигляд

𝑓(𝑧) = 𝑖𝐼𝑚𝑓(0) +

∫︁ 2𝜋

0

𝑒𝑖𝑡 + 𝑧

𝑒𝑖𝑡 − 𝑧
𝑑𝜇(𝑡), |𝑧| < 1,

де 𝜇(𝑡) – неспадна обмежена на вiдрiзку [0, 2𝜋] функцiя.
Ми будемо розглядати випадок

𝑓(𝑧) =

∫︁ 2𝜋−𝛼

𝛼

𝑒𝑖𝑡 + 𝑧

𝑒𝑖𝑡 − 𝑧
𝑑𝜇(𝑡),

де 𝜇(𝑡) – неспадна функцiя на [𝛼, 2𝜋 − 𝛼].
Введемо наступнi позначення: 𝑙 = {𝑒𝑖𝑡 : 𝛼 ⩽ 𝑡 ⩽ 2𝜋 − 𝛼} – дуга одиничного

кола |𝑧| = 1, 𝐷𝑙 – область, яка доповнює 𝑙 до розширеної комплексної площини.
Нехай функцiя 𝜙1(𝑧) вiдображає область 𝐷𝑙 на внутрiшнiсть одиничного кру-

га так, що 𝜙1(0) = 0, а функцiя 𝜙2(𝑧) – область 𝐷𝑙 на внутрiшнiсть одиничного
круга таким чином, що 𝜙2(∞) = 0.

Нехай {𝑄𝑛(𝑧)} – послiдовнiсть многочленiв ортогональних на 𝑙 вiдносно мiри
𝑑𝜇(𝑡),

𝑃𝑛(𝑧) =

∫︁ 2𝜋−𝛼

𝛼

(𝑄𝑛(𝑧)−𝑄𝑛(𝑒
𝑖𝑡))

𝑒𝑖𝑡 + 𝑧

𝑒𝑖𝑡 − 𝑧
𝑑𝜇(𝑡).

Функцiя 𝑓(𝑧) =
∫︀ 2𝜋−𝛼

𝛼
𝑒𝑖𝑡+𝑧
𝑒𝑖𝑡−𝑧𝑑𝜇(𝑡) аналiтична в областi 𝐷𝑙.

Позначимо через 𝑛1, . . . , 𝑛𝑘, . . . всi тi натуральнi числа, для яких 𝑄𝑛𝑘
(0) ̸= 0.

Теорема 1. Якщо 𝜇′(𝑡) > 0 майже скрiзь на [𝛼, 2𝜋−𝛼], то рацiональнi функцiї
𝑅𝑘(𝑧) рiвномiрно збiгаються всерединi областi 𝐷𝑙 до функцiї 𝑓(𝑧), причому

lim
𝑘→∞

|𝑓(𝑧)−𝑅𝑘(𝑧)|
1

𝑛𝑘 ⩽ |𝜙1(𝑧)| · |𝜙2(𝑧)|, 𝑧 ∈ 𝐷𝑙
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ПРО АСИМПТОТИЧНI ВЛАСТИВОСТI ХАРАКТЕРИСТИЧНОЇ
ФУНКЦIЇ ОДНОГО КЛАСУ РОЗПОДIЛIВ ТИПУ

ДЖЕССЕНА–ВIНТНЕРА

Б. В. ХАЛЕЦЬКИЙ

Для характеристичної функцiї 𝑓𝜉(𝑡) = 𝑀(𝑒𝑖𝑡𝜉) випадкової величини 𝜉 розгля-
немо значення:

𝐿𝜉 = lim sup
|𝑡|→+∞

|𝑓𝜉(𝑡)|.

Якщо розподiл 𝜉 є дискретним, то вiдомо [1], що 𝐿𝜉 = 1, адже 𝑓𝜉(𝑡) є майже
перiодичною функцiєю. Якщо розподiл 𝜉 абсолютно неперевний, то за теоремою
Рiмана–Лебега 𝐿𝜉 = 0. Якщо розподiл 𝜉 є сингулярним, то вiдомо [2], що 𝐿𝜉

може набувати довiльного наперед заданого значення з вiдрiзку [0; 1].
Нехай 𝑠 ∈ 𝑁, 𝑠 > 1, (𝜂𝑘) — послiдовнiсть незалежних дискретно розподiлених

випадкових величин, якi набувають значень 0 < 𝑎𝑘 з ймовiрностями 𝑝0𝑘, 𝑝1𝑘
вiдповiдно, де (𝑎𝑛) — обмежена послiдовнiсть натуральних чисел. Розглянемо
випадкову величину

𝜂 =
∞∑︁
𝑘=1

𝜂𝑘
𝑠𝑘

.

За теоремою Джессена–Вiнтнера [3] розподiл 𝜂 є чистим.

Теорема 1. Рiвнiсть 𝐿𝜂 = 1 виконується тодi i тiльки тодi, коли виконує-
ться умова:

lim
𝑛→∞

+∞∑︁
𝑘=1

𝑝0(𝑛+𝑘)𝑝1(𝑛+𝑘)

𝑠2𝑘
= 0.
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LONG-TIME BEHAVIOR OF STOCHASTIC TWO-SPECIES
MUTUALISM MODEL WITH JUMPS

O.D. BORYSENKO, O.V. BORYSENKO

Mutualism occurs when one species provides some benefit in exchange for some
benefit. Population systems may suffer abrupt environmental perturbations, such
as epidemics, fires, earthquakes, etc. So it is natural to introduce Poisson noises
into the population model for describing such discontinuous systems. We consider
the stochastic mutualism model with jumps generated by centered and non-centered
Poisson measures. So, we take into account not only “small” jumps, corresponding
to the centered Poisson measure, but also the “large” jumps, corresponding to the
non-centered Poisson measure. This model is driven by the system of stochastic
differential equations

𝑑𝑥𝑖(𝑡) = 𝑥𝑖(𝑡)

[︂
𝑎𝑖1(𝑡) + 𝑎𝑖2(𝑡)𝑥3−𝑖(𝑡)

1 + 𝑥3−𝑖(𝑡)
− 𝑐𝑖(𝑡)𝑥𝑖(𝑡)

]︂
𝑑𝑡+ 𝜎𝑖(𝑡)𝑥𝑖(𝑡)𝑑𝑤𝑖(𝑡)

+

∫︁
R

𝛾𝑖(𝑡, 𝑧)𝑥𝑖(𝑡
−)𝜈1(𝑑𝑡, 𝑑𝑧) +

∫︁
R

𝛿𝑖(𝑡, 𝑧)𝑥𝑖(𝑡
−)𝜈2(𝑑𝑡, 𝑑𝑧),

𝑥𝑖(0) = 𝑥𝑖0 > 0, 𝑖 = 1, 2.

(1)

where 𝑥1(𝑡) and 𝑥2(𝑡) denote population densities of each species at time 𝑡, 𝑥𝑖(𝑡
−), 𝑖 =

1, 2 are the left limits of 𝑥𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, 𝑤𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2 are independent standard one-
dimensional Wiener processes, 𝜈1(𝑡, 𝐴) = 𝜈1(𝑡, 𝐴)− 𝑡Π1(𝐴), 𝜈𝑖(𝑡, 𝐴), 𝑖 = 1, 2 are in-
dependent Poisson measures, which are independent on 𝑤𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, 𝐸[𝜈𝑖(𝑡, 𝐴)] =
𝑡Π𝑖(𝐴), 𝑖 = 1, 2, Π𝑖(𝐴), 𝑖 = 1, 2 are a finite measures on the Borel sets 𝐴 in R. We will
use the notations 𝑋(𝑡) = (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)), 𝑋0 = (𝑥10, 𝑥20), |𝑋(𝑡)| =

√︀
𝑥2
1(𝑡) + 𝑥2

2(𝑡),
R2

+ = {𝑋 ∈ R2 : 𝑥1 > 0, 𝑥2 > 0}

𝛽𝑖(𝑡) = 𝜎2
𝑖 (𝑡)/2 +

∫︁
R

[𝛾𝑖(𝑡, 𝑧)− ln(1 + 𝛾𝑖(𝑡, 𝑧))]Π1(𝑑𝑧)−
∫︁
R

ln(1 + 𝛿𝑖(𝑡, 𝑧))]Π2(𝑑𝑧),

𝑖 = 1, 2. For the bounded, continuous functions 𝑓𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ [0,+∞), 𝑖 = 1, 2, let us
denote 𝑓𝑖 sup = sup𝑡⩾0 𝑓𝑖(𝑡), 𝑓𝑖 inf = inf𝑡⩾0 𝑓𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, 𝑓max = max{𝑓1 sup, 𝑓2 sup},
𝑓min = min{𝑓1 inf , 𝑓2 inf}. We need the following assumption.

Assumption 1. It is assumed, that 𝑎𝑖𝑗(𝑡), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 𝑐𝑖(𝑡), 𝜎𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2 are bounded,
continuous on 𝑡 functions, 𝑎𝑖𝑗(𝑡) > 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 𝑐min > 0, 𝛾𝑖(𝑡, 𝑧), 𝛿𝑖(𝑡, 𝑧), 𝑖 = 1, 2 are
continuous on 𝑡 functions and ln(1 + 𝛾𝑖(𝑡, 𝑧)), ln(1 + 𝛿𝑖(𝑡, 𝑧)), 𝑖 = 1, 2 are bounded,
Π𝑖(R) < ∞, 𝑖 = 1, 2.
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In what follows we will assume that Assumption 1 holds.

Definition 1. The solution 𝑋(𝑡) to the system (1) is said to be stochastically
ultimately bounded, if for any 𝜀 ∈ (0, 1), there is a positive constant 𝜒 = 𝜒(𝜀) > 0,
such that for any initial value 𝑋0 ∈ R2

+, the solution to the system (1) has the
property that lim sup𝑡→∞ P{|𝑋(𝑡)| > 𝜒} < 𝜀

Theorem 1. There exists a unique global (no explosion in a finite time) solution
𝑋(𝑡) to the system (1) for any initial value 𝑋(0) = 𝑋0 > 0, P{𝑋(𝑡) ∈ R2

+} = 1 and
𝑋(𝑡) is stochastically ultimately bounded.

Definition 2. The solution 𝑋(𝑡) to the system (1) is said to be stochastically
permanent if for any 𝜀 > 0, there are positive constants 𝐻 = 𝐻(𝜀), ℎ = ℎ(𝜀) such
that for 𝑖 = 1, 2 lim inf

𝑡→∞
P{𝑥𝑖(𝑡) ⩽ 𝐻} ⩾ 1 − 𝜀, lim inf

𝑡→∞
P{𝑥𝑖(𝑡) ⩾ ℎ} ⩾ 1 − 𝜀, for any

inial value 𝑋0 ∈ R2
+.

Theorem 2. If min
𝑖=1,2

inf
𝑡⩾0

(𝑎𝑖min(𝑡) − 𝛽𝑖(𝑡)) > 0, where 𝑎𝑖min(𝑡) = min
𝑗=1,2

𝑎𝑖𝑗(𝑡), 𝑖 =

1, 2, then the solution 𝑋(𝑡) to the system (1) with initial condition 𝑋0 ∈ R2
+ is

stochastically permanent.

Theorem 3. If 𝑝*𝑖 = lim sup𝑡→∞
1
𝑡

𝑡∫︀
0

𝑝𝑖max(𝑠)𝑑𝑠 < 0, where 𝑝𝑖max(𝑠) = 𝑎𝑖max(𝑠)−

𝛽𝑖(𝑠), 𝑎𝑖max(𝑡) = max𝑗=1,2 𝑎𝑖𝑗(𝑡), 𝑖 = 1, 2, then the solution 𝑋(𝑡) to the system
(1) with initial condition 𝑋0 ∈ R2

+ will be extinct: lim𝑡→∞ 𝑥𝑖(𝑡) = 0 almost surely
𝑖 = 1, 2.

Theorem 4. If 𝑝*𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, then the solution 𝑋(𝑡) to the system (1) with initial

condition 𝑋0 ∈ R2
+ will be non-persistence in the mean: lim𝑡→∞

1
𝑡

𝑡∫︀
0

𝑥𝑖(𝑠)𝑑𝑠 = 0

a.s., 𝑖 = 1, 2.

Theorem 5. If 𝑝𝑖* = lim inf𝑡→∞
1
𝑡

𝑡∫︀
0

𝑝𝑖min(𝑠)𝑑𝑠 > 0, where 𝑝𝑖min(𝑠) = 𝑎𝑖min(𝑠) −

𝛽𝑖(𝑠), 𝑎𝑖min(𝑡) = min𝑗=1,2 𝑎𝑖𝑗(𝑡), 𝑖 = 1, 2, then

lim inf
𝑡→∞

1

𝑡

𝑡∫︁
0

𝑥𝑖(𝑠)𝑑𝑠 ⩾
𝑝𝑖*
𝑐𝑖 sup

> 0, 𝑎.𝑠.

Therefore, the solution 𝑋(𝑡) to the system (1) with initial condition 𝑋0 ∈ R2
+ will

be strongly persistence in the mean.
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SOME MODELS OF COUNTING PROCESSES WITH RANDOM
TIME-CHANGE

K.V. BUCHAK, L. M. SAKHNO

Stochastic processes with random time-change has become in recent years a well
established modern branch of the theory of stochastic processes with numerous ap-
plications in financial, biological, physical, technical and other fields of research.

Rich class of models is provided by time-changed Poisson processes, of which the
most intensively studied are two fractional extensions of the Poisson process, namely,
the space-fractional and time-fractional Poisson processes obtained by choosing a
stable subordinator or its inverse in the role of time correspondingly. In paper [1]
Poisson processes time changed by the general inverse subordinators were studied
and the governing equations for their marginal distributions were presented.

Recently, generalized counting processes, their time-changed versions and frac-
tional extensions have been intensively investigated, including Poisson and Skel-
lam processes of order 𝑘, Pólya–Aeppli process of order 𝑘, Bell–Touchard process,
Poisson-logarithmic process and their fractional extensions.

We consider several particular models of generalized counting processes time-
changed by a general inverse subordinator, characterize their distributions and present
governing equations for them, which obtained similarly to those presented in [1]. The
equations are given in terms of the generalized Caputo–Djrbashian derivatives, which
called also convolutions-type derivatives with respect to Bernštein functions. These
generalized derivatives were introduced in [2] and [3] and have been widely used to
describe various advanced stochastic models.
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FILTERING PROBLEM FOR PERIODICALLY CORRELATED
SEQUENCES WITH MISSING OBSERVATIONS

I. I. GOLICHENKO, M.P. MOKLYACHUK

We consider the problem of optimal linear estimation of the functional 𝐴𝜁 =∑︀
𝑗∈𝑍𝑠

𝑎(𝑗)𝜁(−𝑗), which depends on the unknown values of a periodically correlated

with period 𝑇 stochastic sequence 𝜁(−𝑗), 𝑗 ∈ 𝑍𝑠 = {𝑇 +1, 𝑇 +2, . . . }∖
𝑠⋃︀

𝑖=1

{𝑀𝑖 · 𝑇 +

1, . . . , (𝑀𝑖+𝑁𝑖) ·𝑇}. Estimation is based on observations of the sequence 𝜁(𝑗)+𝜃(𝑗)

at points 𝑗 ∈ {. . . ,−(𝑇 +2),−(𝑇 +1)}∖𝑆, 𝑆 =
𝑠⋃︀

𝑖=1

{−(𝑀𝑖+𝑁𝑖) ·𝑇, . . . ,−𝑀𝑖 ·𝑇 − 1},

where 𝜃(𝑗) is an uncorrelated with 𝜁(𝑗) periodically correlated sequence.
The filtering problem is considered under the condition of spectral certainty and

under the condition of spectral uncertainty. In the case of spectral certainty the
spectral density matrices 𝑓(𝜆) and 𝑔(𝜆) of the 𝑇 -variate stationary sequences 𝜁(𝑛)

and 𝜃(𝑛), obtained by 𝑇 -blocking of 𝑇 -PC sequences 𝜁(𝑗) and 𝜃(𝑗), [1], respectively,
are suppose to be known exactly. With the help of Hilbert space projection method
formulas for calculating the spectral characteristic and the mean-square error of the
optimal estimate of the functional are proposed. In the case of spectral uncertainty
the spectral density matrices are not exactly known while a class 𝐷 = 𝐷𝑓 × 𝐷𝑔

of admissible spectral densities is given. Using the minimax (robust) estimation
method we derived relations that determine the least favorable spectral densities
and the minimax spectral characteristic of the optimal estimate of the functional
𝐴𝜁.

References

[1] Hurd H.L., Miamee A. (2007). Periodically correlated random sequences. Wiley Series in Prob-
ability and Statistics, 384 p.

[2] Moklyachuk M.P., Golichenko I.I. (2016). Periodically correlated processes estimates. LAP
LAMBERT Academic Publishing, 308 p.

[3] Masyutka O.Yu., Moklyachuk M.P., Sidei M.I. (2019). Filtering of multidimensional stationary
sequences with missing observations. Carpathian Mathematical Publications, vol. 11, no. 2,
pp. 361–378.

Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute, Kyiv, Ukraine
Email address: idubovetska@gmail.com

Kyiv National Taras Shevchenko University, Kyiv, Ukraine
Email address: mmp@univ.kiev.ua

XIX Міжнародна наукова конференція імені академіка Михайла Кравчука - 134 -



DICKMAN-TYPE ORNSTEIN–UHLENBECK PROCESSES

D. GRAHOVAC, A. KOVTUN, N. N. LEONENKO, A. PEPELYSHEV

We consider the generalised Dickman random variable 𝐷𝜃, which has the Laplace
transform

E𝑒−𝑠𝐷𝜃 = exp{−𝜃

∫︁ 1

0

(1− 𝑒−𝑠𝑢)
𝑑𝑢

𝑢
}, 𝑠 > 0,

where the parameter 𝜃 is positive. We denote the generalised Dickman distribution
by 𝐺𝐷(𝜃).

Theorem 1. Let 𝑁𝜃(𝑡), 𝑡 ⩾ 0 be a homogeneous Poisson process with parameter 𝜃,
and 𝑋(𝑡), 𝑡 ⩾ 0 is the stationary solution of the stochastic differential equation

𝑑𝑋(𝑡) = −𝜆𝑋(𝑡) + 𝑑𝑁𝜃(𝜆𝑡), 𝑡 ⩾ 0,

then 𝑋(𝑡), 𝑡 ⩾ 0 has 𝐺𝐷(𝜃) marginal distribution.

We consider further an independently scattered random measure Λ defined on
ℬ(R+ × R) with a cumulant function

𝜅Λ(𝐴)(𝑧) = logE𝑒𝑖𝑧Λ(𝐴) = 𝑚(𝐴)𝜅𝐿(𝑧) = (𝜋 × Leb)(𝐴)𝜅𝐿(𝑧) (1)

for 𝐴 ∈ ℬ(R+×R), where 𝜋 is some probability measure on R+, Leb is the Lebesgue
measure on R, and 𝜅𝐿(𝑧) = 𝜃(𝑒𝑖𝑧 − 1).

Thus we can define a process

𝑋*(𝑡) =

∫︁
R+

∫︁
R
𝑒−𝜉𝑡+𝑠

1[0,∞)(𝜉𝑡− 𝑠)Λ(𝑑𝜉, 𝑑𝑠). (2)

The process 𝑋*(𝑡) defined by (2) with Λ(·, ·) given by (1) has Dickman 𝐺𝐷(𝜃)
marginal distribution and we will further refer to it as a supDOU process.

The correlation function of 𝑋*(𝑡) can given by

𝑟(𝜏) = Corr(𝑋(𝑡), 𝑋(𝑡+ 𝜏)) =

∫︁ ∞

0

𝑒−𝜏𝜉𝜋(𝑑𝜉), 𝜏 ⩾ 0.

Thus it follows that ∫︁ ∞

0

𝑟(𝜏)𝑑𝜏 =

∫︁ ∞

0

𝜋(𝑑𝜉)

𝜉
, (3)

and this integral can be both finite and infinite.

XIX Міжнародна наукова конференція імені академіка Михайла Кравчука - 135 -



Consider first a supOU process 𝑋*(𝑡) given by (2) which exhibits a short range
dependence. Then, according to ([5, Theorem 3.4]), the following limit holds

1

𝑇 1/2

∫︁ 𝑇𝑡

0

(𝑋*(𝑠)− 𝜃)𝑑𝑠
fdd−−→ 𝜎̃𝐵(𝑡),

where “ fdd−−→” means convergence of all finite-dimensional distributions, {𝐵(𝑡), 𝑡 ⩾ 0}
is the standard Brownian motion and 𝜎̃2 = 𝜃

∫︀∞
0

𝜋(𝑑𝜉)
𝜉 < ∞.

Let us consider alternatively a supOU process 𝑋*(𝑡) such that 𝑋*(𝑡) exhibits
a long-range dependence. Assume further that measure 𝜋 has density p such that
𝑝(𝑥) ∼ 𝛼𝑙(𝑥−1)𝑥𝛼−1, 𝑎𝑠 𝑥 → 0 for some 𝛼 ∈ (0, 1), where 𝑙 is a function slowly
varying at infinity. It follows from [5, Theorem 3.2] that{︃

1

𝑇 1/(1+𝛼)𝑙♯(𝑇 )1/(1+𝛼)

∫︁ 𝑇𝑡

0

(𝑋*(𝑠)− 𝜃)𝑑𝑠

}︃
fdd−−→ {𝑆1+𝛼(𝑡)}, 𝑎𝑠 𝑇 → ∞,

where 𝑙♯ is de Bruijn conjugate of 1/𝑙(𝑥1/(1+𝛼)) and {𝑆1+𝛼} is the 1 + 𝛼 - stable
Lévy process such that

𝜅𝑆1+𝛼(1)(𝑧) = −|𝑧|1+𝛼 ×
(︂
𝑖sign(𝑧)

𝜃

1 + 𝛼
Γ(1− 𝛼)𝑒−𝑖𝜋𝛼

2 sign(𝑧)

)︂
.
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CONSISTENCY OF LOCAL-LINEAR REGRESSION ESTIMATOR
FOR OBSERVATIONS FROM MIXTURE

D.D. HORBUNOV, R.E. MAIBORODA

We consider data described by the model of mixture with varying concentrations.
Each subject belongs to one of 𝑀 sub-populations (components of the mixture).
The distribution of the bivariate feature 𝜉𝑗 = (𝑋𝑗 , 𝑌𝑗) of the 𝑗-th subject is defined
by the nonparametric regression model:

𝑌𝑗 = 𝑔(𝜅𝑗)(𝑋𝑗) + 𝜀𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑛,

where 𝜅𝑗 is a number of component which 𝑗-th object belongs to, 𝑔(𝑚) is the unknown
regression function to the 𝑚-th component, 𝜀𝑗 is centered regression error with finite
conditional variance 𝜎2

(𝑚) conditioning on 𝑚-th component, for any 𝑚 = 1,𝑀 . The

true values of 𝜅𝑗 are unknown, but the mixing probabilities 𝑝
(𝑚)
𝑗:𝑛 = P{𝜅𝑗 = 𝑚},

𝑗 = 1, 𝑛, 𝑚 = 1,𝑀 , are known. The distribution of 𝑋𝑗 is dominated by Lebesgue
measure with corresponding densities 𝑓 (𝑚), conditioned on the 𝑚-th component, for
any 𝑚 = 1,𝑀 . These density functions are unknown. Random variables 𝑋𝑗 , 𝜀𝑗
𝑗 = 1, 𝑛 are considered mutually independent when the sequence of 𝜅𝑗 is fixed.

In this presentation we consider a nonparametric weighted locally linear estimator
for 𝑔(𝑘), proposed in [1].

Let Γ𝑛 =
(︁

1
𝑛

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑝

𝑘
𝑗:𝑛𝑝

𝑙
𝑗:𝑛

)︁𝑀

𝑘,𝑙=1
be a Gram matrix of the set of concentration

vectors 𝑝𝑚 = (𝑝𝑚1:𝑛, . . . , 𝑝
𝑚
𝑛:𝑛), 𝑚 = 1,𝑀 . Suppose that {𝑝𝑚}𝑀𝑚=1 are linearly inde-

pendent, then det Γ𝑛 ̸= 0. The weighting coefficients 𝑎𝑚𝑗:𝑛, defined by a formula

𝑎𝑚𝑗:𝑛 =
1

det Γ𝑛

𝑀∑︁
𝑚=1

(−1)𝑚+𝑘𝛾𝑘𝑚𝑝𝑚𝑗:𝑛,

where 𝛾𝑘𝑚 is 𝑘,𝑚-th minor of Γ𝑛, are called the minimax coefficients. The main
properties of minimax coefficients are given in [2].

As outlined above, in order to estimate unknown regression function 𝑔(𝑚), we will
use local-linear estimator with weighting on a corresponding mixture component:

𝑔(𝑚)(𝑥0) =

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑤̃

𝑚
𝑗:𝑛𝑌𝑗∑︀𝑛

𝑗=1 𝑤̃
𝑚
𝑗:𝑛

, (1)

where
𝑤̃𝑚

𝑗:𝑛 = (𝑠𝑚2 (𝑥0)− 𝑠𝑚1 (𝑥0)(𝑋𝑗 − 𝑥0))𝑎
𝑚
𝑗:𝑛𝑤

𝑥0
𝑗:𝑛,
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𝑠𝑚𝑙 (𝑥0) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑚𝑗:𝑛𝑤
𝑥0
𝑗:𝑛(𝑋𝑗 − 𝑥0)

𝑙, 𝑤𝑥0
𝑗:𝑛 = 𝐾((𝑋𝑗 − 𝑥0)/ℎ).

The estimator (1) uses minimax coefficients 𝑎𝑚𝑗:𝑛 and kernel function 𝐾 : R → R.
We will say that 𝐾 is a finite bounded kernel if there exist 𝛿 > 0 and 𝐶𝐾 > 0,

such that |𝐾(𝑥)| < 𝐶𝐾 for any |𝑥| ⩽ 𝛿, and 𝐾(𝑥) = 0 for |𝑥| > 𝛿.
The consistency conditions of the weightened local-linear estimator are given in

the following theorem.

Theorem 1. Let 𝑚 = 1,𝑀 be a fixed number of component. Assume that
(1) 𝑥0 is a continuity point of 𝑓 (𝑚) and 𝑔(𝑚),
(2) ℎ = ℎ𝑛, such that ℎ𝑛 → 0 and 𝑛ℎ𝑛 → +∞ as 𝑛 → ∞,
(3) 𝐾 is a finite bounded kernel,
(4) Functions 𝑔(𝑘), 𝑓 (𝑘) are bounded for all 𝑘 = 1,𝑀 ,
(5) 𝑓 (𝑚)(𝑥0) > 0,

(6)
+∞∫︀
−∞

𝐾(𝑧)𝑑𝑧
∫︀ +∞
−∞ 𝑧2𝐾(𝑧)𝑑𝑧 − (

∫︀ +∞
−∞ 𝑧𝐾(𝑧)𝑑𝑧)2 ̸= 0,

(7) There exists 𝑐0 > 0, such that det Γ𝑛 ⩾ 𝑐0 for any 𝑛 ⩾ 1.

Then 𝑔
(𝑚)
𝑛 (𝑥0) is a consistent estimator of 𝑔(𝑚)(𝑥0), i.e. the following convergence

in probability holds
𝑔(𝑚)
𝑛 (𝑥0) →𝑃 𝑔(𝑚)(𝑥0), 𝑛 → ∞.
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BERMUDAN OPTION PRICING USING ALMOST-EXACT
SCHEME UNDER HESTON-TYPE MODELS

M. KALICANIN DIMITROV, M. DIMITROV, A. MALYARENKO, Y. NI

A Bermudan option is a American-style financial option that can only be early-
exercised on a set of predetermined dates prior to maturity. While using Monte-Carlo
simulation method for Bermudan option pricing, it is efficient to use an exact simula-
tion scheme so that the simulation is done only for the dates of early-exercising. Such
an exact scheme exists for the classical Black-Scholes model since the corresponding
stochastic differential equation has an analytical solution. For the more recent He-
ston model with one stochastic volatility process, there is a so-called Almost Exact
Scheme (AES) which uses the non-central chi-square probability distribution for the
variance process.

This paper focuses on pricing Bermudan options under Heston-type stochastic
volatility models using an AES scheme for simulations. The models under con-
sideration are the traditional Heston model with one stochastic volatility and the
Double Heston model with two stochastic volatilities. We derive analytically the
AES scheme for the Double Heston model and investigate numerically the advan-
tages of using the AES scheme under both the Heston and the Double Heston model.
The paper shows that the AES scheme works well when the number of simulated
steps is equal to the number of exercise dates, making it efficient.
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ESTIMATES OF MULTIDIMENSIONAL THRESHOLD FOR
TWO-CLASS CLASSIFICATION PROBLEM

O. O. KUBAYCHUK

Object classification by its numerical characteristic is an important theoretical
problem and has practical significance. We assume that the object may belong to
one of two prescribed classes.

An unknown class number containing object 𝑂 is denoted by 𝑖𝑛𝑑(𝑂). A classi-
fication rule (briefly, classifier) is a function 𝑔 : 𝑅𝑛 → {1, 2}, that assigns a value
to 𝑖𝑛𝑑(𝑂) by using characteristic 𝜉. In general, classification rule is defined as a
general measurable function, but we reduce the consideration to classifier, described
in [1]. Next, the a priori probabilities 𝑝𝑖 = 𝑃 (𝑖𝑛𝑑(𝑂) = 𝑖), 𝑖 = 1, 2 are assumed
to be known. The characteristic 𝜉 is assumed to be random, and its distribution
depends on 𝑖𝑛𝑑(𝑂): 𝑃 (𝜉(𝑂) < 𝑥|𝑖𝑛𝑑(𝑂) = 𝑖) = 𝐻𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2. The distributions
𝐻𝑖 are unknown, but they have continuous densities ℎ𝑖. These functions can be es-
timated by the data Ξ𝑁 = (𝜉𝑗:𝑁 )𝑁𝑗=1, which is a sample from a mixture with varying
concentration, where 𝜉𝑗:𝑁 are independent if 𝑁 is fixed.

To estimate 𝐻𝑖, we use weighted empirical distribution function in [3]. One can
apply the kernel estimators from [4] to estimate the densities ℎ𝑖.

The empirical Bayesian classification (EBC) and minimization of the empirical
risk (MER) are widely used methods to estimate the best threshold. To construct
the empirical Bayesian estimator, one determines the set 𝑇𝑁 of all solutions of the
equation (3) in [1], and next we are building the estimate of best multidimensional
threshold. The minimal empirical risk estimator is constructed in [2]. The conver-
gence in probability of EBC and MER-estimators is proved in [1] and [2], accordingly.
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INHOMOGENEOUS DIOPHANTINE APPROXIMATION ON
𝑀0-SETS WITH DENOMINATORS OF ARBITRARY GROWTH

RATE

V. PAVLENKOV, E. ZORIN

Given a real number 𝛾 ∈ [0, 1], approximation function 𝜓 : N → [0, 1] and natural
number 𝑞 ∈ N, let

𝐸(𝑞, 𝛾, 𝜓) := {𝑥 ∈ [0, 1] : ‖𝑞𝑥− 𝛾‖ ⩽ 𝜓(𝑞)} ,

where ‖𝛼‖ := min{|𝛼 − 𝑚| : 𝑚 ∈ Z} denotes the distance from 𝛼 ∈ R to the
nearest integer. For any sequence 𝒜 = (𝑞𝑛)𝑛∈N ⊂ N of natural numbers, consider
the counting function

𝑅(𝑥,𝑁) = 𝑅(𝑥,𝑁 ; 𝛾, 𝜓,𝒜) := #
{︀
1 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑁 : 𝑥 ∈ 𝐸(𝑞𝑛, 𝛾, 𝜓)

}︀
.

Also consider the standard set of inhomogeneous 𝜓-well approximable real numbers

𝑊𝒜(𝛾;𝜓) := {𝑥 ∈ [0, 1] : ‖𝑞𝑛𝑥− 𝛾‖ ⩽ 𝜓(𝑞𝑛) for infinitely many 𝑛 ∈ N} .

We recall that the set 𝐹 is called an 𝑀0-set if it supports a non-atomic probability
measure 𝜇 whose Fourier transform ̂︀𝜇 vanishes at infinity (such a measure 𝜇 is called
Rajchman measure).

We will present a quantitative result on the size of counting function 𝑅(𝑥,𝑁)
for arbitrary Rajchman measure 𝜇 under some balance condition between the decay
rate of it Fourier transform ̂︀𝜇 and the growth rate of denominators sequence 𝒜. The
statement of our main theorem uses the following definition.

Definition 1. Let 𝒜 = (𝑞𝑛)𝑛∈N be an increasing sequence of natural numbers and
let 𝛼 ∈ (0, 1) be a real number. We say that 𝒜 is 𝛼-separated if there exists 𝑚0 ∈ N
such that, for all 𝑚,𝑛 ∈ N, 𝑚0 ⩽ 𝑚 < 𝑛, the set of solutions (𝑠, 𝑡) ∈ N2 of the
following system of Diophantine inequalities{︃

1 ⩽ |𝑠𝑞𝑚 − 𝑡𝑞𝑛| < 𝑞𝛼𝑚,

𝑠 ⩽ 𝑚5,

is empty.
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Theorem 1. Let 𝜇 be a non-atomic probability measure supported on a subset 𝐹 of
[0, 1] . Let 𝒜 = (𝑞𝑛)𝑛∈N be an 𝛼-separated increasing sequence of natural numbers for
some 𝛼 ∈ (0, 1). Suppose there exists a real constant 𝜌 > 2 so that for any 𝑠 ∈ Z∖{0}

|̂︀𝜇(𝑠𝑞𝛼𝑛)| = 𝑂 (𝑛−𝜌), 𝑛 ∈ N.
Then for all given 𝛾 ∈ [0, 1], 𝜓 : N → [0, 1] and for any 𝜀 > 0 the counting function
𝑅(𝑥,𝑁) satisfies

𝑅(𝑥,𝑁) = 2Ψ(𝑁) +𝑂
(︁
(Ψ(𝑁) + 𝐸(𝑁))

1/2
(log(Ψ(𝑁) + 𝐸(𝑁) + 2)

)︀2+𝜀
)︁

for 𝜇-almost all 𝑥 ∈ 𝐹 , where

Ψ(𝑁) :=
𝑁∑︁

𝑛=1

𝜓(𝑞𝑛)

and
𝐸(𝑁) :=

∑︁∑︁
1⩽𝑚<𝑛⩽𝑁

(𝑞𝑚, 𝑞𝑛) min

{︂
𝜓(𝑞𝑚)

𝑞𝑚
,
𝜓(𝑞𝑛)

𝑞𝑛

}︂
,

here (𝑞𝑚, 𝑞𝑛) is the gcd of natural numbers 𝑞𝑚 and 𝑞𝑛.

Theorem 1 generalizes famous result from the Metric Theory of Diophantine Ap-
proximation, namely Khintchine-Szüsz Theorem (see [1, 4]) that provides the 0 and
1 law for Lebesgue measure of the sets 𝑊N(𝛾;𝜓). From that point of view Theorem 1
provides the 0 and 1 law for 𝜇(𝑊𝒜(𝛾;𝜓) ∩ 𝐹 ) with arbitrary Rajchman measure 𝜇,
supported on 𝐹. From other point of view Theorem 1 provides a quantitative result
on the size of counting function 𝑅(𝑥,𝑁), so it is a Schmidt type (see [3]) result.
Also it is worth noting that similar to Theorem 1 statements were obtained in [2],
but under strictly quicker than the polynomial growth conditions of denominators
sequence 𝒜, whereas we constructed the example of sequence 𝒜 = (𝑞𝑛)𝑛∈N with
polynomial growth satisfying all conditions of Theorem 1.
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ASYMPTOTIC NORMALITY OF ESTIMATORS
FOR ALL PARAMETERS IN THE VASICEK MODEL

BY DISCRETE OBSERVATIONS

O. D. PRYKHODKO, K. V. RALCHENKO

We focus on the Vasicek interest rate model [3]. It is described by the following
stochastic differential equation

𝑑𝑋𝑡 = (𝛼− 𝛽𝑋𝑡) 𝑑𝑡+ 𝛾𝑑𝑊𝑡, (1)

where 𝛼 ∈ R, 𝛽 > 0, 𝛾 > 0 are constants and 𝑊 is a standard Brownian motion.
The Vasicek model helps to evaluate interest rates in the future, thus this model

has wide practical applications. So we should have good techniques for parameter
estimation. For continuous-time observations it is known how to estimate all three
parameters: 𝛾 can be evaluated almost surely with the help of realized quadratic
variations; then 𝛼 and 𝛽 are estimated using the maximum likelihood method or the
least squares method, see, e.g., [1].

We investigate estimators for all parameters of the equation (1) for discrete-time
observations. In this case, we fix the step size ℎ > 0 and consider the following data:

𝑋0, 𝑋ℎ, 𝑋2ℎ, . . . , 𝑋𝑛ℎ.

We analyze properties of the next three statistics:

𝜉𝑛 =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑋𝑘ℎ, 𝜂𝑛 =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑋2
𝑘ℎ, 𝜁𝑛 =

1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑋𝑘ℎ𝑋(𝑘+1)ℎ.

In paper [2] the following estimators for the parameters 𝛼, 𝛽 and 𝛾 were obtained:

𝛽𝑛 =
1

ℎ
log+

𝜂𝑛 − 𝜉2𝑛
𝜁𝑛 − 𝜉2𝑛

, 𝛼̂𝑛 = 𝜉𝑛𝛽𝑛, 𝛾2
𝑛 = 2𝛽𝑛

(︀
𝜂𝑛 − 𝜉2𝑛

)︀
, (2)

where

log+ 𝑥 =

{︃
log 𝑥, 𝑥 > 1,

0, 𝑥 ⩽ 1.

Also in [2] strong consistency of the estimators (2) has been proven.

Theorem 1. The following convergence holds in distribution as 𝑛 → ∞:

√
𝑛

⎛⎝𝜉𝑛 −E𝜉𝑛
𝜂𝑛 −E𝜂𝑛
𝜁𝑛 −E𝜁𝑛

⎞⎠ → 𝒩 (0,Σ),
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where the covariance matrix Σ is

𝛾2

2𝛽
· 1 + 𝑒−𝛽ℎ

1− 𝑒−𝛽ℎ
·

⎛⎜⎝ 1 2𝛼
𝛽

2𝛼
𝛽

2𝛼
𝛽

4𝛼2

𝛽2 + 𝛾2

𝛽 · 1+𝑒−2𝛽ℎ

(1+𝑒−𝛽ℎ)2
4𝛼2

𝛽2 + 2𝛾2

𝛽 · 𝑒−𝛽ℎ

(1+𝑒−𝛽ℎ)2

2𝛼
𝛽

4𝛼2

𝛽2 + 2𝛾2

𝛽 · 𝑒−𝛽ℎ

(1+𝑒−𝛽ℎ)2
4𝛼2

𝛽2 + 𝛾2

2𝛽 · 1+4𝑒−2𝛽ℎ−𝑒−4𝛽ℎ

(1+𝑒−𝛽ℎ)2

⎞⎟⎠
Theorem 2. The following convergence holds a. s. as 𝑛 → ∞:

√
𝑛

⎛⎝ 𝛼̂𝑛 − 𝛼

𝛽𝑛 − 𝛽
𝛾2
𝑛 − 𝛾2

𝑛

⎞⎠ → 𝒩 (0,Γ)

i.e., 𝛼̂𝑛, 𝛽𝑛, 𝛾𝑛 are asymptotically normal estimators of the parameters 𝛼, 𝛽, 𝛾
respectively.

In this case the covariance matrix has the following form

Γ = 𝑔′(𝜃)Σ(𝑔′(𝜃))⊤ =

⎛⎝Γ11 Γ12 Γ13

Γ21 Γ22 Γ23

Γ31 Γ32 Γ33

⎞⎠ ,

where

Γ11 =
𝛼2

ℎ2𝛽2
𝑒𝛽ℎ(𝑒𝛽ℎ − 𝑒−𝛽ℎ) +

𝛽𝛾2

2
· 1 + 𝑒−𝛽ℎ

1− 𝑒−𝛽ℎ
, Γ12 =

𝛼

ℎ2𝛽
𝑒𝛽ℎ(𝑒𝛽ℎ − 𝑒−𝛽ℎ),

Γ13 =
𝛼𝛾2

ℎ2𝛽2
𝑒𝛽ℎ(𝑒𝛽ℎ − 𝑒−𝛽ℎ) +

2𝛼𝛾2

ℎ𝛽
, Γ21 =

𝛼

ℎ2𝛽
𝑒𝛽ℎ(𝑒𝛽ℎ − 𝑒−𝛽ℎ),

Γ22 =
1

ℎ2
𝑒𝛽ℎ(𝑒𝛽ℎ − 𝑒−𝛽ℎ), Γ23 =

𝛾2

ℎ2𝛽
𝑒𝛽ℎ(𝑒𝛽ℎ − 𝑒−𝛽ℎ) +

2𝛾2

ℎ
,

Γ31 =
𝛼𝛾2

ℎ2𝛽2
𝑒𝛽ℎ(𝑒𝛽ℎ − 𝑒−𝛽ℎ) +

2𝛼𝛾2

ℎ𝛽
, Γ32 =

𝛾2

ℎ2𝛽
𝑒𝛽ℎ(𝑒𝛽ℎ − 𝑒−𝛽ℎ) +

2𝛾2

ℎ
,

Γ33 =
𝛾4

ℎ2𝛽2
𝑒𝛽ℎ(𝑒𝛽ℎ − 𝑒−𝛽ℎ) +

4𝛾4

ℎ𝛽
+ 2𝛾4 · 𝑒

𝛽ℎ + 𝑒−𝛽ℎ

𝑒𝛽ℎ − 𝑒−𝛽ℎ
.
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OPTIMAL CONTROL OF SOME TYPES SPDES DRIVEN BY
TIME-SPACE BROWNIAN MOTION

O.A. TYMOSHENKO

Given a subset 𝑈 of R and we denote by 𝒰 the set of all ℱ𝑡,𝑥-adapted control
processes 𝑢 = {𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑡 < 𝑇, 𝑥 < 𝑋} valued in 𝑈 . We define the set of admissible
control processes 𝒜 ⊂ 𝒰 to be the collection of all ℱ𝑡,𝑥-adapted processes with values
in 𝑈 .

Let 𝑓 and 𝑔 be given functions and consider the performance functional

𝐽(𝑢) = 𝐸
[︁ ∫︁

𝑅𝑍

𝑓(𝜁, 𝑌 (𝜁), 𝑢(𝜁))𝑑𝜁 + 𝑔(𝑌 (𝑍))
]︁
,

where 𝑅𝑍 = [0, 𝑇 ] × [0, 𝑋], with 𝑍 = (𝑇,𝑋) for some given 𝑇 > 0, 𝑋 > 0, and the
state 𝑌 of the system is described by the equation

𝑌 (𝑧) = 𝑌 (𝑡, 𝑥) = 𝑌 (0) +

∫︁
𝑅𝑧

𝛼(𝜁, 𝑌 (𝜁), 𝑢(𝜁))𝑑𝜁 +

∫︁
𝑅𝑧

𝛽(𝜁, 𝑌 (𝜁), 𝑢(𝜁))𝐵(𝑑𝜁), 𝑧 ⩽ 𝑍,

(1)

where 𝑅𝑧 = [0, 𝑡]× [0, 𝑥] when 𝑧 = (𝑡, 𝑥), and 𝑢 denotes a control process. Here we define a
stochastic integral with respect to the two-parameter Brownian motion such as in Cairoli
[1] denoted by: ∫︁

𝜑(𝑧)𝐵(𝑑𝑧).

We also will use another type of stochastic integral [2] denoted by∫︁
𝜓(𝑧, 𝑧′)𝐵(𝑑𝑧)𝐵(𝑑𝑧′).

We want to find ̂︀𝑢 ∈ 𝒜 such that

𝐽(̂︀𝑢) = sup
𝑢∈𝒜

𝐽(𝑢). (2)

The maximum principle approach to this problem is to introduce the following associated
Hamiltonian:

𝐻(𝑧, 𝑦, 𝑢, 𝑝, 𝑞, 𝑞) = 𝑓(𝑧, 𝑦, 𝑢) + 𝛼(𝑧, 𝑦, 𝑢)𝑝+ 𝛽(𝑧, 𝑦, 𝑢)[𝑞 + 2𝑞], (3)

Work supported by the MSC4Ukraine grant (1233636).
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where 𝑞(𝑧) =
∫︀
𝑅𝑧
𝑞(𝜁)𝑑𝜁 and the adjoint processes (𝑝, 𝑞, 𝑟) = (𝑝(𝑡, 𝑥), 𝑞(𝑡, 𝑥), 𝑟(𝑡, 𝑥, 𝑡′, 𝑥′))

are given by the equation⎧⎪⎨⎪⎩
𝑝(𝑑𝑧) = − 𝜕𝐻

𝜕𝑦
(𝑧, 𝑌 (𝑧), 𝑝(𝑧), 𝑞(𝑧), 𝑞(𝑧))𝑑𝑧

+𝑞(𝑧)𝐵(𝑑𝑧) +𝑀𝑟(𝑑𝑧), 0 ⩽ (𝑡, 𝑥) ⩽ (𝑇,𝑋),

𝑝(𝑍) = 𝜕𝑔
𝜕𝑦

(𝑌 (𝑍)).

(4)

or, in integrated form,

𝑝(𝑧) =
𝜕𝑔

𝜕𝑦
(𝑌 (𝑍))−

∫︁
𝑅𝑧

𝜕𝐻

𝜕𝑦
(𝜁, 𝑌 (𝜁), 𝑝(𝜁), 𝑞(𝜁), 𝑞(𝜁))𝑑𝜁

+

∫︁
𝑅𝑧

𝑞(𝜁)𝐵(𝑑𝜁) +

∫︁∫︁
𝑅𝑧×𝑅𝑧

𝑟(𝜁, 𝜁′)𝐵(𝑑𝜁)𝐵(𝑑𝜁′), 𝑧 ⩽ 𝑍. (5)

There are two versions of the maximum principle for this problem, namely the so-called
sufficient maximum principle and the necessary maximum principle. We present them both

Theorem 1 (Sufficient maximum principle). Suppose ̂︀𝑢 ∈ 𝒜 with corresponding solutionŝ︀𝑌 , (̂︀𝑝, ̂︀𝑞) of the equations above. Moreover, suppose that 𝑦 ↦−→ 𝑔(𝑦) is concave and 𝑦, 𝑢 ↦−→
𝐻(𝑧, 𝑦, 𝑢, 𝑝, 𝑞, 𝑞) is concave for all 𝑝, 𝑞, 𝑞 and that

sup
𝑣∈𝐴

𝐻(𝑧, ̂︀𝑌 (𝑧), 𝑣, ̂︀𝑝(𝑧), ̂︀𝑞(𝑧),̂︀𝑞(𝑧)) = 𝐻(𝑧, 𝑌 (𝑧), ̂︀𝑢(𝑧), ̂︀𝑝(𝑧), ̂︀𝑞(𝑧),̂︀𝑞(𝑧)), (6)

for some ̂︀𝑢 ∈ 𝒜. Then ̂︀𝑢 is an optimal control for problem (2).

Theorem 2 (Necessary maximum principle). Suppose ̂︀𝑢 ∈ 𝒜 is optimal for Problem 2.5.
Then

𝜕𝐻

𝜕𝑢
(𝜁, ̂︀𝑌 (𝜁), ̂︀𝑢(𝜁), ̂︀𝑝(𝜁), ̂︀𝑞(𝜁),̂︀𝑞(𝜁)) = 0 for a.a. 𝜁.

This talk will be based on the joint results obtained with Agram N., Øksendal B.,
Proske F. in paper [3].
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SUPREMUM DISTRIBUTION OF WEIGHTED SUM OF
SUB-GAUSSIAN RANDOM PROCESSES WITH CONTINUOUS

DEVIATION

R.E. YAMNENKO

Properties of of sum of independent random processes {𝑋𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} weighted
by some continuous functions 𝑤𝑖(𝑡) from classes 𝑉 (𝜙,𝜓) defined on a compact set
are studied in [1]. In particular, an estimate of probability of such a weigted sum to
rise above some continuos monotonically increasing curve {𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} by a positive
level 𝜖 is of special interest. That is, the following probability is estimated

P

(︃
sup
𝑡∈𝑇

[︃∑︁
𝑖

𝑤𝑖(𝑡)𝑋𝑖(𝑡)− 𝑓(𝑡)

]︃
> 𝜖

)︃
.

The class 𝑉 (𝜙,𝜓) contains 𝜓-sub-Gaussian random processes whose increments
are 𝜙-sub-Gaussian, where an Orlich N-function 𝜙 is subordinate to an Orlich N-
function 𝜓.

The properties of sub-Gaussian and 𝜙-sub-Gaussian random variables were dis-
cussed in books [2, 3]. The obtained estimate summarizes the results obtained in
the paper [4].

As an example, the sum of the processes of the generalized sub-Gaussian fractional
Brownian motion weighted by linear weighting functions is considered. In the future,
the problem of estimating such a probability will be extended to other types of
processes and random fields.
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СИСТЕМА РОЗРАХУНКУ СТРАХОВИХ ПРЕМIЙ З
УРАХУВАННЯМ ПОПЕРЕДНIХ ПЕРIОДIВ

Т. В. АВДЄЄВА, Л.М. IЛЛIЧЕВА

Договори страхування укладаються клiєнтами для того, щоб позбутися фi-
нансових втрат, пов’язаних з невизначенiстю в настаннi якихось випадкових
подiй. До пiдписання контракту й придбання страхового полiса клiєнт нара-
жається на деякий ризик, що може привести до збиткiв, величину яких важко
передбачити. Пiсля придбання страхового полiсу i сплати деякої детермiнованої
суми — страхової премiї — клiєнт позбавляється ризику, але ризик приймає на
себе страхова компанiя.

При прийняттi рiшення про розмiр премiї, яку повинен заплатити клiєнт
(страхувальник), багато страхових компанiй використовують iнформацiю про
кiлькiсть позовiв, заявлених власником полiсу протягом попереднiх перiодiв.
Вводиться система знижок за вiдсутнiсть вимог — NCD-система (No Claims Di-
scont System) [3]. Таку схему використовують при страхуваннi автотранспорту,
житла, медичному страхуваннi. Коли власник полiса вирiшує, чи звертатися з
позовом, вiн має узяти до уваги вплив позовiв на величину премiї у наступнi
перiоди.

Власник полiсу не звернеться з позовом, якщо розмiр виплати буде меншим,
нiж наступне збiльшення страхової премiї. NCD-система зменшує кiлькiсть ма-
лих позовiв до страхової компанiї i загальну вартiсть позовiв. NCD-система дiє
шляхом надання клiєнтам знижок/дисконту у величинi страхової премiї. Зазви-
чай, розмiр знижок залежить безпосередньо вiд часу, коли клiєнт не звертається
до страхової компанiї задля вiдшкодування збиткiв. Таким чином, страхова ком-
панiя витiсняє позови, вартiсть адмiнiстрування яких є непропорцiйно високою.
Тодi величини премiй даної страхової компанiї стають бiльш конкурентноспро-
можними [2].

У NCD-системi є двi частини: дисконтнi категорiї та правила переходу мiж ка-
тегорiями. Категорiї пов’язують iз промiжками часу без позовiв. Можна запро-
понувати наступний пiдхiд до страхування, який пов’язаний iз урахуванням по-
переднiх перiод. Нехай перiоди, коли власник полiсу не звертається за вiдшкоду-
ванням (не формує позовiв до страхової компанiї) представляють послiдовнiсть
незалежних однаково розподiлених випадкових величин: 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑗мають фун-
кцiю розподiлу 𝐹 . Вводиться ще одна послiдовнiсть незалежних однаково роз-
подiлених випадкових величин: 𝜂1, 𝜂2, . . . , 𝜂𝑗 мають функцiю розподiлу 𝐺.

Пiсля появи позову (через час 𝜉1), на iнтервалi часу (𝜉1, 𝜉1 + 𝜉2) звертаю-
ться до другої послiдовностi випадкових величин: 𝜂1, 𝜂2, . . . На перiод часу 𝜂2
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видiляється пiльгове страхування (обумовлений вiдсоток вiд запропонованого
спочатку). Якщо за час пiльгового страхування 𝜂2 клiєнт не подає позовiв, тобто
𝜂2 ⩽ 𝜉2, то в момент 𝜉1+𝜉2, можна продовжити спостереження, зберiгаючи умо-
ви договору страхування. Якщо ж 𝜂2 > 𝜂2, вважається, що клiєнт недостатньо
ретельно вiдноситься до дотримання умов договору, i вже можливе переведення
клiєнта до iншої дисконтної категорiї.

Такий пiдхiд дозволяє уникнути малих позовiв до страхувальника, клiєнт
бiльш зацiкавлений у збереженнi свого майна, здоров’я, щоб продовжити перiод,
вiльний вiд позовiв.

Цiкаво оцiнити математичне сподiвання часу 𝜇, коли така система страхува-
ння не потребуватиме перегляду умов договору [1].

Вводиться величина 𝜏 = min{𝑘 ⩾ 2 : 𝜂𝑘 > 𝜉𝑘}, тодi 𝜇 = 𝜉1 + 𝜉2 + ... +
𝜉𝜏 , де 𝜉𝑖 — незалежнi, однаково розподiленi випадковi величини; {𝜏 ⩽ 𝑛} ∈
𝜎(𝜉1, . . . , 𝜉𝑛; 𝜂2, . . . , 𝜂𝑛). Тобто, 𝜏 — випадкова величина, яка не залежить вiд
майбутнього. За тотожнiстю Вальда, 𝐸𝜇 = 𝐸𝜏 · 𝐸𝜉1

Оскiльки {𝜏 = 𝑘} =
𝑘−1⋂︀
𝑗=2

{𝜂𝑗 ⩽ 𝜉𝑗}
⋂︀
{𝜂𝑘 > 𝜉𝑘}, 𝑘 ⩾ 2,

то 𝑃 (𝜏 = 𝑘) = 𝑞𝑘−2(1− 𝑞), 𝑘 ⩽ 2, 𝑞 = 𝑃 (𝜂𝑗 ⩾ 𝜉𝑗) =
∫︀
𝑑𝐹 (𝑡)𝐺(𝑡+ 0).

Тодi, 𝐸𝜏 =
∞∑︀
𝑘=2

𝑘 · 𝑞𝑘−2(1− 𝑞) = 1 +
∞∑︀
𝑘=1

𝑘 · 𝑞𝑘−1(1− 𝑞) = 1 +
1

1− 𝑞
.

Для математичного сподiвання випадкової величини 𝜇, тобто, часу, коли до-
говiр страхування не потребуватиме перегляду, одержують формулу:

𝐸𝜇 = 𝐸𝜉1 ·
2− 𝑞

1− 𝑞

Оцiнка середнього часу 𝜇 залежить вiд середнього часу вiд початку дiї страхово-
го договору до надходження першого позову клiєнта та орiєнтовної ймовiрностi
подiї (𝜂𝑗 ⩾ 𝜉𝑗)𝑗 = 2, 3, . . . , яку, у свою чергу, можна вирахувати, спираючись на
iсторiю договорiв з цим клiєнтом.

Тобто, при запропонованому пiдходi до страхування можна оцiнити середнiй
час, протягом якого можна не переводити клiєнта до iншої дисконтної категорiї.
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ПРО РIВНОМIРНИЙ ЗАКОН ВЕЛИКИХ ЧИСЕЛ
МАРЦИНКЕВИЧА–ЗIГМУНДА

В.Ю. БОГДАНСЬКИЙ

Нехай 𝑋,𝑋1, 𝑋2, . . . – послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених ви-
падкових величин з 𝐸[𝑋] = 0 i 𝐸|𝑋|𝑝 < ∞, де 1 ⩽ 𝑝 < 2; 𝒜 – сукупнiсть
вимiрних за Лебегом пiдмножин [0, 1], для якої

𝜙(𝛿) = sup
𝐴∈𝒜

|𝐴(𝛿)| → 0, 𝛿 → 0, (1)

де 𝐴(𝛿) – 𝛿-окiл границi множини 𝐴, | · | – мiра Лебега. Позначимо 𝑣𝑘𝑛(𝐴) =
|𝑛𝐴 ∩ [𝑘 − 1, 𝑘]|, 𝑆𝑛(𝐴) =

∑︀𝑛
𝑘=1 𝑋𝑘𝑣

𝑘
𝑛(𝐴), ||𝑆𝑛|| = sup𝐴∈𝒜 |𝑆𝑛(𝐴)|. Питання: якi

додатковi умови потрiбно накласти на 𝑋 та 𝒜, щоб виконувалось

||𝑆𝑛||
𝑛1/𝑝

→ 0, 𝑛 → ∞,м.н. (2)

В [1] показано, що для 𝑝 = 1 додатковi умови не потрiбнi. Проте при 1 < 𝑝 < 2
неважко навести контрприклад, що показує, що навiть якщо посилити умову (1)
наступним чином:

∃𝐶 > 0 ∀ 𝛿 < 1 𝜙(𝛿) ⩽ 𝐶𝛿𝛼, (3)

де 𝛼 < 1 − 1/𝑝, цього буде недостатньо для (2) (потрiбно представити 𝒜 =
∪∞
𝑚=1𝒜𝑚, де при зростаннi 𝑚 для 𝐴 ∈ 𝒜𝑚 зростає можлива кiлькiсть ком-

понентiв зв’язностi, але посилюється обмеження зверху на мiру). Якщо ж (3)
виконується при 𝛼 = 1, (2) стає тривiальним (кiлькiсть компонентiв зв’язностi
множин 𝐴 ∈ 𝒜 буде обмеженою спiльною для всiх 𝐴 константою).

Розглянемо твердження

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛

(︂
𝑃

(︂
||𝑆𝑛||
𝑛1/𝑝

⩾ 𝜀

)︂)︂ℎ

< ∞. (4)

Можна довести, що за певних додаткових умов на 𝑋 та 𝒜 з того, що для
деякого ℎ > 0 (4) виконується для кожного 𝜀 > 0, випливає (2) (тодi для того,
щоб довести, що за цих умов i ще додатково деяких умов, що включають умову
на 𝜙(𝛿), виконується (2), буде достатньо перевiрити (4)).

Припустимо, що:
(1) 𝑋 симетрична;
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(2) 𝒜 є замкненою сукупнiстю множин у сенсi псевдометрики симетричної
рiзницi;

(3) Якщо 𝐴 ∈ 𝒜 i 0 < 𝑘 < 1, то 𝑘𝐴 ∈ 𝒜.
(тут додатковi умови (1) та (2) є у певному сенсi «тимчасовими»).
Використовуючи умову на 𝜙(𝛿) (1), можна довести, що 𝒜 у разi замкнутостi

буде компактом. Тодi простiр неперервних функцiй 𝑊 = 𝐶(𝒜,R) буде банахо-
вим. При 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛 позначимо 𝑆𝑛

𝑚 =
∑︀𝑚

𝑘=1 𝑋𝑘𝑣
𝑘
𝑛 ∈ 𝑊 . Тодi в силу додаткової

умови (3) виконується ||𝑆𝑛
𝑚|| ⩾ ||𝑆𝑚||. Звiдси, оскiльки для фiксованого 𝑛 випад-

ковi 𝑊 -значнi вектори 𝑋𝑘𝑣
𝑘
𝑛 є симетричними i незалежними, то в силу теореми

2.3 з [2] ∀𝑡 > 0 маємо

𝑃 ( max
1⩽𝑚⩽𝑛

||𝑆𝑚|| ⩾ 𝑡) ⩽ 𝑃 ( max
1⩽𝑚⩽𝑛

||𝑆𝑛
𝑚|| ⩾ 𝑡) ⩽ 2𝑃 (||𝑆𝑛|| ⩾ 𝑡).

Використовуючи цю нерiвнiсть, можна, аналогiчно до випадку з випадковими
величинами зi значеннями в R, довести, що якщо (4) при ℎ = 1 виконується для
кожного 𝜀 > 0, то виконується (2) (спочатку доводячи, що ∀𝜀 > 0 виконується∑︀∞

𝑚=1 𝑃

(︂
||𝑆2𝑚 ||
2𝑚/𝑝

⩾ 𝜀

)︂
< ∞, а потiм

||𝑆𝑟(𝑛)
𝑛 ||

(𝑟(𝑛)/2)1/𝑝
→ 0, 𝑛 → ∞, м.н., де 𝑟(𝑛) –

найменша степiнь двiйки, яка не менша за 𝑛).

Далi, використовуючи нерiвнiсть (3.3) з [2], позначаючи 𝑏𝜀𝑛 = 𝑃

(︂
||𝑆𝑛||
𝑛1/𝑝

⩾ 𝜀

)︂
,

𝑐𝜀𝑛 = 𝑃

(︂
max1⩽𝑘⩽𝑛 |𝑋𝑘|

𝑛1/𝑝
⩾ 𝜀

)︂
, маємо:

𝑏3𝜀𝑛 ⩽ 4(𝑏𝜀𝑛)
2 + 𝑐𝜀𝑛.

Легко перевiряється, що ∀𝜀 > 0 виконується
∑︀∞

𝑛=1

1

𝑛
𝑐𝜀𝑛 < ∞. Далi, застосо-

вуючи iндукцiю по 𝑚, можна довести, що якщо (4) виконується при ℎ = 2𝑚

для всiх 𝜀 > 0, то воно також виконується при ℎ = 2𝑚−1 для всiх 𝜀 > 0. Отже,
виконання трьох вказаних додаткових умов на 𝑋 та 𝒜 достатньо, щоб з того,
що для деякого ℎ > 0 (4) виконується для кожного 𝜀 > 0, випливало (2).

Подяка. Автор висловлює подяку за пiдтримку Нацiональному фонду дослi-
джень України (проєкт 2020.02/0014 «Асимптотичнi режими збурених випад-
кових блукань: на межi сучасної та класичної теорiї ймовiрностей»).
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ОЦIНКА НАЙМЕНШИХ КВАДРАТIВ ДЛЯ ОДНIЄЇ МОДЕЛI З
ПРОЦЕСОМ ОРНШТЕЙНА–УЛЕНБЕКА

С.В. БОДНАРЧУК

Розглянемо стохастичне диференцiальне рiвняння виду

𝑋𝑡 = 𝑥− 𝑎

𝑡∫︁
0

𝑋𝑠𝑑𝑠+𝑊𝑡, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (1)

де 𝑥 ∈ R є фiксованою точкою, 𝑊 ∈ R є вiнерiвським процесом, 𝑎 > 0 – невiдо-
мий параметр. Ми спостерiгаємо набiр значень

𝑌𝑘 = 𝑋𝑡𝑘 + 𝜀𝑡𝑘 , 𝑘 = 0, . . . , 𝑛, (2)

де 𝑡𝑘 = 𝑘ℎ, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛, ℎ = 𝑇
𝑛 та 𝜀𝑡, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] – процес, незалежний вiд 𝑋𝑡.

Наша мета – оцiнити iстинне значення 𝑎0 невiдомого параметра на основi
спостережень 𝑌𝑡0 , 𝑌𝑡1 , . . . , 𝑌𝑡𝑛 . Для цього використаємо оцiнку найменших ква-
дратiв (ОНК), яка мiнiмiзує

𝜌𝑛(𝑎) =
𝑛∑︁

𝑘=1

(𝑌𝑘 − 𝑌𝑘−1 + 𝑎𝑌𝑘−1 · ℎ)2 .

ОНК має вигляд

𝑎̂𝑛 = −

𝑛∑︀
𝑘=1

(𝑌𝑘 − 𝑌𝑘−1)𝑌𝑘−1

ℎ
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑌 2
𝑘−1

. (3)

Далi будемо вважати, що iснує 𝛽 ∈ ( 23 , 1) таке, що 𝑇 = ∆𝑛𝛽 для деякої сталої
∆ > 0. Тодi очевидно, що ℎ → 0 при 𝑛 → +∞.

Припустимо, що процес 𝜀𝑡, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] задовольняє наступнi умови:
(C1) E𝜀𝑡 = 0, ∀𝑡 ⩾ 0.

(C2) 𝑛2

𝑇 3

𝑇∫︀
0

E𝜀2𝑡𝑑𝑡 → 0, 𝑛, 𝑇 → +∞.

Теорема. За умов (C1)–(C2) 𝑎̂𝑛 є конзистентною оцiнкою невiдомого параме-
тра 𝑎, тобто

𝑎̂𝑛
P−→ 𝑎0, 𝑛, 𝑇 → +∞.
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ОЦIНЮВАННЯ СТРАХОВИХ РЕЗЕРВIВ ЗА ДАНИМИ З
ВИКИДАМИ

О. I. ВАСИЛИК, В.О. ШУНДЕР

Вплив викидiв на оцiнки резервiв збиткiв є дуже серйозною проблемою в
страховому бiзнесi. Страхова компанiя повинна оцiнити резерв якомога точнiше,
щоб бути в змозi виконати свої майбутнi зобов’язання, зокрема, це стосується
оцiнювання резервiв збиткiв, якi виникли, але не заявленi (IBNR). Це завдання
часто ускладнюється тим, що у даних за минулi перiоди присутнi викиди. За-
звичай викиди у страхуваннi це не помилки в даних, а великi страховi виплати,
якi є важливою складовою цiноутворення.

Методи оцiнювання резервiв збиткiв, якi виникли, але не заявленi, включа-
ють детермiнований метод ланцюгових сходiв, стохастичний метод ланцюгових
сходiв, модель Мака, метод Борнхуеттера-Фергюсона та iн.

При використаннi методу ланцюгових сходiв данi щодо позовiв зображають
у формi трикутникiв, якi називають трикутниками розвитку. У такому трику-
тнику рiк настання збиткiв – це той рiк, у якому вiдбулася страхова подiя i у
страховика виник ризик, а перiод розвитку або запiзнення – це кiлькiсть рокiв
до виплати. Нехай 𝑆𝑖𝑗 , 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛, – це сумарна виплата в 𝑗-ому роцi розвитку
за страховими випадками, якi вiдбулися в 𝑖-ому роцi настання збиткiв. Тодi за
𝑛 рокiв стають вiдомими значення 𝑆𝑖𝑗 , для яких 𝑖 + 𝑗 ⩽ 𝑛 + 1. Цi значення
утворюють трикутник розвитку. Величина 𝑆𝑖 =

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑆𝑖𝑗 є сумарним збитком

𝑖-го року настання збиткiв. На момент оцiнювання є вiдомою лише частина
сумарного збитку

∑︀𝑛−𝑖+1
𝑗=1 𝑆𝑖𝑗 , i завдання полягає в тому, щоб оцiнити невiдому

частину 𝑅𝑖 =
∑︀𝑛

𝑗=𝑛−𝑖+2 𝑆𝑖𝑗 , де 𝑅𝑖 – розмiр необхiдного резерву для 𝑖-го року на-
стання збиткiв. Позначимо через 𝐶𝑖𝑗 =

∑︀𝑗
𝑘=1 𝑆𝑖𝑘 сумарнi (накопиченi) виплати,

сплаченi на кiнець 𝑗-го року розвитку за страховими випадками, якi вiдбулися
в 𝑖-ому роцi настання збиткiв. Тодi 𝑅𝑖 = 𝐶𝑖𝑛 −𝐶𝑖,𝑛−𝑖+1. Представимо сумарний
збиток для 𝑖-го року у виглядi: 𝐶𝑖𝑛 = 𝐶𝑖1 ·

∏︀𝑛−1
𝑗=1 𝐹𝑖𝑗 , де 𝐹𝑖𝑗 =

𝐶𝑖,𝑗+1

𝐶𝑖𝑗
– коефiцiєнт

зростання (фактор розвитку) сумарних виплат вiд 𝑗-го року до (𝑗 + 1), який
використовується для прогнозування майбутнiх виплат. Припускається незале-
жнiсть математичного сподiвання величини 𝐹𝑖𝑗 вiд року настання збиткiв 𝑖:
𝐸 (𝐹𝑖𝑗) = 𝑓𝑗 , ∀1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛 − 1, де 𝑓𝑗 – це середнiй прирiст збиткiв при
переходi вiд 𝑗-го до (𝑗 + 1) року. У методi ланцюгових сходiв оцiнки параметрiв
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𝑓𝑗 визначають так:

𝑓𝑗 =

∑︀𝑛−𝑗+1
𝑖=1 𝐶𝑖𝑗𝐹𝑖𝑗∑︀𝑛−𝑗+1
𝑖=1 𝐶𝑖𝑗

=

∑︀𝑛−𝑗+1
𝑖=1 𝐶𝑖,𝑗+1∑︀𝑛−𝑗+1
𝑖=1 𝐶𝑖𝑗

, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛− 1,

а оцiнка для резерву має вигляд

𝑅̂𝑖 = 𝐶𝑖,𝑛−𝑖+1

(︁
𝑓𝑛−𝑖+1 · ... · 𝑓𝑛−1 − 1

)︁
.

Метод ланцюгових сходiв найчастiше використовується на практицi, але вiн
дуже чутливий до викидiв, i оцiнки резервiв можуть бути значно завищенi за
наявностi навiть одного викиду.

Широко використовуванi методи усунення або зменшення впливу викидiв
полягають в застосуваннi робастних статистичних методiв та/або в замiнi фа-
кторiв розвитку в методах оцiнювання резервiв. Зокрема, пропонуються такi
пiдходи: робастифiкацiя факторiв розвитку; коригування викидiв; робастифi-
кацiя з використанням узагальнених лiнiйних моделей (декiлька стохастичних
моделей, що використовуються для оцiнювання резервiв збиткiв, є частковими
випадками узагальнених лiнiйних моделей); робастний багатовимiрний метод
ланцюгових сходiв: викиди замiнюються покоординатною медiаною; застосува-
ння рiвняння теплопровiдностi та iн.

Ми дослiджуємо рiзнi методи оцiнювання страхових резервiв за даними з ви-
кидами. Зокрема, порiвнюємо результати застосування алгоритму робастифiка-
цiї методу ланцюгових сходiв з використанням медiан для оцiнювання факторiв
розвитку з результатами застосування методу коригування викидiв. Цi алгорит-
ми реалiзовано в Excel та проiлюстровано на прикладах даних з викидами.
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ДОСЛIДЖЕННЯ ВПЛИВУ ДОПИСIВ ЕКСПЕРТНОЇ ГРУПИ НА
КУРС КРИПТОВАЛЮТ

О.В. ГАВРИЛЕНКО, М.Ю. МЯГКИЙ

В останнi роки криптовалютний ринок привертає пiдвищену увагу економi-
стiв, аналiтикiв та iнвесторiв, особливо у контекстi неочiкуваних флуктуацiй
курсiв, iнiцiйованих, мiж iншим, публiкацiями експертiв у соцiальних мережах.
Попри вiдзначену динамiку, iснує потреба у розробцi ефективних моделей для
ранжування таких експертiв. Дане дослiдження спрямоване на вивчення впливу
публiкацiй експертiв на курс криптовалют за допомогою багатоагентної моделi,
пропонуючи схематичний перелiк вимог для їх вiдбору та ранжування.

Критерiї ранжування:
∙ Кiлькiсть пiдписникiв - кiлькiсть пiдписникiв прямопропорцiйна до зна-

чення вплиув даного експерта на певну аудиторiю;
∙ активнiсть - частота та регулярнiсть публiкацiй на тему криптовалют;
∙ iсторiя прогнозiв - вiдсоток вдалих прогнозiв;
∙ соцiальний капiтал - вiдгуки iнших експертiв, спiвпраця з фiнансовими

органiзацiями;
∙ регiональний вплив - вплив в конкретному географiчному регiонi;
∙ тематична спецiалiзацiя - фокус на конкретних криптовалютах чи блокчейн-

технологiях;
∙ часовий фактор - актуальнiсть iнформацiї та швидкiсть її поширення.

Аналiз впливу публiкацiй:
Спершу, для оцiнки впливу публiкацiй експертiв на курс криптовалюти необ-

хiдно вiдстежувати динамiку курсу пiсля публiкацiй. Важливо визначити "вiкно
впливу"— перiод часу, протягом якого можна спостерiгати змiни в курсi крипто-
валюти. Використовується три основних перiоди: короткостроковий - динамiка
курсу впродовж перших 24-72 годин; середньостроковий - протягом тижня i
довгостроковий - протягом мiсяця i бiльше.

Моделi Ранжування:
(1) Модель 1: ваговий коефiцiєнт. Кожен критерiй отримує певний ваговий

коефiцiєнт на основi зiбраної статистичної iнформацiї. Сума всiх коефi-
цiєнтiв складає 100%.

(2) Модель 2: динамiчне ранжування. Критерiї та їх ваговi коефiцiєнти ди-
намiчно змiнюються вiдповiдно до актуальних трендiв i подiй на кри-
птовалютному ринку.
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(3) Модель 3: iмовiрнiсне ранжування. Пiдхiд який оцiнює ймовiрнiсть того
що публiкацiя певного експерта iстотно вплине на курс криптовалюти.
Дозволяє порiвняти вплив рiзних експертiв та враховує характер вза-
ємодiї рiзних факторiв що впливають на курс криптовалют. На основi
даного пiдходу також можна визначити основного експерта (експерт до-
писи якого виявились найбiльш впливовими на курс криптовалюти) [1].

(4) Модель 4: бустинговi алгоритми. Використання алгоритмiв бустингу, та-
ких як XGBoost чи AdaBoost, для визначення важливостi критерiїв в
комплексному ранжуваннi експертiв.

(5) Модель 5: гiбридна модель. Створення власних ансаблевих алгоритмiв
машиного навчання, що застосовується головним чином для зменшення
похибки а також дисперсiї в навчаннi з учителем.

Висновки:
Представленi методики ранжування дозволяють визначити коефiцiєнти впли-

ву дописiв експертiв на курс криптовалюти в межах розроблюваної багатоаген-
тної моделi, використовуючи сучаснi методи iнтелектуального аналiзу даних,
такi як бустинговi алгоритми. Дослiдження пропонує перспективи для авто-
матизацiї та оптимiзацiї процесу ранжування експертiв та може адаптуватися
для специфiчних потреб дослiдникiв i аналiтикiв, ставлячи за основу подальше
формування рекомендацiйної системи купiвлi та продажу криптовалюти.
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ГРАНИЧНI ТЕОРЕМИ ДЛЯ КОРОТКИХ ЦИКЛIВ
ВИПАДКОВИХ ПЕРЕСТАНОВОК ЮЕНСА

О.А. ГАЛГАНОВ

Нехай 𝜎𝑛 — випадкова перестановка, що обрана з симетричної групи S𝑛 вiд-
повiдно до розподiлу Юенса:

P(𝜎𝑛 = 𝜋) =
𝜃𝑐(𝜋)

𝜃(𝜃 + 1) . . . (𝜃 + 𝑛− 1)
, 𝜋 ∈ S𝑛,

де 𝜃 > 0 є заданим параметром, а 𝑐(𝜋) позначає кiлькiсть циклiв в 𝜋.
На X =

⋃︀∞
𝑘=1 X𝑘, де X𝑘 =

{︀
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) ∈ [0, 1]𝑘 : min{𝑥1, . . . , 𝑥𝑘} = 𝑥1

}︀
, зада-

мо послiдовнiсть точкових процесiв

Ψ𝑛 =

∞∑︁
𝑘=1

∑︁ ̸=

𝑖1,...,𝑖𝑘∈[𝑛]

𝛿(︁ 𝑖1
𝑛 ,...,

𝑖𝑘
𝑛

)︁1{𝜎𝑛(𝑖1) = 𝑖2, . . . , 𝜎𝑛(𝑖𝑘) = 𝑖1} , (1)

яка несе всю iнформацiю про склад циклiв 𝜎𝑛. Тут
∑̸︀= означає, що сума бере-

ться за попарно рiзними 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ∈ [𝑛], а 𝛿𝑥 позначає мiру Дiрака в 𝑥.
Зокрема, Ψ𝑛(X𝑘) є кiлькiстю циклiв довжини 𝑘 в 𝜎𝑛, i вiдомо [1], що

(Ψ𝑛(X1),Ψ𝑛(X2),Ψ𝑛(X3), . . .)
𝑑→ (𝑌1, 𝑌2, 𝑌3, . . .) (2)

в Z∞
+ , де 𝑌𝑘 ∼ Pois(𝜃/𝑘).
В роботi пропонується значне узагальнення (2), а саме — встановлено грубу

збiжнiсть за розподiлом послiдовностi Ψ𝑛, визначеної (1), до точкового процесу
Пуассона Ψ на X з мiрою iнтенсивностi 𝜆(𝐴) = 𝜃

∑︀∞
𝑘=1 Leb𝑘 (𝐴 ∩ X𝑘) За до-

помогою теореми про неперервне вiдображення для функцiоналiв на просторi
точкових мiр отримано граничнi розподiли найменшої на найбiльшої нерухомих
точок, суми нерухомих точок, найменшого та найбiльшого спейсингiв мiж не-
рухомими точками, а також граничну теорему для точкового процесу рiзниць
мiж найбiльшим та найменшим елементами в циклах фiксованої довжини.

Лiтература
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ПОСИЛЕНА ВЛАСТИВIСТЬ КОНСИСТЕНТНОСТI ОНК
ПАРАМЕТРIВ ЧИРПОВАНОГО СИГНАЛУ

В.В. ГЛАДУН, О.В. IВАНОВ

У доповiдi ми розглядаємо неперервний у часi множинний чирпований сигнал
(англ. chirp signal), що спостерiгається на фонi адитивного сильно або слабко за-
лежного випадкового шуму та отримуємо посилену властивiсть консистентностi
оцiнки найменших квадратiв (ОНК) невiдомих параметрiв сигналу.

Припустимо, що спостерiгається випадковий процес

𝑋(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝜃0) + 𝜀(𝑡), 𝑡 ∈ [0,+∞), де

𝑔(𝑡, 𝜃0) =

𝑁∑︁
𝑗=1

(︀
𝐴0
𝑗 cos

(︀
𝜑0𝑗 𝑡+ 𝜓0

𝑗 𝑡
2
)︀
+𝐵0

𝑗 sin
(︀
𝜑0𝑗 𝑡+ 𝜓0

𝑗 𝑡
2
)︀)︀
, (1)

𝜃0 =
(︀
𝐴0

1, 𝐵
0
1 , 𝜑

0
1, 𝜓

0
1 , ..., 𝐴

0
𝑁 , 𝐵

0
𝑁 , 𝜑

0
𝑁 , 𝜓

0
𝑁

)︀
, (2)(︀

𝐴0
𝑗

)︀2
+
(︀
𝐵0
𝑗

)︀2
> 0, 𝑗 = 1, 𝑁 ; 𝜀 = {𝜀(𝑡), 𝑡 ∈ R} є випадковим шумом, що задоволь-

няє наступнiй вимозi.
A1. 𝜀 – вибiрково неперервний стацiонарний гауссiвський випадковий процес

з нульовим середнiм та коварiацiйною функцiєю (к.ф.) 𝐵(𝑡) = 𝐸𝜀(𝑡)𝜀(0), 𝑡 ∈ R,
що задовольняє одну з умов:

(i) 𝐵(𝑡) = 𝐿(|𝑡|)|𝑡|−𝛼, 𝛼 ∈ (0, 1), де 𝐿 – неспадна повiльно змiнна на нескiн-
ченностi функцiя;

(ii) 𝐵(·) ∈ 𝐿1(R).
У роботi [1] для оцiнювання параметрiв (2) ми ввели спецiальнi параметричнi

множини, якi залежать вiд часу спостереження 𝑇 , що дозволяють асимптотично
розрiзняти параметри нашої статистичної моделi. Припустимо, що iстиннi зна-
чення амплiтуд 𝐴0

𝑗 , 𝐵
0
𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁 , є рiзними числами, а iстиннi значення частот

𝜑0𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁 , i параметрiв 𝜓0
𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁 , є рiзними додатними числами. Розмiстимо

параметри 𝜓0 =
(︀
𝜓0
1 , ..., 𝜓

0
𝑁

)︀
в порядку зростання i припустимо, що

𝜓0 ∈ Ψ(𝜓,𝜓) =
{︀
𝜓 = (𝜓1, ..., 𝜓𝑁 ) : 0 ⩽ 𝜓 < 𝜓1 < ... < 𝜓𝑁 < 𝜓 < +∞

}︀
.

В свою чергу, також введемо параметричну множину

𝜑0 ∈ Φ(𝜑, 𝜑) =
{︀
𝜑 = (𝜑1, ..., 𝜑𝑁 ) : 0 ⩽ 𝜑 < 𝜑𝑗 < 𝜑 < +∞, 𝑗 = 1, 𝑁

}︀
.
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Розглянемо монотонно неспадну сiм’ю вiдкритих множин Ψ𝑇 ⊂ Ψ
(︀
𝜓,𝜓

)︀
,

𝑇 > 𝑇0 > 0, що мiстить вектор 𝜓0, таку, що
⋃︀

𝑇>𝑇0

Ψ𝑇 = ̃︀Ψ, ̃︀Ψ𝑐 = Ψ𝑐
(︀
𝜓,𝜓

)︀
, i

виконується наступна вимога.
B. lim

𝑇→∞
inf

1⩽𝑗⩽𝑁−1
𝜓∈Ψ𝑇

𝑇 2 (𝜓𝑗+1 − 𝜓𝑗) = +∞; lim
𝑇→∞

inf
𝜓∈Ψ𝑇

𝑇 2𝜓1 = +∞.

Означення. Будь-який випадковий вектор

𝜃𝑇 = (𝐴1𝑇 , 𝐵1𝑇 , 𝜑1𝑇 , 𝜓1𝑇 , ..., 𝐴𝑁𝑇 , 𝐵𝑁𝑇 , 𝜑𝑁𝑇 , 𝜓𝑁𝑇 ),

що мiнiмiзує значення функцiоналу 𝑄𝑇 (𝜃) =
∫︀ 𝑇
0
[𝑋(𝑡)− 𝑔(𝑡, 𝜃)]

2
𝑑𝑡 на параме-

тричнiй множинi Θ𝑐𝑇 ⊂ R4𝑁 , де амплiтуди 𝐴𝑗 , 𝐵𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁 , приймають будь-якi
значення, а параметри (𝜑, 𝜓) приймають значення у множинi Φ𝑐(𝜑, 𝜑)×Ψ𝑐𝑇 , 𝑇 >

𝑇0 > 0, називається ОНК параметра 𝜃0.

У роботi [1] ми отримали наступний результат.

Теорема 1. Нехай виконуються умови A1 та B. Тодi ОНК 𝜃𝑇 є сильно конси-
стентною оцiнкою параметра 𝜃0 в сенсi, що 𝐴𝑗𝑇 → 𝐴0

𝑗 , 𝐵𝑗𝑇 → 𝐵0
𝑗 , 𝑇

(︀
𝜑𝑗𝑇 − 𝜑0𝑗

)︀
→ 0, 𝑇 2

(︀
𝜓𝑗𝑇 − 𝜓0

𝑗

)︀
→ 0 м.н., при 𝑇 → ∞, 𝑗 = 1, 𝑁.

У данiй доповiдi ми отримуємо узагальнення результату теореми 1. Для цього
потрiбно ввести додаткову умову A2 для випадкового процесу 𝜀.
A2(i) Процес 𝜀, що задовольняє умову A1(i), має спектральну щiльнiсть

𝑓(𝜆) = ̃︀𝐿 (1/|𝜆|) |𝜆|𝛼−1, 𝜆 ∈ R, де ̃︀𝐿 – повiльно змiнна на нескiнченностi
функцiя, а також 𝑓 має четвертий спектральний момент.

(ii) Спектральна щiльнiсть процесу 𝜀, що задовольняє умову A1(ii), має
четвертий спектральний момент.

Спираючись на результат теореми 1, а також враховуючи умови A1, A2 та
B, отримуємо наступну теорему, що є основним результатом даної роботи.

Теорема 2. Нехай виконуються умови A1, A2 та B. Тодi для будь-якого
𝛿 ∈ (0, 1) величини 𝑇 1−𝛿 (︀𝐴𝑗𝑇 −𝐴0

𝑗

)︀
, 𝑇 1−𝛿 (︀𝐵𝑗𝑇 −𝐵0

𝑗

)︀
, 𝑇 2−𝛿 (︀𝜑𝑗𝑇 − 𝜑0𝑗

)︀
,

𝑇 3−𝛿 (︀𝜓𝑗𝑇 − 𝜓0
𝑗

)︀ 𝑃−→ 0 при 𝑇 → ∞, 𝑗 = 1, 𝑁 .
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ПРОГНОЗУВАННЯ ДИНАМIЧНИХ МIР РИЗИКУ VАR ТА
CVАR НА ОСНОВI КВАНТИЛЬНОЇ GARCH МОДЕЛI

В.Ф. ЗРАЖЕВСЬКА, Г. М. ЗРАЖЕВСЬКИЙ

У данiй роботi пропонується новий метод оцiнювання та прогнозування ди-
намiчних мiр ризикiв VaR i CVaR (ES). Розглядається часовий ряд 𝑢𝑡, 𝑡 =
1, . . . , 𝑇 . Тодi за означенням динамiчнi мiри ризику задаються наступним чи-
ном: 𝑉 𝑎𝑅𝛼(𝑢𝑡) = −𝑄𝛼(𝑢𝑡), 𝐶𝑉 𝑎𝑅𝛼(𝑢𝑡) = − 1

𝛼

∫︀ 𝛼

0
𝑄𝑦(𝑢𝑡) 𝑑𝑦, де 𝑄𝛼(·) - квантиль

рiвня 𝛼. Одним iз найпоширенiших є пiдхiд, який базується на Variance Based
Model i складається з двох етапiв: на першому етапi здiйснюється моделювання
дисперсiї часового ряду за допомогою моделей класу GARCH, залишки якої,
на другому етапi, використовуються для знаходження статичних мiр ризикiв
VaR i CVaR. Недолiком цього пiдходу є необхiднiсть оцiнювати весь розподiл
часового ряду, в той час, як найбiльш значущими є величини хвостової части-
ни розподiлу, якi описують екстремальнi подiї та мають найбiльший вплив на
оцiнки мiр ризикiв. Для вирiшення цiєї проблеми пропонується метод на основi
квантильної регресiї [1]. У цiй роботi пропонується пiдхiд, який поєднує метод
квантильної регресiї iз квантильним представлення GARCH моделi [2]:

𝑄𝛼(𝑢𝑡/Φ𝑡−1) = 𝑄𝛼 (𝜀𝑡)

⎯⎸⎸⎷ 𝛽0 +

𝑞∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖𝑢2
𝑡−𝑖 +

𝑝∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗𝜎𝑡−𝑗 , (1)

де 𝛽0 > 0, (𝛾1,𝛾2, . . . , 𝛾𝑞,)
𝑇 ∈ 𝑅𝑞

+, 𝛼 ∈ (0, 1), 𝜀𝑡- незалежнi, однаково розподi-
ленi з нульовим середнiм i деякою функцiєю розподiлу 𝐹𝜀(·).

Оскiльки при оцiнюваннi моделi (1) виникає ряд труднощiв, пов'язаних в
першу чергу iз не опуклiстю цiльової функцiї при використаннi методу макси-
мальної правдоподiбностi [1], пропонується оцiнювати наступну модель:

𝑄𝛼(𝑇 (𝑢𝑡)/Φ𝑡−1) = 𝑇 (𝑄𝛼 (𝜀𝑡))

⎯⎸⎸⎷ 𝛽0 +

𝑞∑︁
𝑖=1

𝛾𝑖𝑢2
𝑡−𝑖 +

𝑝∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗𝜎𝑡−𝑗 , (2)

де 𝑇 (𝑥) = 𝑥2𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥).
Тодi оцiнювання умовного квантиля (1) зводиться до оцiнювання (2) при де-

яких початкових значеннях 𝜎𝑡−𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑝. До отриманих оцiнок 𝑄𝛼(𝑇 (𝑢𝑡)/Φ𝑡−1)
застосовується зворотне перетворення 𝑇−1(·) для отримання оцiнки 𝑄𝛼(𝑢𝑡/Φ𝑡−1) [2].
В роботi [1] для знаходження початкових значень 𝜎𝑡−𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑝 запропонова-
но використовувати редуковану ARCH(m) модель: 𝜎𝑡−𝑖 = 𝛼0 +

∑︀𝑚
𝑗=1 𝛼𝑗 |𝑢𝑡−𝑗−𝑖|,
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𝑖 = 0, 𝑝. Оцiнки параметрiв моделей ARCH(m) та (2) можна отримати, напри-
клад, за допомогою QMLE (Gaussian quasi-maximum likelihood estimator) [1].

Використовуючи побудовану квантильну GARCH модель (1) можна на пряму
оцiнити та спрогнозувати VaR, виходячи з його означення. Тодi для оцiнюван-
ня i прогнозування CVaR потрiбно оцiнити (спрогнозувати) набiр квантилей iз
рiвнями, взятими по рiвномiрнiй сiтцi, iз значеннями, меншими за 𝛼 i визначити
CVaR як їх середнє.

Iнший пiдхiд, розглянутий у роботi, базується на використаннi вiдомого типу
розподiлу для апроксимацiї точкових квантилей: розподiл Вейбула, узагальне-
ний розподiл Парето (GPD), generalized extreme value (GEV) distribution. Окре-
мо розглядався випадок апроксимацiї за допомогою металог розподiлу [3], [4],
який за означенням задається квантильною функцiєю i може досить гарно вiд-
творювати складну поведiнку “хвостової” частини функцiї розподiлу.

Запропонованi у роботi пiдходи застосовувались для прогнозування динамi-
чних мiр ризикiв 𝑉 𝑎𝑅0.1, 𝐶𝑉 𝑎𝑅0.1 для часового ряду логарифмiчної дохiдностi
на деннiй основi iндексу Netflix, Inc. (NFLX). Довжина загальної вибiрки ста-
новила 5020 значень за перiод з 2003-09-03 по 2023-08-14. Прогнозна модель
будувалася на 2500 iсторичних значеннях i екстраполювалася на одне значен-
ня вперед. Процедура повторювалась 2519 раз (Rolling Forecast Method). Для
аналiзу якостi побудованих прогнозiв використовувались критерiї, наведенi в
роботi [4]. Результати дослiджень були порiвнянi iз результатами, отриманими
iншими методами, якi зазвичай використовуються для прогнозування динамi-
чних мiр ризикiв фiнансових часових рядiв [4]. Новий пiдхiд показав кращу
якiсть i високу стабiльнiсть, що пiдтверджує можливiсть його застосування при
вирiшеннi рiзних задач управлiння ризиками.
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ОПТИМIЗАЦIЇ ПОРТФЕЛЯ
ЦIННИХ ПАПЕРIВ

Т.В. IВАНЕНКО, Д.А. СИЧОВА

При формуваннi iнвестицiйного портфеля iнвестори традицiйно використо-
вують найбiльш розповсюдженi в Українi цiннi папери: акцiї та облiгацiї. Спiв-
вiдношення «ризик/дохiднiсть» у кожного типу цих фiнансових iнструментiв рi-
зне: акцiї, особливо українських пiдприємств, вiдрiзняються високим ступенем
ризику та прибутковостi, облiгацiї – низьким ступенем цих взаємопов’язаних
показникiв. При формуваннi iнвестицiйного портфеля з метою диверсифiка-
цiї ризику, звичайно обирають певну комбiнацiю iнвестицiйних iнструментiв,
вiдмiннiсть полягає у їхнiй пропорцiї. В акцiї переважно iнвестують прихиль-
ники агресивної iнвестицiйної стратегiї, а консервативнi iнвестори, не схильнi
до ризику, надають перевагу iнвестуванню в облiгацiї. На початку повномас-
штабного вторгнення ринок цiнних паперiв в Українi був повнiстю закритий
i єдиним iнструментом для iнвестування стали вiйськовi облiгацiї. Це рiзновид
бiльш вiдомих облiгацiй внутрiшньої державної позики (ОВДП). Тобто держава
фактично бере кошти в борг на певний перiод, в кiнцi якого виплачує встанов-
лену дохiднiсть та повертає отриманi вiд iнвестора кошти. Дохiд iнвестора у
такому разi становитиме рiзниця мiж номiналом облiгацiї i фактичною цiною
її придбання. Виплати за таким облiгацiями на 100% гарантуються державою
та обслуговуються МФУ, що було особливо привабливим для консервативних
iнвесторiв на той час.[1] У структурi торгiв за 2022 рiк на державнi облiгацiї
(ОВДП) припадало 89,09% або 14,2 млрд. грн.[2]

Дохiд iнвестора вiд облiгацiї складається з двох частин: одна з них визна-
чається купонною ставкою, друга обумовлена курсовою рiзницею, яка змiнює
кiнцеву дохiднiсть облiгацiї (𝑟𝐾) при вiдхиленнi її ринкової вартостi (𝑉𝑝) вiд
номiналу (𝑁). Кiнцеву дохiднiсть знаходять з рiвняння (1):

𝑉𝑝 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐼𝑁𝑇

(1 + 𝑟𝑘)𝑘
+

𝑁

(1 + 𝑟𝑘)𝑛
, (1)

де 𝐼𝑁𝑇 – щорiчна процентна виплата по облiгацiї.
У випадку низької лiквiдностi цiнного паперу розраховують iнвестицiйну вар-

тiсть облiгацiї (2), як приведену вартiсть (𝑃𝑉 ) потоку платежiв, згенерованого
цiєю облiгацiєю:

𝑃𝑉 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐼𝑁𝑇

(1 + 𝑟𝑝)𝑘
+

𝑁

(1 + 𝑟𝑝)𝑛
, (2)
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𝑟𝑝 – ринкова процентна ставка; 𝑛 – кiлькiсть перiодiв до погашення.
Щодо акцiй, якi обертаються на фондовому ринку, їхню ринкову вартiсть

розраховують також за середнiм бiржовим курсом. Якщо ж акцiї не беруть
участi у торгах, їхню вартiсть розраховують за формулою (3):

𝑃𝑉 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘
(1 + 𝑟𝑘)𝑘

, (3)

де 𝑑𝑘 – величина дивiдендiв за акцiєю в 𝑘 – му роцi; 𝑟𝑘 – ставка можливого
реiнвестування дивiдендiв у 𝑘 – му роцi [3].

Математична модель формування iнвестицiйного портфеля може бути побу-
дована на аналiзi коливання кiнцевої дохiдностi цiнних паперiв з урахуванням
ризикiв. Слiд зробити вибiрку бiржових курсiв обраних цiнних паперiв за пев-
ний перiод. Така статистична вибiрка є часовим рядом. Кожний рiвень часового
ряду складається з трендової, циклiчної та випадкової компонент. Для фор-
мування оптимального iнвестицiйного портфеля, окрiм дохiдностi, слiд також
врахувати ступiнь ризику кожного типу цiнних паперiв. Залежно вiд походже-
ння розрiзняють ризик, пов’язаний iз волатильнiстю бiржового курсу, та ризик,
пов’язаний iз фiнансовим станом емiтента. Перший характеризує вибiркове се-
редньоквадратичне вiдхилення бiржового курсу протягом року, а другий — ймо-
вiрнiсть дефолту емiтента. Слiд зазначити, що при формуваннi iнвестицiйного
портфеля з метою мiнiмiзацiї ризику портфеля в цiлому варто обирати цiннi
папери з найменшою взаємною кореляцiєю дохiдностей. На наступному етапi
дослiдження знайдемо розв’язок оптимiзацiйної задачi (4). Цiльова функцiя 𝑍
дорiвнює середньому очiкуваному доходу iнвестицiйного портфеля, зменшеному
на дисперсiю дохiдностi портфеля. Ризик емiтента врахуємо шляхом уведення
обмежень на частку коштiв 𝑥𝑗 , вкладених у цiннi папери з пiдвищеним ризиком.
𝜎2
𝑖 ,𝑗 – дисперсiї (при 𝑖 = 𝑗) або коварiацiї (при 𝑖 ̸= 𝑗) 𝑖-го та 𝑗-го цiнних паперiв.

Обмеження мають бути обернено пропорцiйнi ступеню ризику[4].

𝑍 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑟𝑗𝑥𝑗 −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜎2
𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 → 𝑚𝑎𝑥; 0 ⩽ 𝑥𝑗 ⩽

1

𝑅𝑗
,

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑗 = 1, 𝑗 = 1, 𝑛. (4)
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ЗБIЖНIСТЬ РЯДIВ БАУМА-КАЦА ДЛЯ СУМ ЕЛЕМЕНТIВ
ЛIНIЙНИХ АВТОРЕГРЕСIЙНИХ ПОСЛIДОВНОСТЕЙ 𝑚-ГО

ПОРЯДКУ

М.К. IЛЬЄНКО, А.Ю. ПОЛIЩУК

Нехай на спiльному ймовiрнiсному просторi (Ω,ℱ ,P) задана послiдовнiсть
випадкових величин (𝜉𝑘) = (𝜉𝑘, 𝑘 ⩾ 1) така, що

𝜉1−𝑚 = ... = 𝜉0 = 0, 𝜉𝑘 = 𝑏1𝜉𝑘−1 + 𝑏2𝜉𝑘−2 + ...+ 𝑏𝑚𝜉𝑘−𝑚 + 𝜃𝑘, 𝑘 ⩾ 1, (1)

де (𝜃𝑘) — послiдовнiсть незалежних копiй випадкової величини 𝜃, а (𝑏𝑗 , 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚)
— невипадковий набiр дiйсних чисел (𝑏𝑚 ̸= 0). Для елементiв послiдовностi (𝜉𝑘)
покладемо 𝑆𝑛 =

∑︀𝑛
𝑘=1 𝜉𝑘, 𝑛 ⩾ 1, та для 0 < 𝑝 < 2, 𝑟 ⩾ 𝑝 та ∀𝜀 > 0 розглянемо

наступний ряд
∞∑︁

𝑛=1

𝑛
𝑟
𝑝−2P

{︂
|𝑆𝑛|
𝑛

1
𝑝

> 𝜀

}︂
. (2)

У роботi становлено необхiднi та достатнi умови збiжностi цього ряду.

Теорема 1. Нехай у рiвняннi (1) коефiцiєнти 𝑏𝑗 , 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚, є такими, що
max |𝜆𝑘| < 1, де 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 2, ...,𝑚, — коренi рiвняння

𝜆𝑚 − 𝑏1𝜆
𝑚−1 − 𝑏2𝜆

𝑚−2 − ...− 𝑏𝑚−1𝜆− 𝑏𝑚 = 0.

Ряд (2) є збiжним тодi i тiльки тодi, коли E |𝜃|𝑟 < ∞, де E𝜃 = 0 для 𝑟 ⩾ 1.

Лiтература
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41–47.

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
Email address: mari-run@ukr.net

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
Email address: nastya.varennikova312@gmail.com

XIX Міжнародна наукова конференція імені академіка Михайла Кравчука - 165 -



ЗАКОН ПОВТОРНОГО ЛОГАРИФМУ В ТЕОРIЇ РЕКОРДIВ

О. В. КОЛЕСНIК

Розглянемо {𝑋𝑘, 𝑘 ⩾ 1} — послiдовнiсть незалежних випадкових величин,
𝛼 = {𝛼𝑘, 𝑘 ⩾ 1} – додатнi дiйснi числа, 𝐹 — це неперервна функцiя розподiлу.
Нехай розподiли випадкових величин 𝑋𝑘 є такими, що 𝑃 (𝑋𝑘 < 𝑥) = (𝐹 (𝑥))

𝛼𝑘 .
Така послiдовнiсть випадкових величин називається 𝐹𝛼-схемою. Означимо кiль-
кiсть рекордiв 𝜇(𝑛) у послiдовностi {𝑋𝑘} до моменту 𝑛 наступним чином:

𝜇(𝑛) =
𝑛∑︁

𝑘=1

I𝑘,

де I1 = 1, I𝑘 = I(𝑋𝑘 > max(𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑘−1)), 𝑘 ⩾ 2.
Важливим фактом теорiї рекордiв є незалежнiсть цих iндикаторiв. Також

вiдомо, що P(𝐼𝑛 = 1) =
𝛼𝑛

𝐴𝑛
, де 𝐴𝑛 =

𝑛∑︀
𝑘=1

𝛼𝑘. В деяких випадках iснує в майже

напевному сенсi асимптотика {𝜇(𝑛)} в термiнах послiдовностi {𝐴𝑛}. Наприклад,

lim
𝑛→∞

𝜇(𝑛)

ln𝐴𝑛
→ 𝐶 iснує м.н., якщо lim

𝛼𝑛

𝐴𝑛
iснує,

де 𝐶 — невипадкова константа, яка залежить вiд lim 𝛼𝑛

𝐴𝑛
[1].

Класичний результат Реньї [2], коли 𝑋𝑘 однаково розподiленi є наступним:

lim
𝑛→∞

𝜇(𝑛)

ln𝑛
→ 1 м.н.

У доповiдi буде розглянуто iншi граничнi результати, зокрема для закону
повторного логарифму.

Лiтература
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ЗБIЖНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКIВ СТОХАСТИЧНИХ РIВНЯНЬ З
ЛОКАЛЬНИМ ЧАСОМ

I. Г. КРИКУН

Розглядаємо стохастичнi диференцiальнi рiвняння з локальним часом та з
нерегулярними коефiцiєнтами, що залежать вiд малого параметру 𝜀:

𝜉𝜀(𝑡) = 𝑥+ 𝛽𝜀𝐿
𝜉𝜀(𝑡, 0) +

∫︁ 𝑡

0

(︀
𝑏𝜀(𝜉𝜀(𝑠)) + 𝑔𝜀(𝜉𝜀(𝑠))

)︀
𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

0

𝜎𝜀(𝜉𝜀(𝑠))𝑑𝑤(𝑠). (1)

Дослiджується слабка збiжнiсть розв’язкiв (у сенсi слабкої збiжностi мiр,
породжених процесами) цих рiвнянь при 𝜀 → 0.

Нехай 𝜉(𝑡) – слабкий розв’язок наступного стохастичного диференцiального
рiвняння, що мiстить локальний час:

𝜉(𝑡) = 𝑥+ 𝛾𝐿𝜉(𝑡, 0) +

𝑡∫︁
0

𝑔(𝜉(𝑠))𝑑𝑠+

𝑡∫︁
0

𝜎(𝜉(𝑠))𝑑𝑤(𝑠). (2)

Позначимо мiри, породженi 𝜉𝜀 та 𝜉 на функцiональному просторi (C[0, 𝑇 ], 𝒞𝑇 ),
через 𝜇𝜀 та 𝜇 вiдповiдно.

Визначимо функцiї : Dℎ(𝑥) = lim
𝜀→0

ℎ(𝑥+ 𝜀)− ℎ(𝑥− 𝜀)

2𝜀
;

A𝑢(𝑥) =
1

2

[︀
(𝑢′′

2(𝑥) + 𝑢′′
1(𝑥)) + (𝑢′′

2(𝑥)− 𝑢′′
1(𝑥)) sgn𝑥

]︀
;

𝐹𝜀(𝑥) = exp
{︁
− 2

𝑥∫︁
0

𝑏𝜀(𝑦)

𝑎𝜀(𝑦)
𝑑𝑦

}︁
, 𝑓𝜀(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝐹𝜀(𝑦)𝑑𝑦. (3)

Наведемо умови, якi будуть використовуватись нижче.

Умова (I).
Нехай 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥) – деякi двiчi диференцiйованi функцiї, такi що
𝐼1. 𝑓1(0) = 𝑓2(0) = 0; 𝑓 ′

1(𝑥) > 0, 𝑓 ′
2(𝑥) > 0; 𝑓 ′

1(0) = 𝑓1 , 𝑓
′
2(0) = 𝑓2 ;

𝐼2. 𝑓(𝑥) =

{︂
𝑓1(𝑥), 𝑥 ⩽ 0
𝑓2(𝑥), 𝑥 ⩾ 0

.

This work was partially supported by a grant from the Simons Foundation (Award 1160640,
Presidential Discretionary-Ukraine Support Grants, Krykun I.H.).
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Умова (II).
Нехай Λ > 0, 𝛽𝜖 – константи, 𝑔𝜀(𝑥), 𝑏𝜀(𝑥), 𝜎𝜀(𝑥) – деякi вимiрнi функцiї, що

мають властивостi:
𝐼𝐼1. При будь-якому 𝜀 > 0 |𝛽𝜖| < 1.
𝐼𝐼2. При будь-якому 𝜀 > 0 iснує єдиний слабкий розв’язок стохастичного

рiвняння.

𝐼𝐼3. Пара функцiй (𝑔𝜀, 𝜎
2
𝜀) задовольняє умовi: |𝑔𝜀(𝑥)| ⩽ Λ ,

1

Λ
⩽ 𝜎2

𝜀(𝑥) ⩽ Λ .

𝐼𝐼4. Для будь-якого 𝑥 ∈ R ⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑥

0

𝑏𝜀(𝑦)

𝜎2
𝜀(𝑦)

𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒
⩽ Λ .

Умова (III).
Нехай Λ > 0, 𝛽 та 𝛾 – константи, 𝑔(𝑥), 𝜎(𝑥) – деякi вимiрнi функцiї, такi що:
𝐼𝐼𝐼1. |𝛽| < 1, |𝛾| < 1.

𝐼𝐼𝐼2. Пара функцiй (𝑔, 𝜎2) задовольняє умовi: |𝑔(𝑥)| ⩽ Λ ,
1

Λ
⩽ 𝜎2(𝑥) ⩽ Λ .

Припустимо, що для функцiї 𝑓𝜀(𝑥) з (3) виконується наступне:

lim
𝜀→0

𝑓𝜀(𝑥) = 𝑓(𝑥) =

{︂
𝑓1(𝑥), 𝑥 ⩽ 0
𝑓2(𝑥), 𝑥 ⩾ 0

. (4)

Теорема 1. Нехай для функцiї 𝑓(𝑥) з (4) та для стохастичних рiвнянь (1),
(2) виконуються вiдповiдно Умови (I), (II), (III) i 𝛽𝜀 −→ 𝛽 при 𝜀 → 0. Для
того, щоб 𝜇𝜀 ⇒ 𝜇 необхiдно й достатньо, щоб виконувались наступнi умови:

(*) 𝛾 =
𝑓1 − 𝑓2 + 𝛽(𝑓1 + 𝑓2)

𝑓1 + 𝑓2 + 𝛽(𝑓1 − 𝑓2)
;

(**) lim
𝜀→0

𝑥∫︁
0

1

𝐹𝜀(𝑦)𝜎2
𝜀(𝑦)

𝑑𝑦 =

𝑥∫︁
0

1

𝜎2(𝑦)D𝑓(𝑦)
𝑑𝑦 для всiх 𝑥 ∈ R;

(***) lim
𝜀→0

𝑥∫︁
0

𝑔𝜀(𝑦)

𝜎2
𝜀(𝑦)

𝑑𝑦 =

𝑥∫︁
0

[︁ 𝑔(𝑦)

𝜎2(𝑦)
+

1

2

A𝑓 (𝑦)

D𝑓(𝑦)

]︁
𝑑𝑦 для всiх 𝑥 ∈ R.

Докладний огляд подiбних результатiв iнших авторiв, доведення цiєї теореми,
допомiжних результатiв та приклади можна знайти в статтях [1], [2].
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АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА ПЕРЕТВОРЕННЯ
ФУР’Є–СТIЛТЬЄСА ОДНОГО РОЗПОДIЛУ ТИПУ

ДЖЕССЕНА–ВIНТНЕРА З СУТТЄВИМИ ПЕРЕКРИТТЯМИ

О.П. МАКАРЧУК

Нехай 𝐹 (𝑥) — функцiя розподiлу. Для перетворення Фур’є–Стiлтьєса функцiї
𝐹 (𝑥)

𝑓(𝑡) =

∫︁ +∞

−∞
𝑒𝑖𝑡𝑥𝑑𝐹 (𝑥)

розглянемо величину
𝐿(𝐹 ) = lim sup

|𝑡|→+∞
|𝑓(𝑡)|.

Якщо 𝐹 (𝑥) є функцiєю стрибкiв, то вiдомо [1], що 𝐿(𝐹 ) = 1. Якщо 𝐹 (𝑥) абсо-
лютно неперевна, то 𝐿(𝐹 ) = 0. Якщо функцiя 𝐹 (𝑥) є сингулярною, то вiдомо [2],
що 𝐿(𝐹 ) може набувати довiльного значення з вiдрiзку [0; 1].

Нехай 𝑠,𝑚 — натуральнi числа бiльшi за одиницю, (𝜓𝑘) — послiдовнiсть неза-
лежних випадкових величин, якi набувають значень 0,1,...,𝑚−1 з ймовiрностями
𝑝0𝑘, 𝑝1𝑘, ..., 𝑝(𝑚−1)𝑘 вiдповiдно. Розглянемо випадкову величину

𝜓 =
∞∑︁
𝑘=1

𝜓𝑘𝑠
−𝑘.

За теоремою Джессена–Вiнтнера [3] розподiл 𝜓 є чистим.

Теорема 1. Рiвнiсть 𝐿(𝐹𝜓) = 0 виконується тодi i тiльки тодi, коли для
кожного 𝑛 ∈ 𝑁 виконується умова:

lim
𝑛→+∞

𝑓(2𝑠𝑛𝜋𝑛) = 0.
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ДЕЯКI ВЛАСТИВОСТI РОЗВ’ЯЗКIВ РIВНЯНЬ IЗ ЗАГАЛЬНОЮ
ВИПАДКОВОЮ МIРОЮ

Б. I. МАНIКIН

Позначимо через ℬ 𝜎-алгебру пiдмножин 𝑋, де 𝑋 — довiльна множина, а че-
рез 𝐿0 = 𝐿0(Ω,ℱ , 𝑃 ) — клас всiх випадкових величин на повному ймовiрнiсному
просторi (Ω,ℱ , 𝑃 ). Тодi стохастичною мiрою на ℬ будемо називати 𝜎-адитивне
вiдображення 𝜇 : ℬ → 𝐿0.

В роботi [1] було розглянуто стохастичне рiвняння вигляду{︂
ℒ𝑢(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡+ 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥)) 𝑑𝑡+ 𝜎(𝑡, 𝑥) 𝑑𝜇(𝑥) = 0 ,
𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) ,

(1)

де (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 ] × R, 𝜇 — загальна стохастична мiра, визначена на борелевiй
𝜎-алгебрi пiдмножин R, а оператор ℒ має вигляд

ℒ𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑎(𝑡)
𝜕2𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕2𝑥
+ 𝑏(𝑡)

𝜕𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
+ 𝑐(𝑡)𝑢(𝑡, 𝑥)− 𝜕𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
. (2)

Також у нiй були доведенi iснування та єдинiсть розв’язку (1). При цьому
розв’язок розглядається у «м’якому» сенсi, тобто, як розв’язок iнтегрального
рiвняння

𝑢(𝑡, 𝑥) =

∫︁
R
𝑝(𝑡, 𝑥; 0, 𝑦)𝑢0(𝑦) 𝑑𝑦 +

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑠

∫︁
R
𝑝(𝑡, 𝑥; 𝑠, 𝑦)𝑓(𝑠, 𝑦, 𝑢(𝑠, 𝑦)) 𝑑𝑦

+

∫︁
R
𝑑𝜇(𝑦)

∫︁ 𝑡

0

𝑝(𝑡, 𝑥; 𝑠, 𝑦)𝜎(𝑠, 𝑦) 𝑑𝑠,

де 𝑝(𝑡, 𝑥; 𝑠, 𝑦) — фундаментальний розв’язок рiвняння ℒ𝑢 = 0. Рiвняння (1)
можна також розглядати при 𝑡 ∈ [0,+∞), що не призводить до змiни вигляду
розв’язку. Автором було показано, що за деяких умов на вимiрнi функцiї 𝑢0, 𝑓 ,
𝜎 з (1) та 𝑎, 𝑏, 𝑐 з (2)

sup
𝑥∈R

|𝑢(𝑡, 𝑥)| → 0, 𝑡 → ∞,м. н.

Отриманий результат було опублiковано у [2].
Розглянемо тепер таке стохастичне рiвняння:{︂

𝑑𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑎2∆𝑥𝑢(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡+ 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢(𝑡, 𝑥))𝑑𝑥+ 𝜎(𝑡, 𝑥)𝑑𝜇(𝑡) , (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐷̄,
𝑢(𝑡, 𝑥) = 0, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑆, 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐵 ,

(3)
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де (𝑡, 𝑥) ∈ [0, 𝑇 ] × 𝐵̄, 𝐵 — обмежена область у R𝑑, 𝑆 = (0, 𝑇 ] × 𝜕𝐵. «М’який»
розв’язок (3) задається спiввiдношенням

𝑢(𝑡, 𝑥) =

∫︁
𝐵

𝐺(𝑡, 𝑥; 0, 𝑦)𝑢0(𝑦)𝑑𝑦 +

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑠

∫︁
𝐵

𝐺(𝑡, 𝑥; 𝑠, 𝑦)𝑓(𝑠, 𝑦, 𝑢(𝑠, 𝑦))𝑑𝑦+

+

∫︁
(0,𝑡]

𝑑𝜇(𝑠)

∫︁
𝐵

𝐺(𝑡, 𝑥; 𝑠, 𝑦)𝜎(𝑠, 𝑦)𝑑𝑦, (4)

де 𝐺(𝑡, 𝑥; 𝑠, 𝑦) — функцiя Грiна крайової задачi 𝑎2∆𝑥𝑢 − 𝜕𝑢
𝜕𝑡 = 0, 𝑢|(𝑡,𝑥)∈𝑆 = 0.

Виявляється, що за певних умов на 𝐵, 𝜇, 𝑢0, 𝑓 , 𝜎 розв’язок (4) iснує, єдиний i
для довiльних 𝛿 ∈ (0, 𝑇 ), 𝐵′, 𝐵′ ⊂ 𝐵 задовольняє спiввiдношення

|𝑢(𝑡1, 𝑥1)− 𝑢(𝑡2, 𝑥2)| ⩽ 𝐿(|𝑥1 − 𝑥2|𝛾1 + |𝑡1 − 𝑡2|𝛾2)

для всiх 𝑡1, 𝑡2 ∈ [𝛿, 𝑇 ], 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐵′ i деяких сталих 𝐿, 𝛾1, 𝛾2.
Зауважимо, що аналогiчне до (3) рiвняння при 𝑥 ∈ R𝑑 було дослiджено у [3].

Показанi iснування та єдинiсть розв’язку, виконання умови Гельдера по 𝑥 та 𝑡.
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ВИКОРИСТАННЯ ТЕОРIЇ ЙМОВIРНОСТЕЙ У ВИКЛАДАННI
АЛГОРИТМIВ ПРОГРАМУВАННЯ

Р.В. МIНЕНКО, О.В. ЩИГРIНЦОВА

В теперiшнiй час за мотивувати здобувачiв освiти на навчання дуже не про-
ста задача. Тим паче на такi навчальнi дисциплiни, в яких потрiбно прикладати
багато зусиль для їх розумiння. В такому випадку може сильно допомогти по-
дання навчального матерiалу в iгровiй формi. Наприклад, теорiя ймовiрностей
може бути актуальної в сучасному футболi, де майже кожен день трапляються
якiсь неймовiрнi подiї, наприклад, перемога якоїсь аматорської команди над
чемпiонами, але на великiй дистанцiї чемпiони завжди займають своє високе
мiсце маючи високу ймовiрнiсть до перемог. Створити такий симулятор, який
емiтував би хiд матчу, робив би його одночасно i прогнозованим i непередба-
ченим, як в реальних умовах, може бути досить цiкавою iдеєю для здобувачiв
освiти. I вже це може бути достатньою умовою для мотивування на пiзнання те-
орiї ймовiрностей i алгоритмiв програмування необхiдних для створення такого
симулятора. Задача створення такого симулятора полягає в двох етапах:

(1) теоретичний аналiз та створення ймовiрнiсних факторiв, вiд яких буде
залежати ймовiрнiсть виграшу конкретної команди;

(2) програмна реалiзацiя цих факторiв та текстова iмiтацiя проведення ма-
тчiв.

Крiм того, ця iмiтацiя повинна не просто симулювати i видавати пiдсумковий
рахунок матчу, а повнiстю симулювати весь хiд матчу з отриманням результа-
ту на кожнiй хвилинi та ймовiрнiстю отримання червоних карток, якi можуть
кардинально змiнити шанси на пiдсумковий рахунок.

Все це реально створити в досить простому для розумiння середовищi Mi-
crosoft Office Excel за допомогою вбудованих функцiй та мови програмування
Visual Basic for Application.

Для реалiзацiї цього було створено базу даних з параметрами команд, якi бу-
дуть вiдповiдати реальним та створювати рiзницю в класi мiж ними. Щоб силь-
но не ускладнювати задачу, було обрано всього три основнi параметри: Attack
(атака команди), Defense (захист команди), Balance (баланс складу).

Першi два параметри безпосередньо впливають на ймовiрнiсть голу команди,
а баланс вiдповiдає за зниження атаки i захисту при змiнi складу команди.

За ймовiрнiсть голу вiдповiдає параметр Factor, який окремо розраховується
для домашньої i для гостьової команди, бо як вiдомо, своє поле за вiдсутностi
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Рис. 1. Вiзуальне оформлення головної сторiнки програми

окремих обставин завжди є додатковою перевагою. А за наявностi таких обста-
вин є ряд додаткових параметрiв, якi можна окремо виставити на формi для
проведення матчiв i збiльшити/зменшити мотивацiю команд, внести змiни до
складу або виставити бiльш атакуючи чи бiльш захисну тактику.

Також в програмi використано багато прийомiв, якi навчають здобувачiв освi-
ти роботi з базами даних. Наприклад автоматичний збiр основного календаря
iз заповнених окремо iнших календарiв. Тобто, щоб по натисканню на кнопку,
бралась вибiрка окремої дати з усiх календарiв i всi матчi, якi за цiєю датою
знайшлись записувались в основний календар. Для всiх календарiв створенi
«розумнi таблицi», привчає здобувачiв освiти до правильної органiзацiї даних.

На рисунку 1 приведено головне вiкно програми, де вiдображений один iз
використаних чемпiонатiв, є кнопки для вiдображення iнших чемпiонатiв, до-
даткових таблиць та основний календар результати з якого вибираються та об-
числюються в таблицях.
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АCИМПТОТИЧНI ВЛАСТИВОСТI НА НЕСКIНЧЕННОСТI
ЛIНIЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ, ЗБУРЕНИХ ЗА

ДОПОМОГОЮ ВIНЕРIВСЬКГО ПРОЦЕСУ

Ю.Ю. МЛАВЕЦЬ, I. В. ОРЛОВСЬКИЙ, О.А. ТИМОШЕНКО

Розглянемо лiнiйне стохастичне диференцiальне рiвняння (ЛСДР)

𝑑𝑋(𝑡) = (𝛼(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝛾(𝑡))𝑑𝑡+ 𝛽(𝑡)𝑋(𝑡)𝑑𝑤(𝑡), (1)

де 𝛼(·), 𝛽(·), 𝛾(·) – неперервнi додатнi функцiї. Розглянемо також звичайне ди-
ференцiальне рiвняння (ЗДР)

𝑑𝜇(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝜇(𝑡)𝑑𝑡, (2)

де 𝛼(·) – функцiя, яка спiвпадає з функцiєю iз (1), 𝜇(·) – розв’язок рiвняння

(2). Позначимо 𝐴(𝑡) =
𝑡∫︀
0

𝛼(𝑠)𝑑𝑠, тодi ln𝜇(𝑡) = 𝐴(𝑡).

Сформулюємо основну теорему.

Теорема 1. Нехай 𝛼(·), 𝛽(·), 𝛾(·) – неперервнi додатнi функцiї, такi, що iснує
неперервний розв’язок 𝑋(·) рiвняння (1) з початковою умовою X(0)>0, при-
чому lim

𝑡→∞
𝑋(𝑡) = ∞ м.н. Припустимо, що lim

𝑡→∞
𝐴(𝑡) = ∞ та мають мiсце

наступнi три умови:

(i) iснує таке число 𝑀 > 1, що для 𝑛 ∈ N:
𝐴(2𝑛+1)

𝐴(2𝑛)
⩽ 𝑀 ;

(ii) 𝛼(·), 𝛽(·) задовольняють наступним спiввiдношенням

lim
𝑡→∞

1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛽2(𝑠)𝑑𝑠 = 0, та
∞∑︁

𝑛=0

1

𝐴2(2𝑛)

2𝑛+1∫︁
0

𝛽2(𝑠)𝑑𝑠 < ∞;

(iii) для 𝛼(·), 𝛾(·) припустимо, що sup
𝑡⩾0

1

𝐴(𝑡)

𝑡∫︁
0

𝛾(𝑠)𝑑𝑠 = 𝐾𝛾 < ∞;

Тодi
lim
𝑡→∞

ln𝑋(𝑡)

ln𝜇(𝑡)
= 1 м.н. (3)

Нехай 𝛼(𝑡) ∼ 𝛼̃𝑡𝑚, 𝛾(𝑡) ∼ 𝛾𝑡𝑝, 𝛽(𝑡) ∼ 𝛽𝑡𝑘, при 𝑡 → ∞, де 𝑚, 𝑝, 𝑘 ∈ (0;+∞),
𝛼̃, 𝛾, 𝛽 деякi додатнi сталi. Якщо 𝑚 ⩾ 𝑝, 𝑚 > 2𝑘, 𝑚, 𝑝, 𝑘 ∈ (0;+∞), то для
ЛСДР (1) виконуються усi умови Теореми 1.
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Застосуємо схему Ейлера-Маруями з 𝑛 = 50 для апроксимацiї розв’язку на-
ступного СДР

𝑑𝑋(𝑡) =
(︁
𝑡
1
2𝑋(𝑡) + 𝑡

1
2

)︁
𝑑𝑡+ 𝑡

1
6𝑋(𝑡)𝑑𝑤(𝑡), 𝑡 ⩾ 0; 𝑋(0) = 5,

та вiдтворимо роз’язок ЗДР : 𝑑𝜇(𝑡) =
√
𝑡𝜇(𝑡)𝑑𝑡, 𝜇(0) = 5.

Дiйсно, як видно з Рис. 1 траєкторiї прямують до нескiнченностi та мають
схожу динамiку. Моделювання вiдношення логарифмiв розв’язку рiвняння збу-
реного вiнерiвським процесом та розв’язку ЗДР показує, що траєкторiї є еквi-
валентними, а отже вiдношення самих розв’язкiв є також еквiвалентним.

Рис. 1. Поведiнка розв’язкiв СДР та вiдповiдного ЗДР (точко-
ва синя лiнiя), при 𝑡 → ∞ (cправа). Логарифмiчна еквiвален-
тнiсть розв’язкiв ЛСДР та розв’язку ЗДР (злiва).
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АЛГОРИТМ ВСТАНОВЛЕННЯ ХАРАКТЕРУ РОЗПОДIЛУ
ЗНАЧЕНЬ У ВИБIРЦI МАЛОГО РОЗМIРУ

Д.В. ПАРЕНЮК

Пiд час обробки результатiв медичних дослiджень часто потрiбно проводити
саме статистичний аналiз отриманих результатiв, а для цього необхiднi вiдомо-
стi про характер розподiлення значень критерiю у дослiдженому масивi для пра-
вильного вибору параметричних або непараметричних тестiв. Одним iз способiв
це встановити є використання запропонованого алгоритму, який включає у се-
бе використання критерiю нормальностi Лiллiєфорса [1], тесту Шапiро-Уiлка
та графiчного способу. Необхiдно вказати, що тест Шапiро-Уiлка є рекомендо-
ваним до застосування для малих вибiрок (𝑛 < 50), де вiн є сильним та ефе-
ктивним [2], [3] i пiд час роботи iз малими вибiрками вiн має бути головним
iнформацiйним та числовим параметром Рис 1.

Рис. 1. Порiвняння потужностей тесту Шапiро-Вiлка (SW),
Лiллiєфорса (LF) та Колмогорова-Смiрнова (KS).

Тест Шапiко-Вiлка розраховувався вiдповiдно до джерела [3]. Саме цей спо-
сiб розрахунку даного тесту використовується у сучасних статистичних паке-
тах. Наступним кроком є застосування графiчного способу оцiнки (а саме по-
рiвняння отриманого характеру розподiлу iз необхiднимм). Варiант реалiзацiї
вказаних крокiв приведено на Рис 2, де червоною лiнiєю показано необхiдний
розподiл, а синiми стовпчиками - наявний результат.

Критерiй Лiллiєфорса встановлюється iз застосуванням формули (1), де 𝑆𝑛(𝑥)
є вибiрковою сукупною функцiєю розподiлу, а 𝐹 *(𝑥) це кумулятивна функцiя
нормального розподiлу.

𝐷𝑛 = 𝑚𝑎𝑥|𝐹 *(𝑥)− 𝑆𝑛(𝑥)| (1)
1
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Рис. 2. Гiстограма розподiлу отриманих даних

Вказаний критерiй було взято до розгляду тому, що вiн має потужнiсть бiльш
високу за потужнiсть тесту Колмогорова-Смiрнова. Якщо розмiр вибiрки зро-
стає (𝑛 > 50), то потрiбно як основний чисельний параметр використовувати
саме критерiй Лiллiєфорса тому, що не усi сучаснi статистичнi пакети мають у
своєму складi реалiзована поправка Ройстона [3]. Загалом алгоритм встановле-
ння нормальностi можна привести наступним чином:

(1) Визначення основного числового методу
(тест Шапiко-Вiлка чи критерiю Лiллiєфорса).

(2) Перевiрка на нормальнiсть обраним числовим методом,
якщо перевiрка пройдена - зараховується 1 бал, у iншому випадку - 0
балiв.

(3) Перевiрка на нормальнiсть графiчним методом,
якщо перевiрка пройдена - оцiнюємо ситуацiю у 1 бал, альтернативно -
у 0 балiв.

(4) Перевiрка на нормальнiсть альтернативним числовим методом,
якщо перевiрка пройдена - оцiнка 1, iнакше - 0.

(5) Пiдсумовування отриманих оцiнок для усiх попереднiх крокiв,
якщо отримана сума ⩾ 2 - то розподiл нормальний.
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ЗАСТОСУВАННЯ 𝐵-ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ У ТЕОРIЇ
СИНГУЛЯРНИХ РОЗПОДIЛIВ ЙМОВIРНОСТЕЙ

М.В. ПРАЦЬОВИТИЙ, Я.В. ГОНЧАРЕНКО, I.М. ЛИСЕНКО

Нехай 𝐴 = {0,±1,±2, ...} — алфавiт (набiр цифр), 𝐿 = 𝐴× 𝐴× ... — простiр
послiдовностей елементiв алфавiту; (Θ𝑛) — довiльна послiдовнiсть додатних
дiйсних чисел (𝑛 ∈ 𝑍) така, що

0 <

∞∑︁
𝑛=1

Θ−𝑛 ≡ 𝑢 < 1, 0 <

+∞∑︁
𝑛=0

≡ 𝑣 < 1, 𝑢+ 𝑣 = 1.

Прикладом такої є двостороння числова послiдовнiсть (Θ𝑛): Θ0 = 1−3𝑎
1−𝑎 ,

Θ−𝑛 = Θ𝑛 = 𝑎𝑛, де параметр 𝑎 задовольняє нерiвностi 0 < 𝑎 < 1
3 , 𝑛 ∈ 𝑁 .

Сформуємо iншу двосторонню послiдовнiсть (𝑏𝑛), визначену числовою послi-
довнiстю (Θ𝑛),

𝑏𝑛 ≡
𝑛−1∑︁

𝑖=−∞
Θ𝑖 = 𝑏𝑛−1 +Θ𝑛−1.

Теорема 1. Для будь-якого числа 𝑥 ∈ (0; 1) iснує єдиний скiнченний набiр цiлих
чисел (𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑚) або єдина послiдовнiсть (𝛼𝑛) ∈ 𝐿 такi, що виконується
одна з рiвностей

𝑥 = 𝑏𝛼1
+

𝑚∑︁
𝑘=2

𝑏𝛼𝑘

𝑘−1∏︁
𝑖=1

Θ𝛼𝑖
≡ ∆𝐵

𝛼1𝛼2...𝛼𝑚(∅), (1)

𝑥 = 𝑏𝛼1 +

∞∑︁
𝑘=2

𝑏𝛼𝑘

𝑘−1∏︁
𝑖=1

Θ𝛼𝑖 ≡ ∆𝐵
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...

. (2)

Розклад числа 𝑥 в суму (1) або ряд (2) називатимемо його 𝐵-представленням,
а символiчнi записи ∆𝐵

𝛼1𝛼2...𝛼𝑚(∅) та ∆𝐵
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... — його 𝐵-зображенням (скiн-

ченним або нескiнченним вiдповiдно). При цьому 𝛼𝑛 називатимемо 𝑛-ою ци-
фрою цього 𝐵-зображення.

Поклавши 0 ≡ ∆𝐵
(∅), матимемо 𝐵-зображення усiх чисел пiввiдрiзка [0; 1).

Теорема 2. Якщо 𝜉 = ∆𝐵
𝜉1𝜉2...𝜉𝑛...

— рiвномiрно розподiлена випадкова величи-
на на вiдрiзку [0; 1], то цифри (𝜉𝑛) її 𝐵-зображення є незалежними, однаково
розподiльними i мають розподiли 𝑃{𝜉𝑛 = 𝑖} = Θ𝑖 ∀𝑖 ∈ 𝑍.
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Теорема 3. Розподiл випадкової величини 𝜉 = ∆𝐵
𝜉1𝜉2...𝜉𝑛...

з вiдповiдним 𝐵-
зображенням, де (𝜉𝑛) — послiдовнiсть незалежних випадкових величин таких,
що 𝑃{𝜉𝑛 = 𝑖} = 𝑝𝑖𝑛 ⩾ 0 має чистий лебегiвський тип, тобто max

𝑖=1,3
{𝛼𝑖} = 1,

(дискретний, абсолютно неперервний або сингулярний).

Нагадаємо, що кожна функцiя розподiлу 𝑦 = 𝐹 (𝑥) є лiнiйною комбiнацiєю
трьох функцiй розподiлу, а саме:

𝐹𝜉(𝑥) = 𝛼1𝐹𝑑(𝑥) + 𝛼2𝐹𝑎𝑐(𝑥) + 𝛼3𝐹𝑠(𝑥), 𝛼𝑖 ⩾ 0, 𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3 = 1,

де 𝐹𝑑 — дискретна функцiя розподiлу, 𝐹𝑎𝑐(𝑥) — абсолютно неперервна функцiя
розподiлу, 𝐹𝑠 — синулярна функцiя розподiлу [3].

Теорема 4 (Теорема про лебегiвську структуру розподiлу). Якщо 𝜉 = ∆𝐵
𝜉1𝜉2...𝜉𝑛...

є випадковою величиною з незалежними однаково розподiленими цифрами 𝐵-
зображення, то

1) 𝜉 — має дискретний розподiл ⇔ max{𝑝𝑖} = 1;
2) 𝜉 — абсолютно неперервний (навiть рiвномiрний), якщо 𝑝𝑖 = Θ𝑖 𝑖 ∈ 𝑍;
3) сингулярний в рештi випадкiв, а саме, коли iснує 𝑖 ∈ 𝑍 таке, що 𝑝𝑖 ̸= Θ𝑖.

У доповiдi крiм основних iдей доведення зазначених фактiв будуть наведенi
результати дослiдження спектральних властивостей (включаючи фрактальнi)
носiїв розподiлiв випадкової величини 𝜉.
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ОЦIНЮВАННЯ ПАРАМЕТРIВ МОДЕЛI СУМIШI ДВОХ
ДРОБОВИХ БРОУНIВСЬКИХ РУХIВ

К.В. РАЛЬЧЕНКО, М.С. ЯКОВЛЄВ

Значна кiлькiсть природних процесiв, що змiнюються з часом, традицiйно мо-
делюються математично з допомогою стандартного броунiвського руху. Одно-
часно з цим, численнi сучаснi дослiдження демонструють iснування процесiв з
властивостями автомодельностi, довготермiнової залежностi та складними ко-
реляцiйними структурами [1, 2], якi не можуть бути належним чином змоде-
льованi за допомогою лише броунiвського руху. Натомiсть, можна використати
дробовий броунiвський рух з iндексом Херста 𝐻, прирости якого корелюють, та
який має властивостi короткотермiнової (𝐻 < 1

2 ) або довготермiнової (𝐻 > 1
2 )

залежностi.
Нами дослiджується наступна модель сумiшi двох дробових броунiвських ру-

хiв:

𝑋𝑡 = 𝜅𝐵𝐻1
𝑡 + 𝜎𝐵𝐻2

𝑡 , 𝑡 ⩾ 0, (1)

де 𝐵𝐻1 та 𝐵𝐻2 — два незалежних дробових броунiвських рухи tз параметрами
Херста 𝐻1 та 𝐻2 вiдповiдно. Задача полягає в оцiненi невiдомих параметрiв
𝐻1, 𝐻2, 𝜅2, 𝜎2 за спостереженнями {𝑋𝑘ℎ, 𝑘 ∈ (0, 1, 2, . . . )} , ℎ > 0. Для того, щоб
модель (1) була iдентифiкована, ми припускаємо 0 < 𝐻1 < 𝐻2 < 1, 𝜎 > 0 та
𝜅 > 0.

Введимо наступнi позначення:

𝜉𝑁 :=
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑘=0

(︀
𝑋(𝑘+1)ℎ −𝑋𝑘ℎ

)︀2
, 𝜂𝑁 :=

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑘=0

(︀
𝑋(𝑘+2)ℎ −𝑋𝑘ℎ

)︀2
,

𝜁𝑁 :=
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑘=0

(︀
𝑋(𝑘+4)ℎ −𝑋𝑘ℎ

)︀2
, 𝜑𝑁 :=

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑘=0

(︀
𝑋(𝑘+8)ℎ −𝑋𝑘ℎ

)︀2
.

(2)

Для визначених у (2) статистик будуть мати мiсце наступнi збiжностi м.н.
при 𝑁 → ∞:

𝜉𝑁 → E 𝜉0 = 𝜅2ℎ2𝐻1 + 𝜎2ℎ2𝐻2 ,

𝜂𝑁 → E 𝜂0 = 𝜅2ℎ2𝐻122𝐻1 + 𝜎2ℎ2𝐻222𝐻2 ,

𝜁𝑁 → E 𝜁0 = 𝜅2ℎ2𝐻124𝐻1 + 𝜎2ℎ2𝐻224𝐻2 ,

𝜑𝑁 → E𝜑0 = 𝜅2ℎ2𝐻126𝐻1 + 𝜎2ℎ2𝐻226𝐻2 .

(3)
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Розв’язавши нелiнiйну систему рiвнянь (3) можна отримати строго консисте-
тнi оцiнки шуканих параметрiв моделi (1).

Теорема 1. Нехай 0 < 𝐻1 < 𝐻2 < 1. Тодi оцiнки

̂︀𝐻(1)
𝑁 =

1

2
log2+

(︂
𝜂𝑁𝜁𝑁 − 𝜉𝑁𝜑𝑁 + 𝑑𝑁

2(𝜂2𝑁 − 𝜉𝑁𝜁𝑁 )

)︂
,

̂︀𝐻(2)
𝑁 =

1

2
log2+

(︂
𝜂𝑁𝜁𝑁 − 𝜉𝑁𝜑𝑁 − 𝑑𝑁

2(𝜂2𝑁 − 𝜉𝑁𝜁𝑁 )

)︂
,

𝜅̂2
𝑁 =

(︂
2(𝜂2𝑁 − 𝜉𝑁𝜁𝑁 )

𝜂𝑁𝜁𝑁 − 𝜉𝑁𝜑𝑁 + 𝑑𝑁

)︂log2 ℎ
𝜉𝑁𝑑𝑁 + 2𝜂3𝑁 − 3𝜉𝑁𝜂𝑁𝜁𝑁 + 𝜉2𝑁𝜑𝑁

2𝑑𝑁
,

𝜎̂2
𝑁 =

(︂
2(𝜂2𝑁 − 𝜉𝑁𝜁𝑁 )

𝜂𝑁𝜁𝑁 − 𝜉𝑁𝜑𝑁 − 𝑑𝑁

)︂log2 ℎ
𝜉𝑁𝑑𝑁 − 2𝜂3𝑁 + 3𝜉𝑁𝜂𝑁𝜁𝑁 − 𝜉2𝑁𝜑𝑁

2𝑑𝑁

(4)

де
𝑑𝑁 :=

(︀
𝜉2𝑁𝜑2

𝑁 − 6𝜉𝑁𝜂𝑁𝜁𝑁𝜑𝑁 − 3𝜂2𝑁𝜁2𝑁 + 4𝜂3𝑁𝜑𝑁 + 4𝜉𝑁𝜁3𝑁
)︀1/2
+

будуть строго консистентними оцiнками параметрiв 𝐻1, 𝐻2, 𝜅2 та 𝜎2 вiд-
повiдно.

При цьому використовуються наступнi позначення:

log2+ 𝑥 =

{︃
log2 𝑥, if 𝑥 > 0,

0, if 𝑥 ⩽ 0,
(𝑥)

1/2
+ =

{︃√
𝑥, if 𝑥 > 0,

0, if 𝑥 ⩽ 0.

Нами також було доведено, що оцiнки визначенi у (2) та (4) будуть асим-
птотично нормальними та побудувати формули для знаходження їх асимпто-
тичних коварiацiйних матриць. Було дослiджено поведiнку побудованих оцiнок
за допомогою методу Монте-Карло. Результати цього моделювання показали,
що якiсть побудованих оцiнок зменшується при зменшенi рiзницi мiж iстиними
значеннями параметрiв Херста 𝐻2 та 𝐻1.
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АДАПТОВАНА 𝑇 (𝑞)-ВIРОГIДНА ОЦIНКА У СТРУКТУРНIЙ
ГАММА-МОДЕЛI РЕГРЕСIЇ З ПОХИБКАМИ У ЗМIННИХ

А.В. САВЧЕНКО

У гамма-моделi 𝑓(𝑦|𝜂) = 1
Γ(𝑝) (

𝑝
𝜔 )

𝑝𝑦𝑝−1 exp(−𝑦𝑝
𝜔 ), 𝑦 > 0, 𝜔 = exp(𝛽0 + 𝛽1𝜉),

𝜂 = −𝜔−1, значення 𝑝 вважаємо вiдомим, 𝑥 = 𝜉 + 𝛿, 𝛿 ∼ 𝒩 (0, 𝜎2
𝛿 ), i 𝛿 при-

пускається незалежною вiд 𝜉 та 𝑦. Вважаємо дисперсiю похибки 𝜎2
𝛿 вiдомою.

Структурна модель регресiї розглядає випадковi 𝜉.
Означення. Випадкова величина 𝛿 називається похибкою вимiрювання.

За вибiркою незалежних однаково розподiлених спостережень 𝑍𝑖 = (𝑦𝑖, 𝑥𝑖),
𝑖 = 1, 𝑛, потрiбно оцiнити невiдомий вектор 𝛽 = (𝛽0;𝛽1)

𝑇 .
Адаптуємо оцiночну функцiю

𝑆(𝑞)(𝑦, 𝜉, 𝛽) = 𝑓 (1−𝑞)(𝑦, 𝜉, 𝛽)(𝑦 − exp(𝛽0 + 𝛽1𝜉)) exp(−𝛽0 − 𝛽1𝜉)(1; 𝜉)
𝑇

до похибок вимiрювання, побудувавши виправлену оцiночну функцiю 𝑆
(𝑞)
𝐶 таку,

що для всiх 𝛽 з Θ виконується м.н. E[𝑆(𝑞)
𝐶 (𝑦, 𝑥, 𝛽)|𝑦, 𝜉] = 𝑆(𝑞)(𝑦, 𝜉, 𝛽).

Визначимо оцiнку ̂︁𝛽𝑛(𝑞) як розв’язок рiвняння∑︁𝑛

𝑖=1
𝑆
(𝑞)
𝐶 (𝑦𝑖, 𝑥𝑖, 𝛽) = 0̄, (1)

якщо такий розв’язок iснує; в протилежному випадку покладемо ̂︁𝛽𝑛(𝑞) = 0̄.

Теорема. Нехай у структурнiй гамма-моделi з похибками вимiрювання ви-
конуються такi умови:

(1) показник 𝑞 залежить вiд обсягу вибiрки, 𝑞 = 𝑞𝑛, причому
0 < 𝑞𝑛 ⩽ 1, 𝑛 ⩾ 1, та 𝑞𝑛 → 1 при 𝑛 → ∞;

(2) параметрична множина Θ є компактною в R2, а iстинне значення 𝑏
параметра 𝛽 є внутрiшньою точкою Θ;

(3) iснує 𝐾 > 0 таке, що |𝜉| ⩽ 𝐾 м.н., де 𝐾 − невiдома стала; крiм того,
D𝜉 ̸= 0.

Тодi мають мiсце наступнi твердження:
а) зрештою рiвняння (1) має розв’язок, причому оцiночна функцiя задається
скiнченною сумою;
б) оцiнка ̂︁𝛽𝑛(𝑞) є строго консистентною, тобто ̂︁𝛽𝑛(𝑞) → 𝑏 з iмовiрнiстю 1 при
𝑛 → ∞, де 𝑏 — iстинне значення 𝛽.

Лiтература
[1] Ferrari D., Yang Y. (2010). Maximum 𝐿𝑞-likelihood Estimation. Annals of Statistics, vol. 38,
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УЗАГАЛЬНЕННЯ АСИМПТОТИЧНОГО РОЗКЛАДУ
РАМАНУДЖАНА–ВАТСОНА–КНУТА

В.В. СТАМАТIЄВА

Нехай задана нескiнченна послiдовнiсть об’єктiв довiльної природи, кожний
з яких рiвноймовiрно та незалежно вiд iнших належить до одного з 𝑛 класiв.
Об’єкти надходять один за одним послiдовно у цiлi моменти часу. Для фiксова-
ного 𝑟 ⩾ 1 введемо випадкову величину 𝑇

(𝑛)
𝑟 , яка описує перший момент часу,

коли деякий з класiв з’явився в (𝑟 + 1)-й раз. Зокрема, якщо 𝑟 = 1, 𝑛 = 365, а
пiд об’єктами розумiти людей, народжених в 1 з 365 днiв року, то ми одержимо
класичну постановку добре вiдомої задачi про днi народження.

Багато робiт присвячено формулам для числових характеристик величин
𝑇

(𝑛)
𝑟 . У тому числi, це стосується E𝑇 (𝑛)

𝑟 . Наприклад, у випадку 𝑟 = 1 у роботi [1]
було наведено формулу

E𝑇 (𝑛)
1 =

∫︁ ∞

0

e−𝑡
(︁
1 +

𝑡

𝑛

)︁𝑛

d𝑡 (1)

та початок асимптотичного розкладу Рамануджана–Ватсона–Кнута

E𝑇 (𝑛)
1 =

√︂
𝜋𝑛

2
+

2

3
+

1

12

√︂
𝜋

2𝑛
− 4

135𝑛
+ . . . . (2)

Узагальненням (1) на випадок довiльного 𝑟 ⩾ 1 є формула

E𝑇 (𝑛)
𝑟 =

∫︁ ∞

0

e−𝑡
[︁
𝑆𝑟

(︁ 𝑡

𝑛

)︁]︁𝑛
d𝑡, (3)

де 𝑆𝑟(𝑥) =
𝑟∑︁

𝑗=0

𝑥𝑗

𝑗!
,

яка була одержана у роботi Кламкiна та Ньюмана [2].
Цiкавою задачею є узагальнення розкладу (2) на випадок 𝑟 ⩾ 2. Його можна

отримати, застосувавши метод Лапласа до дослiдження асимптотичної поведiн-
ки iнтеграла (3).

Одержанi результати у цьому напрямку подамо у виглядi наступної теореми.
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Теорема 1. Нехай 𝑇
(𝑛)
𝑟 , 𝑟 ⩾ 2, є першим моментом часу, коли деякий з 𝑛

класiв з’явився в (𝑟 + 1)-й раз. Тодi має мiсце наступна рiвнiсть:

E𝑇 (𝑛)
𝑟 = 𝑛

𝑟
𝑟+1 𝑟+1

√︀
(𝑟 + 1)!Γ

(︁
𝑟+2
𝑟+1

)︁
+ 𝑛

𝑟−1
𝑟+1 1

(𝑟+2)!
𝑟+1
√︀

(𝑟 + 1)!𝑟+3Γ
(︁

𝑟+3
𝑟+1

)︁
+

+ 𝑛
𝑟−2
𝑟+1 ( 12

(𝑟+1)
(𝑟+2)!2

𝑟+1
√︀

(𝑟 + 1)!2𝑟+5Γ
(︁

2𝑟+5
𝑟+1

)︁
−

𝑟+1
√

(𝑟+1)!𝑟+4

2𝑟!(𝑟+3)(𝑟+1) Γ
(︁

𝑟+4
𝑟+1

)︁
) + 𝑜(𝑛

𝑟−2
𝑟+1 ),

𝑛 → ∞.
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МОДЕЛЬ АВТОРЕГРЕСIЇ НА ПЛОЩИНI

С. В. ШКЛЯР

Дослiджуємо iснування та властивостi стацiонарного розв’язку рiвняння

𝑋𝑖,𝑗 = 𝑎𝑋𝑖−1,𝑗 + 𝑏𝑋𝑖,𝑗−1 + 𝑐𝑋𝑖−1,𝑗−1 + 𝜖𝑖,𝑗 , (1)

де 𝜖𝑖,𝑗 є некорельованими випадковими величинами з нульовим середнiм та одна-
ковою дисперсiєю 𝜎2

𝜖 . Наведена модель є частковим випадком авторегресiйної
моделi у 𝑛-вимiрному просторi, яка розглядалась у статтi [1]. Випадки 𝑐 = 0 та
𝑐 = −𝑎𝑏 розглядались у [2, 3].

Зауваження. Наведена модель є узагальненням моделi AR(1). Рiвняння авто-
регресiї 𝑋𝑖 = 𝜑𝑋𝑖−1 + 𝜖𝑖 має стацiонарний розв’язок тодi i тiльки тодi, коли
|𝜑| ≠ 1. Якщо |𝜑| < 1, то автоковарiацiйна функцiя стацiонарного розв’язку до-
рiвнює cov(𝑋𝑖+ℎ, 𝑋𝑖) = 𝜎2

𝜖𝜑
|ℎ|(1−𝜑2)−1, та розв’язок 𝑋 зображується у виглядi

𝑋𝑖 =
∑︀∞

𝑘=0 𝜑
𝑘𝜖𝑖−𝑘. Якщо |𝜑| > 1, то cov(𝑋𝑖+ℎ, 𝑋𝑖) = 𝜎2

𝜖𝜑
−|ℎ|(𝜑2 − 1)−1, та 𝑋

зображується у виглядi 𝑋𝑖 = −
∑︀∞

𝑘=1 𝜑
−𝑘𝜖𝑖+𝑘. В обох випадках розв’язок 𝑋 має

спектральну щiльнiсть

𝑓𝑋(𝜈) =
𝜎2
𝜖

|1− 𝜑 exp(2𝜋𝜈i)|2
=

𝜎2
𝜖

1− 2𝜑 cos(2𝜋𝜈) + 𝜑2
.

Твердження 1. Рiзницеве рiвняння (1) має стацiонарний розв’язок тодi i
тiльки тодi, коли 𝐷 := 𝑓1𝑓2𝑓3𝑓4 > 0, де 𝑓1 = 1 − 𝑎 − 𝑏 − 𝑐, 𝑓2 = 1 − 𝑎 + 𝑏 + 𝑐,
𝑓3 = 1 + 𝑎− 𝑏+ 𝑐 та 𝑓4 = 1 + 𝑎+ 𝑏− 𝑐.

Твердження 2. Припустимо, що 𝐷 > 0, та 𝑋 є стацiонарним розв’язком
рiвняння (1). Тодi

(1) Стацiонарне поле 𝑋 центроване, E𝑋𝑖,𝑗 = 0, та має спектральну щiль-
нiсть

𝑓𝑋(𝜈1, 𝜈2) =
𝜎2
𝜖

|1− 𝑎 exp(2𝜋𝜈1i)− 𝑏 exp(2𝜋𝜈2i)− 𝑐 exp(2𝜋(𝜈1 + 𝜈2)i)|2
.

(2) У тих точках, де ℎ1ℎ2 = 0, (або у бiльш загальному випадку ℎ1ℎ2𝑓1𝑓4 ⩽
0) автоковарiацiйна функцiя стацiонарного поля 𝑋 дорiвнює

𝛾𝑋(ℎ1, ℎ2) = cov(𝑋𝑖+ℎ1,𝑗+ℎ2 , 𝑋𝑖,𝑗) = 𝜎2
𝜖𝛼

|ℎ1|𝛽|ℎ2|𝐷−1/2, (2)

де 𝛼 =
2 (𝑎+ 𝑏𝑐)

1 + 𝑎2 − 𝑏2 − 𝑐2 + sign(𝑓1𝑓2)
√
𝐷

та
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𝛽 =
2 (𝑎𝑐+ 𝑏)

1− 𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2 + sign(𝑓1𝑓3)
√
𝐷

. Зокрема, E𝑋2
𝑖,𝑗 = 𝜎2

𝜖𝐷
−1/2.

(3) Справджуються рiвняння Юла-Волкера

𝛾𝑋(ℎ1, ℎ2) = 𝑎𝛾𝑋(ℎ1 − 1, ℎ2) + 𝑏𝛾𝑋(ℎ1, ℎ2 − 1) + 𝑐𝛾𝑋(ℎ1 − 1, ℎ2 − 1)

у кожному з чотирьох випадкiв
ℎ1 ⩾ 1, 𝑓1𝑓3 > 0, 𝑓2𝑓4 > 0 або ℎ1 ⩽ 0, 𝑓1𝑓3 < 0, 𝑓2𝑓4 < 0 або
ℎ2 ⩾ 1, 𝑓1𝑓2 > 0, 𝑓3𝑓4 > 0 або ℎ2 ⩽ 0, 𝑓1𝑓2 < 0, 𝑓3𝑓4 < 0.

(3)

(4) Випадкове поле 𝑋 зображується у виглядi

𝑋𝑖,𝑗 =
∞∑︁

𝑘=−∞

∞∑︁
ℓ=−∞

𝜓𝑘,𝑙𝜖𝑖−𝑘,𝑘−ℓ,

де
∞∑︁

𝑘=−∞

∞∑︁
ℓ=−∞

|𝜓𝑘,ℓ| <∞.

У будь-якому з чотирьох випадкiв (3) 𝜓−ℎ1,−ℎ2
= 0.

Знаючи 𝛾𝑋(ℎ1, ℎ2) при ℎ1ℎ2 = 0, користуючись парнiстю та рiвняннями Юла-
Волкера, можна отримати значення 𝛾𝑋(ℎ1, ℎ2) при всiх ℎ1 та ℎ2.

Твердження 3. Припустимо, що 𝑓1 > 0, 𝑓2 > 0, 𝑓3 > 0, 𝑓4 > 0 та поле 𝑋 є
стацiонарним розв’язком рiвняння (1). Тодi

(1) Виконуються рiвняння Юла-Волкера

𝛾𝑋(0, 0) = 𝑎𝛾𝑋(1, 0) + 𝑏𝛾𝑋(0, 1) + 𝑐𝛾𝑋(1, 1) + 𝜎2
𝜖 ,

𝛾𝑋(ℎ1, ℎ2) = 𝑎𝛾𝑋(ℎ1 − 1, ℎ2) + 𝑏𝛾𝑋(ℎ1, ℎ2 − 1) + 𝑐𝛾𝑋(ℎ1 − 1, ℎ2 − 1)

при max(ℎ1, ℎ2) ⩾ 1.
(2) Рiвнiсть (2) виконується при ℎ1ℎ2 ⩽ 0.

(3) 𝑋𝑖,𝑗 =

∞∑︁
𝑘=0

∞∑︁
ℓ=0

𝜓𝑘,ℓ𝜖𝑖−𝑘,𝑗−ℓ, де

𝜓𝑘,ℓ =

min(𝑘,ℓ)∑︁
𝑚=0

(︂
𝑘

𝑚

)︂(︂
ℓ

𝑚

)︂
𝑎𝑘−𝑚𝑏ℓ−𝑚(𝑎𝑏+ 𝑐)𝑚,

∞∑︁
𝑘=0

∞∑︁
ℓ=0

|𝜓𝑘,ℓ| <∞.
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ПРО АСИМПТОТИКУ РОЗВ’ЯЗКIВ СТОХАСТИЧНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ЗI СТРИБКАМИ

В. К. ЮСЬКОВИЧ

Нехай 𝑊 – вiнерiвський процес, 𝑁̃ – компенсована пуассонiвська випадко-
ва мiра. Ми вивчаємо асимптотику розв’язкiв стохастичних диференцiальних
рiвнянь вигляду

d𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑋(𝑡))d𝑡+𝑏(𝑋(𝑡))d𝑊 (𝑡)+

∫︁
R
𝑐(𝑋(𝑡−), 𝑢)𝑁̃(d𝑡,d𝑢), 𝑋(0) = 𝑥0 ∈ R, (1)

при 𝑡 → ∞ за умови, що 𝑋(𝑡) → +∞ майже напевно.
Наступна теорема надає достатнi умови асимптотичної еквiвалентностi розв’язку

стохастичного диференцiального рiвняння (1) та розв’язку звичайного диферен-
цiального рiвняння

d𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥𝛼(𝑡)d𝑡, 𝑥(0) > 0.

Теорема 1. Нехай 𝑋 – розв’язок стохастичного диференцiального рiвняння
(1) такий, що 𝑋(𝑡) → +∞ м.н., та нехай 𝛼 ∈ [0, 1). Припустимо, що коефiцi-
єнти рiвняння (1) задовольняють умови:

∙ для деякої сталої 𝐴+ ⩾ 0

|𝑎(𝑥)| ⩽ 𝐴+𝑥
𝛼, 𝑥 ⩾ 1;

∙ для деякої сталої 𝐴 > 0

𝑎(𝑥) ∼ 𝐴𝑥𝛼, 𝑥 → +∞;

∙ для деяких сталих 𝐶 ⩾ 0 та 𝛽 ∈
[︀
0, 1+𝛼

2

)︀
𝑏2(𝑥) +

∫︁
R
𝑐2(𝑥, 𝑢)𝜈(d𝑢) ⩽ 𝐶

(︀
1 + |𝑥|2𝛽

)︀
, 𝑥 ∈ R.

Тодi
𝑋(𝑡) ∼ ((1− 𝛼)𝐴𝑡)

1
1−𝛼 , 𝑡 → ∞, м.н.

Зауваження 1. Ми також вивчаємо достатнi умови того, що 𝑋(𝑡) → +∞ м.н.
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ГРАНИЧНI ТЕОРЕМИ ДЛЯ РIВНОМIРНИХ СПЕЙСИНГIВ

Ю.В. ЯРОШ

Нехай ∆𝑛 — точковий процес спейсингiв:

∆𝑛 =

𝑛∑︁
𝑖=0

𝛿
𝑈𝑖+1:𝑛−𝑈𝑖:𝑛

, 𝑛 ⩾ 1

де 𝑈1:𝑛, . . . , 𝑈𝑛:𝑛 — порядковi статистики, побудованi за 𝑛 незалежними рiв-
номiрно розподiленими на вiдрiзку [0, 1] випадковими величинами, 𝑈0:𝑛 = 0 i
𝑈𝑛+1:𝑛 = 1. 𝛿𝑥 — мiра Дiрака в 𝑥.
Ми встановлюємо двi теореми про граничну поведiнку даного точкового проце-
су.

Теорема 1. Нехай Π1 — пуассонiвський точковий процес на R, щiльнiсть мiри
iнтенсивностi 𝜇 якого вiдносно мiри Лебега 𝜆 задається як 𝑑𝜇

𝑑𝜆 (𝑥) = 𝑒−𝑥. Тодi
має мiсце груба збiжнiсть за розподiлом:

𝑛∆𝑛 − ln𝑛
vd−→ Π1

Теорема 2. Нехай Π2 — однорiдний пуассонiвський точковий процес на [0,+∞)
з одиничною iнтенсивнiстю. Тодi має мiсце груба збiжнiсть за розподiлом:

𝑛2∆𝑛
vd−→ Π2

З цих результатiв, зокрема, випливають граничнi теореми для 𝑘-ого найбiль-
шого та 𝑘-ого найменшого спейсингiв, отриманi iншими методами в статтi [1].

Лiтература

[1] Lars Holst (1980). On the Lengths of the Pieces of a Stick Broken at Random. Journal of
Applied Probability, vol. 18, no. 3, pp. 623–634.

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
Email address: yuriiyarosh@gmail.com

Доповiдь базується на сумiсних результатах з А.Б. Iльєнком.

XIX Міжнародна наукова конференція імені академіка Михайла Кравчука - 188 -



XIX Міжнародна наукова конференція імені академіка Михайла Кравчука - 189 -

IV

ІНФОРМАЦІЙНІ СИСТЕМИ ТА
ТЕХНОЛОГІЇ В ОСВІТІ

INFORMATION SYSTEMS AND
TECHNOLOGIES IN EDUCATION



MODELING OF DYNAMIC SYSTEMS USING MAPLE

O.V. AVRAMENKO

This report presents the capabilities of the software product for building models
of dynamic systems with subsequent computer simulation and conducting virtual
experiments in Maple, as well as the results of its implementation in the educational
process.

Creating a mathematical model of the system using symbolic expressions is avail-
able for both systems of differential equations and other mathematical expressions,
with the ability to transition between discrete and continuous systems [1]. Further
changes to the model’s parameters allow evaluating their impact on the system’s
behavior. Numerical integration of the system of equations is also applied to model
the system’s behavior over time, using various parameter values and input data.
The analysis of results includes generating graphs, computing numerical character-
istics of the system, and identifying stable and unstable equilibrium points. Notably,
the software product allows the use of Maple for optimizing system parameters or
designing control strategies. One of the tasks involves conducting multiple virtual
experiments to explore various scenarios and aspects of the system [2].

The implementation of simulating the behavior of dynamic systems allows study-
ing different characteristics of these systems, optimizing their performance, exploring
their stability and dynamics, and ultimately gaining a better understanding of their
behavior without the need for physical experiments. The software product is inte-
grated into the educational process for students majoring in Applied Mathematics.
The experience of using this package as an educational tool in the study of discrete
and continuous dynamic systems demonstrates its significant capabilities.
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MODELING THE PROFILE OF STUDENTS’ EDUCATIONAL
TRAJECTORY IN CYBERSECURITY IN THE CONTEXT OF WAR

IN UKRAINE

G. WEIGANG, K. KOMAR

In the modern world, where information technology penetrates all spheres of life,
cybersecurity has become extremely important. Online security incidents can have
serious consequences for individuals, companies, and even countries.

Military conflicts have become as virtual as they are real. Information destabiliza-
tion of society leads to a change in the perception of the facts of the real situation
in countries. In Ukraine and many other countries, cybersecurity has become an
important aspect of national security in times of war and hybrid threats.

Many studies on the formation of an individual educational trajectory are con-
ducted by both domestic and foreign experts who study various factors and stereo-
types that influence the choice of academic trajectories of students at different stages
of their training paper [1], [2], [3], [4], [5].

Ensuring proper education, developing relevant skills and using advanced tech-
nologies in this area are important steps to ensure high-quality training of specialists
to ensure Ukraine’s national security and resilience in cyberspace. The education of
students and their practical training should contribute to the formation of special
qualities, knowledge and competencies to ensure effective cyberspace protection of
information systems of the country’s infrastructure.

Key qualities and knowledge required by cybersecurity professionals in times of
war: Expertise in cybersecurity; Ability to analyze threats and vulnerabilities; In-
cident response; Communication skills; Crisis management skills; Understanding of
information warfare; Political and legal education; Knowledge and experience with
cyber defense technologies; Technological skills; Ability to continuously learn.

The cybersecurity student’s educational trajectory profile model can be repre-
sented as a multidimensional space where each dimension corresponds to a specific
aspect of education and training. Let’s denote this space as 𝑉 and each dimension
as 𝑉 𝑖.

For example, one dimension could be the student’s level of cybersecurity knowl-
edge and skills, labeled 𝑉 1. Another dimension could be the number of assignments
and projects that the student has successfully completed, labeled as 𝑉 2. Addition-
ally, you can include dimensions such as academic ranking, participation in cyber-
security competitions and contests, work experience, etc.
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Mathematically, the model can be expressed as:

𝑀(𝑠𝑡𝑢𝑑) = 𝑓(𝑉 1, 𝑉 2, ..., 𝑉 𝑛)

𝑀(𝑠𝑡𝑢𝑑)− is a model of the student’s educational trajectory profile,
𝑛− is the number of dimensions (aspects) included in the model.
The construction of this model allows us to form a matrix of the level of train-

ing and evaluate its effectiveness. Some of the dimensions that form the basis
of the cybersecurity student educational trajectory profile model are listed below:
Educational level (EL); Learning materials (LM); Knowledge and skills (KS); Expe-
rience (E); Attestation (A); Surveys (S).

This model allows quantifying and visualizing the profile of a student’s educational
trajectory in the field of cybersecurity. Taking into account the study, it can be noted
that the use of this model of the student’s educational trajectory profile allows: adapt
learning to the needs of the student, helping him or her to develop the necessary skills
and competencies; to constantly monitor the academic and professional progress
of the student, which helps to respond in time to possible problems; students to
plan their career in cybersecurity, identifying the necessary steps to achieve success;
educational institutions - to allocate resources efficiently to ensure the best learning
experience for students.

Thus, building a specialized model of a student’s educational trajectory in cyber-
security in wartime requires the integration of mathematical approaches, artificial
intelligence tools, and category theory. Such a model allows to effectively plan and
support the educational process, providing students with the necessary skills and
competencies to work in the field of cybersecurity in wartime, which is an important
component of the country’s security and defense.
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ЗАСТОСУВАННЯ ГРАФIЧНИХ РЕДАКТОРIВ ПIД ЧАС
ВИВЧЕННЯ КОМП’ЮТЕРНОЇ ГРАФIКИ В ПРОЦЕСI

ПIГОТОВКИ МАЙБУТНIХ ВЧИТЕЛIВ IНФОРМАТИКИ

Б.П. АНТОНЮК

У сучасному свiтi iнформацiйнi технологiї розвиваються з небаченою швид-
кiстю, кожного дня люди створюють новi пристрої, програмнi продукти для
полегшення та покращення життя. Змiна умов життя суспiльства незмiнно ви-
кликає вiдповiднi змiни i вдосконалення системи освiти. Головним прiоритетом
стають не лише формування достатнiх обсягiв знань, умiнь i навичок, але i
формування особистостi учня та студента з властивими їм iндивiдуальнiстю,
особливостями та здiбностями. Тому ставиться завдання розвивати творчiсть
учнiв i студентiв, нацiлену на активну навчально-пiзнавальну дiяльнiсть i ви-
користання сучасних iнформацiйних технологiй в процесi з’ясування сутностi
рiзноманiтних явищ, та їх причинно-наслiдкових зв’язкiв. За такого пiдходу
змiнюється погляд на самостiйну навчально-пiзнавальну дiяльнiсть студентiв
i учнiв, на змiст i методи навчання предметних дисциплiн. На основi iнфор-
матизацiї навчально-виховного процесу у педагогiв з’являється можливiсть ви-
користовувати в навчаннi широкий спектр iнформацiйних технологiй. Важливе
мiсце серед таких технологiй посiдає комп’ютерна графiка яка невпинно розши-
рює свою методологiчну основу, iнструментальну базу й сферу застосування.

Важко переоцiнити важливiсть значення комп’ютерно-графiчної пiдготовки
спецiалiстiв в епоху масової iнформатизацiї суспiльства загалом i освiти, зокре-
ма. Вплив комп’ютерної графiчної пiдготовки на формування творчої особисто-
стi зумовлений, як вiдомо, тим фактом, що оптико-моторний гнозис у людини
за iнформацiйною потужнiстю на кiлька порядкiв перевищує логiко-вербальну
компоненту. Тому вiдтворення образiв комп’ютерної графiки у свiдомостi че-
рез спiввiдношення геометричних форм, кольорiв, масштабiв, текстур, а також
швидкостей їх змiни створює передумови для динамiчного розвитку геометри-
чного (просторового) мислення та ефективного засвоєння нової iнформацiї.

Теоретичною й методологiчною основою комп’ютерної графiки є всi роздi-
ли математики, фiзика, фiзiологiя, основи iнформатики та обчислювальної те-
хнiки, формальна логiка, теорiя побудови алгоритмiв, основи програмування,
образотворче мистецтво, креслення та багато iнших. Комп’ютерна графiка є
творчим додатком здобутих у зазначених дисциплiнах знань, розширенням i
закрiпленням їх та стимулом бiльш ґрунтовного вивчення змiстового матерi-
алу загальнотеоретичних дисциплiн. Бiльше того, комп’ютерну графiку, як i
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iнформатику в цiлому, необхiдно оцiнювати з позицiй подальшої практичної
корисностi набутих у процесi навчання знань, умiнь i навичок у самостiйнiй
продуктивнiй дiяльностi майбутнього спецiалiста.

Якщо учитель iнформатики володiтимете основами комп’ютерного графiчно-
го дизайну, вiн зможе активно використовувати рiзноманiтнi цифровi засоби у
своїй професiйнiй дiяльностi. Це допоможе зробити уроки бiльш яскравими i за-
хоплюючими, i дасть поштовх до педагогiчної творчостi на основi педагогiчно
доцiльного використання сучасних технологiй навчання.

Комп’ютерна графiка є однiєю з змiстовно визначальних сфер знань, якi ма-
ють формувати сучасну iнформацiйно-цифрову компетентнiсть особистостi, яка
входить до перелiку ключових компетентностей та наскрiзних умiнь вiдповiдно
до Державних освiтнiх стандартiв України та на якi звертається увага в Ре-
комендацiях Європейського Парламенту та Ради Європейського Союзу щодо
формування ключових компетентностей освiти впродовж життя.

Варто зазначити, що iнформацiйний простiр пропонує дедалi ширший вибiр
графiчних редакторiв, як растрових, так i векторних, – на рiзнi смаки i потреби
користувачiв. Особливої уваги заслуговує вивчення редакторiв, якi належать
до так званого вiльного програмного забезпечення, зокрема онлайн редактори.

Оскiльки комп’ютерна графiка – це процес створення графiчних зображень
за допомогою спецiальних програм, яких сьогоднi iснує величезна кiлькiсть, то
важливо провести огляд та аналiз цих програм на сучасному ринку.

Ознайомлюючи здобувачiв освiти з роботою графiчних редакторiв, головне
показати суть основних загальних прийомiв та методiв, якi використовуються
при обробцi малюнкiв.

Таким чином, вивчення комп’ютерної графiки сприяє формуванню у сту-
дентiв наукового свiтобачення, розвитку творчого потенцiалу, конструктивного,
образного, просторового, асоцiативного мислення, що є однiєю з ознак фунда-
ментальностi професiйної освiти.
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БЕТА-ФУНКЦIЯ ЕЙЛЕРА ТА IМОВIРНIСНИЙ АНАЛIЗ
ЧУТЛИВОСТI

В. I. БАЛАБУХА, I. В. КАЛЬЧУК

Iмовiрнiсний аналiз чутливостi – це метод, який використовується для ви-
значення економiчної ефективностi в умовах невизначеностi параметрiв [1]. Iмо-
вiрнiсний аналiз чутливостi використовує рiзнi розподiли ймовiрностей, залежно
вiд властивостей рандомiзованих параметрiв.

Бета-розподiл визначається на iнтервалi [0; 1], тому його можна застосовува-
ти до таких параметрiв, як ймовiрнiсть або кориснiсть. Бета-розподiл має два
параметри, якi позначаються як 𝑎 та 𝑏. Детальна процедура вибiрки в MS Excel
показана нижче.

У MS Excel формула для виведення чисел з бета-розподiлу має наступний
вигляд

=ROZKL.BETA.ODWR(LOS();𝛼;𝛽),

причому параметри 𝛼 i 𝛽 оцiнюються за наявними даними. Якщо параметр,
який потрiбно побудувати, є ймовiрнiстю подiї, то для того, щоб пiдiбрати зна-
чення цих параметрiв, достатньо пiдставити пiд 𝛼 кiлькiсть подiй, якi нас цi-
кавлять (кiлькiсть “успiхiв”), а пiд 𝛽 𝑁 мiнус кiлькiсть цих подiй (тобто кiль-
кiсть “невдач”), де 𝑁 – це кiлькiсть спостережень. Наприклад, якщо ймовiрнiсть
певної подiї визначена як 0,50%, то при кiлькостi спостережень 𝑁 = 1000 ми
очiкуємо 5 “успiхiв”. Таким чином, 𝑎 = 5, а 𝛽 = 1000 − 5 = 995. Формула MS
Excel для виведення з бета-розподiлу з такими параметрами має вигляд

=ROZKL.BETA.ODWR(LOS();5;995).

Вибiр параметрiв є дещо складнiшим у випадку корисностi. Маючи сере-
днє значення корисностi 𝜇 i стандартну похибку 𝑠, значення параметрiв 𝛼 i 𝛽
можна оцiнити за допомогою так званого методу моментiв. Знаючи, що сере-
днє значення бета-розподiлу 𝜇 = 𝛼

𝛼+𝛽 , а дисперсiя 𝑆2 = 𝛼𝛽
(𝛼+𝛽)2(𝛼+𝛽+1) , можна

оцiнити, що (𝛼 + 𝛽) = 𝜇(1−𝜇)
𝑆2 − 1 i 𝛼 = 𝜇(𝛼 + 𝛽). Наприклад, якщо середня

кориснiсть дорiвнює 0,007, а стандартна похибка – 0,032, то сума шуканих па-
раметрiв дорiвнює 204,08. Це дозволяє нам оцiнити 𝛼 = 0,70 · 204,08 = 142,85 i
𝛽 = 204,08− 142,85 = 61,22.

Формула MS Excel для виведення з бета-розподiлу з такими параметрами
має вигляд

=ROZKL.BETA.ODWR(LOS();142.85;61.22).
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Якщо є потреба розглянути корисностi, меншi за 0 (стани, якi оцiнюються як
гiршi за смерть), то рiшення полягає у витягуваннi з гамма- або логнормаль-
ного розподiлу параметра “1 - кориснiсть”. Отриманий таким чином параметр
приймає мiнiмальне значення 0 (для найкращого стану здоров’я, який можна
собi уявити, де кориснiсть дорiвнює 1), але не обмежений правою частиною i
може приймати значення бiльше 1 (для станiв, гiрших за смерть, з кориснiстю
менше 0), [1].
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МЕТОДИКА СТВОРЕННЯ ТЕСТОВИХ ЗАВДАНЬ З ВИЩОЇ
МАТЕМАТИКИ ЗА ДОПОМОГОЮ СПЕЦIАЛIЗОВАНИХ

МАТЕМАТИЧНИХ КОМП’ЮТЕРНИХ СИСТЕМ

О.О. ДИХОВИЧНИЙ, Н.В. КРУГЛОВА

Нажаль, дистанцiйна форма навчання математичних дисциплiн для студен-
тiв КПI iм. Iгоря Сiкорського через вiйну росiї з Україною залишається по-
ки що єдиноможливою. Як показує практика, найкращим способом контролю
знань за таких умов є комп’ютерний тест. Завантаження письмових робiт на
платформи дистанцiйної освiти, на пошту викладача чи у месенджер завдяки
недоброчесностi студентiв має безлiч недолiкiв у порiвняннi з тестування: обмiн
розв’язками, пошук розв’язкiв в Iнтернетi, використання спецiальних програм
тощо. Щоб уникнути цих проблем потрiбно контролювати процес виконання
роботи у Zoom або Google Meet, що, в свою чергу, генерує додатковi проблеми.
Це i додатковi витрати часу викладача, манiпулювання студентiв можливiстю
доступу до iнтернету, якiстю iнтернет трафiка. Не кажучи вже про те, що у
студентiв i викладачiв виникали реальнi проблеми з доступом до iнтернету пiд
час масованих ракетних атак росiянами енергетичних об’єктiв України. Це при-
зводило до збiльшення часу завантаження робiт до декiлькох днiв.

Звичайно, тестування теж має спорiдненi недолiки, проте їх вплив можна сут-
тєво нiвелюватити, створюючи тестовi завдання з великою кiлькiстю варiантiв
i конструюючи завдання таким чином, щоб їх розв’язок за допомогою онлайн-
сервiсiв значно ускладнювався. Для такої задачi найкраще пiдходить створення
шаблонiв завдань у комп’ютерних системах Wolfram [1], Geogebra [2], Excel, R [3].
Пiд шаблоном ми розумiємо програму у вiдповiдному середовищi, що мiстить
певнi параметри, змiнюючи якi, можна отримати необхiдну кiлькiсть варiантiв
завдання. Це дозволяє не тiльки поповнювати банк завдань великою кiлькiстю
однотипних завдань, але й пiдбирати вiдповiдi зi “зручними” числами. Вико-
ристання шаблонiв значно економить час створення тесту, допомогає уникати
помилок у вiдповiдях, дозволяє постiйно доповнювати i оновлювати банк зав-
дань. Дуже важливим є те, що всi варiанти завдання, згенерованi шаблоном,
мають однакову складнiсть.

Для кожного роздiлу математики необхiдно обрати найбiльш пiдходящу ком-
п’ютерну систему, що дозволить швидко генерувати i розв’язувати завдання.
Наприклад, для завдань з теорiї ймовiрностей i статистики найкраще викори-
стовувати Excel, R. Проте у цих програмах неможливо вводити параметри, а
потрiбно змiнювати вхiднi данi, щоб отримувати вiдповiдi у цiлих числах.
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Для задач з математичного аналiзу iдеально пiдходить Wolfram Mathematica.
У шаблон вводяться параметри, генеруються у певному дiапазонi коефiцiєнти
функцiй, обмежень тощо. Задачi аналiтичної геометрiї краще розв’язувати у
Geogebra, а потiм, рухаючи вiдповiднi елементи малюнка, змiнювати результат.
На рис. 1 показано скрiншот тестового питання на тему “Ряди”.

Рис. 1. Приклад тестового питання

Нижче наведено код шаблону у Wolfram Mathematica:
a=RandomInteger[{2,30}]
f[n_]:=(4a n^2-RandomInteger[{1,20}]n+RandomInteger[{3,35}])/
(RandomInteger[{-20,20}]+RandomInteger[{-10,10}]n+a n^2)
f[n]
Limit[f[n],n->Infinity]

Для наближених обчислень можна використовувати R.

Рис. 2. Приклад тестового питання на наближене обчислення

I вiдповiдний код шаблону у R:
eps<-0.001;a<-0;i<-0
while (10/factorial(2*i+3)>=eps){ a<-a+(-1)^(i+1)*10/factorial(2*i+3)
i<-i+1}
i;a
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ЗАСТОСУВАННЯ КОМП’ЮТЕРНОЇ ТЕХНIКИ У ВИВЧЕННI
АВТОМАТИЗАЦIЇ ТЕХНОЛОГIЧНИХ ПРОЦЕСIВ

О.В. IЩЕНКО

Автоматизацiю технологiчних процесiв вивчають майбутнi для розширення
фахових компетентностей в галузi прикладного застосування комп’ютерної те-
хнiки в наукових дослiдженнях та виробництвi. Опанування цих процесiв до-
зволяє пiдсилити цикл дисциплiн зi схемотехнiчної пiдготовки бакалаврiв, а
також надати їм додатковi знання i практичнi навички при виконаннi випу-
скних квалiфiкацiйних робiт, та майбутнiй професiйнiй дiяльностi. Це дозволяє
формувати необхiдного рiвня теоретичну i практичну пiдготовку студентiв для
професiйного використання знань основ автоматизацiї та автоматичних систем
управлiння технологiчних процесiв при засвоєннi сумiжних дисциплiн. Шляхи
опанування автоматизацiєю технологiчних процесiв або системи автоматизацiї
використовуються для автоматичного управлiння процесами, такими як хiмi-
чнi, нафтопереробнi, паперовi та целюлознi фабрики. Основна тенденцiя роз-
витку систем автоматизацiї йде у напрямi створення автоматичних систем, якi
здатнi виконувати заданi функцiї або процедури без участi людини. Роль люди-
ни полягає в пiдготовцi початкових даних, виборi алгоритму(методу рiшення)
i аналiзi отриманих результатiв. Проте присутнiсть у вирiшуваних завданнях
евристичних або складно програмованих процедур пояснює широке поширення
автоматизованих систем. Тут людина бере участь в процесi рiшення, наприклад,
управляючи ним, вводячи промiжнi данi. На мiру автоматизацiї впливають три-
валiсть часу, вiдведеного на рiшення задачi, i її вид, — типова або нi. Так, при
термiновому пошуку рiшення нестандартної задачi слiд покладатися тiльки на
самого себе.

Педагогiчна проблема пiд час навчання автоматизацiї технологiчних процесiв
майбутнiх технологiв полягає у висвiтленнi наступних питань [3].

- загальнi положення, визначення, термiни, категорiї — пiдґрунтя поняття
автоматизацiї;

- iсторичнi вiдомостi, мiсце автоматики в загальних напрямках розвитку су-
спiльства, наукових та технiчних дисциплiн;

- автоматика та технiчний прогрес;
- основнi напрямки автоматизацiї: контроль, вимiрювання, регулювання, управ-

лiння, захист, сигналiзацiя тощо, та способи i методи досягнення мети в технi-
чному сенсi пiд кутом зору розвитку та використання нових технологiй;
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- класифiкацiя та характеристики застосування основних засобiв автомати-
зацiї технологiчних процесiв;

- перетворювачi iнформацiї, виконавчi органи i механiзми;
- технологiчний процес, технологiчна операцiя;
- опис, характеристичнi параметри, унiфiкацiя структурних моделей операцiй

на виробництвi з метою побудови схем автоматизацiї технологiчних процесiв;
- структурнi особливостi, основнi принципи побудови та класифiкацiйнi озна-

ки автоматизованих систем управлiння технологiчними процесами;
- системи автоматичного керування та регулювання в якостi пiдсистем;
- перспективнi напрями розвитку та впровадження автоматизованих систем

рiзного призначення з урахуванням новiтнiх iнновацiйних технологiй [4].
Отже, навчання автоматизацiї технологiчного процесу технологiв має при-

кладний характер, який передбачає збiльшення продуктивностi, покращує
якiсть продукцiї, мiнiмiзацiю або усунення участi людини вiд виробництва,
пiдвищення надiйностi, оптимiзацiю управлiння, а також точнiсть та безпе-
чнiсть виробництва.
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ЦИФРОВI РIШЕННЯ ДЛЯ РОЗВИТКУ
СТАРТАП-ЕКОСИСТЕМИ ОСВIТНЬОГО ЗАКЛАДУ

Я.О. КОЛОДIНСЬКА

Через сучаснi виклики, пов’язанi спочатку з пандемiю COVID-19, а потiм – з
повномасштабним вторгненням росiї в Україну у лютому 2022 року, освiтнi за-
клади були вимушенi швидко адаптувати свої пiдходи до навчання. Цi виклики
вимагали вiд освiтнiх iнституцiй перегляду i переосмислення своєї дiяльностi,
а також впровадження цифрових iнновацiй для забезпечення надiйної та ефе-
ктивної освiти. Одними з ключових тенденцiй в освiтi i науцi України стали
цифрова трансформацiя та робота над побудовою iнновацiйної екосистеми у
навчальних закладах [1].

Освiтнiми закладами були впровадженi в навчальний процес цифровi рiше-
ння, що надали можливiсть продовжити навчання навiть в умовах вiйськового
часу. Сучаснi виклики показали важливiсть створення та застосування iнно-
вацiйних пiдходiв до освiти та пiдкреслили необхiднiсть гнучкостi та швидкого
реагування з боку освiтнiх закладiв. З огляду на вищевказанi виклики, актуаль-
ним та затребуваним напрямком у свiтi i в Українi, що активно розвивається,
є академiчне пiдприємство та розробка стартап-проєктiв, особливо, з викори-
станням цифрових технологiй. Iнновацiйне пiдприємництво є одним iз рушiїв
економiчного зростання країни, розвитку культури, освiти i науки, джерелом
створення якiсних робочих мiсць. Студенти та викладачi стають активними
учасниками пiдприємницької спiльноти, а унiверситети – платформами для зро-
щування майбутнiх пiдприємцiв та пiдтримки стартап-екосистеми.

У квiтнi 2023 року Мiнiстерство цифрової трансформацiї представило драфт
Стратегiї розвитку екосистеми iнновацiй в Українi, в котрому йдеться про впро-
вадження iнiцiатив комплексної пiдприємницької освiти для iнноваторiв, розви-
неної професiйної та iнновацiйної освiти для талантiв майбутнього та науки
як фундаменту для iнновацiйного розвитку. Ключовими бенефiцiарами даних
iнiцiатив стануть школи, унiверситети, науково-дослiдницькi центри, заклади
неформальної освiти та iншi [2]. Таким чином, щоб стимулювати пiдприємни-
цьке мислення та iнновацiйну дiяльнiсть серед студентiв, навчальнi заклади
повиннi впроваджувати комплекснi програми, цифровi рiшення та iнiцiативи,
якi сприятимуть розвитку стартап-екосистеми.

Розглянемо впровадженi на сьогоднiшнiй день дiджитал iнструменти та iнiцi-
ативи i роль їх застосування освiтнiми закладами у розвитку стартап-екосистеми:
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(1) Цифровi платформи та портали, що допомогають закладам освiти залу-
чити школярiв або студентiв до стартап активностей, надають онлайн-
курси та ресурси для студентiв, якi бажають розвинути свої навички
у сферi iнновацiйного пiдприємництва. Наприклад, на платформi «Дiя.
Цифрова освiта» можна знайти освiтнi серiали такi, як: «Стартуй стар-
тап», «Пiдприємництво для школярiв», «Почати бiзнес. Креативна iн-
дустрiя» та iншi. Також лiдерами ринку онлайн-навчання, котрими ко-
ристуються багато українцiв, є Coursera, EdX, Udemy [3].

(2) Цифровi iнструменти дозволяють органiзувати та популяризувати стар-
тап iвенти, конкурси та хакатони. Це сприяє об’єднанню студентiв, ви-
кладачiв та пiдприємцiв для спiльної роботи над iдеями та проєктами.

(3) Всеукраїнськi освiтнi проєкти та iнiцiативи вiд фахiвцiв практикiв та бi-
знесу. Наприклад Всеукраїнська програма «Пiдприємницький унiверси-
тет» надає методичнi матерiали та iншi можливостi вiд стартап-iнкубатора
УЕР викладачам та студентам для створення та розвитку їх власних iн-
новацiйних iдей в унiверситетi.

(4) Iнновацiйнi iнфраструктури, що заснованi на базi унiверситету такi, як
стартап клуби чи школи, iнкубатори чи акселератори, дають можливiсть
студентам знаходитись у середовищi однодумцiв, фахiвцiв-практикiв,
експертiв та отримувати менторську пiдтримку.

Незважаючи на вже впровадженi цифровi технологiї, iнiцiативи та iнфра-
структуру до освiтнiх закладiв, Україна потребує системного розвитку люд-
ського капiталу, створення навчальних програм, формування пiдприємницького
мислення населення та започаткування власних EdTech стартапiв. Розвиток ци-
фрових iнструментiв у сферi стартапiв сприяє не лише створенню iнновацiйних
проєктiв, а й зростанню кiлькостi успiшних стартапiв, якi виходять на ринок та
сприяють економiчному розвитку країни.
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БАЗИ ДАНИХ: ПIДХОДИ ДО ЇХ ВИВЧЕННЯ ТА СЕРВIСИ ДЛЯ
СТВОРЕННЯ

О.П. КУДРЕВИЧ

Iнформацiйно-цифрова компетентнiсть сучасного здобувача освiти передба-
чає впевнене i водночас критичне застосування iнформацiйно-комунiкацiйнi те-
хнологiї, щоб створити, знайти, обробити iнформацiю, обмiнятися нею в публi-
чному просторi та приватному спiлкуваннi. Здобувач освiти — iнформацiйно
й медiа-грамотна особистiсть, алгоритмiчно мислить, вмiє працювати з базами
даних, має навички безпеки в Iнтернетi та кiбербезпеки, знає основи програму-
вання, розумiє етику роботи з iнформацiєю (авторське право, iнтелектуальна
власнiсть тощо).

Саме тому в курсi iнформатики передбачено вивчення теми «Бази даних.
Системи управлiння базами даних». Задача учителя — сприяти формуванню
культури правильної постановки задачi, пошуку й добору iнформацiї адже це
не тiльки частина роботи бухгалтера, менеджера, юриста, а й важлива складова
життя пересiчного громадянина, який шукає i збирає iнформацiю за допомогою
Internet або ChatGPT. Якщо вчасно не сформована культура складання запи-
тiв, то людина зiштовхується з безлiччю варiантiв або не одержує вiдповiдi на
поставлений запит взагалi. Пропоную наступнi пiдходи до вивчення баз даних:

1) Ознайомлення з основами баз даних.
2) Практичнi завдання та проекти.
3) Запити до баз даних.
4) Розробка бази даних.
5) Вивчення мов запитiв.
6) Проектнi завдання.
Традицiйно «Бази даних» вивчаємо з використанням системи управлiння ба-

зами даних MS Access. Та виклики сьогодення: iзоляцiя пiд час пандемiї, повно-
масштабне вторгнення рф; перехiд на онлайн або дистанцiйне навчання; нестача
гаджетiв на кожну дитину змушують учителiв шукати альтернативнi варiанти.
Таким «рятiвним колом» є онлайн застосунки баз даних, наприклад:

1) Ragic — це онлайн-конструктор баз даних, схожий на електроннi таблицi
(безкоштовний облiковий запис обмежено 10 ГБ пам’ятi та 100 електронними
листами на день, доступнi оновлення за доступною цiною). У Ragic є програми
для мобiльних пристроїв iOS i Android, а також спiльнота користувачiв для
пiдтримки та консультацiй.
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2) Obvibase пропонує прапорцi, розкривнi параметри з кiлькома варiантами
вибору, значення за замовчуванням, таблицi, вкладенi в клiтинки, та багато
iнших компонентiв для створення форм. Безкоштовно для iндивiдуального ви-
користання.

3) Grubba — це безкоштовна веб-база даних, яка пiдходить для початкiвцiв i
досвiдчених користувачiв. Можна скористатися одним iз шаблонiв або створити
власну базу даних вiдповiдно до потреб. Безкоштовно.

4) Caspio.com. Цей застосунок використовує хмарнi технологiї i працювати
можна як на стацiонарному комп’ютерi, так i на смартфонi. Онлайн-сервiс баз
даних Caspio має вбудований сертифiкат FERPA для освiти, яка дозволяє побу-
дувати реляцiйну базу даних. Вiзуальнi iнструменти перетягування пiдходять
для легкого зв’язування та фiльтрацiї даних у кiлькох таблицях, а також для
забезпечення цiлiсностi.

Таким чином, вивчення баз даних сприяє мотивацiї до навчання, оскiльки
їх створення пов’язане з реальними життєвими ситуацiями. Використовується
дослiдницький пiдхiд (чим бiльше питань — тим краще). Налагодьте спiвпрацю
мiж учнями пiд час роботи з базами даних. Завдання, де потрiбно спiльно роз-
робляти та виконувати запити до бази, сприяють розвитку навичок командної
роботи, обмiну iдеями та розв’язанню завдань за допомогою об’єднаної мудро-
стi. Таким чином формуються soft skills. Доповнiть заняття фактами з iсторiї
та розвитку баз даних. Дайте зрозумiти, що вивчення баз даних має практи-
чне значення для рiзних професiй, що спонукатиме у майбутньому свiдомому
вибору професiї.
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СТВОРЕННЯ ЦИФРОВОГО ОСВIТНЬОГО КОНТЕНТУ З
ДОПОВНЕНОЮ РЕАЛЬНIСТЮ НА ПРИКЛАДI

ДОСЛIДЖЕННЯ З IСТОРIЇ МАТЕМАТИКИ

I.Ю. МЕЛЬНИК, П.В. ЗАДЕРЕЙ, Н.М. ЗАДЕРЕЙ, Г.Д. НЕФЬОДОВА

В освiтньому процесi вiдбувається перехiд до нових методiв та форм навча-
ння з використанням таких елементiв дослiдження, як визначення проблем-
ностi, науковий пошук, збiльшення обсягу самостiйної роботи, технологiзацiя
та комп’ютеризацiя, iнтелектуальна i творча спрямованiсть, практична орiєн-
тованiсть. Персоналiзацiя програм пiд потреби студентiв iз врахуванням рiвня
знань, формування iндивiдуальної траєкторiї навчання, використання онлайн
платформ та мобiльних пристроїв, тiсно пов’язанi з використанням технологiй
вiртуальної реальностi VR [1].

Технологiї VR мiстять великий об’єм нереалiзованого потенцiалу та тiсно
пов’язанi з набуттям цифрових компетенцiй. Простiр вiртуальної реальностi є
неперервним процесом з використанням технiки гемдизайну. Актуальнiсть об-
умовлена переходом системи освiти до активних форм та методiв навчання,
що базується на яскравому поданнi та передачi iнформацiї з метою впливу на
емоцiйну, мотивацiйну, пiзнавальну сферу студента [2].

Учасниками дослiдження стали студенти першого та другого курсiв спецiаль-
ностi 122 «Комп’ютернi науки». Студенти створювали цифровi роботи, аналiзу-
вали отриманi результати, систематизували виконанi завданння. Усi завдання
виконувались з використанням електронних сервiсiв.

Як приклад, наведемо дослiдження студентiв з iсторiї математики, а саме
з теми «Роль жiнок у математицi», яке виконувалось за допомогою сервiсу
Blippbuilder. Для виконання дослiдження було зiбрано, завантажено та систе-
матизовано вiдповiднi зображення та 3-D моделi, аудiофайли та посилання на
вiдео. Поставлена задача по створенню AR-середовища, яке з’являється навко-
ло користувача (around the user), тобто панорамний об’єкт, вiртуальний музей,
iнформацiя про науковиць у сферi математики.

За допомогою iнструментiв роботи iз зображеннями, таких як форматування
зображення, поворот, перемiщення об’єктiв та змiни сцен, ефектiв руху з визна-
ченням рiзноманiтних параметрiв, виконана робота по вiдтворенню iсторичного
внеску жiнок-математикiв у розвиток математичної науки вiд перших вiдомих
нам жiнок-математикiв до сучасних. Пiсля створення проєкту на заключному
етапi формується QR–код. Елемент роботи з дослiдження представлено на ри-
сунку 1.

Застосування технологiй вiртуальної реальностi поєднує науковi розробки з
сьогоденням, вiдтворює реальнi життєвi ситуацiї, допомагає створити вигаданi
простори для невирiшених задач. Це формує новi можливостi для опанування
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Рис. 1. Використання сервiсу Blippbuilder при дослiдженнi
«Роль жiнок у математицi»

практичними навичками, надає досвiд дослiдницької роботи, робить навчання
для студентiв яскравим процесом, зацiкавлює їх, i тому унеможливлює вiдволi-
кання вiд поставленого завдання, пiдвищує мотивацiю до навчального процесу,
допомагає бiльш глибоко зрозумiти складнi поняття, означення, теореми, вла-
стивостi, якi мають засвоїти студенти пiд час навчання.

Достатнiй рiвень сформованостi навичок студентiв в галузi цифрових техно-
логiй, професiйна спрямованiсть, наявнiсть обладнання спецiального призначе-
ння для створення VR, практика виконання нестандартних завдань в iнформа-
цiйному просторi є необхiдними умовами використання VR. Цi навички мають
професiйно значиму мету та вдосконалюють освiтнiй процес.
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ВИКОРИСТАННЯ IНФОРМАЦIЙНИХ ТЕХНОЛОГIЙ ПРИ
ВИВЧЕННI СТРУКТУРНОЇ НАДIЙНОСТI КОМП’ЮТЕРНИХ

МЕРЕЖ

А.В. НЕВЗОРОВ, О. Ю. НIКОЛАЄВСЬКИЙ

Бурхливий розвиток хмарних обчислень i очiкування доступностi даних та
послуг в довiльний момент часу для користувача висунули задачу стiйкостi ме-
реж на переднiй план дослiджень. Сучаснi мережi можуть складатися з сотень
тисяч серверiв i мiльйонiв кiнцевих вузлiв. При таких обсягах проблеми мас-
штабованостi, ефективностi та структурної надiйностi мережi стають все бiльш
актуальними. Метою даної роботи є дослiдження основних проблем стiйкостi та
структурної надiйностi комп’ютерних мереж.

Фiзичнi компоненти мережi стикаються з широким спектром проблем, почи-
наючи вiд спотворення сигналу i закiнчуючи збоями самих компонентiв. Ана-
логiчно програмне забезпечення з iнтерфейсом високого рiвня часто мiстить
невiдомi помилки та iншi прихованi проблеми з надiйнiстю [1]. Програмна та
структурна надлишковiсть є основою для всiх пiдходiв вiдмовостiйкостi.

Надлишковiсть приймає двi форми: структурну та часову. Структурна на-
длишковiсть досягається резервуванням компонентiв або даних в системi. При-
кладом її є передача даних кiлькома шляхами мережi та використання пере-
шкодозахищеного кодування. Часова надлишковiсть є основою для алгоритмiв
повторного запиту, якi використовуються для надiйної передачi даних з вико-
ристанням рiзних протоколiв.

Усi збої комп’ютерних мереж можна класифiкувати за часовою характери-
стикою як постiйнi, тимчасовi та перехiднi [3]. Наприклад, збої, що перешко-
джають функцiонуванню компонента при його ремонтi або замiнi, (наприклад,
фiзичне пошкодження лiнiї зв’язку) є постiйними. Вiдмови, що все ж дозволя-
ють компоненту зберiгати працездатнiсть, називають збоями. Це можуть бути
збої електричних компонентiв, що знаходяться у працездатному станi до тих
пiр, поки механiчнi або температурнi коливання не стануть причиною збою, та
припиняються при поверненнi показникiв до нормальних параметрiв.

Використання сучасних методiв тестування та дiагностики мереж дозволяє
своєчасно виявити та виправити збої, а також пiдвищити експлуатацiйний тер-
мiн мережi [2]. Для побудови моделi забезпечення стiйкостi комп’ютерної мережi
пропонується вiдомий метод – тестування навантаження.

Шляхи забезпечення стiйкостi комп’ютерної мережi можна роздiлити на три
категорiї: запобiгання, виявлення та реагування. Виявлення вторгнень вiдiграє
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критичну роль в безпецi систем, оскiльки методи встановлення паролiв та кон-
троль доступу часто можуть бути скомпрометованi. Отже, при управлiннi мере-
жею необхiдно включати додатковi механiзми виявлення вторгнень. Важливим
також є i аналiз виявлених вторгнень, що дозволяє скорегувати або заблоку-
вати загрозу. Пiсля аналiзу класифiкацiї методiв тестування мережi пропонує-
ться найбiльш рацiональний – метод тестування навантаження. Отриманi данi
можуть бути використанi в подальших дослiдженнях у цьому напрямку для
розробки моделi забезпечення структурної надiйностi комп’ютерних мереж.
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ДЕЯКI IНФОРМАЦIЙНI ТЕХНОЛОГIЇ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ
ЗАДАЧ З ПАРАМЕТРАМИ

Т.В. ПIДГОРНА, П. Ф. САМУСЕНКО

Моделювання рiзноманiтних процесiв i явищ є одним з основних загальних
методiв, що використовується в наукових дослiдженнях. Навчання розв’язуван-
ня задач з параметрами, що розглядаються в процесi навчання математики, –
важливий пiдготовчий етап до дослiдження моделей за рiзних умов, зокрема за
рiзних значень їх можливих параметрiв.

Незважаючи на те, що данiй тематицi присвячено велику кiлькiсть дослi-
джень в галузi методики навчання математики, зокрема i з використанням су-
часних комп’ютерно-орiєнтованих технологiй, її важливiсть не викликає сум-
нiвiв, оскiльки кiлькiсть зазначених задач та їх типiв постiйно збiльшується.
Зрозумiло, що для практичного використання важливо знати не стiльки точне
значення розв’язку задачi, яка описує математичну модель реального процесу
чи явища, скiльки те, чи сумiсна та стiйка задача. Тодi, використовуючи сучаснi
програмнi засоби можна знайти наближене значення певного розв’язку задачi
з наперед заданою точнiстю, що цiлком достатньо для практики.

У данiй працi розроблено критерiї вибору програмного забезпечення, яке
варто використовувати в процесi розв’язування задач з параметрами (табл. 1).
Розв’язуючи такi задачi як аналiтичним, так i геометричним методами, доцiль-
но здiйснювати побудову графiкiв досить складних функцiй за рiзних значень
параметрiв з використанням вiдповiдних програмних засобiв, що сприяє уни-
кненню помилок в побудовi таких графiкiв, зосередженню уваги на аналiзi їх
форми i знаходженню вiдповiдi на питання задачi.

Серед найбiльш вiдомих вiльнопоширюваних прикладних програмних засо-
бiв, з використанням яких можна рацiонально розв’язувати задачi з параметра-
ми, можна виокремити GeoGebra, WolframAlpha, SageMath, Maxima та програм-
ний комплекс GRAN (GRAN1, GRAN-2D, GRAN-3D). З перелiчених програм-
них засобiв для розв’язування задач з параметрами доцiльно використовувати,
насамперед, GRAN1 та GeoGebra для побудови i аналiзу вiдповiдних графi-
кiв. Зауважимо, що для отримання аналiтичного розв’язку можна використо-
вувати WolframAlpha, SageMath, Maxima. Однак, пiд час застосування цих про-
грам не завжди можна отримати правильний розв’язок задачi. Для отримання
повної правильної вiдповiдi потрiбно проаналiзувати аналiтичний i графiчний
розв’язок задачi. При цьому графiчний розв’язок доцiльно знаходити, викори-
стовуючи системи комп’ютерної математики. Результати аналiзу побудованих
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графiкiв функцiй можуть бути джерелом припущень, що виникають при аналi-
тичному розв’язуванi задачi. I навпаки, геометрична iнтерпретацiя задачi часто
може використовуватись як критерiй правильностi її аналiтичного розв’язання.

Табл. 1

Функцiї програми GRAN1 GeoGebra Wolfram
Alpha

SageMath Maxima

Побудова графiка
функцiї, заданої в
явному виглядi

+ + + + +

Побудова графiка
функцiї, заданої в
неявному виглядi

+ + + - +

Використання пара-
метра в аналiтичному
записi функцiї

+ + - - -

Автоматична замiна
графiка функцiї в за-
лежностi вiд значен-
ня параметра

+ + - - -

Можливiсть змiни
кроку змiни парамет-
ра

+ + - - -

Побудова дотичної до
кривої в точцi

+ + + - -

Побудова нормалi до
кривої в точцi

+ + + - -

Можливiсть змiни
масштабу

+ + - - +

Визначення коорди-
нат перетину графi-
кiв функцiй

+ + + - -

Отримання аналiтич-
ного розв’язку

- - + + +
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V

ІСТОРІЯ І МЕТОДИКА ВИКЛАДАННЯ
МАТЕМАТИКИ ТА ІНФОРМАТИКИ

HISTORY AND METHODOLOGY OF
TEACHING MATHEMATICS AND

INFORMATICS



TEACHING THE PROBABILITY THEORY IN THE CZECH LANDS
UNTIL THE 1920’S

T.V. MALOVICHKO

In the Czech Republic the probability theory was first included in a school text-
book in 1870. It was Josef Smoĺık’s textbook “Algebra pro středńı školy”. The
section with the probability theory has 10 pages and covered questions related to
combinatorics but included the mathematical expectation. The terminology had
nothing to do with modern one. The probability theory also considered in the text-
book “Algebra pro vyšš́ı tř́ıdy škol středńıch” by Frantǐsek Josef Studnička, where,
in addition to tasks related to combinatorics, there were also tasks for life insurance.
It contained the elementary probability theory and problems from life insurance.
At that time it was apparently considered part of general secondary school educa-
tion. The textbooks were complemented by “Sb́ırka úloh z algebry pro vyšš́ı tř́ıdy
středńıch škol” by Frantǐsek Hromádko and Alois Strnad in 1876. It contained more
than 3000 problems, 25 of which were related to the probability theory [1].

By the beginning of the 20th century the probability theory was taught sporadi-
cally at universities in the Czech Republic and Austria. In some technical universities
in the middle of the 19th century, the “political arithmetic” was studied [2].

Christian Doppler worked at the Prague Polytechnic in 1841–1847 and probably
was the first university professor in Czechia to include the probability theory in his
lectures. He also included it in his textbook “Arithmetik und Algebra” (1844) [1].

Wilhelm Matzka in 1850-1871 taught at the University of Prague. In addition to
the ordinary lectures of algebra, analysis and analytical mechanics he taught new
topics ad in partilular probability calculus [3].

Augustin Pánek started reading lectures on probability theory at the Prague Poly-
technic in the 1870’s. The syllabus of his lectures is: “Absolute, relative and complex
probability. Geometric probability. Bernoulli and Poisson Theorems. Objective and
subjective expectations. Probability a posteriori. Bayes Formula. Laplace Theorem.
On insurance. Probability and judgment. Historical overview of probability calculus
and the least squares method” [2].

Pánek also wrote numerous popularizing articles. He paid particular attention
to the binomial theorem, the definition of probability, gave nice solutions to sim-
ple problems (throwing dice, tossing coins, determining the minimum number of
attempts etc.). He also wrote about more complex problems, for example, the prob-
ability of a collision between two trains of different lengths that depart at different
speeds from different distances from the intersection of tracks to the station, the
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probability of the formation of a given concentration of the mixture, etc. He also
noticed geometric probabilities. He solved this problem: “We draw three arbitrary
tangents to the given circle. What is the probability that the circle will be inscribed
in the triangle caused by the tangents?” His articles “On Mathematical and Moral
Expectation” and “Probability a posteriori” can be considered as small textbooks of
classical probability theory with a number of historical comments [4].

In 1912 Václav Láska read a public lecture “The Introduction to Probability The-
ory”. In 1922 a two–year course of actuarial mathematics and mathematical statis-
tics was organized at the Prague University. Emil Schoenbaum taught both these
subjects. The lectures on probability theory were read by Miloš Kössler [2].

An actuarial technical course was established in 1904 in the Prague Polytechnic. It
was initiated by Gabriel Blažek who taught actuary mathematics. The lectures were
then taken over by Josef Beneš who was also teaching mathematical statistics. Then
actuary mathematics teaching was taken over by Jaroslav Janko. The probability
theory was not examined at the final examination. The lectures were given by
professor Pánek until his death, then by Frantǐsek Veĺısek and by Karel Rychĺık.

In 1906 a similar course was opened at the German Technical University in Prague.
Actuarial mathematics was taught by Gustav Rosmanith. He taught also mathemat-
ical statistics which was taken over by Josef Fuhrich. Lectures on probability theory
were read by Karl Carda. The syllabus of his lectures in the 1920’s was: “Problems
about urns. Classical problems: problem of de Moivre die, meeting problem, sharing
problem. Repeated trials, J. Bernoulli’s theorem. Poisson approximation formula.
Probability of causes. Bayes theorem.” During the war lectures on probability the-
ory were given by Fuhrich who taught actuarial mathematics and statistics. The
lectures were common for the Technical University and the German University.

In 1908 the actuarial technical course was opened in the German Technical Uni-
versity in Brno. Friedrich Benze was teaching probability and statistics until 1939.
In 1906–1920 actuarial mathematics was taught by Ernst Fanta. During the 1920’s
it was taught by Ferdinand Schnitzler and by Oskar Kubelka [2].
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ВIД ЗАЦIКАВЛЕННЯ ДО ЗНАННЯ

Т.В. АВДЄЄВА, Л. М. IЛЛIЧЕВА, О. I. КУШЛИК-ДИВУЛЬСЬКА

Теорiя iгор – математичний метод аналiзу стратегiй при взаємодiї двох або
бiльшої кiлькостi сторiн, що також включає передбачення наслiдкiв прийняття
тих чи iнших рiшень та оцiнку оптимальностi задiяних стратегiй. При цьому
розглядається довiльна ситуацiя, в якiй наявнi iнтереси двох чи бiльше уча-
сникiв (їх традицiйно називають гравцями). Для кожного гравця iснує набiр
стратегiй (сценарiїв) – правил, за якими кожен виконує певний хiд, дiю, що змi-
нює ситуацiю на iгровому полi. У грi завжди бере участь кiлька гравцiв, при
цьому дiї кожного з них впливають на наслiдки гри, а iнтереси їх вiдрiзняються.
У цьому полягає принципова вiдмiннiсть теорiї iгор вiд теорiї оптимiзацiї.

Головна мета теорiї iгор – навчитися розробляти виграшнi стратегiї та опти-
мальнi дiї для згладжування негативних наслiдкiв у випадку програшу. Вiдомо,
що спочатку до теорiї iгор зверталися при моделюваннi економiчних ситуацiй,
але поступово визнали доцiльним її використовувати у полiтицi, соцiологiї, по-
лiтологiї, а останнiм часом – у психологiї та бiологiї, кiбернетицi, сферi IТ тощо.

Для визначення виграшної стратегiї можна використовувати доступний вже
школярам математичний апарат: симетричний хiд, графи та дерева, матрицi
та таблицi можливих сценарiїв. Теорiя iгор дозволяє зрозумiти та розробити
виграшнi стратегiї учням 5–8 класiв, тому ця тема розглядалася зi школярами
на математичнiй школi. В якостi прикладу, з учасниками лiтньої математичної
школи розглянуто тандем двох художникiв (гравцiв), що пишуть портрети та
пейзажi. Перший художник за портрет бере 12 одиниць винагороди, а за пей-
заж – всього 4 одиницi. Другий є бiльш професiйний, тому вiн бере 16 та 10
одиниць вiдповiдно. Дехто замовив портрет та пейзаж. Який найвигiднiший
сценарiй для обох гравцiв?

Також проаналiзовано виграшнi стратегiї при дiленнi прямокутної шоколад-
ки на прямокутнi фрагменти по прямих, що спiвпадають з природними загли-
бленнями на шоколадцi, за умови виграшу того, хто робить останнiй розлом [1].
Значно складнiшою виявилася задача для двох гравцiв, якi мають розподiлити
мiж собою 2023 сiрники. Вони по черзi беруть їх зi столу, але за один хiд дозво-
ляється взяти 1 або 2 сiрники. Гравцевi не можна брати 2 сiрники двiчi пiдряд.
Виграє той, хто взяв останнiй сiрник. Який з гравцiв має виграшну стратегiю?

З’ясовано, що при правильнiй стратегiї гри для всiх початкових позицiй виду
5𝑘 та 5𝑘+3 будуть виграшними для другого гравця, а початковi позицiї вигляду
5𝑘 + 1, 5𝑘 + 2 та 5𝑘 + 4 – для першого гравця [2].

Розглядалися статичнi та динамiчнi iгри з повною iнформацiєю [3], задачi

XIX Міжнародна наукова конференція імені академіка Михайла Кравчука - 214 -



на складання оптимального сценарiю для гри, що може неодноразово повто-
рюватися, iгри iз переслiдуваннями (з серiї: «полiцiант-втiкач»). Гравцi тодi
дiляться на тих, хто переслiдує, i тих, хто втiкає; неважливими є учасники
гри: мисливець-здобич, тарган-тапок чи полiцейський-в’язень. Мета переслiду-
вача – якнайшвидше наздогнати втiкача, мета втiкача протилежна – уникнути
переслiдувача. Якщо неможливо втекти, то потрiбно максимiзувати час до того
моменту, коли втiкача наздожене переслiдувач.

Теорiя iгор вийшла за межi економiки та математики, вона вiдiграє помiтну
роль у багатьох областях, передусiм, в iгровiй iндустрiї. Для всiх популярних
iгор вже створено програми, якi називаються ботами. Такi програми у кожнiй
ситуацiї пропонують оптимальний хiд. Вони можуть iмiтувати вiртуального
партнера для гравця будь-якого рiвня – вiд новачка до досвiдченого майстра,
пiдтримувати як командну гру, так i гру «сам з собою». Поява ботiв дозволи-
ла розвинути теорiю настiльних iгор та виконати докладний аналiз ситуацiй,
щодо яких не було єдиної думки навiть серед професiоналiв та чемпiонiв свiту.

У лiтнiй математичнiй школi розглядалися лише деякi аспекти теорiї iгор.
Коло застосування цiєї теорiї буде з часом лише розширюватися, але й на пред-
ставлених прикладах можна оцiнити красу та всеохоплюючу її цiннiсть. В iн-
тернетi всi зацiкавленi можуть знайти класичнi задачi, пов’язанi iз теорiєю iгор:
дилема в’язня; задача про розподiл майна; полювання на оленя; матерiальна де-
мотивацiя, вимiрювання чесностi грошима тощо.

Теорiя iгор, безсумнiвно, корисна, коли потрiбно визначити найбiльш важли-
вi фактори, якi потребують облiку; в ситуацiях невизначеностi, тобто при не-
обхiдностi прийняття рiшень в умовах конкурентної боротьби. Ця iнформацiя
дозволяє враховувати додатковi змiннi чи фактори, якi можуть вплинути на
ситуацiю; опанування такими знаннями значно пiдвищує ефективнiсть прийня-
ття остаточного рiшення. Тому ознайомлення школярiв iз основами теорiї iгор
не лише сприяє пiдвищенню самооцiнки, розвитку лiдерських навичок, а також
допомагає лiквiдувати певнi прогалини шкiльного курсу математики.
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ВНЕСОК МИХАЙЛА КРАВЧУКА У РОЗВИТОК УКРАЇНСЬКОЇ
МЕТОДИКИ МАТЕМАТИКИ

А.А. АЛЕКСАНДРУК, С. I. ШВОРАК

Михайло Пилипович Кравчук – це не лише всесвiтньо вiдомий учений-
математик, а й талановитий педагог i методист. Однiєю з найбiльших заслуг
Кравчука є його робота над українською математичною термiнологiєю [2].

В той перiод було характерне запровадження нової за змiстом шкiльної лi-
тератури. Саме так, популярними стали пiдручники для сiльських трудшкiл –
це робочi книжки, в яких вiдобразилися спроби поєднання вiдомостей з рiзних
шкiльних предметiв.

Михайло Кравчук був iнiцiатором створення та органiзатором українських
математичних шкiл, де акцентував увагу на розвитку творчого мислення, а не
просто на вивченнi алгоритмiв. Вiн сприяв створенню вiдповiдних пiдручникiв
та навчальних матерiалiв, а саме склав оригiнальну програму з курсу “Елементи
вищої математики для використання у сiльському господарствi” [1].

Неодноразово був редактором шкiльних пiдручникiв з математики, писав на
них рецензiї. Також йому належить багато методичних статей з питань викла-
дання математики в школi, а саме: «Новий метод викладання логарифмiв у
середнiй школi», «Наближенi обчислення у середнiй школi».

Серед пiдручникiв для вищої школи варто вiдзначити надрукований лiто-
графським способом у 1919 роцi курс лекцiй з геометрiї, який вiн прочитав в
Українському народному унiверситетi.

У 1932–1934 рр. у спiвавторствi були виданi такi пiдручники: «Вступ до вищої
математики», «Елементи теорiї визначникiв», а також посiбник для студентiв
та самоосвiти «Вища математика» обсягом в 407 сторiнок, та iншi.

Отже, Кравчук – талановитий педагог, який багато зробив для того, щоб
освiта стала доступною для всiх українцiв.
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ДИДАКТИЧНI ТА ВИХОВНI МОЖЛИВОСТI ВИКОРИСТАННЯ
IСТОРИЧНОГО МАТЕРIАЛУ ПРИ РОБОТI ЗI СТУДЕНТАМИ

СПЕЦIАЛЬНОСТI 111 МАТЕМАТИКА

О.П. АНТОНЮК

Використання матерiалiв з iсторiї науки при викладаннi математики висвi-
тлювалось рiзними дослiдниками i практиками. Оскiльки дана проблематика
має чимало аспектiв, а з плином часу перед нею з’являються новi завдання
чи можливостi, то залишається чимало питань для обговорень. Згадаємо тут,
зокрема, величезну ниву роботи з висвiтлення внеску ряду вчених, чиї iмена
необґрунтовано забутi з ряду причин. Адже довгий час, з розшматуванням те-
риторiї сучасної України мiж кiлькома iмперiями, здобутки українських нау-
ковцiв приписувались iншим нацiям та державам. Чимало iнформацiї за перiод
iснування тоталiтарного Радянського Союзу не тiльки про самi особистостi, але
i про їх науковi доробки, похованi пiд грифами секретностi. Тiльки завдяки
смiливостi ентузiастiв, стали вiдомими деякi iмена, яких би тогочасна держава
волiла похоронити навiки. I серед плеяди цих людей, зiркою першої величини
є, звичайно, академiк М.П. Кравчук. Сподiваємось, що ознайомлення молодого
поколiння з життєвими шляхами українських вчених та їх внесками у свiтову
науку матиме значення для виховання нацiонального самоусвiдомлення, гордо-
стi, стане ще одним аргументом у боротьбi з ворогом.

Про навчання iсторiї математики писали: В.Г. Бевз, О.М. Боголюбов, О.I. Бо-
родiн, Л.М. Вивальнюк, Н.О. Вiрченко, А.Г. Конфорович, М.I. Шкiль та iн. Є
чимало посiбникiв, якi придiляють велику увагу iсторичним аспектам поданого
в ньому матерiалу. Згадаємо тут як один з прикладiв пiдручник В.О. Тадеєва [1].

Згiдно загального дидактичного принципу свiдомостi, активностi й самостiй-
ностi необхiдним є формування та використання у студентiв пiзнавальної актив-
ностi. Викладач спрямовує дiяльнiсть студентiв для свiдомого засвоєння ними
вмiнь, навичок, розвиток професiйних компетентностей. Крiм того, активiзацiю
пiзнавальної дiяльностi студентiв ми отримуємо за умови позитивного вiдноше-
ння до навчання, стiйкого пiзнавального iнтересу, вiдчуття взаємозв’язку теорiї
з практикою на основi прикладiв її використання. А наведенi вище фактори
можна формувати з допомогою використання матерiалiв з iсторiї науки. Тим
бiльше, що останнiм часом вiдбувається орiєнтацiя на вивчення у ВНЗ кожної
науки у розвитку, ознайомлення студентiв iз сучасною проблематикою дисци-
плiни i спонуканнi їх до власної науково-дослiдної роботи.
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Вiдомi класичнi приклади тем та роздiлiв математики, викладання яких не
мислиться можливим без глибоких екскурсiв у iсторiю. Йдеться перш за все про
основи геометрiї, геометрiю Лобачевського, конструктивну геометрiю. Адже за-
дачi на побудову на площинi, будучи взiрцем логiчних доведень, вправ на дослi-
дження, можуть бути джерелом iлюстрацiї взаємозв’язкiв з рiзними роздiлами
математики. А вражаюча iсторiя дослiдження проблеми п’ятого постулату Ев-
клiда та розв’язання цiєї проблеми М.I. Лобачевським мають чимало емоцiйних
аспектiв революцiйних змiн у геометрiї. Навiть використання вдало пiдiбраної
окремої iсторичної задачi здатне iстотно вплинути на бачення прикладних аспе-
ктiв науки, пов’язати з тенденцiями, проголошеними НУШ.

Факти з iсторiї науки при регулярному використаннi у навчальному процесi
впливають не тiльки на розумiння теми, яка вивчається, але й мають вихов-
ний вплив на студентiв. Кожен викладач, в залежностi вiд обраної мети, може
з допомогою iсторiї науки розв’язати те чи iнше завдання: зацiкавити поста-
новкою проблеми, значенням в практичнiй дiяльностi, пробудити пiзнавальну
активнiсть, гуманiзувати тематику.

Величезний навчальний i виховний потенцiал застосування iсторичного ма-
терiалу використовується багатьма унiверситетами та окремими викладачами.
Є приклади, коли окремий курс iсторiї науки i технiки розглядається i видо-
змiнюється до рiвня iнтеграцiйний предмету, який дозволяє осмислити в тому
числi i сучасний стан галузi, i тому стає незамiнним у пiдготовцi спецiалiстiв.

Зауважимо тут про ще один аспект використання матерiалiв з недавнього ми-
нулого. Вивчення iсторiї дiяльностi наукових шкiл факультету, на якому навча-
ється конкретний студент, дозволяє глибше познайомитись з рiдним закладом,
конкретними науковцями, їх проблематикою дослiджень [2].

Знайомство з трудовими долями недавнiх випускникiв – це виховна робота з
молоддю, забезпечення тяглостi традицiй факультету. Присутнiсть на зустрiчi
колишнiх студентiв для сучасної молодi – це i передача професiйного досвiду, i
запрошення до спiвпрацi, i проекцiя на власну наступну дiяльнiсть.

Таким чином, вивчення iсторiї математики є необхiдним компонентом пiдго-
товки майбутнього спецiалiста, а для викладача – благодатним засобом органi-
зацiї результативного навчального процесу.
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ДИСТАНЦIЙНЕ ВИВЧЕННЯ КУРСУ МАТЕМАТИКИ В
УМОВАХ ВОЄННОГО СТАНУ

О. I. БАЛIНА, I. С. БЕЗКЛУБЕНКО, Ю.П. БУЦЕНКО

Традицiйно викладання математики у вищому навчальному закладi пiдпо-
рядковане двом цiлям. По-перше, це забезпечення зростання загальноосвiтнього
рiвня студентiв шляхом вивчення формалiзованої (чiтко визначена термiноло-
гiя, логiчна еволюцiя, жорсткi вимоги до обґрунтованостi тверджень) дисци-
плiни. По-друге, викладання математики має забезпечити належнi пiдвалини
для курсiв власне спецiальної пiдготовки. Дистанцiйнi технологiї у вищiй освiтi
(надалi ДТВО) у режимi воєнного стану мають принциповi вiдмiнностi порiв-
няно з використанням цих технологiй пiд час епiдемiї КОВIДу. Перш за все,
це стосується необхiдностi реалiзацiї певних органiзацiйних заходiв та запрова-
дження змiн у традицiйнiй нормативнiй базi. У той же час напрацювання ко-
жної задiяної кафедри, факультету, вищого учбового закладу щодо виконання
достатньо трудомiстких робiт пов’язаних з їх методичним забезпеченням зали-
шаються актуальними [1, 2]. Накопичений авторами досвiд дозволяє визначити
принциповi моменти, якi, на наш погляд, обов’язково мають бути врахованi при
цьому.

Зазвичай вважають,що явище прокрастинацiї є характерним для приблизно
40 вiдсоткiв людей, проте, за нашими спостереженнями,у середовищi студентiв,
якi навчаються дистанцiйно, вона набуває значно бiльшого поширення. У той же
час, нам видається безальтернативним iстотне пом’якшення режиму “дедлайнiв”
щодо виконання студентами робiт, передбачених навчальними планами.

Природним розвитком першого пункту є другий. Як студентам, так i викла-
дачам iстотно не вистачає «колективного настрою на роботу», який є предметом
заслужених гордощiв досвiдчених викладачiв та iстотним фактором кращого
засвоєння матерiалу для студентiв [3]. Вiдеоконференцiї не замiнюють спiльної
роботи в аудиторiях, участь у них студентiв слабка з рiзних причин.

По-третє, слiд зауважити, що структура та об’єм матерiалiв, що адресуються
студентам дистанцiйної форми навчання у великiй мiрi продиктованi стереоти-
пами їх викладачiв: розлогi списки рекомендованої лiтератури, тести та задачi,
достатнi для комплектацiї задачника, призначеного для стацiонарного навчан-
ня.

Четвертою проблемною позицiєю є, звичайно, форма проведення залiкiв та
iспитiв при дистанцiйному навчаннi.
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Подiлимось спостереженнями, зробленими у процесi дистанцiйного навчання
як протягом карантину, так i у вiйськовий час:

По-перше, студенти з низьким рiвнем шкiльної пiдготовки демонструють у
переважнiй бiльшостi випадкiв значно гiршу динамiку засвоєння навчального
матерiалу анiж при традицiйнiй формi навчання.

По-друге, у кращий бiк вирiзняються студенти, якi знайшли можливiсть, по-
при всi обставини, оселитись в унiверситетському гуртожитку.

По-третє, при проведеннi контрольних мiроприємств кращу успiшнiсть де-
монструють групи, для яких такi заходи проводяться за бiльш жорстких обме-
жень.

Резюмуючи сказане вище, сформулюємо наступнi рекомендацiї.
(1) Для студентiв, якi використовують дистанцiйну форму навчання, абсо-

лютно необхiдним є як вхiдний, так i поточний контроль рiвня їх знань
iз предмета, що вивчається.

(2) Методичне забезпечення ДТВО повинно надавати студенту, за його ба-
жанням, можливiсть отримання мiнiмально необхiдного рiвня знань з
предмета для отримання мiнiмальної позитивної оцiнки.

(3) За наявностi технiчної (фiнансової) можливостi студент повинен мати
можливiсть спiлкуватися з викладачем якнайчастiше.

(4) Слiд очiкувати, що при використаннi ДТВО набутий студентами рiвень
знань, умiнь, навичок (компетенцiй) буде залежати вiд рiвня його моти-
вацiї iстотно сильнiше, нiж при традицiйнiй схемi.

Лiтература

[1] Balyna O.I., Bezklubenko I.S., Butsenko Yu.P. (2017). Additional parameters are in informati-
ve providing of educational process. Fourth international Scientific-practical conference
“Management of development of technologies”, Ministry of education and science of Ukrai-
ne, Kyiv, 19-20 May 2017, (с.15-16). Київ: Київський нацiональний унiверситет будiвництва
i архiтектури.

[2] Балiна O.I., Безклубенко I.С., Буценко Ю.П., Лабжинський В.А. (2020). Кластерний пiдхiд
до дiагностування складних систем. У матерiалах VII Мiжнародної науково-практичної
конференцiї «Управлiння розвитком технологiй. Iнформацiйнi технологiї розвитку освi-
ти», Київ, 2020 (с.51-53.). Київ: КНУБА.

[3] Балiна O.I., Безклубенко I.С., Буценко Ю.П., Гетун Г.В. (2019). Вибiр стратегiї викладання
курсу вищої математики в технiчному ВНЗ. У матерiалах XIV International conference
«Modern achievements of science and education», Netania, Israel, 26.09.-3.10.2019 (Р. 86-88.).

Київський нацiональний унiверситет будiвництва i архiтектури, Київ, Україна
Email address: elena.i.balina@gmail.com

Київський нацiональний унiверситет будiвництва i архiтектури, Київ, Україна
Email address: i.bezklubenko@gmail.com

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
Email address: armchairdoc@ukr.net

XIX Міжнародна наукова конференція імені академіка Михайла Кравчука - 220 -



ЗНАХОДЖЕННЯ ФОРМУЛ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗКIВ ДЕЯКИХ
КЛАСIВ ФУНКЦIОНАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Д. М. БУШЕВ

Диференцiальнi та iнтегральнi рiвняння вивчаються у вiдповiдних курсах ви-
щої математики. Функцiональним рiвнянням, якi не є диференцiальними та iн-
тегральними, придiляється значно менше уваги, як в курсi математичного ана-
лiзу так i в курсi функцiонального аналiзу, хоча цi рiвняння достатньо часто
пропонувалися для розв’язання на математичних олiмпiадах i турнiрах. Зна-
чний вклад у вивчення таких рiвнянь внiс О. Кошi (1789–1857), iменем якого
називається рiвняння 𝑓(𝑥+ 𝑦) ≡ 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦).

Одним з методiв розв’язання функцiональних рiвнянь є метод пiдстановок.
При розв’заннi багатьох функцiональних рiвнянь методом пiдстановок розв’язки
спочатку вгадують, а потiм пiдбирають потрiбнi пiдстановки для їх одержання.
В деяких випадках, навiть вгадавши розв’язки, зовсiм непросто пiдбирати по-
трiбнi пiдстановки щоб їх одержати. Успiшне розв’язання одного рiвняння, аж
нiяк не гарантує успiх при розв’язаннi iншого. Наша робота – спроба хоч би для
деяких рiвнянь, змiнити ситуацiю.

Суть методу пiдстановок полягає у виборi потрiбних пiдстановок для роз-
в’язання функцiонального рiвняння. Оскiльки алгоритми вибору потрiбних пiд-
становок для розв’язання багатьох функцiональних рiвнянь невiдомi, розгляне-
мо рiвняння, за загальним виглядом яких можна записати множину всiх його
розв’язкiв.

Встановлено, що до таких рiвнянь вiдносяться функцiональнi рiвняння виду
𝑎(𝑢, 𝑣)𝑓𝑛(𝑢) + 𝑏(𝑢, 𝑣)𝑓𝑚(𝑣) ≡ 0 i 𝑎(𝑢, 𝑣)𝑓𝑛(𝑢) + 𝑏(𝑢, 𝑣))𝑓𝑚 ≡ 𝑔(𝑢, 𝑣), де 𝑎(𝑢, 𝑣),
𝑏(𝑢, 𝑣), 𝑔(𝑢, 𝑣) – довiльнi заданi дiйснi функцiї вiд двох дiйсних змiнних, 𝑓 (𝑡) –
невiдомi функцiї i рaозв’язання цих рiвнянь в загальному випадку, на нашу
думку, пропонується вперше.

Позначимо через 𝑀0(𝑓) = {𝑓 : 𝑎(𝑢, 𝑣)𝑓𝑛(𝑢) + 𝑏(𝑢, 𝑣)𝑓𝑚(𝑣) ≡ 0} множину всiх
розв’язкiв однорiдного функцiональнго рiвняння.

Теорема 1. Якщо для кожної функцiї 𝜙(𝑡), функцiї − 𝑏(𝑢,𝑣)
𝑎(𝑢,𝑣) i 𝜙𝑛(𝑢)

𝜙𝑚(𝑣) не є тото-

жньо рiвними, тобто − 𝑏(𝑢,𝑣)
𝑎(𝑢,𝑣) ̸≡ 𝜙𝑛(𝑢)

𝜙𝑚(𝑣) , то функцiональне рiвняння має єдиний
нульовий розв’язок 𝑓(𝑡) ≡ 0

Нехай справедлива тотожнiсть − 𝑏(𝑢,𝑣)
𝑎(𝑢,𝑣) ≡ 𝜙𝑛(𝑢)

𝜙𝑚(𝑣)

XIX Міжнародна наукова конференція імені академіка Михайла Кравчука - 221 -



а. Якщо 𝑛−𝑚 – непарне число, то функцiональне рiвняння має два розв’яз-
ки: нульовий i 𝑓1(𝑡) ≡ 𝜙(𝑡).

б. Якщо 𝑛 ̸= 𝑚 – непарнi числа, то рiвняння має три розв’язки: нульовий,
𝑓1(𝑡) ≡ 𝜙(𝑡) i 𝑓2(𝑡) ≡ −𝜙(𝑡).

в. Якщо 𝑛 ̸= 𝑚 – парнi числа, то множина всiх розв’язкiв рiвняння є
об’єднанням нульового розв’язку з множиною всiх функцiй, якi дорiв-
нюють 𝜙(𝑡) на довiльнiй пiдмножинi 𝐸 областi визначення функцiї 𝜙 i
−𝜙(𝑡) на множинi 𝐷(𝜙)∖𝐸.

г. Якщо 𝑛 = 𝑚 – непарне число, то множина всiх розв’язкiв рiвняння
дорiвнює множинi всiх функцiй 𝑘𝜙(𝑡), де 𝑘 довiльна стала.

д. Якщо 𝑛 = 𝑚 – парне число, то множина всiх розв’язкiв рiвняння дорiв-
нює множинi всiх функцiй, якi дорiвнюють 𝑘𝜙(𝑡) на довiльнiй множинi 𝐸
i −𝑘𝜙(𝑡) на множинi 𝐷(𝜙)∖𝐸, де 𝑘 довiльна стала, тобто (𝑎(𝑢, 𝑣)𝑓𝑛(𝑢) +
𝑏(𝑢, 𝑣)𝑓𝑚(𝑣) ≡ 0) ∧ (𝑀0(𝑓) = {𝑓 : 𝑎(𝑢, 𝑣)𝑓𝑛(𝑢) + 𝑏(𝑢, 𝑣)𝑓𝑚(𝑣) ≡ 0}) ⇒
(𝐼) ∧ (𝐼𝐼).

I.
(︂
(∀𝜙(𝑡)) ⇒

(︂
− 𝑏(𝑢,𝑣)

𝑎(𝑢,𝑣) ̸=
𝜙𝑛(𝑢)
𝜙𝑛(𝑣)

)︂)︂
⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝑓(𝑡) ≡ 0}).

II.
(︂
∃𝜙(𝑡) : − 𝑏(𝑢,𝑣)

𝑎(𝑢,𝑣) ̸=
𝜙𝑛(𝑢)
𝜙𝑛(𝑣)

)︂
⇒ (а) ∧ (б) ∧ (в) ∧ (г) ∧ (д).

а. (𝑛−𝑚 = 2𝑙 − 1) ⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝑓(𝑡) ≡ 0, 𝑓(𝑡) ≡ 𝜙(𝑡)}).
б. (𝑛 = 2𝑠 − 1 ̸= 𝑚 = 2𝑙 − 1) ⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝑓(𝑡) ≡ 0, 𝑓1(𝑡) ≡ 𝜙(𝑡), 𝑓2(𝑡) ≡

−𝜙(𝑡)}).
в. (𝑛 = 2𝑠 ̸= 𝑚 = 2𝑙) ⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝑓(𝑡) ≡ 0} ∪𝑀𝜙

∞ = {𝑓(𝑡) ≡ 0} ∪ {𝑓𝐸(𝑡) ≡{︂
𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐸,

−𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐷(𝜙)∖𝐸 : (∀𝐸 ⊆ 𝐷(𝜙))

}︂)︂
.

г. (𝑛 = 𝑚 = 2𝑙 − 1) ⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝑓(𝑡) ≡ 𝐾𝜙(𝑡) : 𝐾 ∈ 𝑅}).
д. (𝑛 = 𝑚 = 2𝑠) ⇒(︂

𝑀0(𝑓) =

{︂
𝐾𝑓𝐸(𝑡) ≡

{︂
𝐾𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐸

−𝐾𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐷(𝜙)∖𝐸 : (∀𝐸 ⊆ 𝐷(𝜙)) ∧ (𝐾 ∈ 𝑅)

}︂)︂
.
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РОЗВИТОК КРЕАТИВНОСТI ТА МОТИВАЦIЇ УЧНIВ НА
УРОКАХ IНФОРМАТИКИ

Н. М. ВОЛКОВА, О.В. СКЛЯРЕНКО

У сучасному свiтi креативнiсть є досить затребуваною навичкою, що допо-
магає знаходити iнновацiйнi та неординарнi рiшення багатьох проблем, з якими
стикається людство щодня. Креативнiсть вiдноситься до тих компетенцiй, яку
необхiдно не тiльки формувати, а також постiйно працювати над її розвитком,
починаючи з дитинства, особливо це стосується навчального процесу у закладах
освiти. Вмiння мислити нешаблонно i смiливо, швидко орiєнтуватись у неста-
бiльних ситуацiях i знаходити рiшення, вмiння аналiзувати iнформацiю тощо –
цi навички є похiдними креативної особистостi [1].

Кожен учень має здiбностi й таланти, i основне завдання вчителя – розкрити
i розвинути цi здiбностi засобами тiєї дисциплiни, що викладається. Розглянемо
цей процес на прикладi навчання iнформатики у середнiй школi. Урок є першою
сходинкою формування творчої особистостi учня, зокрема, засобами iнформа-
тики. Навчити думати, допомогти не просто засвоювати певну iнформацiю та
цифровi рiшення, але й аналiзувати її, застосовувати на практицi, не боятися
висувати гiпотези, i як результат – генерувати iнновацiйнi iдеї та вiдкривати
новi горизонти учням [2].

Потрiбно викликати у дiтей пiзнавальний iнтерес, мотивувати їх до навчан-
ня та творчого розвитку. Особливо це стосується урокiв iнформатики, на яких
кожен учень може не тiльки навчитися використовувати iснуючi програмнi про-
дукти, але й спробувати себе в ролi розробника, дизайнера iнтерфейсiв, стар-
тапера, проаналiзувати iснуючi IТ-продукти та подумати над тим, як їх можна
було б покращити.

Наведемо основнi завдання вчителя, якi допоможуть учням у мотивацiї на-
вчання та розвитку креативностi:

(1) знаходити таку задачу, щоб її розв’язання активiзувало здатнiсть учнiв
мислити, самостiйно шукати шляхи її розв’язання;

(2) формувати в учнiв iнтерес до навчання через проблемно-пошуковий пiд-
хiд до висвiтлення теми;

(3) застосовувати метод проєктiв, командної роботи, використовувати ме-
тоди брейнстормiнгу з метою генерацiї нестандартних iдей та рiшень.

Формуванням та розвитком креативностi на уроках необхiдно керувати. Для
органiзацiї такої дiяльностi потрiбно добирати рiзноманiтнi форми органiзацiї
освiтнього процесу:
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(1) фронтальну, що забезпечує дiалог мiж учителем та учнями;
(2) iндивiдуальну, яка орiєнтує учня на самостiйне виконання навчального

завдання на рiвнi його можливостей;
(3) групову, для досягнення конкретного навчального результату;
(4) роботу в парах, для забезпечення кращого засвоєння навчального мате-

рiалу, розвитку навичок спiлкування, вмiння висловлюватися, критично
мислити, переконувати, вести дискусiю.

Вивчення курсу iнформатики є золотим стержнем в освiтньому iнтеграцiйно-
му просторi навчання базових дисциплiн та в ньому саме проектна технологiя
вiдзначається високою ефективнiстю.

При роботi над проектами учнi набувають навички планувати свою дiяль-
нiсть, використовувати багато рiзних джерел iнформацiї, самостiйно вiдбирати
й накопичувати матерiал; аналiзувати, аргументувати факти i приймати рiше-
ння та створювати кiнцевий продукт.

Технологiї та iнструменти розвитку креативного мислення як формат навча-
ння на заняттi має величезну практичну користь: легке засвоєння матерiалу,
розвиток уяви, подолання страху публiчного виступу, налагодження стосункiв
з iншими учнями, самопiзнання [3, 4].

Сучасний вчитель повинен не тiльки досконально володiти базовим знанням,
а й бути активною, креативною особистiстю, здатною до пошуку нових форм
та методiв виховання та навчання, спонукати учня до активної самостiйної дi-
яльностi. Учитель сьогодення має креативити не лише у стiнах школи, вивчати
спецiалiзовану лiтературу, бути дослiдником, розвивати власне критичне i кре-
ативне мислення, розширювати свiй свiтогляд, загалом, бути цiкавою, добро-
зичливою i творчою особистiстю. Тiльки креативний наставник може виховати
майбутнього креативного фахiвця.
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ОСОБЛИВОСТI ВИКЛАДАННЯ МАТЕМАТИКИ З
МЕТОДИКОЮ НАВЧАННЯ У ВПФК

О.В. ГНЕПА

Володимирський педагогiчний фаховий коледж iменi Агатангела Кримського
Волинської обласної ради – освiтнiй заклад, який упродовж вiсiмдесяти чоти-
рьох рокiв готує освiтянську елiту нашої держави.

Пiдготовка майбутнiх фахiвцiв початкової школи є складною i багатоаспе-
ктною. Окрiм оволодiння здобувачами освiти загальнонауковими i професiйни-
ми знаннями значна увага у процесi навчання придiляється формуванню ба-
зових компетентностей. Вагомим фактором, який впливає на ефективну реа-
лiзацiю мети i завдань Нової української школи випускниками коледжу, є ме-
тодики навчання рiзних освiтнiх галузей. Розглянемо особливостi викладання
«Математики з методикою навчання», яка є iнтегрованим курсом математики
та методики її викладання.

Метою вивчення дисциплiни є якiсна пiдготовка професiйно компетентного,
творчого вчителя сучасної початкової школи, який володiє достатнiми матема-
тичними знаннями та вмiннями, умiє застосовувати їх пiд час вивчення iнших
навчальних предметiв, використовує сформованi компетентностi для вирiшення
професiйних завдань.

Аналiз джерельної бази i власний педагогiчний досвiд свiдчать про те, що
iснує низка проблем пiд час викладання математичних дисциплiн. Насамперед,
це низький рiвень базової пiдготовки студентiв, їх мотивацiї при вивченнi пре-
дметiв математичного циклу, недостатня обiзнанiсть щодо творчо-пошукової та
науково-дослiдницької дiяльностi.

Шляхи подолання вказаних суперечностей вбачаємо в активiзацiї навчально-
пiзнавальної дiяльностi студентiв, залученнi здобувачiв освiти до науково-
дослiдної роботи, активному впровадженнi практико-орiєнтованого пiдходу, iн-
новацiйних, iнформацiйно-комунiкацiйних i здоров’язберiгаючих технологiй в
освiтнiй процес.

Пiд час занять нами успiшно реалiзовуються такi методи i прийоми розви-
тку критичного мислення, як «Алфавiт», «Асоцiативний кущ», «Кошик», «Зна-
йди помилку», «Кубування», «Сенкан» тощо. Першi три прийоми стимулюють
студентiв активно згадувати те, що вони знають з опрацьовуваної теми або
вивченого матерiалу, змушують їх аналiзувати, систематизувати та узагаль-
нювати власну математичну ерудицiю. Озброїти майбутнiх вчителiв методико-
математичними знаннями допомагають такi iгровi технологiї, як «Анаграми»,
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«Хмари слiв», «Термiнологiчний батл», «Склади слово», використання ребусiв
(наприклад, 100лиця – столиця). Карти знань або iнтелект-карти – простий та
цiкавий спосiб узагальнити i систематизувати вивчений студентами матерiал,
класифiкувати термiни, видiлити головне i другорядне. Допоможуть у цьому
наступнi ресурси: MindMeister, MindMup, Mindomo, Coggle, Draw.io тощо.

Одним iз прiоритетних напрямiв удосконалення професiйної пiдготовки май-
бутнiх вчителiв є науково-дослiдна робота. Викладання педагогiки i математики
з методикою навчання, а також керiвництво студентським науковим товари-
ством з педагогiки i психологiї сприяє тому, що, окрiм педагогiчної спрямовано-
стi дослiдницької дiяльностi, студенти обирають також методико-математичнi
дослiдження. У процесi наукового пошуку майбутнi вчителi набувають нового
досвiду, усвiдомлюють необхiднiсть постiйної самоосвiти, вчаться швидко реа-
гувати на освiтнi iнновацiї. Наведемо приклади тематики цiкавих та актуальних
у наш час дослiджень «Використання мобiльних технологiй на уроках матема-
тики у початковiй школi», «Арт-терапiя на уроках математики у початкових
класах» тощо. Зауважимо, що завдяки мобiльним додаткам математичнi заня-
ття стають захоплюючим пiзнавальним процесом, у якому студенти та учнi iз
задоволенням беруть участь [1, с. 95].

Отже, ґрунтовна методико-математична пiдготовка дозволяє студентам не
лише легко включатися у професiйну дiяльнiсть пiсля закiнчення коледжу, а й
продовжувати навчання на математичних факультетах унiверситетiв i працю-
вати у майбутньому вчителями математики.

Компетентнiсть здобувачiв фахової передвищої освiти пiдтверджується вiд-
гуками стейкхолдерiв, якi навчалися ранiше у коледжi i нинi є генераторами
якiсних змiн у системi освiти.

Лiтература

[1] Бiляй I.М. (2018). Застосування мобiльних технологiй на уроках математики. Науковий
часопис НПУ iменi М.П. Драгоманова. Серiя 2. Комп’ютерно-орiєнтованi системи на-
вчання, № 20. с. 95–101.
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РОЛЬ IНШОМОВНОЇ КОМПЕТЕНТНОСТI У ПРОФЕСIЙНОМУ
СТАНОВЛЕННI МАТЕМАТИКА МИХАЙЛА КРАВЧУКА

О.В. ГНЕПА

Iншомовна компетентнiсть є обов’язковою умовою освiтньої i професiйної мо-
бiльностi, якi є наслiдками не лише свiтових процесiв iнтернацiоналiзацiї та гло-
балiзацiї, а й росiйсько-української вiйни. Знання iноземної мови сприяє швид-
шiй адаптацiї вихiдцiв з України в iншомовному середовищi, а загалом — нала-
годженню дiлових контактiв i мiжнародних наукових зв’язкiв, участi в мiжна-
родних конференцiях, вивченню iноземного досвiду в галузi професiйної дiяль-
ностi.

Пiдтвердженням цiєї думки є спiвпраця всесвiтньо вiдомого математика, во-
линянина, Михайла Пилиповича Кравчука (1892–1942) iз французьким мате-
матиком Жаком Адамаром, нiмецьким математиком Рiхардом Курантом та
iталiйськими математиками Туллiо Левi-Чiвiта i Франческо Трiкомi, якi ви-
соко цiнували талант i знання українця. Зi ста вiсiмдесяти однiєї наукової пра-
цi академiка М. Кравчука шiсть написано нiмецькою мовою i тридцять двi —
iталiйською. У цьому йому допомагало вiльне володiння не лише цими двома
мовами, а й французькою, українською, росiйською та польською. Розглянемо
передумови формування iншомовної компетентностi М. Кравчука.

Початкову освiту майбутнiй академiк здобув удома. Його мати, Адельфiна
Фрiдрiхiвна, знала декiлька мов, навчала дiтей нiмецької, польської, французь-
кої та iталiйської. У 1901 роцi М. Кравчук був зарахований до Луцької чоло-
вiчої гiмназiї, головне мiсце в якiй, як i у всiх класичних гiмназiях того ча-
су, вiдводилося вивченню iноземних мов (нiмецької, французької i латинської).
Гiмназисти читали iноземну лiтературу мовою оригiналу, розумiли змiст прочи-
таного, вмiли висловлювати думки рiзними мовами. Пiсля закiнчення гiмназiї
iз золотою медаллю у 1910 роцi М. Кравчук вступає на математичне вiддiле-
ння фiзико-математичного факультету Київського унiверситету святого Воло-
димира. У цьому закладi вищої освiти студенти вивчали нiмецьку, французьку,
польську, iталiйську, грецьку i латинську мови. Бiблiотечний фонд унiверси-
тетської книгозбiрнi нараховував бiльше ста шести тисяч одиниць зберiгання,
серед яких частина книг iноземними мовами. Завдяки роботi з iншомовною лiте-
ратурою студенти знаходили спiльне i вiдмiнне у рiзних мовах, вдосконалювали
розмовну мову, запам’ятовуючи афоризми, iдiоми та фразеологiзми. За допомо-
гою пiдручникiв i навчальних посiбникiв латинською, польською, нiмецькою i
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французькою мовами Михайло Кравчук розумiв iншомовнi математичнi термi-
ни i позначення, особливостi передачi росiйською мовою iншомовної математи-
чної термiнологiї. Все це стало передумовою його подальших життєвих успiхiв,
створенню української математичної термiнологiї.

У 1924 роцi М. Кравчука запросили на Мiжнародний конгрес математикiв у
Канаду, але через проблеми зi здоров’ям вiн не змiг бути присутнiм у Торонто.
У 1926–1927 роках вченого обрали членом математичних товариств Нiмеччини,
Францiї та Iталiї.

Вагомий вплив на формування iншомовної комунiкативної компетентностi
М. Кравчука мало двомiсячне вiдрядження на мiжнародний конгрес в Iталiю.
Доповiдь, представлена майбутнiм академiком у вереснi 1928 року у Болоньї,
справила виняткове враження на кращих математикiв свiту. Пiсля знайомства з
науковим життям, лiтературою та станом математичної освiти Iталiї М. Крав-
чук поїхав у Париж, де виступив на засiданнi Французького математичного
товариства та продовжив вивчати пiдходи до викладання математики у Фран-
цiї. Науково насичена атмосфера з’їзду заохотила Михайла Кравчука до участi
в дев’ятому Мiжнародному конгресi математикiв у Швейцарiї (1932).

Виокремимо ще одну передумову вiльного володiння М. Кравчуком iнозем-
ними мовами — його культурне оточення. Серед друзiв вченого були лiтератори-
полiглоти А. Кримський i М. Зеров, перший з яких знав шiстдесят мов, а дру-
гий — двадцять.

Отже, впродовж свого життя М. Кравчук вдосконалював iншомовнi мов-
леннєвi навички, що сприяло розвитку його наукового свiтогляду, успiшному
виконанню професiйних завдань.

Володимирський педагогiчний фаховий коледж iменi Агатангела Кримського
Волинської обласної ради, м. Володимир, Україна
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ФОРМУВАННЯ SOFT SKILLS ЗДОБУВАЧIВ ВИЩОЇ ОСВIТИ В
СУЧАСНИХ УМОВАХ В ПРОЦЕСI ВИВЧЕННЯ ВИЩОЇ

МАТЕМАТИКИ

О.О. ДЕМ’ЯНЕНКО, Л.А. РЕПЕТА, А.Ю. ЄЖЕЛЄВА

Вже чотири роки поспiль навчання української молодi вiдбувається в екстре-
мальних умовах. Бiльшу частину часу — це режим online навчання. У такому
режимi гостро постає проблема комунiкацiй в молодiжному середовищi та кому-
нiкацiй з навколишнiм свiтом. Результатом є виникнення проблем, що пов’язанi
вже безпосередньо з професiйною дiяльнiстю.

Сучасна молодь тяжiє до опанування спецiальностей, пов’язаних з комп’ю-
терними технологiями. Заклади вищої освiти надають широкi можливостi для
цього. Проте, великi компанiї та працедавцi зацiкавленi не просто у квалiфi-
кованих комп’ютерниках. Надважливими є навички та вмiння спiвробiтникiв
працювати спiльно в командi, вмiти комунiкувати, прислухатись i розумiти iдеї
iнших. Тобто ключем до кар’єрного i професiонального успiху, на думку бага-
тьох вiдомих людей, є soft skills (соцiально-комунiкативнi навички). Цi навички
кориснi в будь-якiй сферi дiяльностi.

Питання формування та розвитку soft skills пiд час здобуття вищої освiти є
дуже важливим i придiляти цьому увагу мусять викладачi з рiзних дисциплiн, у
тому числi та математичних. Розв’язувати проблему формування soft skills мо-
жна на рiзних рiвнях. У виглядi компетенцiй вона сформульована у силабусах
дисциплiн. На менш загальному рiвнi цю проблему вирiшує активацiї взаємодiй
«викладач-студент» або «студент-студент» формуючи зацiкавлення предметом
вивчення i дослiдження зi застосуванням, примiром, дiлових i рольових iгор.

Для органiзацiї рольової гри можна, наприклад, розбити студентiв однiєї або
кiлькох академiчних груп на кiлька пiдгруп, у кожнiй з яких будуть студен-
ти рiзного рiвня пiдготовки (i «слабшi» i «сильнiшi»), поставити задачi перед
кожною з таких пiдгруп i за результатами виконання завдання кожного члена
групи оцiнити спiльну роботу. У такому разi зростає зацiкавленiсть усiх разом i
кожного окремо у досягненнi максимального результату. Причому, кожен розу-
мiє, що на ньому особисто вiдповiдальнiсть за оцiнку роботи групи. Необхiднiсть
виробити спiльну ефективну стратегiю розв’язання поставленої задачi спонукає
до взаємодiї, потреби дослухатись до думок i мiркувань iнших, прийняття коле-
ктивного рiшення, вмiння переконувати у своїй правотi й доцiльностi запропо-
нованих дiй або зважувати на iншi думки i пропозицiї та вибирати найкращий
варiант дiй. Тiсна спiвпраця у вузькому колi своїх одногрупникiв згодом дасть
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можливiсть застосувати одержаний досвiд i в подальшiй роботi в бiльших ко-
лективах, швидко пристосуватись до нових умов i ситуацiй. Фактично, у такiй
спiльнiй дiяльностi формуються i набувають розвитку навички, якi зазвичай i
називають soft skills. Слiд зауважити, що проводити такi заходи можна як в
online, так i в offline.

Також ефективним способом розвитку комунiкацiйних навичок є залучення
студентiв до участi у «круглих столах» та наукових конференцiях, що органiзо-
ванi для студентiв та спiльноти молодих вчених. Тут є можливiсть придiлити
увагу спiлкуванню, вмiнню вислухати та зрозумiти iншого, спроможнiсть ви-
словити свою думку, коректно сформулювати питання, змiстовно заперечити
спiврозмовнику.

З власного досвiду корисним для розвитку комунiкацiйних навичок також є
спiлкування з випускниками, якi можуть подiлитись досвiдом, своїми iсторiями
про те, як влаштовувались на роботу, якi навички виявились найважливiшими
з їх точки зору.

Участь студентiв у рiзноманiтних заходах, присвяченим важливим датам в
дiяльностi навчального закладу, видатним випускникам або дiячам, якi впли-
нули на його розвиток дозволяє студентам глибше розiбратися в iсторiї вида-
тної подiї, пiдтримати традицiї навчального закладу, вiдчути корпоративний
дух та свою приналежнiсть до вiдповiдної спiльноти, що однозначно сприяє
розвитку i поглибленню soft skills.

КПI iм. Iгоря Сiкорськогоа, Київ, Україна
Email address: o.dem@ukr.net
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ДО ПИТАННЯ ПРО КЛАСИ ГАРДI

П.В. ЗАДЕРЕЙ, Н.М. ЗАДЕРЕЙ, Г.Д. НЕФЬОДОВА, I.Ю. МЕЛЬНИК

У 1914 роцi англiйський математик Ґодфрi Гарольд Гардi (1877–1947), про-
фесор Кембриджського унiверситету, опублiкував в працях Лондонського ма-
тематичного товариства роботу, присвячену середньому значенню модуля ана-
лiтичної функцiї, заданої в одиничному крузi. Гардi ввiв класи функцiй 𝐻𝑝, де
0 < 𝑝 < ∞. 𝐻𝑝 – це множина функцiй 𝐹 (𝑧), аналiтичних в крузi |𝑧| < 1, що
задовольняють при 0 ⩽ 𝑟 < 1 умову

𝜇𝑝(𝑟) =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

|𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝑥)|𝑝 𝑑𝑥 < ∞ (1)

Класи Гардi були узагальненi в роботах нiмецько-швейцарського математика
українського походження О. М. Островського (1893–1986), який ввiв класи фун-
кцiй 𝐴 або 𝑁 . Функцiя 𝐹 (𝑧) аналiтична в крузi |𝑧| < 1 , належить класу 𝐴
(або 𝑁), якщо при 𝑟 < 1 справджується умова

𝜇0(𝑟) =
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

ln+ |𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝑥)| 𝑑𝑥 < ∞, (2)

де

ln+(𝑥) = 𝑚𝑎𝑥[0, ln(𝑥)]

Можна довести [1], якщо функцiя 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐻𝑝, то функцiя 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐴. Такi кла-
си функцiй розглядалися також фiнським математиком Рольфом Неванлiнною
(1895–1980) [2]. Клас Неванлiнни включає усi класи Гардi.

Досить цiкавою є особистiсть Олександра Марковича Островського. Наро-
дився вiн у Києвi, в багатодiтнiй сiм’ї, закiнчив на «вiдмiнно» приватне комер-
цiйне училище i не мав атестату зрiлостi, потрiбного для вступу до унiверсите-
ту. Вчитель з математики Чир’єв, спостерiгаючи за неабиякими математичними
здiбностями п’ятнадцятирiчного хлопчика, привiв його до професора Київсько-
го унiверситету Дмитра Граве, який провiв для нього два непростих випробува-
ння. Перше завдання полягало у доведеннi усiх теорем на декiлькох сторiнках,
вибраних навмання у пiдручнику з теорiї чисел, яке юний Островський виконав
за два днi. Друге завдання було пов’язано зi швидким опрацюванням складних
книг, а саме працi Д. Граве про квадратичну область. Професор, вражений
математичними результатами О. Островського, негайно прийняв його до свого
знаменитого наукового семiнару, у творчiй атмосферi якого виховувалися такi
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талановитi учнi, як майбутнiй академiк ВУАН М. Кравчук, майбутнiй акаде-
мiк АН СРСР Ю. Шмiдт, М. Крейн, В. Вельмiн, М. Чеботарьов, Б. Делоне та
багато iнших.

Попри пiдтримку Д. Граве та його прохання до попечителя учбового округу
Олександру Островському не дозволили екстерном здати iспити на атестат зрi-
лостi, i вчитель порадив йому навчатися за кордоном. За рекомендацiєю Д. Гра-
ве молодий вчений був одразу прийнятий до двох унiверситетiв, Геттiнгенського
та Марбурзького. Спочатку Островський вивчав математику у Марбурзькому
унiверситетi, де швидко набув свiтового авторитету. Потiм у Геттiнгенi захи-
стив пiд керiвництвом Гiльберта, Клейна та Ландау докторську дисертацiю i у
вiцi 35 рокiв у 1927 роцi очолив у Базельскому унiверситетi знамениту кафедру
Йоганна Бернуллi. Зазначимо, що на своїй Батькiвщинi, яка стала радянською,
вчений свiтового рiвня знову не був затребуваний, хоча мав значну пiдтримку
з боку провiдних радянських математикiв.

Дослiдження О. Островського стосувалися багатьох роздiлiв математики:
геометрiя, топологiя, алгебра, теорiя чисел, диференцiальнi рiвняння та теорiя
функцiй. Такi широкi науковi iнтереси були рiдкiстю у ХХ столiттi. О. Остров-
ський був чудовим лектором, викладачем, методистом, займався видавничою
дiяльнiстю [3].

У 1980 р. з’явилася монографiя професора Калiфорнiйського унiверситету
Пола Кусиса, присвячена класам 𝐻𝑝, що вiдзначилася ясним та доступним ви-
кладенням основної теорiї класiв Гардi в одиничному крузi i пiвплощинi та за-
стосуванню їх в рiзних областях. Друге видання монографiї [4], бiльш розши-
рене та доповнене, вийшло у 1998 р.

Дослiдження класiв Гардi, Островського–Неванлiнни iстотньо вплинули на
теорiю рядiв та iнтегралiв Фур’є. Класи 𝐻𝑝 виявилися корисними в теорiї лi-
нiйних операторiв i в теорiї ймовiрностей.
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ПРОФЕСОР НIНА ВIРЧЕНКО – ЗАСНОВНИК ТА
ОРГАНIЗАТОР КОНФЕРЕНЦIЙ IМЕНI МИХАЙЛА КРАВЧУКА

Н.М. ЗАДЕРЕЙ, Г.Д. НЕФЬОДОВА, I.Ю. МЕЛЬНИК

31 серпня 1898 року вiдбулося вiдкрит-
тя найбiльшого вишу України – Київського
полiтехнiчного iнституту. Нинi КПI iм. Iго-
ря Сiкорського вiдмiчає 125-рiччя. Визнан-
ня i славу КПI самовiдданою працею ство-
рювали видатнi вченi, педагоги, науковцi,
якi пiдготували кiлькасот тисяч фахiвцiв,
серед них визначнi iнженери, вченi, вина-
хiдники. Доля викладачiв вишу, як i доля
України, часом була досить непростою.

Вже 50 рокiв вагомим внеском у розвиток педагогiчної складової та мате-
матичної школи КПI iм. Iгоря Сiкорського є дiяльнiсть професора кафедри
математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей Нiни Вiрченко. В Київськiй полi-
технiцi найбiльш повно розкрився педагогiчний та науковий талант Н. Вiрчен-
ко, тут вона завершила роботу над докторською дисертацiєю «Новi типи пар-
них iнтегральних рiвнянь зi спецiальними функцiями». Професор Вiрченко –
автор понад 500 наукових робiт, багатьох монографiй, пiдручникiв, довiдникiв,
науково-методичних посiбникiв, науково-популярних творiв. Визначним є її до-
свiд, тверда система цiнностей, толерантнiсть, незламнiсть у вiдданостi своїй
країнi, непорушна любов до математики та життя. Не одне поколiння випу-
скникiв завдячує їй своїм професiоналiзмом, жагою до творчих дослiджень. У
свiтовiй науковiй спiльнотi професор Вiрченко знана i своєю активною плiдною
громадською дiяльнiстю.

У 1965 роцi, дослiджуючи деякi проблеми математичної фiзики, Нiна Опана-
сiвна натрапила у науковiй лiтературi на згадку про академiка Михайла Пили-
повича Кравчука. З’ясувала, що працi видатного українського математика ХХ-
го столiття, безневинно знищеного тоталiтарним радянським режимом на Коли-
мi, вилучено з бiблiотечних фондiв. З того часу понад пiвсторiччя Н. Вiрченко
проводить величезну роботу по вiдновленню та поверненню з небуття iменi та
праць українського вченого, по увiковiчуванню його пам’ятi.

Нiна Опанасiвна Вiрченко – упорядник i редактор трьох томiв праць вче-
ного (2000, 2002, 2004), цiлої низки публiкацiй про М. Кравчука. Завдяки її
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зусиллям в КПI iм. Iгоря Сiкорського була вiдкрита аудиторiя iм. М. Кравчу-
ка (2002), пам’ятник Кравчуку (2003), iм’ям академiка названо вулицю в Києвi
(2009), вона приймала участь у створеннi фiльму про вченого «Голгофа акаде-
мiка Кравчука» (2004), музею його iменi у селi Човниця Луцького району [1, 2].
Цю непересiчну жiнку називають «духовною донькою» Михайла Кравчука,
«математиком iз серцем i душею поета».

У травнi 1992 р. в Київськiй полiтехнiцi була органiзована Перша мiжнаро-
дна наукова конференцiя iм. М. Кравчука, присвячена 100-рiччю вiд дня на-
родження вченого. Нiна Вiрченко є iнiцiатором, органiзатором, керiвником та
натхненником як першої, так i наступних конференцiй. Протягом тридцяти ро-
кiв на базi кафедри математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей органiзовано
вже дев’ятнадцять конференцiй, учасниками яких були провiднi вченi з бага-
тьох країн свiту.

Кожна з цих конференцiй
пов’язана з активною, напру-
женою, самовiдданою робо-
тою Нiни Опанасiвни. Мiж-
народнi конференцiї iм. М.
Кравчука – неоцiненна нау-
кова школа як для вчених,
педагогiв, так i для молодих
науковцiв, студентiв. Основна
мета мiжнародних конферен-

цiй iм. М. Кравчука – узагальнювати, стимулювати науковi пошуки математи-
кiв, заразом вiддаючи належну шану великому математиковi ХХ-го столiття,
патрiоту України, який зробив величезний внесок у розбудову математичної
науки на своїй Батькiвщинi – академiку Михайлу Кравчуку. Велика вдячнiсть,
низький уклiн, пошана професору Нiнi Вiрченко, за її патрiотичну життєву
позицiю, незламну волю, вiдданiсть iдеалам справедливостi, свободи, незале-
жностi, палку любов до України та її славних синiв.
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М. П. КРАВЧУК: ПОЛIНОМИ ТА ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ

О. I. КЛЕСОВ

У доповiдi докладно розглянуто змiст статтi М. П. Кравчука [1], у якiй впер-
ше наведено означення полiномiв, якi тепер називають його iм’ям. У цiй статтi
не наведено жодного твердження, але майже кожен абзац мiстить iдеї, якi пiзнi-
ше розвинуто самим М. П. Кравчуком [2]–[3], а також багатьма його послiдов-
никами. У другiй частинi доповiдi наведено низку результатiв з теорiї кодiв, що
виправляють помилки, у яких використовуються полiноми Кравчука. Перерахо-
вано також низку алгебраїчних властивостей полiномiв Кравчука, якi необхiднi
для розвитку теорiї кодування, а також сформульовано кiлька нерозв’язаних
задач стосовно коренiв полiномiв Кравчука.

Про статтю [1]. Ця стаття має формат доповiдей Академiї наук, який не пе-
редбачає доведень результатiв i вимагає вiд автора стислого викладу матерiалу.
Умовно двi сторiнки статтi можна роздiлити на три частини.

У першiй частинi для загального випадку вагових коефiцiєнтiв означаються
ортогональнi полiноми дискретної змiнної i наводиться формула найкращого
наближення заданної функцiї лiнiйними полiномами.

У другiй частинi дискретною змiнною є послiдовнiсть натуральних чисел. За-
значається, що для рiвних мiж собою вагiв так означенi полiноми вiдповiдають
полiномам Чебишова, якi узагальнюють полiноми Лежандра. Вiдмiчається, що
полiноми, якi становлять iнтерес для автора, вiдповiдають вагам, що утворюють
бiномiальний розподiл. Для полiномiв, якi ми зараз називаємо iм’ям Кравчука,
наведено формулу з використанням рiзницевого оператора, а також вираз для
них у явному виглядi. Зазначено, що полiноми Ермiта є граничним випадком
означених полiномiв.

Третю частину присвячено двом формулам, у яких означенi полiноми вико-
ристанi для обчислення узагальнених неповних моментiв.

Бiльше деталей стосовно полiномiв Кравчука наведено у iншiй його роботi [2],
опублiкованiй українською у тому ж роцi. У роботi [3] Кравчук також обговорює
властивостi ортогональних полiномiв, що вiдповiдають бiномiальним вагам.

Про застосування у теорiї кодування. Обговорюється кiлька застосувань
полiномiв Кравчука у теоретичних питаннях теорiї кодiв, що виправляють по-
милки.
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1. Для максимально можливої кiлькостi кодових слiв 𝐴(𝑛, 𝑑) довжини 𝑛 з мi-
нiмальною вiдстанню мiж словами 𝑑 наведено оцiнку Варшамова–Гiлберта:

𝐴(𝑛, 𝑑) ⩽

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑛− 𝑘 − (𝑘 + 1)𝑄𝑘,𝑛

−2𝑎(𝑘 + 1)𝑄𝑘,𝑛
,

де

𝑄𝑘,𝑛 =
K𝑘+1 (𝑎;𝑛)

K𝑘 (𝑎;𝑛)
,

K𝑘 (𝑎;𝑛) — полiном Кравчука з параметрами 𝑘 та 𝑛 для аргументу 𝑎, який
задовольняє умовi

𝑥1;𝑘+1,𝑛 < 𝑎 < 𝑥1;𝑘,𝑛,

у якiй 𝑥1;𝑘,𝑛 — мiнiмальний корiнь полiному Кравчука з параметрами 𝑘 та 𝑛.

2. Наведено критерiй iснування досконалого коду у термiнах iснування нецi-
лих коренiв вiдповiдного полiному Кравчука. З цим питанням пов’язано не-
розв’язанi задачi:

(1) якими є умови iснування нецiлих коренiв полiному Кравчука?
(2) якими є умови вiдсутностi цiлих коренiв полiному Кравчука?

3. Пояснено зв’язок полiномiв Кравчука з спектром кодiв та перетворенням
Мак-Вiльямс.

4. Сформульовано теорему Ллойда про оптимальну потужнiсть коду у термiнах
коренiв спецiальної лiнiйної комбiнацiї полiномiв Кравчука.
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[1] Krawtchouk, M. (1929). Sur une généralisation des polynomes d’Hermite. Comptes Rendus
Mathematique, vol. 189, no. 17, pp. 620–622.

[2] Krawtchouk, M. (1929). Про iнтерполяцiю з допомогою ортогональних полiномiв. Зап. Київ.
с.-г. iн-ту, випуск 4, стор. 21–28.

[3] Кравчук, M. (1931). Про ортогональнi полiноми, зв’язанi зi схемами повернення та непо-
вернення куль. Зап. фiз.-мат. вiддiлу УАН, випуск 5, стор. 19–48.

Нацiональний технiчний унiверситет України «Київський полiтехнiчний iнститут
iменi Iгоря Сiкорського», Київ, Україна

Email address: voselk@gmail.com

XIX Міжнародна наукова конференція імені академіка Михайла Кравчука - 236 -



БОРЕЦЬ ЗА ВIДРОДЖЕННЯ УКРАЇНСЬКОЇ ДЕРЖАВИ –
АКАДЕМIК МИХАЙЛО ПИЛИПОВИЧ КРАВЧУК

О.М. КРАВЧУК

У Концепцiї нацiонально-патрiотичного виховання [1] головною домiнантою
передбачено формування в молодi особистiсної iдентифiкацiї зi своєю нацiєю,
вiри в її майбутнє. . . знання iсторiї, життя та дiяльностi видатних українських
дiячiв, якi виявили активну громадянську позицiю.

Однiєю iз найяскравiших на теренi математичної науки є багатогранна й цi-
кава для дослiдження постать українського вченого-математика, педагога, ме-
тодиста, громадського дiяча, академiка Всеукраїнської академiї наук Михайла
Пилиповича Кравчука (1892–1942).

Вiн дбав про можливостi здобуття освiти всiма верствами населення, готу-
вав методичне забезпечення, розробляючи вiдповiднi програми, навчальнi та
методичнi посiбники українською мовою; намагався всiляко пiдтримувати. ви-
пускникiв тодiшнiх сiльських шкiл при вступi до ЗВО. Зокрема, завдячуючи
йому, змогли вступити до вищих навчальних закладiв i його обдарованi учнi iз
Саварки, серед яких учень-сирота Архип Люлька, якому по-батькiвськи допо-
магав М.П. Кравчук пiд час навчання у Київському полiтехнiчному iнститутi,
i вiн став вiдомим українським вченим. Так само, по-батькiвськи, вiн допома-
гав молодому Сергiю Корольову, якого прийняли на навчання до КПI саме за
наполяганням Кравчука (молодому одеському робiтнику не вистачало пiвроку
трудового стажу). М. Кравчук завжди залучав здiбних студентiв до наукової
роботи через заняття у гуртках рiзних математичних напрямiв. Багато його
учнiв стали вiдомими математиками.

У 1922 роцi його запросили працювати у США, гарантуючи найсприятливiшi
умови для творчої працi. Але М.П. Кравчук не залишив свою Україну, не зра-
див тих мудрих, добрих, видатних вчених, хто повiрив йому i дав можливiсть
здобути вищу освiту, щоб жити i працювати задля розвитку математичної науки
та майбутнього своєї рiдної землi. Вчений продовжував вiднаходити новi скарби
серед молодi, розвивати їх, робити новi вiдкриття у рiзних галузях математики,
дотримуючись принципу сформульованого ним словами “треба тримати руку на
пульсi науки”, вражаючи своєю далекогляднiстю та влучнiстю думок. Зокрема,
вiн наполегливо акцентував увагу на важливостi наближених обчислень, вважа-
ючи, що саме вони торують шлях до реалiзацiї найглибших математичних iдей.
Направду, через десятки рокiв, саме у добу бурхливого розвитку кiбернетики
вiдчутно зросла роль наближених обчислень i саме його науковi напрацювання
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стали для американських вчених основою при створеннi першого електронного
комп’ютера.

А скiльки б ще мiг вiн зробити для вiтчизняної та свiтової математичної
науки, для своєї рiдної мови, для рiдної України, якби не склалась так трагiчно
його доля! Адже вiн не лише визначав i розв’язував тi чи iншi задачi, але й
вказував перспективнi проблеми для майбутнiх дослiдникiв.

Пiсля довгих рокiв забуття, у 1992 роцi наукова громадськiсть України та свi-
ту широко вiдзначила 100-рiччя вiд дня народження видатного вченого: перша
мiжнародна конференцiя його iменi; вiдкриття у Луцьку меморiальної дошки на
примiщеннi обласної юнацької бiблiотеки – колись Луцької гiмназiї, в якiй на-
вчався Михайло Кравчук. Так було започатковано щорiчнi науковi форуми його
iменi, що стимулюють науковi пошуки математикiв України та рiзних країн свi-
ту, консолiдують зусилля вчених, якi вивчають життєвий шлях М. П. Кравчука
i розвивають його iдеї. У 2016 роцi Гнепою О.В. у Волинському нацiональному
унiверситетi iменi Лесi Українки захищена дисертацiя «Органiзацiйна дiяль-
нiсть та педагогiчна спадщина Михайла Пилиповича Кравчука (1892–1942)»

Ми повиннi берегти пам’ять про нашого земляка, генiальну, надзвичайно та-
лановиту людину, видатного науковця, який так щиро любив Україну, мрiяв
про її утвердження у свiтi. Вiн заслуговує цього i своєю трагiчною долею, i
багатограннiстю творчого таланту.
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МАТЕМАТИЧНI ОЛIМПIАДИ ТА РОБОТА МАТЕМАТИЧНИХ
ГУРТКIВ В IСЗЗI

Н.В. КРОШКО, Т.В. IВАНЕНКО, В. О. БIЛИЙ, О. Г. БIЛИЙ

Олiмпiадний рух в КПI має глибоке корiння, усталенi традицiї та славну
iсторiю. З самого заснування КПI керiвництво та професорсько-викладацький
склад вiддавали належне високому рiвню iнженерно-технiчної пiдготовки сту-
дентiв, що неможливо без досконалих знань математики та iнших точних наук.
З 2010 року частиною цiєї iсторiї стали студенти та курсанти Iнституту спе-
цiального зв’язку та захисту iнформацiї КПI iм. Iгоря Сiкорського (IСЗЗI), в
якому в подальшому щорiчно кафедрою математичного аналiзу та теорiї ймо-
вiрностей (МАтаТЙ) почали проводитись студентськi математичнi олiмпiади
пiд керiвництвом та за участю завiдувачiв кафедри професорiв Булдигiна В.В.
та Клесова О.I. Математична олiмпiада — це змагання не тiльки обдарованих
iндивiдуальностей, а й всiєї системи математичної пiдготовки як у державi, так
i в конкретному ВНЗ. Самiй олiмпiадi передує багатогранна комплексна робота
пiдготовки до неї, що має багато складових. Перш за все грає велику роль наяв-
нiсть i професiйнiсть достатньої кiлькостi викладачiв, якi заряджають знаннями
i любов’ю до предмета та спецiальностi. Таких в КПI дуже багато.

Важливою другою складовою пiдготовки до олiмпiади є робота математи-
чних гурткiв. Починаючи з 2009 року математичний гурток IСЗЗI регуляр-
но працював пiд керiвництвом доцентiв Рудомiно-Дусятської I.А., Сiкорсько-
го Ю.Г., Iваненко Т.В., Крошко Н.В. та ст. викл. Бiлого О.Г. Робота матема-
тичного гуртка нацiлена не лише на пiдготовку слухачiв до олiмпiад, але й на
пiдвищення їх загального математичного рiвня, поглиблене засвоєння ними ва-
жливих програмних тем, таких, наприклад, як «Визначники вищих порядкiв»,
«Розширена теорема Лапласа», «Побудова графiкiв деяких нестандартних фун-
кцiй», «Формули Валiса та Стiрлiнга», «Застосування рядiв Фур’є», «Комбiна-
торика» та iн. з курсiв вищої математики, ознайомлення з темами, що прямо не
входять до програм курсiв, допомогу при пiдготовцi курсантами та ад’юнктами
наукових робiт за спецiальностями. Факультетськi тури олiмпiади в IСЗЗI стали
регулярно проводитись з 2010 року. Основну органiзацiйну роботу здiйснювали
доценти Iваненко Т.В., Крошко Н.В. та ст. викл. Бiлий О.Г. Вони ж формували
4 задачi бiлетiв для першого та старших курсiв, а також перевiряли олiмпiаднi
роботи. Пiдготовку студентiв та курсантiв до першого та другого рiвнiв олiм-
пiади проводили у рiзних формах — безпосередньо на лекцiях та практичних
заняттях, на штатних та додаткових консультацiях та у формi роботи матема-
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тичних гурткiв. Вiдмiтимо, що протягом багатьох останнiх рокiв при кафедрi
МАтаТЙ функцiонують ще два математичних гуртка, а саме: «Нестандартнi та
олiмпiаднi задачi аналiзу та теорiї ймовiрностей», а також «Додатковi роздiли
математичного аналiзу», якi також вiдвiдували студенти IСЗЗI.

Нарештi, третя складова — це система довузiвської пiдготовки. При IСЗЗI
були органiзованi та успiшно працювали пiдготовчi групи абiтурiєнтiв, заняття
з математики в яких протягом багатьох рокiв проводив к.ф.-м.н. Бiлий В.О.

IСЗЗI завжди забезпечував високу явку на олiмпiади всiх рiвнiв. Перемож-
цiв першого туру керiвництво IСЗЗI та кафедра МАтаТЙ нагороджували вiд-
знаками i грамотами. Були також доповiдi кращих студентiв на методично-
му семiнарi кафедри. Деякi студенти були спiвавторами разом з викладачами
науково-методичних статей, та виступали з доповiдями на Всеукраїнськiй нау-
ковiй конференцiї молодих математикiв.

В роботi [1] наведенi деякi приклади методичних розробок при пiдготовцi до
олiмпiад, а також представлено зразки бiлетiв факультетського та Всеукраїн-
ського рiвнiв рiзних рокiв.
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РОЛЬ МИХАЙЛА КРАВЧУКА В ОРГАНIЗАЦIЇ УКРАЇНСЬКИХ
ПIДГОТОВЧИХ КУРСIВ ДО УНIВЕРСИТЕТУ

С.О. КУХАРУК

Суттєвий внесок у розвиток освiти завжди був ключовим чинником станов-
лення нацiональної свiдомостi та iдентичностi. Один iз видатних дiячiв – Ми-
хайло Пилипович Кравчук – вiдiграв важливу роль у становленнi української
освiти, сприяючи розвитку освiтнiх iдей, методик навчання та нацiонально-
патрiотичного виховання, що формувало майбутнє українського суспiльства.
Вiд самого початку своєї дiяльностi, Михайло Кравчук проявляв великий iн-
терес до освiти та української культури. Його вiдданiсть iдеям нацiонального
вiдродження пiдштовхнула його до активної дiяльностi у цiй сферi.

У 1917 роцi вiдбулися суттєвi полiтичнi змiни, що вплинули на долю нашого
народу. I, починаючи з часiв Української Центральної Ради, Михайло Кравчук
взяв на себе лiдерську роль у розвитку нацiональної освiти. Вiн очолив Головне
управлiння освiти та наукової справи, де зосередив свої зусилля на створеннi
та реформуваннi освiтньої системи. Саме завдяки його iнiцiативам та наполе-
гливостi, почалася активна робота з вiдновлення українських шкiл, гiмназiй та
унiверситетiв. Молодий, та вже вiдомий серед науковцiв, математик викладав
у Києвi у щойно вiдкритих українських гiмназiях, Українському унiверситетi
та був активним членом Українського наукового товариства у Києвi, сприяв
розвитку Української академiї наук, заснованої у 1918 роцi.

У 1918–1919 роках Михайло Кравчук бере активну участь у формуваннi на-
цiональної освiти, вiдiграючи ключову роль в керiвництвi Українськими Пiд-
готовчими Курсами до Унiверситету [1]. Робота курсiв розпочалася одночасно
з вiдкриттям Українського Народного Унiверситету 5 жовтня 1917 року. Для
вступу на навчання необхiдно було мати «свiдоцтво за 6 класiв гiмназiї». Зав-
данням курсiв було пiдготувати молодь, яка не мала повної освiти за 6 класiв,
для вступу до Українського Народного Унiверситету.

Пiд час засiдання Ради Лекторiв 21 вересня 1918 року Михайло Пилипович
Кравчук був обраний на посаду директора Українських Пiдготовчих Курсiв
до Унiверситету [1]. Директор Михайло Кравчук став перед однiєю з основних
задач – забезпечити належну наступнiсть мiж пiдготовчими курсами та Укра-
їнським Народним Унiверситетом. Для досягнення цiєї мети вiн внiс змiни до
програми лекцiй, адаптуючи її бiльше до гiмназiйного рiвня. Це призвело до
запровадження курсiв, якi працювали у форматi вечiрнiх шкiл для дорослих.
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Матерiал у цих курсах мав загальноосвiтнiй характер, що робило його бiльш
доступним для засвоєння.

Далi у навчання було впроваджено трирiчну систему пiдготовки для слухачiв
курсiв. Ця iнiцiатива призвела до значного зростання їх кiлькостi. Михайло Пи-
липович Кравчук, як директор курсiв, виконував низку обов’язкiв, включаючи
планування навчально-виховної дiяльностi. Зокрема, при складаннi розкладу
занять вiн брав за основу розклад державних гiмназiй. Також був переконаним
прихильником видiлення бiльшої кiлькостi годин на такi предмети, як мате-
матика та мова, з максимальною кiлькiстю практичних занять, вважаючи їх
базовими для здобуття вищої освiти.

Важливо вiдзначити, що Михайло Пилипович Кравчук вiдiграв визначну
роль у встановленнi юридичного статусу курсiв. Пiсля перетворення Україн-
ського Народного Унiверситету у державний навчальний заклад, директор взяв
на себе завдання вирiшення питання щодо їхнього правового статусу.На засiдан-
нi Ради Лекторiв 1 листопада 1918 року було обрано комiсiю, якa малa перeгля-
нути розрoблений проєкт i внести деякi змiни. 18 листопада дирeктор зaчитав по
парaграфах власний проєкт статyту i oтримав схвальну оцiнку. Пiсля кoнсуль-
тацiй з юристaми 17 лютoго 1919 рoку М. Кравчук здiйснив реєстрацiю стaтуту
кyрсiв у сyдi, а чeрез мiсяць пiсля публiкацiї докyмент набув зaконнoї сили. Згi-
дно з новим статутом 26 березня 1919 року вiдбулися вибори нового Правлiння
курсiв, на яких Головою Ради Курсiв було обрано професора М.П. Кравчука,
а секретарем – Е. М. Грицака [1].

Михайло Кравчук, будучи директором, стикався з проблемою забезпечення
мiсця для проведення курсiв i зазнавав значних труднощiв у її вирiшеннi. Ви-
рiшення цiєї проблеми вимагало вiд нього значних зусиль i ресурсiв.

Дiяльнiсть курсiв вiдiгравала важливу роль у поширеннi наукових знань се-
ред української молодi, що одночасно сприяло зарахуванню обдарованих абi-
турiєнтiв до унiверситету. Свiдченням вагомого внеску Михайла Пилиповича
Кравчука в органiзацiю роботи курсiв є той факт, що суспiльство називало їх
«бурсою Кравчука». Михайло Кравчук вiдiграв надзвичайно важливу роль у
становленнi та розвитку української нацiональної освiти. Завдяки його iнiцiа-
тивам та наполегливiй працi було засновано українськi гiмназiї, органiзовано
пiдготовчi курси для вступу до унiверситету.

Лiтература

[1] Гнепа О.В. (2011). Розв’язання М.Кравчуком проблем ефективного керiвництва Україн-
ськими пiдготовчими курсами до унiверситету. Зб. Наук. Пр. Уман. Держ. Пед. Ун-ту
iм. П. Тичини, № 4, с. 61–68.

[2] Вiрченко Н.О. (2007). Велет української математики. Київ: Задруга.
[3] Гнепа О.В. (2010). Обстоювання М. Кравчуком iнтересi нацiональної школи. Педагогiчнi

науки: теорiя, iсторiя, iнновацiйнi технологiї: Науковий журнал, № 8, с. 8–15.

ВНУ iм. Лесi Українки, Луцьк, Україна
Email address: Kukharuk.Sofiia2021@vnu.edu.ua

XIX Міжнародна наукова конференція імені академіка Михайла Кравчука - 242 -



НАУКОВI ЗДОБУТКИ МИХАЙЛА КРАВЧУКА ТА ЙОГО УЧНIВ

Л.В. ЛУЦЮК, С.Р. ЯЦЕНЮК

Михайло Пилипович Кравчук – математик, академiк, напрацювання й мето-
ди якого застосовуються i сьогоднi. Науковi працi Михайла Кравчука широко
використовували американськi вченi для створення першого у свiтi
комп’ютера [2].

Iсторiя створення першого електронного цифрового комп’ютера й досi має
чимало таємниць. До початку 70-х рокiв минулого столiття вважалося, що ви-
нахiдниками першої ЕОМ є Джон Маучлi i Джон П. Еккерт, якi в 1943–1946
роках створили ENIAC, дiючий електронний цифровий комп’ютер [1]. Але пiсля
жовтня 1973 року за рiшенням американського суду винахiдником електронного
комп’ютера визнали Джона Вiнсента Атанасова.

Пiдґрунтям для створення першого електронного цифрового комп’ютера бу-
ли науковi розробки видатного науковця Михайла Пилиповича Кравчука.
Д. Атанасов використовував працi М. Кравчука i, навiть, переклав з україн-
ської мови англiйською двотомну монографiю М. Кравчука з нових методiв на-
ближеного розв’язання диференцiальних та iнтегральних рiвнянь. У 2001 роцi
в архiвах Смiтсонiвського Музею Американської iсторiї у Вашингтонi та унi-
верситету штату Айова в Еймсi американському вченому, волинянину за похо-
дженням iз села Лище Луцького району, дослiднику праць М. Кравчука Iвану
Качановському пощастило знайти цi переклади.

Михайло Пилипович Кравчук був вчителем всесвiтньо вiдомих конструкторiв
ракетної та космiчної технiки, академiкiв Архипа Люльки, Сергiя Корольова та
Володимира Челомея.

Архип Михайлович Люлька – Генеральний конструктор авiацiйної технiки,
автор конструкцiї першого в свiтi двоконтурного турбореактивного двигуна,
творець лiтакiв з надзвуковою швидкiстю [3]. Архип Люлька був звичайним
сiльським хлопцем, якого Михайло Пилипович помiтив, працюючи директором
школи в селi Саварка (нинi Богуславський район, Київська область) у 1920–1921
роках. Вiн долучив талановитого хлопця до науки та розвинув його таланти.
Архип Люлька згадував iм’я свого вчителя з великою повагою та вдячнiстю,
протягом усього свого життя.

У перiод 1965–1985 рр. був розроблений пiд керiвництвом генерального кон-
структора академiка А.М. Люльки турбореактивний двигун третього поколiння.
Двигуни АЛ-31 Ф, АЛ-21 Ф-3 встановленi на лiтаках фронтової авiацiї. Саме
такi лiтаки ЗСУ зараз використовують у боротьбi з окупантами.
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Ще одним учнем Михайла Кравчука був Сергiй Павлович Корольов (1907–
1966 рр.) – радянський вчений українського походження у галузi ракетобуду-
вання та космонавтики, конструктор [4], один iз засновникiв практичної ко-
смонавтики. Пiд його керiвництвом було запущено першу мiжконтинентальну
балiстичну ракету, перший штучний супутник Землi, здiйснено перший вихiд
людини в космос. М. Кравчук вiдiграв важливу роль у долi Сергiя Корольова –
допомiг йому, тодi ще молодому одеському робiтниковi, подолати бюрократичнi
перешкоди й вступити до Київського полiтехнiчного iнституту.

Одним iз учнiв Михайла Кравчука також був Володимир Миколайович Чело-
мей (1914–1984 рр.) – український радянський механiк, фахiвець у галузi дина-
мiки стiйкостi складних коливальних систем, генеральний конструктор ракетно-
космiчної технiки [5]. З 1950-их рокiв брав активну участь у рiзних проектах
ракетобудування в СРСР, був одним з головних учених-консультантiв у галу-
зi ракетних двигунiв для ракет та лiтаючих апаратiв, переважно вiйськового
призначення. Володимир Миколайович досить часто згадував свого наставника
Михайла Пилиповича та завжди дякував йому за отриманi знання та настанови.

Михайло Пилипович Кравчук не лише давав своїм учням знання i навички,
якi вони успiшно використовували протягом усього життя, але також вiн вкла-
дав у них важливi цiнностi i принципи. Вiн вчив їх не лише математичним та
науковим аспектам, але й важливостi наукової дисциплiни, цiлеспрямованостi,
працьовитостi i вiри в можливiсть досягнення великих цiлей. Вони стали лiде-
рами у своїх областях, внесли значний внесок у розвиток сучасних технологiй,
а також сприяли нацiональному i мiжнародному науковому спiвробiтництву.

В усiх здобутках учнiв Михайла Кравчука, ми повиннi вiддати дяку та шану
великому математику. Адже, саме вiн змiг навчити своїх пiдлеглих усього того,
чим вони користувалися все своє життя. Завдяки своєму наставнику, вони зумi-
ли зробити те, чим ми всi пишаємось, та те, що нам зараз дуже необхiдно для
боротьби за наше майбутнє. Це однозначно великий внесок особисто Михайла
Кравчука та його учнiв у наше сьогодення.
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РОЛЬ МИХАЙЛА КРАВЧУКА У СТАНОВЛЕННI
НАЦIОНАЛЬНОЇ УНIВЕРСИТЕТСЬКОЇ ОСВIТИ

(1917–1920 РОКИ)

Я.М. МАДЯР, О.М. КРАВЧУК

Михайло Пилипович Кравчук - найвизначнiший український математик ХХ
столiття. Педагог, методист, член Всеукраїнської Академiї наук, учений свiтової
слави, вiдомий у рiзних галузях математичної науки, а саме: вищої алгебри та
математичного аналiзу, теорiї ймовiрностей i математичної статистики та iн.

1917-1920 рр. – один з найскладнiших перiодiв в iсторiї України. Країна пе-
режила за цей час декiлька змiн влади. Кожна влада прагнула зруйнувати но-
вовведення в органiзацiї системи освiти, запропонованi попередниками i внести
щось своє.

Вiдродження освiти рiдною мовою вважалося необхiдною передумовою для
вирiшення назрiлих нацiональних проблем. Україномовна науково-педагогiчна
громадськiсть усвiдомлювала прiоритетнiсть українiзацiї вищої школи, випу-
скники якої займали рiзноманiтнi державнi та громадськi посади.

З метою заснування неофiцiйного вищого навчального закладу у червнi 1917
року була створена «Спiльна комiсiя по улаштуванню народного унiверсите-
ту», до якої ввiйшли представники Наукового Товариства, Товариства шкiльної
освiти, товариства «Просвiта» i «Праця». М.П. Кравчук також входив в орга-
нiзацiйний комiтет. У 1917-1920 роках був членом УНТ у Києвi, заступником
голови математичної секцiї товариства [1, арк. 97].

19 червня вiдбулося засiдання органiзацiйної комiсiї, на якому активно обго-
ворювали план роботи майбутнього унiверситету, умови прийому студентiв та
програми викладання. Вiдкриття унiверситету було заплановане на осiнь 1917
року. Були створенi вiдповiднi комiсiї для успiшного завершення розробки на-
вчальних планiв i програм для Українського народного унiверситету (УНУ).
Михайло Пилипович Кравчук був членом природничо–технiчної комiсiї по вла-
штуванню УНУ. З часу вiдкриття УНУ i до кiнця 1918 року вiн був секретаря
фiзико-математичного факультету (8грудня 1918 року вiдмовився вiд виконан-
ня своїх обов’язкiв).

У жовтня 1917 року вiдбулися засiдання, на яких розглядалися питання про
видавничу комiсiю, яка мала видавати тексти лекцiй, та фiнансування унiверси-
тету. У листопадi 1917 року розпочав видання власний друкований орган КУНУ.
Пiдготувати i випустити перший том «Вiсника» i деякi конспекти лекцiй, у тому
числi i конспект лекцiй з геометрiї М.Кравчука.
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5 серпня1918 року Рада Мiнiстрiв ухвалила закон про перетворення унiверси-
тету в Київський Державний Український Унiверситет. Однiєю iз найважливi-
ших проблем була кадрова. Потрiбно було не лише пiдiбрати лекторiв – фахiвцiв
своєї справи, а, насамперед, здатних викладати українською мовою. Прихильне
ставлення частини педагогiчного колективу до українського вiдродження вноси-
ло у навчальний процес елемент особистого протистояння з боку проросiйської
професури [2, 73].

Незважаючи на це, нацiональна iдея глибоко проникла у свiдомiсть значної
частини викладачiв. Науково-педагогiчний колектив нової державної iнститу-
цiї було ухвалено наказом Мiнiстра освiти i мистецтва М. Василенка 12 серпня
1918 року. Вiдповiдно до цього наказу, Михайла Пилиповича Кравчука, приват-
доцента унiверситету св. Володимира, по кафедрi математики, було затвердже-
но виконуючим обов’язки екстраординарного професора.

З приходом до влади бiльшовикiв 1 червня 1919 року КДУУ та Унiверситет
Святого Володимира були об’єднанi у Київський Унiверситет. 16 грудня 1919
року Київ зайняли частини червоної армiї i з встановленням в Українi бiльшо-
вицької влади українськi унiверситети припинили своє iснування.

На основi вивчення архiвних документiв встановлено, що Михайло Кравчук
усвiдомлював необхiднiсть розповсюдження наукових знань серед молодi як за-
собу iнтелектуального потенцiалу нацiї. Талановитий педагог багато зробив для
того, щоб освiта стала доступною для всiх українцiв. Його активна участь у
становленнi та розвитку КДУУ залишила глибокий слiд у функцiонуваннi на-
цiональної унiверситетської системи освiти у 1917-1920 роках.
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ОРГАНIЗАЦIЙНО-ПЕДАГОГIЧНА ДIЯЛЬНIСТЬ
М. П. КРАВЧУКА

М.М. МЕЛЬНИЧУК, А.Р. ПАНАСЮК

Михайло Пилипович Кравчук (1892–1942) — видатний науковий дiяч та вiд-
мiнний педагог. Тривалий час його постать перебувала у тiнi — iм’я М. Кравчука
було занесено до списку «ворогiв народу», а сам вiн, сповнений творчих iдей i
невичерпної енергiї, засланий на Колиму, де i помер.

У 1917 роцi Кравчук починає викладати математичнi дисциплiни у першiй
та другiй гiмназiях Києва та в Українському народному унiверситетi. 5 вересня
1917 року молодий науковець дебютував iз лекцiєю з чистої математики «Про
функцiї, що справджують теорему додавання», а через кiлька днiв — iз лекцiєю
з теорiї множин, отримавши звання доцента [1].

У другiй половинi 20-х рокiв педкомiсiя математичної секцiї природничого
вiддiлу Iнституту української наукової мови пiд керiвництвом Михайла Крав-
чука створила тритомний математичний словник.

М. Кравчук органiзував драматичний та хоровий гуртки в с. Саварка Богу-
славського району, куди вiн переїхав iз своєю дружиною Есфiрою Йосипiвною.
Разом iз мiсцевими селянами вчитель вiдбудував школу, пiдключив електрику
вiд млина, створив бiблiотеку, забезпечив наукове приладдя в класах, столярну
майстерню, пiдготовив новi педагогiчнi кадри та реалiзував свої педагогiчнi iдеї.

У 1925 р. професор Михайло Кравчук очолював кафедри вищої математи-
ки кiлькох столичних вузiв, працював деканом Iнституту народної освiти. На
його заняттях студенти знайомилися з найновiшими досягненнями свiтової ма-
тематичної науки, новинками лiтератури та результатами власних дослiджень
лектора.

Досвiд у сферi освiти допомiг йому втiлити мрiю про україномовну освiту,
вступу до унiверситетiв здiбної молодi, а працi стали надiйним фундаментом
української математики [2].
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РОЛЬ М. П. КРАВЧУКА У РЕФОРМУВАННI УКРАЇНСЬКОЇ
МАТЕМАТИЧНОЇ ОСВIТИ

С.В. МОРОЗ, О. М. КРАВЧУК

Михайло Пилипович Кравчук — вiдомий український математик, академiк
АН УРСР, доктор фiзико-математичних наук (з 1924), професор Київського
полiтехнiчного iнституту.

Активна дiяльнiсть Михайла Пилиповича Кравчука в освiтнiй галузi була
плiдною i багатоаспектною: педагогiчна, управлiнська, органiзацiйна, методи-
чна, термiнологiчна, видавнича. Упродовж всього свого життя учений займався
розробкою методик викладання математики, впровадженням у навчальний про-
цес нацiональної математичної термiнологiї, розв’язанням проблем органiзацiї
освiти та науки в Українi [2].

У перiод 1920–1929 педагогiчнi погляди Михайла Кравчука сформувались у
чiтку систему, центральне мiсце в якiй належить розвитку творчої особистостi.
На переконання вченого, цього можна було досягнути за допомогою рiдномовної
освiти й орiєнтацiї навчально-виховного процесу на краєзнавчий та етнографi-
чний матерiал. Значною мiрою цi iдеї реалiзованi в очолюванiй ним Саварськiй
трудовiй школi.

Можна видiлити коло проблем, над якими працював Михайло Пилипович
Кравчук: реорганiзацiя змiсту i методiв навчання; покращення рiвня теорети-
чного i методичного магiстерського навчання математичних дисциплiн; створе-
ння сприятливих умов для навчання й виховання студентiв та учнiв; вдоскона-
лення пiдготовки майбутнiх вчителiв [1].

Основними складовими педагогiчної системи М. П. Кравчука є: вiра у творчi
здiбностi кожної дитини; створення сприятливих умов для самовияву кожно-
го учня (студента); змiст, форми i методи навчання, спрямованi на розвиток
особистостi; забезпечення його активностi та самостiйностi у процесi пiзнання;
навчання рiдною мовою та формування нацiональної свiдомостi i патрiотизму.

Вчений отримав високе свiтове визнання, але в Українi протягом десятилiть
його заслуги в науково-педагогiчнiй галузi i вагомий внесок у розвиток освiти
замовчувалися та iгнорувалися, i його роботи були знищенi.

Упродовж останнього часу творча спадщина вченого педагога — є складовою
частиною науково-дослiдницької роботи, аспiрантiв та науковцiв у багатьох на-
вчальних закладах України.

Лiтература

[1] https://ra.vnu.edu.ua/wp-content/uploads/2021/11/Zbirnyk20212-1.pdf
[2] https://ra.vnu.edu.ua/wp-content/uploads/2017/05/gnepa-dis_0.pdf

ВНУ iменi Лесi Українки, Луцьк, Україна
Email address: morozsofia87@gmail.com
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НАДIЙНIСТЬ ДВОКАНАЛЬНОЇ СИСТЕМИ МАСОВОГО
ОБСЛУГОВУВАННЯ

Н.В. ПОЛIЩУК, Н.П. СЕЛЕЗНЬОВА

Системи масового обслуговування (СМО) широко використовуються в при-
кладних задачах. Також розглядаються питання дослiдження надiйностi, ефе-
ктивностi роботи таких систем в курсах теорiї йморiвностей, теорiї надiйностi,
в iнших прикладних задачах.

Маємо двоканальну СМО з вiдмовами, яка може перебувати в трьох станах:
𝑆0, 𝑆1, 𝑆2. Граф системи має вигляд:

В системi протiкає найпростiший (тобто стацiонарний ординарний i без пiсля-
дiї) потiк, який переводить її iз стану 𝑆𝑖 в стан 𝑆𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2 з iнтенсивнiстю
𝜆𝑖𝑗 .

Позначимо 𝑝𝑖(𝑡) – ймовiрнiсть знаходження системи в станi 𝑆𝑖𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2,в
момент часу . Цi ймовiрностi задовольняють системi диференцiальних рiвнянь
Колмогорова: ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑝′0 = −𝜆01𝑝0 + 𝜆10𝑝1,

𝑝′0 = 𝜆01𝑝0 − (𝜆10 + 𝜆12)𝑝1 + 𝜆21𝑝2,

𝑝′2 = 𝜆12𝑝1 − 𝜆21𝑝2,

з початковими умовами: 𝑝0(0) = 1, 𝑝1(0) = 0, 𝑝2(0) = 0.
В кожний момент часу 𝑡, для функцiй 𝑝𝑖(𝑡) виконуються спiввiдношення:

𝑝0(𝑡) + 𝑝1(𝑡) + 𝑝2(𝑡) = 1.

В теорiї випадкових процесiв доведено, що, якщо кiлькiсть станiв системи
скiнчена i з кожного з них можна за скiнчене число крокiв перейти в будь-який
iнший стан, то iснують фiнальнi ймовiрностi станiв, тобто

lim
𝑡→∞

𝑝𝑖 = 𝑝𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2,

якi задовольняють системi лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:
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⎧⎪⎨⎪⎩
−𝜆01𝑝0 + 𝜆10𝑝1 = 0,

𝜆01𝑝0 − (𝜆10 + 𝜆12)𝑝1 + 𝜆21𝑝2 = 0,

𝜆12𝑝1 − 𝜆21𝑝2 = 0,

при умовi 𝑝0 + 𝑝1 + 𝑝2 = 1
Цi ймовiрностi можна визначити за формулами Ерланга:

𝑝0 =

(︂
1 +

𝜆01

𝜆10
+

𝜆12𝜆01

𝜆21𝜆10

)︂−1

, 𝑝1 =
𝜆01

𝜆10
𝑝0, 𝑝2 =

𝜆12𝜆01

𝜆21𝜆10
𝑝0, 𝑝0 + 𝑝1 + 𝑝2 = 1 (1)

Застосуємо цю систему для дослiдження надiйностi роботи полiграфiчного
комплексу з двох друкувальних машин i однiєї ремонтної бригади. Нехай стан
системи 𝑆0 – обидвi машини працюють, 𝑆1 – одна з машин працює, iнша в
ремонтi, 𝑆2 – обидвi машини не працюють. Нехай середнiй час безвiдмовної
роботи однiєї машини 𝑡0 = 10 годин, ремонт машини триває 𝑡1 = 3 години. При
переходi iз стану 𝑆0 в стан 𝑆1 з ладу може вийти перша або друга машина з
iнтенсивнiстю 𝜆 = 1/𝑡0 = 1/10, тому 𝜆01 = 2𝜆 = 2/𝑡0 = 1/5, 𝜆12 = 1/𝑡0 = 1/10,
𝜆21 = 𝜆10 = 1/𝑡1 = 1/3.

Обчислюючи фiнальнi ймовiрностi за формулами (1), маємо

𝑝0 = 0,562; 𝑝1 = 0,337; 𝑝2 = 0,101.

Надiйнiсть системи 𝑃 в стацiонарному режимi визначається за формулою [1]:

𝑃 = 𝑝0𝑝1𝑝2 = 0,526 · 0,337 · 0,019.
Середнє число справно працюючих елементiв визначається спiввiдношенням

𝑢 = 𝑛/(1 + 𝜌) = 2/(1 + 0,3) = 1,54, де 𝑛 = 2, 𝜌 = 𝜆12/𝜆10 = 0,3.
Враховуючи формули (1), запишемо вираз для надiйностi системи 𝑃 як фун-

кцiю зведеної iнтенсивностi 𝜌, 𝜌 = 𝜆12/𝜆10, 2𝜌 = 𝜆01/𝜆10, маємо:

𝑃 = 𝑝0𝑝1𝑝2 =
4𝜌3

(1 + 2𝜌+ 2𝜌3)3

Дослiдивши цю функцiю на екстремум, маємо 𝑃max = 5
√
2−7
2 = 0,0355 при

𝜌 =
√
2/2. Тодi середня кiлькiсть працюючих машин 𝑢 = 𝑛/(1 + 𝑝) = 1,5858.

Лiтература

[1] Вентцель, Е.С. (1972). Исследование операций. М.: Сов.радио, 552 с.
[2] Полiщук, Н.В., Кушлик-Дивульська, О.I., Орел, Б.П. (2011). Дослiдження операцiй: кон-

спект лекцiй для студентiв видавничо-полiграфiчного iнституту НТУУ «КПI». Еле-
ктронне навчальне видання НМУ № Е 10/11. 571. Київ: НТТУ «КПI», 68 с., гриф «Ре-
комендовано Методичною радою НТУУ «КПI», № протокола Ради 10; дата отримання
грифу 16.06.2011.
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МУЗЕЙ МИХАЙЛА КРАВЧУКА I КПI IМ. IГОРЯ
СIКОРСЬКОГО

Л.С. СВИНОВЕЙ

Перший музей видатного українського математика 20 столiття М.П. Кравчу-
ка вiдкритий 13 червня 1987 року на батькiвщинi вченого, у селi Човниця. Саме
з того часу ми спiвпрацюємо з КПI iм. Iгоря Сiкорського, де Кравчук працював
з 1921 по 1938 роки, був завкафедри вищої математики, мав талановитих учнiв,
пiдняв українську алгебраїчну школу до свiтового рiвня. Свiтова громадськiсть
знає професора, академiка Київської полiтехнiки Вiрченко Н.О. як активного
дослiдника життя i наукової творчостi М.П. Кравчука, безневинно знищеного
на Колимi тоталiтарним режимом. Нiна Опанасiвна зробила неймовiрно багато
для того, щоб iм’я цього видатного вченого залишилось у пам’ятi прийдешнiх
поколiнь: органiзувала i провела Вiсiмнадцять Мiжнародних наукових конфе-
ренцiй iменi академiка Михайла Кравчука в Києвi. Голова конференцiй — ре-
ктор М.З. Згуровський. У конференцiях брали участь вiдомi вченi з багатьох
країн свiту. На XI МНКК наша родина Лукашукiв була нагороджена медаллю
М. Кравчука за заснування першого в свiтi музею вченого. Нiна Опанасiвна
доклала чимало зусиль для вiдкриття аудиторiї iменi академiка Михайла Крав-
чука в КПI (2002 р.), вiдкриття пам’ятника вченому на Алеї вчених на територiї
КПI (2003 р.), вiдкриття пам’ятного знака М. Кравчуку в с. Човниця, створення
фiльму “Голгофа академiка Кравчука” (2004 р., режисер О. Рябокрис), найме-
нування вулицi у Києвi на честь його iменi (2009 р.), створення та пiдтримки
музею Михайла Кравчука на його батькiвщинi в селi Човниця.

Завдяки академiку Н.О. Вiрченко музей має в експозицiї науково-популярнi
книги про нашого земляка академiка М. Кравчука, унiкальнi працi, якi допо-
магають здобувачам освiти i студентам, аспiрантам глибше вивчити наукову
спадщину вченого:

· Вiрченко Н.О. Математика в афоризмах, цитатах i висловлюваннях,
1974, 1983.

· Вiрченко Н.О. Математика в афоризмах (японською мовою), 1989, 1995
(2-е вид.).

· Вiрченко Н.О., Сита Г.М. Михайло Пилипович Кравчук, 1992.
· Вирченко Н.А. Афористически о математике и математиках, 1997.
· Вирченко Н.А. О математике и математиках, 1998.
· Михайло Кравчук. Науково-популярнi працi // Упор. Н. Вiрченко, 2000.
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· Михайло Кравчук. Вибранi математичнi працi // Упор. Н. Вiрченко,
2002.

· Розвиток математичних iдей Михайла Кравчука / Ред. Н. Вiрченко,
I. Качановський, В. Гайдей, Р. Андрушкiв, Р. Воронка, 2004.

· Вiрченко Н.О. Велет української математики, 2007.
· Вiрченко Н.О. Математичнi усмiшки, 2014.
· «Н.Вiрченко» Велет української математики, 2-е видання, 2014.
· «Михайло Кравчук. Вибранi працi. Iсторiя та методика математики» /

Н. Вiрченко, В. Гайдей, О. Мiхно // 2014.
Допомагав Нiнi Вiрченко у подвижницькiй працi Вiктор Олександрович

Гайдей — дослiдник наукової спадщини видатного математика М.П. Кравчука,
викладач кафедри математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей, продовжувач
популяризацiї наукової спадщини видатного вченого математика. Багато зусиль
докладав для органiзацiї Мiжнародних конференцiй академiка М.П. Кравчука
в КПI iм. Iгоря Сiкорського. Доброзичливий, спокiйний, працьовитий, вдумли-
вий, iнтелiгентний, делiкатний. «Моя любов — Україна i математика!». Таким
було життєве кредо академiка М.П. Кравчука, таким воно стало й для Вiктора
Олександровича. Музей Михайла Кравчука має його працi з вищої математи-
ки у спiвавторствi з науковим керiвником Н. Вiрченко. Щира подяка всiм, хто
долучився до створення музею.

Музей М.П. Кравчука є середовищем навчання, науковим, духовним i розви-
вальним осередком, виховання патрiотичних почуттiв сучасного громадянина.
Свiт пiзнає Україну як сильну i цивiлiзовану країну свiту. Слава Українi.

Музей М.П. Кравчука, Човницька початкова школа, Човниця, Україна
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ПРО ЗАСТОСУВАННЯ МАТЕМАТИЧНИХ ПОНЯТЬ ПРИ
ВИВЧЕННI ФIЗИКИ

Т. Г. ЧИЖСЬКА, О.Ю. ДЮЖЕНКОВА

У 2005 роцi Україна приєдналася до Болонської системи освiти, що привело
до двоступiнчатої системи вищої освiти: бакалаврату та магiстратури. Це за-
безпечило в освiтi спiльнi стандарти з європейськими країнами, зокрема, для
визнання дипломiв українських унiверситетiв та можливостi продовжувати на-
вчання за кордоном. При переходi на новi стандарти у технiчних вищих на-
вчальних закладах поступово перенесли початок вивчення фiзики з другого на
перший семестр, що охопило бiльшiсть факультетiв та iнститутiв КПI iм. Iгоря
Сiкорського. На жаль, така змiна навчального плану мала негативний вплив на
вивчення фiзики студентами технiчних спецiальностей унiверситету. Справа в
тому, що математичний апарат, який не вивчається в школi, а в унiверситетi
вивчається в другому семестрi, в курсi фiзики застосовується уже в першому.

Єдине, чим викладачi фiзики i математики можуть допомогти студенту в
цiй ситуацiї, це запропонувати методичний матерiал, який поєднує математичнi
поняття та їх застосування у фiзицi. Зокрема, студент може використовувати
цей матерiал при пiдготовцi до практичних та лабораторних робiт з фiзики.
Студентам за навчальним планом видiляється певна кiлькiсть годин для само-
стiйної роботи, частину з яких вiн може використовувати на опрацювання цього
методичного матерiалу [1].

Вивчення курсу «Загальна фiзика» починається з роздiлу «Механiка», а саме
з кiнематики, де вiдразу доводиться визначати, що таке швидкiсть i прискоре-
ння. Визначення цих кiнематичних величин пов’язане з похiдними та iнтегра-
лами. I хоча цi поняття вивчаються в школi, але є досить складними для розу-
мiння. Зазначимо, що при вивченнi кiнематики розглядаються також задачi, в
яких рух тiла здiйснюється пiд дiєю сили опору середовища. При розв’язаннi
цих задач отримують диференцiальнi рiвняння першого порядку, якi взагалi
не розглядаються в школi, а в курсi вищої математики вивчаються тiльки в
другому семестрi.

Крiм того, у першому семестрi в роздiлi «Механiка» вивчаються механiчнi
коливання. Цикл лабораторних робiт з механiки охоплює рiзнi маятники, за до-
помогою яких вiдбувається вивчення коливального руху, моделювання та опи-
сання даного процесу. Розглядаючи механiчнi коливання, студент має справу з
диференцiальними рiвняннями другого порядку, якi також вивчаються в дру-
гому семестрi.
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Вивчаючи фiзику, студенти розглядають векторнi та скалярнi величини. При
виконаннi дiй над векторними величинами потрiбно пригадати додавання, вiд-
нiмання i скалярний добуток векторiв. I хоча цей матерiал вивчався у школi,
але, зважаючи на рiвень математичної пiдготовки в сучасних умовах, варто по-
вторити цi поняття i розглянути їх бiльш детально [2]. Теоретичний матерiал
необхiдно проiлюструвати достатньою кiлькiстю рiзноманiтних прикладiв з фi-
зики. Зокрема, варто розглянути фiзичнi задачi, де при додаваннi векторних
величин застосовується теорема косинусiв, причому не лише для трикутника, а
й для паралелограма.

Для знаходження таких скалярних величин, як робота i потужнiсть, вико-
ристовують скалярний добуток. Тут варто розглянути задачу, в якiй для тiла,
кинутого пiд кутом до горизонту, потрiбно знайти величину потужностi сили
тяжiння у рiзнi моменти часу (в початковий момент часу; в деякий момент часу
на промiжку, коли тiло пiднiмається вгору; у верхнiй точцi; в деякий момент
часу на промiжку, коли тiло падає вниз та в нижнiй точцi). На цьому прикладi
можна проiлюструвати, яких значень може набувати скалярна величина, отри-
мана в результатi скалярного добутку.

Крiм того, для розв’язання фiзичних задач потрiбно ввести новi поняття ве-
кторного та мiшаного добуткiв, якi не вивчаються у школi. Аксiальнi вектори
з’являються при вивченнi фiзики вже в другiй лекцiї (кутова швидкiсть i ку-
тове прискорення), тому викладачам фiзики доводиться давати означення ве-
кторного добутку. I хоча в курсi вищої математики це поняття розглядається в
першому семестрi, але тiльки пiсля вивчення визначникiв.

Очевидно, що для кращого розумiння та засвоєння матерiалу студентами при
вивченнi фiзики є сенс у створеннi спiльного навчально-методичного посiбника
викладачами фiзики i математики, в якому розглядаються необхiднi математи-
чнi поняття, що мають фiзичнi застосування. Посiбник повинен мiстити короткi
теоретичнi вiдомостi, проiлюстрованi як типовими прикладами, так i прикла-
дними задачами з фiзики, що дає змогу зрозумiти суть математичних понять,
вивчити їх властивостi та навчитись застосовувати їх у фiзичних задачах.
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SPIN WAVES IN A CIRCULAR NANOTUBE COMPOSED OF AN
EASY-PLANE FERROMAGNET

V.V. KULISH

Spin waves in nanoscale systems are an actual and promising topic of research.
They are promising for a variety of technical application — both current and prospec-
tive — in different fields of technology. Most applications concern new devices for
data storage, transfer and processing [1,2]. These applications require precise theo-
retical models of excitation and propagation of spin waves in various nanosystems,
so these models are extensively developed recently. During research of spin waves
in nanosystems, usually either isotropic or uniaxial easy-axis ferromagnets are con-
sidered. Uniaxial easy-plane ferromagnets possess a number of unique magnetic
properties; however, spin waves in nanosystems composed of easy-plane ferromag-
nets remain poorly researched.

The presentation studies dipole-exchange spin waves in a circular nanotube com-
posed of an easy-plan ferromagnet. The proposed model considers the magnetic
dipole-dipole interaction, the exchange interaction, the anisotropy effects, the damp-
ing effects and the general boundary conditions. As a result, the following dispersion
law for the investigated waves has been obtained:

𝜔 = 𝛾𝑀0

(︃⎯⎸⎸⎷(︂𝛼𝑘2 + 𝐻𝑖
0

𝑀0

)︂(︃
𝛼𝑘2 +

𝐻𝑖
0

𝑀0
+ (4𝜋 + |𝛽|)

𝑘2||

𝑘2

)︃

−𝑖𝛼𝐺

(︃
𝛼𝑘2 +

𝐻𝑖
0

𝑀0
+

1

2
(4𝜋 + |𝛽|)

𝑘2||

𝑘2

)︃)︃
,

here 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝑀0 and 𝛼𝐺 are the ferromagnet parameters (𝛼 is the exchange constant,
𝛽 < 0 is the uniaxial anisotropy parameter, 𝛾 is the gyromagnetic ratio, 𝑀⃗0 is the sat-
uration magnetization and 𝛼𝐺 is the Gilbert damping constant), 𝐻⃗(𝑖)

0 ≈ 𝐻⃗
(𝑒)
0 −4𝜋𝑀⃗0

is the ground state internal magnetic field (where 𝐻⃗(𝑒) is the external magnetic field),
𝑘‖ is the longitudinal wave vector component (corresponds to the wave propagation
along the symmetry axis of the tube that coincides with the anisotropy axis of the
ferromagnet), 𝑘 =

√︁
𝑘2‖ + 𝑘2⊥ is the wavenumber (where 𝑘⊥ is the transverse wave

vector component).
After implying boundary conditions, this dispersion law has been complemented

with the relation between the wave vector components. This relation has been shown
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to degenerate into a quasi-one-dimensional values’ spectrum of the orthogonal wave
vector component for a thin nanotube ((𝑏 − 𝑎)/𝑎 << 1, here 𝑎 and 𝑏 are the inner
and outer radii of the tube, correspondingly), namely 𝑘⊥ = 𝜋𝑠/(𝑏− 𝑎) (here 𝑠 is an
integer, number of the transverse mode). For the obtained spectral characteristics,
graphical representations have been given. In particular, the dependencies of the
real and imaginary parts of the frequency on the longitudinal wave vector component
have the following form:

(a) (b)

Fig.1 — Dependence of Re𝜔 (a) and Im𝜔 (b) on 𝑘‖ for the investigated nanotube
with the thickness 𝑏− 𝑎 = 10nm and the ferromagnet parameters 𝛼 = 10−12 cm−2,
𝛽 = −1, 𝛾 = 107 Gs/Hz, 𝑀0 = 103 Gs, 𝛼𝐺 = 0.1.

The branches on these graphs (that correspond to different orthogonal model)
are close to parabolic and are essentially apart from each other. The resulting
spin wave frequency for typical values of the nanotube parameters has the order of
magnitude 1011–1012 Hz for the real part (that corresponds to typical values observed
in experiments) and 109–1010 Hz for the imaginary part.

Comparative analysis of the dispersion relation obtained above and the analogous
dispersion relation for a nanotube composed of an easy-axis ferromagnet has been
performed; differences and similarities have been outlined. The method proposed in
the presentation can be applied to nanotubes of more complex configuration.
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ON FAST CHARGED PARTICLES SCATTERING ON A PLANE
RELATIVISTIC BEAM OF CHARGED PARTICLES

N.F. SHUL’GA, V.D. KORIUKINA

Nowadays lots of experiments are associated with beam collision on particle col-
liders around the world. One of the particular problems that needs to be investigated
is the scattering problem. The reason for its importance lies in the fact that typi-
cally processes of interest (e.g. radiation) are triggered by the particle scattering. If
we improve our method for calculating the scattering cross-section, we will facilitate
and speed up the consideration of the following processes accompanying scattering.

In this work, we demonstrate the results for the problem of a fast charged par-
ticle scattering on a plane relativistic beam of charged particles (e.g. electrons or
positrons). These results are related to the problem of particle scattering on a beam
that is “elliptical” in its cross-section (by “elliptical” we mean Gaussian distribution
of particles in the beam with sufficiently different variance parameters along differ-
ent axes). As an approximation of a beam of flattened elliptical cross-section (which
correlates with current experiments at KEKB, Japan), we consider a plane target
beam.

In the present consideration, we use the Eikonal approximation of the quantum
electrodynamics to find the scattering cross-section for a particle interacting with a
plane relativistic beam of charged particles. This approach is based on our previous
experience with problems of scattering on static targets [1, 2].

We can find the scattering cross-section using the 𝜒̄0-function. The 𝜒̄0-function is
averaged 𝜒0, which in its turn is the first term of series expansion of the wave function
phase (the series terms are proportional to reciprocal powers of momentum).

From the Klein-Gordon equation (1) (written in natural units)[︁
(𝑝𝜇 − 𝑒𝐴𝜇)

2 −𝑚2
]︁
Φ = 0 (1)

we find the wave function (for a particle of mass 𝑚, four-momentum 𝑝𝜇 moving in
four-potential 𝐴𝜇) in the Eikonal approximation, where the wave function phase and
pre-exponential factor are series in reciprocal powers of momentum ( 𝑓𝑗 , 𝜒𝑗 ∼ 𝑝−𝑗):

Φ = 𝑓 𝑒𝑖𝑆 , 𝑓 = 𝑓0 + 𝑓1(𝑟⃗, 𝑡) + ... , 𝑆 = 𝑝𝑟⃗ − 𝐸𝑡+ 𝜒0(𝑟⃗, 𝑡) + 𝜒1(𝑟⃗, 𝑡) + ... (2)

where 𝑆 is defined with the relativistic Hamilton-Jacobi equation:

(𝜕𝑡𝑆 + 𝑒𝐴0)
2 −

(︁
∇𝑆 − 𝑒𝐴⃗

)︁2

−𝑚2 = 0 (3)
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As shown in [2], consideration of scattering on a complex target in the Eikonal
approximation leads us to the idea of continuous potential. To implement this idea,
we need to average 𝜒0-function over the positions of the target’s particles. In our
case, 𝜒̄0 for a separate particle of the beam can be obtained analytically in this form:

𝜒̄0 =
𝛼

2

{︃
(𝑦 + 𝑖𝑥)2

2⟨𝑢2
𝑥⟩

2𝐹2

[︂
1, 1;

3

2
, 2;

(𝑦 + 𝑖𝑥)2

2⟨𝑢2
𝑥⟩

]︂
− 𝜋

2
𝐸𝑟𝑓𝑖

[︃
𝑦 + 𝑖𝑥√︀
2⟨𝑢2

𝑥⟩

]︃
+

+
(𝑦 − 𝑖𝑥)2

2⟨𝑢2
𝑥⟩

2𝐹2

[︂
1, 1;

3

2
, 2;

(𝑦 − 𝑖𝑥)2

2⟨𝑢2
𝑥⟩

]︂
− 𝜋

2
𝐸𝑟𝑓𝑖

[︃
𝑦 − 𝑖𝑥√︀
2⟨𝑢2

𝑥⟩

]︃}︃
+ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (4)

where 𝛼 is the fine-structure constant and ⟨𝑢2
𝑥⟩ is the variance of particle distribution

in the beam along the 𝑥-axis (while the variance along the 𝑦-axis is 0 since we are
dealing with plane beam). The 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 here is defined by the cut-off we need to make
since long-range potential of the beam leads to 𝜒̄0 divergence.

Using formula (4) and derivatives of the 𝜒̄0-function, we can obtain the scat-
tering cross-section for the mentioned problem in Eikonal approximation applying
numerical integration or the stationary phase method.

In the present work, we obtained the differential cross-section in the Eikonal ap-
proximation for a fast charged particle scattering on a plane beam of relativistic
charged particles. The results show that due to the long-range interaction of parti-
cles, macroscopic impact parameters are essential for this process. Also, we mention
that the rainbow scattering effect is possible in this case.
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ДОСЛIДЖЕННЯ ДИНАМIКИ ВИТIКАННЯ РIДИНИ IЗ
ЄМНОСТЕЙ РIЗНИХ ГЕОМЕТРИЧНИХ ФОРМ В

ЗАЛЕЖНОСТI ВIД ЗМIНИ ОСI ОБЕРТАННЯ

В.О. БIЛИЙ, О. Г. БIЛИЙ

В промислових пiдприємствах, на деяких заводах та фабриках в технологi-
чних процесах застосовується розливання рiзного роду речовин в рiдкому станi
(чавун, сталь, золото, срiбло, шоколад тощо) iз великих ємностей певних гео-
метричних форм в меншi стандартнi форми методом повороту ємностi вiдносно
закрiпленої точки або фiксованої осi та виливу через край. Важливо, щоб при
цьому потiк рiдини був, по можливостi, рiвномiрним, що в дiйсностi не справ-
джується навiть при постiйнiй кутовiй швидкостi обертання. В роботах [1, 2, 3]
авторiв розглянуто процес розливу iз ємностей пiвсферичної, конiчної, парабо-
лiчної та цилiндричної форм поворотом вiдносно закрiпленої точки i вiдносно
деяких фiксованих осей, а саме вiдносно нижньої точки котла або вiдносно дi-
аметра верхньої частини. Отриманi результати вивчення динамiки змiни роз-
ходу рiдини 𝑃𝜙 (об’єм витiкаючої рiдини за одиницю часу) в залежностi вiд
кута нахилу 𝜙, аналiзуємо, порiвнюємо з рiзними способами розливу та пода-
ємо висновки-рекомендацiї, якi дають можливiсть створити алгоритм дiй для
коригування роботи поворотних механiзмiв, щоб виливання було рiвномiрним.

Для прикладу розглянемо ємнiсть — параболоїд обертання, з параметрами
𝑅 та 𝐻, вщент наповнений рiдиною.

A. Обертання вiдбувається в фронтальнiй площинi вiдносно вершини па-
раболоїда з постiйною кутовою швидкiстю 𝜔. Тодi [2] розхiд рiдини 𝑃𝜙,
який дорiвнює добутку площi поверхнi витоку 𝑆𝜙, помноженiй на вер-
тикальну складову 𝜐верт. швидкостi руху рiдини в точцi витоку вiдносно
вершини має вигляд (1):

𝑃𝜙 = 𝑆𝜙 · 𝜐верт. =
𝜋𝑅2

4𝐻2
𝜔
√︀
𝑅2 +𝐻2 · 𝑔(𝜙) = 𝐶 · 𝑔(𝜙), (1)

де 𝐶 — const, 𝑔(𝜙) = (2𝐻−𝑅 tan𝜙)2

cos𝜙 cos
(︀
arctan 𝐻

𝑅 − 𝜙
)︀
.

Дослiдження на екстремум показують:
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1) При 𝐻 > 𝑅, 𝑃𝑚𝑎𝑥 = 𝑃 (𝜙1), де

0 ⩽ 𝜙1 = arctan

(︂
2

3

𝐻2 +𝑅2

𝑅𝐻

)︂
< 𝜙𝑚𝑎𝑥 = arctan

2𝐻

𝑅
,

𝑃𝑚𝑎𝑥 =
𝜋𝑅2

4𝐻2
𝜔
√︀

𝑅2 +𝐻2
(2𝐻 −𝑅 tan𝜙1)

2

cos𝜙1
cos

(︂
arctan

𝐻

𝑅
− 𝜙1

)︂
,

𝑃𝑚𝑖𝑛 = 𝑃 (𝜙𝑚𝑎𝑥) = 0.

2) При 𝐻 ⩽ 𝑅, 𝑃𝜙 – монотонно спадає, тодi

𝑃𝑚𝑎𝑥 = 𝑃 (𝜙 = 0) = 𝜋𝑅2𝜔
√︀
𝑅2 +𝐻2 cos

(︂
arctan

𝐻

𝑅

)︂
,

𝑃𝑚𝑖𝑛 = 𝑃 (𝜙𝑚𝑎𝑥) = 0.

B. Якщо ж обертання буде вiдносно дiаметра верхньої частини котла [3],
то 𝑃𝜙 – монотонно спадає (2), де

𝑃𝜙 = 𝜋𝜔𝑅3

(︂
1− 𝑅

2𝐻
tan𝜙

)︂2

(2)

тодi

𝑃𝑚𝑎𝑥 = 𝑃 (𝜙 = 0) = 𝜋𝜔𝑅3, 𝑃𝑚𝑖𝑛 = 𝑃 (𝜙𝑚𝑎𝑥) = 0.

Маючи цi данi про динамiку розходу рiдини для ємностей рiзних геометричних
форм при рiзних способах виливу, можна в кожному конкретному випадку виро-
бити алгоритм послiдовних дiй управлiння механiзмiв, якi забезпечують процес
виливання так, що вiн стає достатньо рiвномiрним.
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ЗМIНА КУТОВОЇ ШВИДКОСТI ОБЕРТАННЯ СОНЦЯ ТА
МАГНIТОЗМIННИХ ЗIРОК, ЇЇ ВПЛИВ НА КУТОВУ

ШВИДКIСТЬ ОБЕРТАННЯ ЗЕМЛI

О.Г. БIЛИЙ, М.П. БОНДАРЕНКО

Останнiм часом з’явилась цiла низка експериментальних даних, що вказують
на змiну кутової швидкостi обертання Сонця та на зв’язок цих змiн з циклом со-
нячної активностi. Теоретична можливiсть такої змiни кутової швидкостi обер-
тання магнiтозмiнних зiрок, в тому числi i Сонця, передбачалась в роботi одного
iз авторiв [1]. Аналiз спостережень показав значний дiапазон змiн 𝑇 — перiода
обертання Сонця, а саме, в роки максимума сонячної активностi 𝑇 ≈ 30𝑑, а в
роки мiнiмума, до 24𝑑. При цьому ця швидкiсть залежить вiд фази 11-лiтнього
циклу сонячної активностi, а також змiнюються вiд одного циклу до iншого,
причому цi змiни пов’язанi з потужнiстю циклу. В середньому вiдносна змi-
на перiоду 𝜏 = ∆𝑇/𝑇 в межах 0,03 ÷ 0,04, причому в року максимума Сонце
обертається повiльнiше нiж в роки мiнiмума. Для пояснення цього явища та
подальших прогнозiв про змiну кутової швидкостi обертання магнiтозмiнних
зiрок а також Сонця та планет в рамках класичної магнiтогiдродинамiки роз-
глянуто умови рiвноваги однорiдної iдеальної рiдини нескiнченої провiдностi
з урахуванням магнiтного поля. Розв’язуючи вiдповiдну фундаментальну си-
стему рiвнянь [2], отримано умову рiвноваги iдеальної однорiдної рiдини, що
обертається з магнiтним полем:

𝜆 =
1

2
Ω2𝜔2 + 𝑈 − 1

15

𝛽2

𝜌2
𝐶0̃︀𝑎3(𝑥2

3 + 2𝜔2)Ω− 1

90

𝛽2

𝜌2
𝐶2

0̃︀𝑎6(4𝑥2
3 + 3𝜔2), (1)

яка узагальнює класичну умову рiвноваги без магнiтного поля 𝜆 = 1
2Ω

2𝜔2 + 𝑈 .

Застосовуючи цей результат до Сонця, як до однорiдної конфiгурацiї з ма-
гнiтним полем, що описується елiпсоїдом обертання Маклорена 𝜔2

𝑎2
1
+𝑥2

3

𝑎2
3

= 1,
𝜔2 = 𝑥2

1 + 𝑥2
2, 𝑎1 та 𝑎2 — пiвосi елiпсоїда, пiсля перетворень отримуємо в [2],

Ω2

2𝐾
+

𝑀2

15

(︂
𝑎23
𝑎21

− 2

)︂
Ω√
2𝐾

−
(︂
𝐴1 −𝐴3

𝑎23
𝑎21

)︂
− 𝑀1

90

(︂
4𝑎23
𝑎21

− 3

)︂
= 0 (2)

Звiдки можна оцiнити 𝜏 = ∆Ω/Ω. Якщо Ω = Ω0+
𝜐𝑝

𝜔
𝐻𝜑

𝐻𝜌
, де 𝐻𝜑/𝐻𝜌 = tgΨ, 𝜐𝑝 —

мередiальна складова лiнiйної швидкостi, 𝐻𝜑 та 𝐻𝜌 — вiдповiдно тороїдальна
та мередiальна складовi магнiтного поля, Ω0 — кутова швидкiсть твердотiль-
ного обертання при вiдсутностi магнiтного поля, tgΨ — закруенiсть магнiтного
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поля (для Сонця tgΨ > 1). Тодi

𝜏 =
∆Ω

Ω0
=

Ω− Ω0

Ω0
=

𝜐𝜌
Ω0𝑅0

tgΨ. (3)

Пiдставляючи в (3) 𝜐𝜌 = 10÷ 20 м/с, 𝑅0 = 6, 96 · 108 м, маємо

𝜏 =
∆Ω

Ω
= (0,005÷ 0,01) tgΨ.

Тобто змiна кутової швидкостi обертання Сонця буде спiвпадати з даними
спостережень 𝜏 = 0,03 ÷ 0,04, якщо tgΨ = (4 ÷ 6), що правдоподiбно. Якi-
сно це можна пояснити таким чином. В роки максимума сонячної активностi
«вмикається» магнiтне поле, тороїдальна складова якого переносить речовину
в напрямку, протилежному звичайному руху речовини через обертання Сонця.
При цьому напрям цiєї складової зберiгається вiд одного циклу до другого, а
змiнюється лише напрям полоїдальної складової.

По формулi (3) можна також оцiнити змiну кутової швидкостi обертання
Землi впродовж земного циклу, приблизно 300 рокiв. Приймаючи для Землi
типовi значення:

Ω0 = 10−4 рад/с, 𝜐𝜌 = 10−4 м/с, 𝑅 = 106 м, 𝐻𝜌 = 10𝐺, 𝐻𝜑 = 100𝐺,

отримаємо 𝜏 = ΔΩ
Ω0

= 10−5, що складає 0,32 · 10−4 с за добу або 0,012 с за рiк,
що може бути зафiксовано сучасними методами спостереження [3].
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ПОШИРЕННЯ КОРЕЛЯЦIЙ В СИСТЕМI ПРУЖНИХ КУЛЬ

I. В. ГАП’ЯК

У цiй доповiдi розглядаються математичнi проблеми опису еволюцiї бага-
тьох пружних куль на основi рiзних способiв, а саме, за допомогою функцiй, що
описують поширення кореляцiй. Один iз розроблених пiдходiв дозволяє опи-
сати еволюцiю як скiнченної, так i нескiнченної середньої кiлькостi пружних
куль за допомогою редукованих функцiй розподiлу або редукованих кореляцiй-
них функцiй, якi визначаються динамiкою кореляцiй системи пружних куль [1].
Вiдзначаємо важливiсть опису процесiв зародження та поширення кореляцiй [2],
зокрема це пов’язано з проблемою опису ефектiв пам’ятi в багаточастинкових
системах з динамiкою зiткнень.

Встановлено, що поняття кумулянтiв груп операторiв лежить в основi непер-
турбативних розв’язкiв фундаментальних еволюцiйних рiвнянь, що описують
стан еволюцiї системи пружних куль, зокрема iєрархiї Лiувiля для кореляцiй-
них функцiй, iєрархiї ББГКI для редукованих функцiй розподiлу та нелiнiйної
iєрархiї ББГКI для редукованих кореляцiйних функцiй. Пiдкреслимо, що стру-
ктура отриманих розкладiв для кореляцiйних функцiй, у яких породжуючими
операторами є кумулянти вiдповiдного порядку груп операторiв пружних куль,
iндукує кумулянтну структуру розкладiв для редукованих функцiй розподiлу,
редукованих кореляцiйних функцiй i редукованих кореляцiйних функцiоналiв.

Також, у доповiдi описується колективна поведiнка системи пружних куль у
мiкроскопiчному масштабi за допомогою одночастинкової кореляцiйної функцiї,
яка визначається немаркiвським кiнетичним рiвнянням Енскога. Переваги та-
кого пiдходу до виведення кiнетичних рiвнянь з динамiки зiткнень полягають у
можливостi побудови кiнетичного рiвняння з початковими кореляцiями, що дає
змогу описати поширення початкових кореляцiї в границi Больцмана–Греда [3].
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dynamics. Reviews in Math. Phys., vol. 33, p. 32.

Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ, Україна
Email address: ihapiak@knu.ua

XIX Міжнародна наукова конференція імені академіка Михайла Кравчука - 264 -



НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНИЙ СТАН ГОФРОВАНИХ
ОБОЛОНОК ЗI СКIСНИМИ ЗРIЗАМИ

О.Я. ГРИГОРЕНКО, М.М. КРЮКОВ, С.М. ЯРЕМЧЕНКО

Аналiз механiчних характеристик гофрованих тiл – цiкава i актуальна зада-
ча, оскiльки такi об’єкти часто використовуються в будiвельнiй справi та маши-
нобудуваннi [1]. Гофрування часто дозволяє зробити оболонкову конструкцiю
бiльш жорсткою, зменшивши при цьому товщину.

В цьому повiдомленнi проведено дослiдження цилiндричних оболонок гофро-
ваних в поперечному перерiзi зi скiсними зрiзами на торцях пiд дiєю внутрi-
шнього тиску. При цьому використано рiвняння уточеної теорiї оболонок типу
Тимошенка [3] у ортогональнiй системi координат.

Для моделювання зрiзу використано замiну змiнних, тобто вiд ортогональної
системи координат зроблено перехiд до неортогональної. Це дозволило записати
рiвняння, що описують напружено-деформований стан оболонки в прямокутнiй
областi [2], але в неортогональних координатах. Отриману двовимiрну крайову
задачу зведено до одновимiрної за допомогою методу сплайн-колокацiї. Одно-
вимiрну крайову задачу розв’язано методом дискретної ортогоналiзацiї

Проведено дослiдження впливу амплiтуди, кроку гофрування, кутiв зрiзу на
розподiл перемiщень в оболонцi.
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