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РЕФЕРАТ

Пояснювальна записка дипломної роботи за обсягом становить 30 сторінок.

Для дослідження було використано 11 бібліографічних найменувань.

Дана робота присвячена задачі оцінювання лінійного функціоналу від

послідовності авторегресії.

Мета. Розширити теорію розв’язання задач лінійної екстраполяції авто-

регресійних послідовностей від її невідомих значень.

Актуальність. Задачі екстраполяції стохастичних послідовностей наявні

у великій кількості наукових та практичних сфер.

Об’єкт дослідження. Випадкова послідовність авторегресії.

Предмет дослідження. Лінійний функціонал від невідомих значень

послідовності авторегресії.

Задачі дослідження:

а) Використати наявні дані щодо розв’язання задач оцінювання ліній-

ного функціоналу від випадкової послідовності для випадку послідовності

авторегресії.

б) За допомогою відомої теорії розв’язати задачу екстраполяції послідов-

ності авторегресії.

Розв’язання задачі оцінювання лінійного функціоналу у даній магістер-

ській дисертації включає у себе використання таких розділів математики, як

теорія ймовірностей та теорія випадкових процесів, зокрема її підрозділи щодо

дослідження стаціонарних процесів, теорії екстраполяції випадкових процесів.

Вивчена теорія застосована до розв’язання задачі екстраполяції послідовності

авторегресії.

Ключові слова: стохастичні процеси, стаціонарні випадкові послідовно-

сті, екстраполяція випадкових послідовностей, послідовність авторегресії,

спектральна щільність, спектральна характеристика.
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ABSTRACT

The diploma work explanatory note includes 30 pages of the text. At the

problem modern state analysis, overall 11 references were used.

This work is devoted to the study of estimation of linear functional from

autoregression sequences.

The purpose of the work. To expand the theory of solving problems of

linear extrapolation of autoregressive sequences from its unknown values.

Relevance of the topic: Problems of extrapolation of stochastic sequences

are available in a large number of scientific and practical fields.

The object of the study. Random sequence of autoregression.

The subject of research Linear functional from unknown values of autore-

gression sequences.

Research objectives:

a) To use the available data on solving the problems of estimating a linear

functional from a random sequence for the case of an autoregression sequence.

b) Using the known theory, solve the problem of extrapolation of the autore-

gression sequence.

Solving the problem of estimating a linear functional in this master’s thesis

includes the use of such sections of mathematics as the theory of probabilities

and the theory of random processes, in particular its subsections on the study of

stationary processes, the theory of extrapolation of random processes. The studied

theory is applied to solving of the problem of extrapolation of the autoregression

sequence.

Key words: stochastic processes, stationary random sequences, extrapolations

of random sequences, autoregression sequence, spectral density, spectral characteris-

tic.
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ПЕРЕЛІК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

AR(1) –– Послідовність авторегресії порядку 1

𝐿2 –– Простір випадкових величин із скінченним другим моментом
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ВСТУП

У ході наукового розвитку математики особливу увагу приділяли завдан-

ням оцінки невідомих значень випадкових процесів. Ці завдання представляють

собою узагальнення екстраполяції стохастичних процесів і важливі для теорії

випадкових подій. Крім того, вони мають практичне застосування, особливо в

сучасному науково-технічному просторі. У сучасних умовах розвитку науки

та технологій ці завдання можуть виникати під час вивчення та розв’язання

важливих економіко-математичних питань, а також у прикладних науках,

таких як економіка, фізика та інші.

Дана галузь знань привернула та привертає увагу багатьох вчених, які пра-

цюють над збагаченням новими відкриттями в області стохастичних процесів,

зокрема оцінки невідомих значень випадкових послідовностей.

У галузі випадкових процесів працювало багато вчених, серед іноземних

науковців популярними роботами є праці Яглома А.М., Херда Г., Вінера Н..

Роботи [8, 10, 11] Яглома А.М. присвячені статистичному опису серії

спостережень, які залежать від часу, але не зазнають систематичних змін,

лише здійснюють невпорядковані коливання навколо постійного середнього

рівня.

Херд Г. у книзі [4] розглянув періодично корельовані випадкові послідов-

ності, широко висвітлив ключові поняття, включаючи гільбертові простори,

теорію Фур’є та спектральну теорію гармонізованих послідовностей. Дані

відомості є фундаментом для теорії прогнозування випадкових послідовностей.

Вінер Н. у роботі [9] дослідив задачу екстраполяції стаціонарних часо-

вих рядів. Автор поєднав ідеї статистики та аналізу часових рядів, що дало

змогу краще відрізняти сигнали за наявності шуму. Дана робота має велике

прикладне значення.

Колмогоров А.М. у [3] розкрив основні поняття теорії ймовірностей та

статистики, які є основою для аналізу випадкових процесів.
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Серед українських науковців відомими є праці Моклячука М.П[1,6], у

яких вивчено задачі оцінювання невідомих значень випадкових послідовностей

та процесів.

У процесі вивчення випадкових процесів математики також звертають

увагу на розробку методів прогнозування та стратегій управління ризиками.

Це особливо актуально в сучасному світі, де нестабільність і невизначеність

стали невід’ємною частиною багатьох сфер життя.

Важливим аспектом є інтеграція математичних підходів у вирішення

економічних проблем, що може сприяти розвитку бізнесу та оптимізації управ-

лінських процесів. Застосування методів оцінювання випадкових подій у ви-

щезазначених науках, таких як економіка та фізика, може розкрити нові

можливості для розвитку та вдосконалення технологій.

В цілому, математичні знання в галузі випадкових процесів не лише роз-

ширюють наше розуміння фундаментальних аспектів науки, але й відкривають

двері до нових перспектив у вирішенні складних завдань у різних галузях

знань.

Магістерська дисертація складається із двох розділів.

У першому розділі розглянута теорія стохастичних процесів. Надано озна-

чення стаціонарної послідовності, коваріаційної функції, сформульована теоре-

ма Герглотца про існування спектральної міри та розклад Вольда стаціонарного

стохастичного процесу. Розглянута теорія прогнозу стаціонарних послідовно-

стей за минулими значеннями.

У другому розділі наведена теорія щодо екстраполяції лінійного функціона-

лу від невідомих значень стаціонарної послідовності, наведене формулювання

та розв’язання задачі оцінки лінійного функціоналу утвореного значеннями

послідовності авторегресії.
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РОЗДІЛ 1.

ТЕОРІЯ СТОХАСТИЧНИХ ПРОЦЕСІВ

1.1. Спектральне представлення коваріаційної функції

Згідно визначення стаціонарною у вузькому сенсі називається така послі-

довність 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, …) для якої із будь-якої множини 𝐵 ∈ 𝐵(ℝ∞) та будь-якого

𝑛 ≥ 1 виконується наступне співвідношення, [8]:

𝑃{(𝜉1, 𝜉2, …) ∈ 𝐵} = 𝑃{(𝜉𝑛+1, 𝜉𝑛+2, …) ∈ 𝐵}. (1.1)

Також звідси можна помітити наступне - якщо 𝐸𝜉2
1 < ∞, то 𝐸𝜉𝑛 не залежить

від n:

𝐸𝜉𝑛 = 𝐸𝜉1, (1.2)

а коваріація 𝑐𝑜𝑣(𝜉𝑛+𝑚𝜉𝑛) = 𝐸(𝜉𝑛+𝑚 − 𝐸𝜉𝑛+𝑚)(𝜉𝑛 − 𝐸𝜉𝑛) залежить лише від m,

[8]:

𝑐𝑜𝑣(𝜉𝑛+𝑚, 𝜉𝑛) = 𝑐𝑜𝑣(𝜉1+𝑚, 𝜉1). (1.3)

Нехай 𝐻2 = 𝐻2(Ω, 𝔽, ℙ) простір комплекснозначних випадкових величин

𝜉 другого порядку, тобто 𝐸|𝜉|2 < ∞. Цей простір як і для випадку дійсних

випадкових величин із скалярним добутком (𝜉, 𝜂) = 𝐸𝜉𝜂 і нормою ||𝜉|| = √(𝜉, 𝜉)

є повним. Відповідно до термінології функціонального аналізу простір 𝐻2 є

унітарним гільбертовим простором випадкових величин.

Коваріацією двох випадкових величин 𝜉, 𝜂 ∈ 𝐻2 будемо називати наступну

величину:

𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂) = 𝐸(𝜉 − 𝐸𝜉)(𝜂 − 𝐸𝜂). (1.4)
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Якщо припустити наступне:

𝐸𝜉 = 𝐸𝜂 = 0, (1.5)

отримаємо наступний результат для коваріації двох випадкових величин:

𝑐𝑜𝑣(𝜉, 𝜂) = (𝜉, 𝜂). (1.6)

Уведемо додатково ще одне поняття щодо послідовностей випадкових величин,

яке широко застосовується при роботі із випадковими об’єктами. Послідовність

комплексних випадкових величин 𝜉𝑛 із скінченим другим моментом називається

стаціонарною в широкому сенсі для всіх 𝑛 ∈ 𝑍, якщо виконані наступні дві

умови:

𝐸𝜉𝑛 = 𝐸𝜉0, (1.7)

𝑐𝑜𝑣(𝜉𝑘+𝑛, 𝜉𝑘) = 𝑐𝑜𝑣(𝜉𝑛, 𝜉0), 𝑘 ∈ 𝑍. (1.8)

Для зручності покладемо, що:

𝐸𝜉0 = 0. (1.9)

Це припущення не зменшує загальне розуміння цього поняття, але дозво-

ляє ототожнювати коваріацію випадкових величин із скалярним добутком.

Позначимо також наступні величини:

𝑅(𝑛) = 𝑐𝑜𝑣(𝜉𝑛, 𝜉0), 𝑛 ∈ 𝑍, (1.10)

𝜌(𝑛) = 𝑅(𝑛)
𝑅(0)

, 𝑛 ∈ 𝑍. (1.11)

Функцію 𝑅(𝑛) називатимемо коваріаційною функцією, а функцію 𝜌(𝑛) -

кореляційною. Також із визначення коваріаційної функції можна підмітити,

що вона є невід’ємно-визначеною, це саме стосується і кореляційної функції.
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Теорема Герглотца, [8]. Нехай 𝑅(𝑛) - коваріаційна функція стаціонарної в

широкому сенсі послідовності випадкових величин з нульовим середнім. Тоді на

([−𝜋, 𝜋], ℬ([−𝜋, 𝜋])) знайдеться така скінченна міра 𝐹 = 𝐹(𝐵), ℬ ∈ ℬ([−𝜋, 𝜋]),

що для будь-якого 𝑛 ∈ 𝑍:

𝑅(𝑛) = ∫
𝜋

−𝜋
𝑒𝑖𝜆𝑛𝐹(𝑑𝜆). (1.12)

Міру 𝐹 = 𝐹(𝐵), яка бере участь у представленні 1.12, називають спектраль-

ною мірою, а функцію 𝐹(𝜆) називають спектральною функцією стаціонарної

послідовності з коваріаційною функцією 𝑅(𝑛).

Спектральна міра F однозначно визначається своєю коваріаційною функці-

єю. Уявимо, що 𝐹1 i 𝐹2 - дві спектральні міри: ∫𝜋
−𝜋

𝑒𝑖𝜆𝑛𝐹1(𝑑𝜆) = ∫𝜋
−𝜋

𝑒𝑖𝜆𝑛𝐹2(𝑑𝜆),

але так як будь-яка обмежена неперервна функція 𝑔(𝜆) може бути наближена

на [−𝜋, 𝜋) тригонометричними поліномами, то:

∫
𝜋

−𝜋
𝑔(𝜆)𝐹1(𝑑𝜆) = ∫

𝜋

−𝜋
𝑔(𝜆)𝐹2(𝑑𝜆). (1.13)

Звідки отримуємо, що 𝐹1(𝐵) = 𝐹2(𝐵).

Якщо стаціонарна послідовність складається із дійсних чисел, то отримує-

мо наступне:

𝑅(𝑛) = ∫
𝜋

−𝜋
𝑐𝑜𝑠𝜆𝑛𝐹(𝑑𝜆). (1.14)

Приклади стаціонарних послідовностей.

1. Нехай 𝜉𝑛 = 𝜉0𝑔(𝑛), де 𝐸𝜉0 = 0, 𝐸𝜉2
0 = 1 і 𝑔 = 𝑔(𝑛) - деяка функція.

Можна довести, що послідовність 𝜉 = (𝜉𝑛) буде стаціонарною тоді і лише тоді,

коли функція 𝑔(𝑘 + 𝑛)𝑔(𝑘) залежить лише від n. Можна показати, що завжди

знайдеться таке 𝜆, що 𝑔(𝑛) = 𝑔(0)𝑒𝑖𝜆𝑛. Тому, послідовність випадкових величин

𝜉𝑛 = 𝜉0𝑔(0)𝑒𝑖𝜆𝑛 (1.15)
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є стаціонарною з коваріаційною фунцією

𝑅(𝑛) = |𝑔(0)|2𝑒𝑖𝜆𝑛. (1.16)

В частинному випадку можемо отримати, що випадкова константа 𝜉(𝑛) =

𝜉(0) також утворює стаціонарну послідовність.

2. Білий шум. Нехай 𝜀 = (𝜀𝑛) - послідовність ортонормованих випадкових

величин із 𝐸𝜀𝑛 = 0 та 𝐸𝜀𝑖𝜀𝑗 = 𝛿𝑖𝑗, 𝛿𝑖𝑗 = 1, 𝑖 = 𝑗 та 𝛿𝑖𝑗 = 0, 𝑖 ≠ 𝑗. Така

послідовність є стаціонарною із 𝑅(𝑛) = 1 при 𝑛 = 0 та 𝑅(𝑛) = 0 при 𝑛

відмінних від нуля.

3. Послідовність ковзного середнього. Відштовхуючись від білого шуму

𝜀 = (𝜀𝑛), утворимо нову послідовність:

𝜉𝑛 =
∞

∑
𝑛=−∞

𝑎𝑘𝜀𝑛−𝑘, (1.17)

де 𝑎𝑘 - комплексні числа, сума модулів квадратів яких скінченна. В силу

рівності Парсеваля можемо отримати:

𝑐𝑜𝑣(𝜉𝑛+𝑚, 𝜉𝑚) = 𝑐𝑜𝑣(𝜉𝑛, 𝜉0) =
∞

∑
𝑘=−∞

𝑎𝑛+𝑘𝑎𝑘. (1.18)

Тому, дана послідовність є стаціонарною.

1.2. Ортогональні стохастичні міри та стохастичні інтеграли

Комплекснозначна функція 𝑍(Δ) = 𝑍(𝜔, Δ), визначена для 𝜔 ∈ Ω та

Δ ∈ ℰ0, називається скінченно-аддитивною стохастичною мірою, якщо:

1. Для будь-якого Δ ∈ ℰ0 𝐸|𝑍(Δ)|2 < ∞.

2. Для будь-яких двох множин, які не перетинаються, Δ1 i Δ2 із ℰ0:

𝑍(Δ1 + Δ2) = 𝑍(Δ1) + 𝑍(Δ2). (1.19)
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Cкінченно-аддитивна стохастична міра 𝑍(Δ) називається елементарною

стохастичною мірою, якщо для будь-яких множин, які не перетинаються, Δ1,

Δ2, Δ3, …, із ℰ0 і таких, що Δ = ∑∞
𝑘=1 Δ𝑘 ∈ ℰ0

𝐸|𝑍(Δ) −
∞

∑
𝑘=1

𝑍(Δ𝑘)|2 → 0, 𝑛 → ∞. (1.20)

Елементарна стохастична міра 𝑍(Δ), Δ ∈ ℰ0, називається ортогональною

(або мірою з ортогональними значеннями), якщо для будь-яких двох множин,

які не перетинаються, Δ1 i Δ2 із ℰ0

𝐸𝑍(Δ1)𝑍(Δ2) = 0. (1.21)

Структурною функцією𝑚(Δ) елементарної стохастичної міри 𝑍 = 𝑍(Δ), Δ ∈

ℰ0, називатимемо функцію:

𝑚(Δ) = 𝐸|𝑍(Δ)|2. (1.22)

Нехай 𝑍 = 𝑍(Δ) - елементарна ортогональна стохастична міра, Δ ∈ ℰ0 із

структурною функцією 𝑚 = 𝑚(Δ), Δ ∈ ℰ. Тоді для кожної функції:

𝑓(𝜆) = ∑ 𝑓𝑘𝐼Δ𝑘
, (1.23)

яка приймає скінченне число значень, визначимо випадкову величину:

ℐ(𝑓) = ∑ 𝑓𝑘𝑍(Δ𝑘). (1.24)

Побудована випадкова функція визначається однозначно (з точністю до

стохастичної еквівалентності) і не залежить від вибору апроксимуючих послі-

довностей 𝑓𝑛. Назвемо дану функцію стохастичним інтегралом від функції

𝑓 ∈ 𝐿2 по елементарній ортогональній стохастичній мірі 𝑍 і будемо це запису-

вати як:
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ℐ = ∫
𝐸

𝑓(𝜆)𝑍(𝑑𝜆). (1.25)

Сукупність випадкових величин 𝑍𝜆, 𝜆 ∈ 𝑅, заданих на (Ω, ℱ, 𝑃), назвемо

випадковим процесом з ортогональними приростами, якщо:

1.𝐸|𝑍𝜆|2 < ∞, 𝜆 ∈ 𝑅.

2.Для будь-якого 𝜆 ∈ 𝑅:

𝐸|𝑍𝜆 − 𝑍𝜆𝑛
|2 → 0, 𝜆𝑛 ↓ 𝜆, 𝜆𝑛 ∈ 𝑅. (1.26)

3.Для будь-яких 𝜆1 < 𝜆2 < 𝜆3 < 𝜆4:

𝐸(𝑍𝜆4
− 𝑍𝜆3

)(𝑍𝜆2
− 𝑍𝜆1

) = 0. (1.27)

Стохастичний інтеграл ∫
𝑅

𝑓(𝜆)𝑑𝑍𝜆, де 𝑍𝜆 - деякий процес з ортогональними

приростами, є стохастичний інтеграл ∫
𝑅

𝑓(𝜆)𝑍(𝑑𝜆) по відповідній ортогональній

стохастичній мірі.

1.3. Спектральне представлення стаціонарних послідовностей

Теорема 1, [8]. Існує така ортогональна стохастична міра 𝑍 = 𝑍(Δ), Δ ∈

ℬ([−𝜋, 𝜋]), що для будь-якого 𝑛 ∈ 𝑍:

𝜉𝑛 = ∫
𝜋

−𝜋
𝑒𝑖𝜆𝑛𝑍(𝑑𝜆). (1.28)

При цьому 𝐸|𝑍(Δ)|2 = 𝐹(Δ).

Звідси можемо отримати наступні наслідки:

1. Нехай 𝜉 = (𝜉𝑛) - стаціонарна послідовність дійсних випадкових величин

𝜉𝑛, 𝑛 ∈ 𝑍. Тоді стохастична міра 𝑍 = 𝑍(Δ), із спектрального представлення

така, що для будь-якого Δ ∈ ℬ([−𝜋, 𝜋]) виконується:



16

𝑍(Δ) = 𝑍(−Δ). (1.29)

Додатково покладемо 𝑍(Δ) = 𝑍1(Δ) + 𝑖𝑍2(Δ), тоді для будь-яких Δ1 та

Δ2:

𝐸𝑍1(Δ1)𝑍2(Δ2) = 0. (1.30)

Теорема 2, [8]. Якщо 𝜂 ∈ 𝐿2(𝜉), то знайдеться така функція 𝜑 ∈ 𝐿2(𝐹),

що:

𝜂 = ∫
𝜋

−𝜋
𝜑(𝜆)𝑍(𝑑𝜆). (1.31)

Імпульсною перехідною функцією, або фільтром, називатимемо таку фун-

кцію ℎ = ℎ(𝑠), 𝑠 ∈ 𝑍, яка в момент часу 𝑚 здійснює перетворення сигналу 𝑥𝑚

та на виході видає сигнал ℎ(𝑛 − 𝑚)𝑥𝑚. Сумарний сигнал 𝑦𝑛, який отримується

на виході із певної системи можна подати у вигляді:

𝑦𝑛 =
∞

∑
𝑚=−∞

ℎ(𝑛 − 𝑚)𝑥𝑚. (1.32)

Теорема 3, [8]. Нехай 𝜂 = (𝜂𝑛) - стаціонарна послідовність із спектральною

щільністю 𝑓𝑛(𝜆). Тоді можна знайти таку послідовність 𝜀 = (𝜀𝑛), яка є білим

шумом, і такий фільтр, що справедливе представлення:

𝜂𝑛 =
∞

∑
𝑚=−∞

ℎ(𝑚)𝜀𝑛−𝑚. (1.33)

1.4. Розклад Вольда

Окрім частотного представлення стаціонарної послідовності також широко

застосовується розклад Вольда по часовій області. Суть розкладу Вольда зво-
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диться до того, що деяка стаціонарна послідовність представляється у вигляді

суми двох стаціонарних послідовностей, одну з яких ми можемо повністю перед-

бачити, в тому сенсі, що її значення прогнозуються по попередніх значеннях,

а друга послідовність не володіє даною властивістю.

Уведемо декілька позначень. Нехай 𝐻𝑛(𝜉) = 𝐿2(𝜉𝑛) і 𝐻(𝜉) = 𝐿2(𝜉) поро-

джені величинами 𝜉𝑛 = (… , 𝜉𝑛−1, 𝜉𝑛) і 𝜉 = (… , 𝜉𝑛−1, 𝜉𝑛, …). Нехай також:

𝑆(𝜉) = ∩𝑛𝐻𝑛(𝜉). (1.34)

Уведемо також поняття проекції елементу 𝜂 ∈ 𝐻(𝜉) на підпростір 𝐻𝑛(𝜉) і

позначимо через:

̂𝜋𝑛(𝜂) = ̂𝐸(𝜂|𝐻𝑛(𝜉)). (1.35)

Простір 𝐻(𝜉) можна представити у вигляді ортогональної суми:

𝐻(𝜉) = 𝑆(𝜉) ⊕ 𝑅(𝜉), (1.36)

де 𝑆(𝜉) складається із елементів ̂𝜋−∞(𝜂), а 𝑅(𝜉) із елементів 𝜂 − ̂𝜋−∞(𝜂) з

𝜂 ∈ 𝐻(𝜉).

Стаціонарна послідовність 𝜉 = (𝜉𝑛) називається регулярною, якщо:

𝐻(𝜉) = 𝑅(𝜉) (1.37)

і сингулярною, якщо:

𝐻(𝜉) = 𝑆(𝜉). (1.38)

Теорема 1, [8]. Будь-яка стаціонарна в широкомі сенсі послідовність 𝜉

допускає і до того ж єдиний розклад:

𝜉𝑛 = 𝜉𝑟
𝑛 + 𝜉𝑠

𝑛, (1.39)
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де 𝜉𝑟
𝑛 - регулярна, а 𝜉𝑠

𝑛 - сингулярна послідовності. Також варто відмітити, що

дані дві послідовності є ортогональними.

Сингулярні послідовності також ще називаються детермінованими, тобто

визначеними, регулярні чисто або цілком недетермінованими. Якщо 𝑆(𝜉) - це

власний підпростір простору 𝐻(𝜉), то послідовність 𝜉 називається недетермі-

нованою.

Нехай 𝜉 = (𝜉𝑛) - невироджена стаціонарна послідовність. Випадкову по-

слідовність 𝜀 = (𝜀𝑛) називатимемо відновлювальною послідовністю(для 𝜉),

якщо:

а)𝜀 = (𝜀𝑛) складається із попарно ортогональних випадкових величин з

𝐸𝜀𝑛 = 0 та 𝐸|𝜀𝑛|2 = 1,

б) 𝐻𝑛(𝜉) = 𝐻𝑛(𝜀) для будь-якого 𝑛 ∈ 𝑍.

Термін відновлення розуміємо в тому сенсі, що 𝜀𝑛+1 приносить нову ін-

формацію до наявної в 𝐻𝑛(𝜉), яка необхідна для утворення 𝐻𝑛+1(𝜉).

Теорема 2, [8]. Для того, щоб невироджена послідовність 𝜉 була регулярною,

необхідно і достатньо, щоб знайшлася така відновлювальна послідовність

𝜀 = (𝜀𝑛) і послідовність комплексних чисел (𝑎𝑛), 𝑛 ≥ 0 з ∑∞
𝑛=0 |𝑎𝑛|2 < ∞, що:

𝜉𝑛 =
∞

∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝜀𝑛−𝑘. (1.40)

Із теореми 2 слідує, що невироджена послідовність 𝜉 є регулярною тоді

і лише тоді, якщо вона може бути представлена у вигляді одностороннього

ковзного середнього:

𝜉𝑛 =
∞

∑
𝑘=0

̃𝑎𝑘 ̃𝜀𝑛−𝑘, (1.41)

де ̃𝜀 = ( ̃𝜀𝑛) - деяка ортонормована система.

Теорема 3, [8]. Якщо 𝜉 = (𝜉𝑛) - невироджена стаціонарна послідовність, то
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𝜉𝑛 = 𝜉𝑠
𝑛 +

∞
∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝜀𝑛−𝑘, (1.42)

де ∑∞
𝑘=0 |𝑎𝑘|2 < ∞ і 𝜀 = (𝜀𝑛) - деяка відновлювальна послідовність для 𝜉𝑟.

Теорема 4, [8]. Нехай 𝜉 - невироджена регулярна стаціонарна послідовність.

Тоді існує спектральна щільність 𝑓(𝜆) така, що:

∫
𝜋

−𝜋
𝑙𝑛𝑓(𝜆)𝑑𝜆 > −∞. (1.43)

Дана теорема також працює в іншу сторону, якщо спектральна щільність

задовольняє умові 1.43, то така послідовність є регулярною.

1.5. Екстраполяція випадкових послідовностей

Сингулярні послідовності допускають безпомилковий прогноз(екстраполя-

цію) величин 𝜉𝑛, 𝑛 ≥ 1 за минулими значеннями 𝜉0 = (… , 𝜉−1, 𝜉0). Для задач

екстраполяції для будь-яких стаціонарних послідовностей варто розглянути

прогнозування регулярних послідовностей.

Теорема 1, [8]. Якщо спектральну щільність послідовності 𝜉 можна пред-

ставити у вигляді 𝑓(𝜆) = 1
2𝜋|Φ(𝑒−𝑖𝜆)|2(де функція Φ(𝑧) = ∑∞

𝑘=0 𝑏𝑘𝑧𝑘 та має

радіус збіжності 𝑟 > 1 і не має нулів в області |𝑧| ≤ 1), то оптимальна лінійна

оцінка ̂𝜉𝑛 величини 𝜉𝑛 по 𝜉0 = (… , 𝜉−1, 𝜉0) задається формулою:

̂𝜉𝑛 = ∫
𝜋

−𝜋
�̂�𝑛(𝜆) 𝑍(𝑑𝜆), (1.44)

де �̂�𝑛(𝜆) = 𝑒𝑖𝜆𝑛 Φ𝑛(𝑒−𝑖𝜆)
Φ(𝑒−𝑖𝜆) і Φ𝑛(𝑧) = ∑∞

𝑘=𝑛 𝑏𝑘𝑧𝑘.

Розкладаючи функцію �̂�𝑛(𝜆) в ряд Фур’є отримуємо, що прогноз ̂𝜉𝑛 зада-

ється формулою:

̂𝜉𝑛 = 𝐶0𝜉0 + 𝐶−1𝜉−1 + 𝐶−2𝜉−2 + … (1.45)
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Розглянемо приклад для ілюстрації Теореми 1. Нехай спектральна щіль-

ність:

𝑓(𝜆) = 1
2𝜋

(5 + 4𝑐𝑜𝑠𝜆). (1.46)

Відповідна коваріаційна функція R(n) має трикутний вигляд:

𝑅(0) = 5, 𝑅(±1) = 2, 𝑅(𝑛) = 0 при |𝑛| ≥ 2. (1.47)

Дану спектральну щільність можна подати у вигляді:

𝑓(𝜆) = 1
2𝜋

|2 + 𝑒−𝑖𝜆|2, (1.48)

тому можемо використати Теорему 1. Звідси отримуємо, що:

̂𝜑1(𝜆) = 𝑒𝑖𝜆 𝑒−𝑖𝜆

2 + 𝑒−𝑖𝜆 , ̂𝜑𝑛(𝜆) = 0 при 𝑛 ≥ 2. (1.49)

Тому для всіх 𝑛 ≥ 2 оцінка ̂𝜉𝑛 = 0, тобто лінійний прогноз значення

𝜉𝑛 за спостереженнями 𝜉0 = (… , 𝜉−1, 𝜉0) є тривіальним. Для 𝑛 = 1 можемо

використати формулу 1.44:

̂𝜉1 = ∫
𝜋

−𝜋
𝑒𝑖𝜆 𝑒−𝑖𝜆

2 + 𝑒−𝑖𝜆 𝑍(𝑑𝜆) =

= 1
2

∫
𝜋

−𝜋

1
1 + 𝑒−𝑖𝜆

2
𝑍(𝑑𝜆) =

=
∞

∑
𝑘=0

(−1)𝑘

2𝑘+1 ∫
𝜋

−𝜋
𝑒−𝑖𝑘𝜆 𝑍(𝑑𝜆) =

=
∞

∑
𝑘=0

(−1)𝑘𝜉𝑘
2𝑘+1 = 1

2
𝜉0 − 1

4
𝜉−1 + … .
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Із розкладу Вольда регулярної послідовності слідує, що спектральна щіль-

ність 𝑓(𝜆) допускає представлення

𝑓(𝜆) = 1
2𝜋

|Φ(𝑒−𝑖𝜆)|2, (1.50)

де Φ(𝑧) = ∑∞
𝑘=0 𝑎𝑘𝑧𝑘 .

Якщо функція 𝑓(𝜆) допускає представлення з функцією Φ(𝑧), то розклад

Вольда для 𝜉𝑛 має вид

𝜉𝑛 =
∞

∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝜉𝑛−𝑘. (1.51)

Таким чином, задачі пошуку спектральної функції і задача відшукання

коефіцієнтів 𝑎𝑘 в розкладі Вольда еквівалентні.
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РОЗДІЛ 2.

ОЦІНЮВАННЯ ФУНКЦІОНАЛУ ВІД ВИПАДКОВОЇ

ПОСЛІДОВНОСТІ АВТОРЕГРЕСІЇ

2.1. Необхідні теоретичні відомості

Скористаємося відомостями щодо екстраполяції стохастичних послідовно-

стей, які наведені у статті Моклячука М.П., [6].

Розглянемо функціонал 𝐴𝜉 = ∑∞
𝑘=0 𝑎(𝑘)𝜉(𝑘), який залежить від невідомих

значень стаціонарної стохастичної послідовності 𝜉(𝑘). Оцінимо функціонал 𝐴𝜉

за відомими значеннями послідовності 𝜉(𝑗)+𝜂(𝑗) у моменти часу 𝑗 = −1, −2, …,

де 𝜂(𝑗) - некорельована з 𝜉(𝑗) стаціонарна випадкова послідовність. Припустимо,

що коефіцієнти 𝑎(𝑘) задовольняють умовам:

∞
∑
𝑘=0

|𝑎(𝑘)| < ∞, (2.1)

∞
∑
𝑘=0

(𝑘 + 1)|𝑎(𝑘)|2 < ∞. (2.2)

За умов 2.1 та 2.2 функціонал 𝐴𝜉 матиме скінченний другий момент.

Припустимо, що послідовності 𝜉(𝑗) та 𝜂(𝑗) некорельовані між собою вели-

чини та мають спектральні функції 𝑓(𝜆), 𝑔(𝜆), відповідно, та задовольняють

умову мінімальності:

∫
𝜋

−𝜋
(𝑓(𝜆) + 𝑔(𝜆))−1 𝑑𝜆 < ∞. (2.3)

Функціонал 𝐴𝜉 має лінійну оцінку ̂𝐴𝜉 за даними спостережень послідов-

ності 𝜉(𝑗) + 𝜂(𝑗), 𝑗 = −1, −2, …, яка задається спектральною характеристикою

ℎ(𝑒𝑖𝜆). Функція ℎ(𝑒𝑖𝜆) належить підпростору 𝐿−
2 (𝑓 + 𝑔), який породжений фун-
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кціями 𝑒𝑖𝑗𝜆, 𝑗 = −1, −2, …. Спектральна характеристика ℎ(𝑓, 𝑔) оптимальної

лінійної оцінки 𝐴𝜉 мінімізує величину середньоквадратичної похибки:

min
ℎ∈𝐿−

2 (𝑓+𝑔)
Δ(ℎ; 𝑓, 𝑔) = min

̂𝐴𝜉
𝐸|𝐴𝜉 − ̂𝐴𝜉|2 = Δ(ℎ(𝑓, 𝑔); 𝑓, 𝑔) = Δ(𝑓, 𝑔). (2.4)

Уведена величина Δ(𝑓, 𝑔) залежить лише від щільностей, тобто 𝑓(𝜆) та

𝑔(𝜆). Припустивши, що щільності відомі, можна скористатися методом Колмо-

горова, [6], [12]:

ℎ(𝑓, 𝑔) = 𝐴(𝑒𝑖𝜆)𝑓(𝜆) − 𝐶(𝑒𝑖𝜆)
𝑓(𝜆) + 𝑔(𝜆)

= 𝐴(𝑒𝑖𝜆) − 𝐴(𝑒𝑖𝜆)𝑔(𝜆) + 𝐶(𝑒𝑖𝜆)
𝑓(𝜆) + 𝑔(𝜆)

, (2.5)

Δ(𝑓, 𝑔) = 1
2𝜋

∫
𝜋

−𝜋

|𝐴(𝑒𝑖𝜆)𝑔(𝜆) + 𝐶(𝑒𝑖𝜆)|2

(𝑓(𝜆) + 𝑔(𝜆))2 𝑓(𝜆) 𝑑𝜆+

+ 1
2𝜋

∫
𝜋

−𝜋

|𝐴(𝑒𝑖𝜆)𝑓(𝜆) − 𝐶(𝑒𝑖𝜆)|2

(𝑓(𝜆) + 𝑔(𝜆))2 𝑔(𝜆) 𝑑𝜆 = ⟨𝐵𝑐, 𝑐⟩ + ⟨𝑅𝑎, 𝑎⟩, (2.6)

де 𝑐 = 𝐵−1𝐷𝑎, 𝐶(𝑒𝑖𝜆) = ∑∞
𝑗=0 𝑐(𝑗)𝑒𝑖𝑗𝜆,𝐴(𝑒𝑖𝜆) = ∑∞

𝑗=0 𝑎(𝑗)𝑒𝑖𝑗𝜆, ⟨𝑎, 𝑐⟩ = ∑∞
𝑘=0 𝑎(𝑘)𝑐(𝑘)

- відповідає скалярному добутку, B, D, R - оператори у просторі 𝑙2, які за-

дані матрицями, елементи яких отримуються із перетворень Фур’є функцій

(𝑓(𝜆) + 𝑔(𝜆))−1, 𝑓(𝜆)𝑔(𝜆)(𝑓(𝜆) + 𝑔(𝜆))−1 та 𝑓(𝜆)(𝑓(𝜆) + 𝑔(𝜆))−1:

𝐵(𝑘, 𝑗) = 1
2𝜋

∫
𝜋

−𝜋
𝑒𝑖(𝑗−𝑘)𝜆(𝑓(𝜆) + 𝑔(𝜆))−1 𝑑𝜆, (2.7)

𝐷(𝑘, 𝑗) = 1
2𝜋

∫
𝜋

−𝜋
𝑒𝑖(𝑗−𝑘)𝜆𝑓(𝜆)(𝑓(𝜆) + 𝑔(𝜆))−1 𝑑𝜆, (2.8)
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𝑅(𝑘, 𝑗) = 1
2𝜋

∫
𝜋

−𝜋
𝑒𝑖(𝑗−𝑘)𝜆𝑓(𝜆)𝑔(𝜆)(𝑓(𝜆) + 𝑔(𝜆))−1 𝑑𝜆, 𝑘, 𝑗 = 0, 1, ⋯ . (2.9)

Лема(Моклячук М.П., [6], [12]). Нехай 𝜉(𝑗) , 𝜂(𝑗) -некорельовані стаціонарні

послідовності, які мають спектральні щільності 𝑓(𝜆) та 𝑔(𝜆), які задовольняють

умові 2.3 та виконуються умови (2.1, 2.2). Спектральну характеристику ℎ(𝑓, 𝑔)

та величину середньоквадратичної похибки Δ(𝑓, 𝑔) оптимальної оцінки фун-

кціонала 𝐴𝜉 від невідомих значень послідовності 𝜉(𝑗) за даними спостережень

𝜉(𝑗) + 𝜂(𝑗) при 𝑗 = −1, −2, ⋯ можна обчислити за формулами (2.5, 2.6).

Якщо спектральна щільність 𝑓(𝜆) допускає канонічну факторизацію:

𝑓(𝜆) = |𝑑(𝑒−𝑖𝜆)|2 = |
∞

∑
𝑘=0

𝑑(𝑘)𝑒−𝑖𝑘𝜆|2, (2.10)

то за наступними формулами можемо обчислити спектральну характеристику

ℎ(𝑓) та середньоквадратичну похибку Δ(𝑓) оптимальної оцінки функціонала

𝐴𝑁𝜉 = ∑𝑁
𝑘=0 𝑎(𝑘)𝜉(𝑘) від послідовності 𝜉(𝑗) за даними спостережень 𝜉(𝑗), 𝑗 =

−1, −2, …, [6], [12]:

Δ𝑁(ℎ(𝑓), 𝑓) = ||𝐴𝑁𝑑||2, (2.11)

ℎ(𝑓) = 𝐴𝑁(𝑒𝑖𝜆) − 𝑟𝑁(𝑒𝑖𝜆)𝑑−1(𝑒−𝑖𝜆), (2.12)

де 𝑟𝑁(𝑒𝑖𝜆) = ∑𝑁
𝑘=0(𝐴𝑁𝑑)(𝑘)𝑒𝑖𝑘𝜆, 𝐴𝑁(𝑒𝑖𝜆) = ∑𝑁

𝑘=0 𝑎(𝑘)𝑒𝑖𝑘𝜆, 𝑑(𝑘) - відповідає

коефіцієнтам канонічної факторизації 2.10, а 𝐴𝑁 - оператор, який задається

матрицею 𝐴(𝑘, 𝑗) = 𝑎(𝑘 + 𝑗), коли 0 ≤ 𝑘 + 𝑗 ≤ 𝑁,𝐴(𝑘, 𝑗) = 0 за умови 𝑘 + 𝑗 > 𝑁.
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2.2. Задача оцінки функціоналу послідовності авторегресії

Задано функціонал:

𝐴0𝜉 = 𝜉(0), (2.13)

де 𝜉(0) - це невідоме значення стаціонарної випадкової послідовності 𝜉(𝑛), 𝑛 ∈ 𝑍

авторегресії порядку 1. Оцінимо функціонал за спостереженнями послідовності

авторегресії 𝜉(𝑛), 𝑛 = −1, −2, …, та обчислимо середньоквадратичну похибку

оцінки функціоналу 𝐴0𝜉.

Спектральна щільність для AR(1) задається формулою, [7]:

𝑓(𝜆) = 1
|1 − 𝑝𝑒−𝑖𝜆|2

, (2.14)

де |𝑝| < 1.

Перевіримо, чи задовольняє дана спектральна щільність умову мінімаль-

ності:

∫
𝜋

−𝜋
𝑓(𝜆)−1 𝑑𝜆 = ∫

𝜋

−𝜋
( 1

|1 − 𝑝𝑒−𝑖𝜆|2
)

−1

𝑑𝜆 = ∫
𝜋

−𝜋
|1 − 𝑝𝑒−𝑖𝜆|2 𝑑𝜆 =

= ∫
𝜋

−𝜋
(1 − 𝑝𝑒−𝑖𝜆)(1 − 𝑝𝑒𝑖𝜆) 𝑑𝜆 =

= ∫
𝜋

−𝜋
(1 − 𝑝𝑒𝑖𝜆 − 𝑝𝑒−𝑖𝜆 + |𝑝|2) 𝑑𝜆 =

= (𝜆 − 𝑝𝑒𝑖𝜆 1
𝑖

− 𝑝𝑒−𝑖𝜆 1
−𝑖

+ 𝜆|𝑝|2)∣
𝜋

−𝜋

= 2𝜋 + 2𝜋|𝑝|2 < ∞.

Отже, спектральна щільність задовольняє умову мінімальності.

Знайдемо канонічну факторизацію для заданої спектральної щільності

𝑓(𝜆):
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𝑓(𝜆) = |𝑑(𝑒−𝑖𝜆)|2 = 1
|1 − 𝑝𝑒−𝑖𝜆|2

= ∣ 1
1 − 𝑝𝑒−𝑖𝜆 ∣

2

. (2.15)

Звідси можемо отримати, що:

𝑑(𝑒−𝑖𝜆) = 1
1 − 𝑝𝑒−𝑖𝜆 = ∣ 1

1 − 𝑥
=

∞
∑
𝑘=0

𝑥𝑘∣ =
∞

∑
𝑘=0

𝑝𝑘𝑒−𝑖𝜆𝑘 =
∞

∑
𝑘=0

𝑑(𝑘)𝑒−𝑖𝜆𝑘.

Коефіцієнти в сумах повинні бути рівні, тому 𝑑(𝑘) = 𝑝𝑘.

Вектор 𝑑 матиме вигляд 𝑑 = (1, 𝑝, 𝑝2, 𝑝3, …) Враховуючи, що ми розгля-

даємо задачу при 𝑁 = 0, матриця 𝐴0 приймає простий вигляд, де елемент

𝐴(0, 0) = 1, а всі інші рівні нулю:

𝐴0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 …

0 0 0 …

0 0 0 …

⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

.

Виконаємо множення матриці 𝐴0 на вектор 𝑑:

𝐴0𝑑 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 …

0 0 0 …

0 0 0 …

⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

×

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1

𝑝

𝑝2

⋮

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1

0

0

⋮

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Отримавши значення для вектора 𝐴0𝑑 отримуємо наступне:

𝑟0(𝑒𝑖𝜆) = (𝐴0𝑑)(0)𝑒𝑖𝜆0 = 1, (2.17)
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𝐴0(𝑒𝑖𝜆) = 𝑎(0)𝑒𝑖𝜆0 = 1. (2.18)

Скористаємося формулою 2.12 для обчислення спектральної характери-

стики:

ℎ(𝑓) = 𝐴0(𝑒𝑖𝜆) − 𝑟0(𝑒𝑖𝜆)𝑑−1(𝑒𝑖𝜆) = 1 − 1(1 − 𝑝𝑒−𝑖𝜆) = 𝑝𝑒−𝑖𝜆. (2.19)

Оцінка функціоналу обчислюється за формулою:

̂𝐴0𝜉 = ∫
𝜋

−𝜋
ℎ(𝑓) 𝑍(𝑑𝜆) = ∫

𝜋

−𝜋
𝑝𝑒−𝑖𝜆 𝑍(𝑑𝜆) = 𝑝 ∫

𝜋

−𝜋
𝑒−𝑖𝜆 𝑍(𝑑𝜆) =

= 𝑝 ∫
𝜋

−𝜋
𝑒𝑖𝜆(−1) 𝑍(𝑑𝜆) = 𝑝𝜉(−1).

Тобто для прогнозу значення 𝜉(0) за спостереженнями … , 𝜉(−2), 𝜉(−1),

достатньо знати значення лише останнього спостереження 𝜉(−1).

Середньоквадратична похибка оцінки функціоналу 𝐴0𝜉, обчислена за

формулою 2.11 дорівнює:

Δ(𝑓) = ||𝐴0𝑑||2 =
∞

∑
𝑘=0

|(𝐴0𝑑)(𝑘)|2 = (𝐴0𝑑)(0) = 1.

Теорема. Нехай 𝜉(𝑛), 𝑛 ∈ 𝑍 - випадкова послідовність авторегресії поряд-

ку 1. Тоді оцінка лінійного функціоналу 2.13 за спостереженнями 𝜉(𝑛), 𝑛 =

−1, −2, … має вигляд:
̂𝐴0𝜉 = 𝑝𝜉(−1), (2.22)

а середньоквадратична похибка оцінки даного функціоналу Δ(𝑓) = 1.
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ВИСНОВКИ

У даній роботі вивчено розв’язання задачі оцінювання лінійного функціо-

налу від невідомих значень стаціонарної випадкової послідовності авторегресії.

Представлені основні теоретичні відомості теорії стохастичних процесів,

такі як: спектральне представлення коваріаційної функції, ортогональні стоха-

стичні міри та стохастичні інтеграли, спектральне представлення випадкових

послідовностей, розклад Вольда, екстраполяція випадкових послідовностей.

Окремо досліджено питання оцінювання лінійного функціоналу від стохасти-

чної послідовності.

Для розв’язання задачі використано загальні формули для оцінювання

лінійного функціоналу випадкової послідовності за відомої спектральної щіль-

ності, а саме: обчислена спектральна характеристика послідовності, завдяки

якій побудована оцінка функціоналу та обчислена середньоквадратична похиб-

ка оцінки функціоналу.
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