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Задачi для студентiв старших курсiв, категорiя М

1. Функцiя f : [0; 1]! R є розв’язком диференцiального рiвняння

f 0(x)� f(x) + xx = 0:

Знайти Z 1

0
x�x(f(x)� f 00(x)) dx:

2. Уздовж кола випадковим чином розставленi числа 1 та �1 загальною
кiлькiстю 1024. На кожному кроцi спочатку мiж кожною парою сусi-
днiх чисел вписується їх добуток, а потiм всi старi числа стираються.

Позначимо через Sn, n � 0, суму всiх чисел на колi пiсля n-го кроку.
Якi значення може набувати S2024?

3. У кожнiй вершинi квадрата зi стороною 1 сидить по жуку. Всi жуки
одночасно з однаковою швидкiстю починають повзти сторонами ква-
драта за годинниковою стрiлкою. Позначимо через B множину тих
точок, якi в будь-який момент часу знаходяться всерединi чотирику-
тника, утвореного жуками. Знайти площу множини B.

4. Для N � 2 позначимо

FN(x) = ln

0
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n!

1
A:

Обчислити значення похiдних F
(N)
N (0) та F

(N+1)
N (0).

5. Знайти суму ряду
1X
k=0

1X
l=0

1X
m=0

1

(k + l+m)!
:

6. Довести, що iснує такий x 2 (1; 2), що для будь-якого n 2 N числоh
x3

n
i
є повним квадратом. Тут [�] позначає цiлу частину.


