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Реферат

Магiстерська дисертацiя: 71 сторiнок, 16 першоджерела, 13 слайдiв пре-

зентацiї. Робота складається зi вступу, двох роздiлiв, висновкiв та списку

використаних джерел.

У дисертацiйнiй роботi дослiджується лiнiйне операторне рiвняння у ба-

наховому просторi, розглянуте на прикладi конкретно заданого нескiнчен-

новимiрного простору. Основна увага придiляється проблемi iснування та

єдиностi розв’язку, а також пiдходам до отримання його явного вигляду

залежно вiд структури операторiв, що входять до рiвняння. Предметом до-

слiдження є методи та формули побудови єдиного розв’язку операторного

рiвняння в рiзних типових випадках.

Перший роздiл мiстить теоретичнi вiдомостi з функцiонального аналiзу,

необхiднi для подальшого викладу: властивостi простору ℓ𝑝, основнi понят-

тя спектральної теорiї обмежених операторiв, умови iснування та єдиностi

розв’язку лiнiйного операторного рiвняння, а також пiдхiд до отримання

явного вигляду такого розв’язку на основi iнтегрального представлення.

Роздiл починається з перелiку умовних позначень, що використовуються у

дисертацiї.

Другий роздiл присвячено отриманню основних результатiв. Розглянуто

окремi класи операторiв у просторi ℓ𝑝, зокрема дiагональнi оператори та

оператори зсуву. Для кожного з цих випадкiв встановлено умови iснування

розв’язку, наведено доведення вiдповiдних тверджень i подано явнi фор-

мули для побудови розв’язкiв. Окрему увагу придiлено бiльш складному

випадку вхiдних операторiв.

Дисертацiя завершується висновками, у яких узагальнено отриманi резуль-

тати, та списком використаних джерел.

Ключовi слова: банаховий простiр, простiр ℓ𝑝, обмежений оператор, спектр

оператора, операторне рiвняння, iснування та єдинiсть розв’язку.
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Abstract

Master’s thesis: 71 pages, 16 sources, 13 presentation slides. The thesis consists

of an introduction, two chapters, conclusions, and a list of references.

The thesis investigates a linear operator equation in a Banach space, considered

on a specifically defined infinite-dimensional setting. The main focus is on the

existence and uniqueness of the solution, as well as on approaches for obtaining

its explicit form depending on the structure of the operators involved. The

subject of the study includes methods and formulas for constructing the unique

solution of the operator equation in several typical cases.

The first chapter presents the theoretical background from functional analysis

required for the subsequent results: properties of the space ℓ𝑝, fundamental

concepts of the spectral theory of bounded operators, the conditions ensuring

existence and uniqueness of the solution to a linear operator equation, and an

integral representation used to derive its explicit form. The chapter begins with

a list of notations employed throughout the thesis.

The second chapter contains the main results. Several classes of operators in

ℓ𝑝 are examined, including diagonal operators and shift operators. For each

case, conditions for the existence of a solution are established, proofs of the

corresponding statements are provided, and explicit formulas for constructing

the solutions are given. Special attention is paid to a more complex case of input

operators.

The thesis concludes with a summary of the obtained results and a list of

references.

Keywords: Banach space, ℓ𝑝 space, bounded operator, operator spectrum, operator

equation, existence and uniqueness of the solution.
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Вступ

Одним з найбiльших роздiлiв сучасної математики є диференцiальнi рiвня-

ння. Запропонованi ще I. Ньютоном, диференцiальнi рiвняння знайшли роз-

виток у роботах величезної кiлькостi вiдомих математикiв, одними з яких

стали А. Пуанкаре [11], О. Перрон та О. Ляпунов, якi серед перших пiдняли

питання iснування та єдиностi обмеженого розв’язку диференцiальних рiв-

нянь. Пiзнiше дослiдженнями цього питання якiсної теорiї диференцiаль-

них рiвнянь займалися М. Г. Крейн, Ю. Л. Далецький, А. М. Самойленко,

А. Я. Дороговцев та багато iнших. Надзвичайно важливий результат отри-

мав М. Г. Крейн, який встановив, що рiвняння 𝐴𝑋 +𝑋𝐵 = 𝑌 та подiбнi до

нього часто виникають при розв’язаннi складних диференцiальних рiвнянь.

Фундаментальне дослiдження цього питання разом з Ю. Л. Далецьким за-

вершилося виходом монографiї [12]. Можемо зробити висновок, що знахо-

дження розв’язкiв подiбних рiвнянь може бути корисним не лише окремо, а

й у застосуваннi до складних диференцiальних рiвнянь. Це можна вважати

обґрунтуванням актуальностi обраної теми наших дослiджень.

Водночас варто зазначити, що навiть у найпростiших випадках скiнченно-

вимiрних просторiв (крiм одновимiрного, де все тривiально) питання зна-

ходження явної формули розв’язку рiвняння 𝐴𝑋 + 𝑋𝐵 = 𝑌 потребує до-

слiдження з використанням математичних методiв з рiзних роздiлiв. Для

дво- та тривимiрного випадку вiдповiднi результати були продемонстрованi

в роботах [7], [8].
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У цiй магiстерськiй дисертацiї обрано нескiнченновимiрний випадок, а саме

— простори сумовних зi степенем 𝑝 послiдовностей. Залежно вiд вигляду

операторiв, що входять у рiвняння, а також вiд структури множин їхнiх

власних чисел, можна отримати явний вигляд операторiв-розв’язкiв i сфор-

мулювати результати у виглядi загальних теорем — саме такою є мета цiєї

роботи.

Перший роздiл мiстить теоретичнi вiдомостi, що використовуються в ди-

сертацiї, зокрема теорему, отриману М. Г. Крейном та Ю. Л. Далецьким,

щодо умов єдиностi обмеженого розв’язку, а також iнтегральну формулу

знаходження явного вигляду такого розв’язку.

Другий роздiл складається з трьох частин. Першi двi дослiджують дiаго-

нальнi оператори 𝐴 та 𝐵, тодi як оператор 𝑌 розглядається як оператор

зсуву. Обидвi частини завершуються формулюванням загальних теорем про

iснування та явний вигляд розв’язку операторного рiвняння.

Остання частина другого роздiлу дослiджує бiльш складний випадок вхi-

дних операторiв i мiстить результат для часткового випадку таких опера-

торiв.

Дисертацiйна робота завершується висновками i списком використаної лi-

тератури. Частина результатiв, описаних у дисертацiйнiй роботi, була опу-

блiкована в Збiрнику тез Всеукраїнської конференцiї молодих математи-

кiв [16].
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Роздiл 1

Теоретичнi вiдомостi

1.1 Список умовних позначень

ℓ𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞ простiр послiдовностей 𝑥 = (𝑥𝑘)𝑘≥1 з нормою ‖𝑥‖𝑝 =(︁ ∞∑︁
𝑘=1

|𝑥𝑘|𝑝
)︁1/𝑝

.

ℓ∞ простiр обмежених послiдовностей з нормою ‖𝑥‖∞ =

sup
𝑘≥1

|𝑥𝑘|.

ℬ(𝑋) множина обмежених лiнiйних операторiв на банаховому

просторi 𝑋.

𝜎(𝑇 ) спектр оператора 𝑇 .

𝜌(𝑇 ) область регулярностi оператора 𝑇 , 𝜌(𝑇 ) = C ∖ 𝜎(𝑇 ).

𝑅(𝜆, 𝑇 ) резольвента, 𝑅(𝜆, 𝑇 ) = (𝑇 − 𝜆𝐼)−1.

𝐼 тотожний оператор.

𝐴𝑋 −𝑋𝐵 = 𝑌 основне операторне рiвняння, яке дослiджується у робо-

тi.

Γ𝐴,Γ𝐵 замкненi контури iнтегрування на комплекснiй площинi,

що охоплюють спектри операторiв 𝐴 та 𝐵 вiдповiдно.
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1.2 Вступ до функцiонального аналiзу

Функцiональний аналiз

Функцiональний аналiз — це роздiл сучасної математики, який вивчає не-

скiнченновимiрнi простори та вiдображення мiж ними. Його виникнення

пов’язане з розвитком диференцiальних рiвнянь та математичної фiзики,

адже саме у таких задачах природно з’являються функцiї як елементи пев-

них просторiв, а також оператори, якi на них дiють.

На вiдмiну вiд класичної лiнiйної алгебри, де розглядаються скiнченнови-

мiрнi простори та матрицi, у функцiональному аналiзi головну роль вiдiгра-

ють нескiнченновимiрнi простори, де вектори можуть бути нескiнченними

послiдовностями або функцiями. Саме тому тут доводиться працювати з

новими поняттями, якi узагальнюють звичнi методи алгебри та геометрiї.

Нормованi простори

Основним об’єктом дослiдження функцiонального аналiзу є нормований

простiр. Це векторний простiр 𝑋 над полем дiйсних або комплексних чи-

сел, у якому для кожного елемента 𝑥 ∈ 𝑋 визначено його “довжину”, або

норму, що позначається як ‖𝑥‖.

Норма повинна задовольняти такi умови:

‖𝑥‖ ≥ 0, ‖𝑥‖ = 0 ⇐⇒ 𝑥 = 0,

‖𝛼𝑥‖ = |𝛼| · ‖𝑥‖, ∀𝛼 ∈ R або C,

‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ (нерiвнiсть трикутника).

Завдяки цим властивостям ми можемо ввести поняття вiдстанi мiж еле-
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ментами простору, що дозволяє дослiджувати збiжнiсть послiдовностей та

неперервнiсть вiдображень.

Банаховi простори

Особливе значення мають простори, де будь-яка фундаментальна послiдов-

нiсть збiгається до елемента простору. Такi простори називаються банахо-

вими. Iнакше кажучи, банахiв простiр — це повний нормований простiр.

Приклади банахових просторiв:

� простiр неперервних функцiй на вiдрiзку з нормою максимуму;

� простори послiдовностей ℓ𝑝, якi будуть розглянутi далi.

Лiнiйнi оператори

Нехай 𝑋 i 𝑌 — два нормованi простори. Вiдображення 𝐴 : 𝑋 → 𝑌 нази-

вається лiнiйним оператором, якщо для всiх 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 та 𝛼 ∈ R або C
виконується:

𝐴(𝑥1 + 𝑥2) = 𝐴(𝑥1) + 𝐴(𝑥2), 𝐴(𝛼𝑥) = 𝛼𝐴(𝑥).

Лiнiйнi оператори є узагальненням матриць, але на вiдмiну вiд скiнчен-

новимiрних випадкiв, вони можуть дiяти на нескiнченнi послiдовностi або

функцiї.
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Норма оператора

Для оцiнки “розмiру” оператора вводять його норму:

‖𝐴‖ = sup
‖𝑥‖=1

‖𝐴𝑥‖.

Ця величина показує, наскiльки оператор може збiльшити довжину векто-

ра. Якщо норма оператора скiнченна, то оператор називається обмеженим.

У функцiональному аналiзi основну увагу придiляють саме обмеженим опе-

раторам.

Перехiд до просторiв ℓ𝑝

Серед багатьох прикладiв банахових просторiв особливу роль вiдiграють

простори ℓ𝑝. Вони є природним узагальненням звичайних евклiдових про-

сторiвR𝑛, але мiстять нескiнченнi послiдовностi, для яких можна визначити

норму. Завдяки своїм властивостям простори ℓ𝑝 широко застосовуються в

аналiзi, теорiї операторiв та чисельних методах. Саме з ними ми будемо

працювати надалi.
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1.3 Простiр ℓ𝑝 та його основнi властивостi

Одним iз найважливiших прикладiв нормованих просторiв у функцiональ-

ному аналiзi є простiр послiдовностей ℓ𝑝. Його властивостi детально вивча-

ються у класичних пiдручниках, зокрема у [6]. Цi простори можна розгля-

дати як узагальнення звичних евклiдових просторiв R𝑛, але вже для не-

скiнченних послiдовностей, що робить їх центральними об’єктами в аналiзi

та теорiї операторiв.

Означення 1.1. Нехай 𝑋 — векторний простiр над R або C. Норма на

𝑋 — це вiдображення ‖ · ‖ : 𝑋 → [0,∞), що задовольняє аксiоми не-

вiд’ємностi, однорiдностi та нерiвностi трикутника. Пару (𝑋, ‖ · ‖) на-

зивають нормованим простором.

Означення 1.2. Нормований простiр 𝑋 називається банаховим, якщо

вiн повний вiдносно метрики 𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥− 𝑦‖.

Приклади. Для 1 ≤ 𝑝 < ∞ простiр

ℓ𝑝 =
{︁
𝑥 = (𝑥𝑘)𝑘≥1 : ‖𝑥‖𝑝 =

(︁ ∞∑︁
𝑘=1

|𝑥𝑘|𝑝
)︁1/𝑝

< ∞
}︁

є банаховим. Аналогiчно,

ℓ∞ =
{︁
𝑥 = (𝑥𝑘) : ‖𝑥‖∞ = sup

𝑘
|𝑥𝑘| < ∞

}︁
є також банаховим простором.

Простори ℓ𝑝 для 1 ≤ 𝑝 < ∞ є сепарабельними, тобто мiстять щiльну злi-

ченну пiдмножину. Натомiсть простiр ℓ∞ не є сепарабельним.

Важливим фактом є опис двоїстих просторiв: для 1 < 𝑝 < ∞ виконується
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iзометричний iзоморфiзм

(ℓ𝑝)
* ∼= ℓ𝑞,

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1,

що вiдiграє ключову роль у спектральнiй теорiї та функцiональному ана-

лiзi.

Окремо слiд вiдзначити випадок 𝑝 = 2: простiр ℓ2 є гiльбертовим просто-

ром з внутрiшнiм добутком

⟨𝑥, 𝑦⟩ =
∞∑︁
𝑘=1

𝑥𝑘𝑦𝑘.

Цей випадок має особливе значення, оскiльки саме гiльбертовi простори

найближчi до звичних евклiдових просторiв та широко застосовуються в

математичнiй фiзицi.
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1.4 Лiнiйнi оператори в ℓ𝑝. Резольвента та спектр

Нехай 𝑋 — банахiв простiр (зокрема 𝑋 = ℓ𝑝) i 𝑇 ∈ ℬ(𝑋) — обмежений лi-

нiйний оператор. Центральним поняттям спектральної теорiї є спектр опе-

ратора.

Означення 1.3. Спектром оператора 𝑇 називається множина

𝜎(𝑇 ) = {𝜆 ∈ C : 𝑇 − 𝜆𝐼 не є оборотним у ℬ(𝑋)}.

Оператор

𝑅(𝜆, 𝑇 ) = (𝑇 − 𝜆𝐼)−1, 𝜆 ∈ 𝜌(𝑇 ) = C ∖ 𝜎(𝑇 ),

називається резольвентою оператора 𝑇 .

Теорема 1.1 (див. [1]). Для будь-якого 𝑇 ∈ ℬ(𝑋) спектр 𝜎(𝑇 ) є непоро-

жньою компактною пiдмножиною C i задовольняє включення

𝜎(𝑇 ) ⊂ {𝜆 ∈ C : |𝜆| ≤ ‖𝑇‖}.

У скiнченновимiрному випадку (𝑋 = C𝑛) спектр збiгається з множиною

власних значень матрицi 𝑇 . У нескiнченновимiрному просторi ℓ𝑝 спектр

може мати складнiшу структуру: вiн може мiстити не лише власнi значе-

ння, але й iншi точки, якi виникають як границi спектра або внаслiдок

властивостей оператора.

Приклади

� Для дiагонального оператора 𝐷(𝑥1, 𝑥2, . . . ) = (𝛼1𝑥1, 𝛼2𝑥2, . . . ) спектр

має вигляд

𝜎(𝐷) = {𝛼𝑘 : 𝑘 ≥ 1}.

� Для правого зсуву 𝑆(𝑥1, 𝑥2, . . . ) = (0, 𝑥1, 𝑥2, . . . ) у просторi ℓ𝑝 (1 ≤

17



𝑝 < ∞) спектр дорiвнює одиничному диску:

𝜎(𝑆) = {𝜆 ∈ C : |𝜆| ≤ 1}.

Функцiональне числення

Якщо 𝑓 — аналiтична функцiя, визначена на околi спектра 𝜎(𝑇 ), то опера-

тор 𝑓(𝑇 ) можна задати iнтегральною формулою Кошi

𝑓(𝑇 ) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝑓(𝜆)(𝑇 − 𝜆𝐼)−1 𝑑𝜆,

де Γ — замкнений контур, що охоплює 𝜎(𝑇 ). Ця формула безпосередньо

спирається на результати комплексного аналiзу, зокрема на теорему про

лишки. Саме тому в наступному роздiлi ми окремо зупинимося на потрiбних

фактах з комплексного аналiзу.
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1.5 Елементи комплексного аналiзу: контурнi

iнтеграли та теорема про лишки

У подальших роздiлах нашої роботи важливу роль вiдiграють методи ком-

плексного аналiзу, зокрема iнтегрування по контуру та обчислення лишкiв.

У цьому роздiлi наведемо основнi факти, якi будуть потрiбнi для дослiдже-

ння спектральних властивостей операторiв та формули функцiонального

числення.

Iнтеграл по контуру

Нехай 𝛾 — кусочно-гладка крива у площинi C, що задається вiдображенням
𝛾 : [𝑎, 𝑏] → C, 𝛾(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡). Для неперервної функцiї 𝑓 : 𝛾 → C
iнтеграл по контуру 𝛾 визначається як∫︁

𝛾

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 =

∫︁ 𝑏

𝑎

𝑓(𝛾(𝑡)) 𝛾′(𝑡) 𝑑𝑡.

Формула Кошi

Нехай 𝑓 — аналiтична функцiя в областi Ω ⊂ C, а Γ — замкнений контур,

що цiлком мiститься в Ω та охоплює точку 𝑧0 ∈ Ω. Тодi

𝑓(𝑧0) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧.

Ця формула показує, що значення аналiтичної функцiї можна вiдновити

через її iнтеграл по замкненому контуру.
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Лишки

Нехай 𝑓 — мероморфна функцiя, тобто аналiтична в областi Ω за винятком

iзольованих особливих точок. Якщо 𝑎 — iзольована особлива точка 𝑓 , то

лишком функцiї 𝑓 у точцi 𝑎 називається коефiцiєнт при (𝑧−𝑎)−1 у розкладi

Лорана функцiї 𝑓 в околi точки 𝑎. Позначається

res𝑧=𝑎𝑓(𝑧).

Теорема про лишки

Нехай 𝑓 — мероморфна в обмеженiй областi Ω ⊂ C, межа 𝜕Ω складається зi

скiнченної кiлькостi замкнених кривихЖордана, а всерединi Ω знаходяться

iзольованi особливi точки 𝑎1, . . . , 𝑎𝑚. Тодi∫︁
𝜕Ω

𝑓(𝑧) 𝑑𝑧 = 2𝜋𝑖
𝑚∑︁
𝑘=1

res𝑧=𝑎𝑘𝑓(𝑧).

Формули для обчислення лишкiв

� Якщо 𝑎 — полюс першого порядку, то

res𝑧=𝑎𝑓(𝑧) = lim
𝑧→𝑎

(𝑧 − 𝑎)𝑓(𝑧).

� Якщо 𝑎 — полюс порядку 𝑚 ≥ 2, то

res𝑧=𝑎𝑓(𝑧) =
1

(𝑚− 1)!
lim
𝑧→𝑎

𝑑𝑚−1

𝑑𝑧𝑚−1
[(𝑧 − 𝑎)𝑚𝑓(𝑧)] .
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Приклади

1. Обчислимо iнтеграл ∫︁
|𝑧|=1

𝑑𝑧

𝑧 − 𝑎
, |𝑎| < 1.

Функцiя має полюс першого порядку у 𝑧 = 𝑎, i ї ї лишок дорiвнює 1.

За теоремою про лишки ∫︁
|𝑧|=1

𝑑𝑧

𝑧 − 𝑎
= 2𝜋𝑖.

2. Для iнтеграла ∫︁
|𝑧|=2

𝑑𝑧

𝑧2 + 1

маємо два полюси: 𝑧 = 𝑖 та 𝑧 = −𝑖, обидва всерединi контуру. Лишки

обчислюються як

res𝑧=𝑖
1

𝑧2 + 1
=

1

2𝑖
, res𝑧=−𝑖

1

𝑧2 + 1
=

1

−2𝑖
.

Їхня сума дорiвнює нулю, отже iнтеграл дорiвнює 0.

Зв’язок з функцiональним численням

Розглянутi вище формули мають безпосереднє застосування в спектральнiй

теорiї операторiв. Зокрема, iнтеграл вiд резольвенти оператора по замкне-

ному контуру використовується для означення 𝑓(𝑇 ), де 𝑓 — аналiтична

функцiя, а 𝑇 — обмежений оператор. Саме завдяки теоремi про лишки цей

пiдхiд дозволяє переходити вiд властивостей функцiй до властивостей опе-

раторiв.
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Роздiл 2

Практична частина

2.1 Постановка задачi

Розглянемо операторне рiвняння

𝐴𝑋 −𝑋𝐵 = 𝑌, (2.1)

де 𝐴,𝐵, 𝑌 ∈ ℬ(ℓ𝑝) — заданi обмеженi лiнiйнi оператори, а 𝑋 ∈ ℬ(ℓ𝑝) —

шуканий оператор. Тут ℓ𝑝 позначає класичний банахiв простiр усiх послi-

довностей 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . ), для яких
∑︀∞

𝑛=1 |𝑥𝑛|𝑝 < ∞, з нормою

‖𝑥‖𝑝 =

(︃ ∞∑︁
𝑛=1

|𝑥𝑛|𝑝
)︃1/𝑝

, 1 ≤ 𝑝 < ∞.

У найпростiшому випадку, коли 𝐴 i 𝐵 — дiйснi або комплекснi числа, рiв-

няння набуває вигляду

𝑎𝑥− 𝑥𝑏 = 𝑦,

i має єдиний розв’язок 𝑥 = 𝑦
𝑎−𝑏 за умови 𝑎 ̸= 𝑏. Аналогiчна iдея зберiгається

i для матриць: якщо 𝐴,𝐵 — дiагональнi матрицi з власними значеннями
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{𝜆1, . . . , 𝜆𝑛} та {𝜇1, . . . , 𝜇𝑚}, то рiвняння має єдиний розв’язок тодi й лише
тодi, коли 𝜆𝑖 ̸= 𝜇𝑗 для всiх 𝑖, 𝑗. Це класичне рiвняння Сильвестра.

У нескiнченновимiрному випадку центральною є умова, що спектри опера-

торiв 𝐴 та 𝐵 не перетинаються:

𝜎(𝐴) ∩ 𝜎(𝐵) = ∅. (2.2)

Вiдомо, що тодi для будь-якого 𝑌 ∈ ℬ(ℓ𝑝) рiвняння (2.1) має єдиний розв’язок

𝑋 (теорема Сильвестра–Розенблюма, [3]).

Бiльш того, в цьому випадку розв’язок можна подати у виглядi iнтегральної

формули через резольвенти операторiв:

𝑋 = − 1

4𝜋2

∮︁
Γ𝐴

∮︁
Γ𝐵

(𝐴− 𝜆𝐼)−1 𝑌 (𝐵 − 𝜇𝐼)−1

𝜆− 𝜇
𝑑𝜇 𝑑𝜆, (2.3)

де Γ𝐴 та Γ𝐵 — замкненi контури на комплекснiй площинi, що охоплюють

спектри 𝜎(𝐴) та 𝜎(𝐵) вiдповiдно i не перетинаються.

У подальшiй частинi роботи ми розглянемо приклади в просторi ℓ𝑝, де опе-

ратори 𝐴 та 𝐵 задаються у виглядi дiагональних операторiв та 𝑌 у виглядi

оператору зсуву. Цi приклади демонструють, як умова 𝜎(𝐴) ∩ 𝜎(𝐵) = ∅
дозволяє не тiльки гарантувати iснування розв’язку, але й побудувати його

в явному виглядi.

Варто зауважити, що аналогiчнi задачi ранiше дослiджувалися в скiнчен-

новимiрних просторах: для R2 (див. [7]) та для R3 (див. [8]). У випадку R𝑛

при 𝑛 ≥ 4 формули для розв’язку стають надзвичайно громiздкими i не

мають суттєвої теоретичної цiнностi. Саме тому подальший розвиток цього

напряму дослiджень здiйснюється в нескiнченновимiрних просторах, зокре-

ма в просторi ℓ𝑝, де вдається отримати бiльш узагальненi та конструктивнi

результати.
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2.2 Операторне рiвняння з дiагональними опе-

раторами A i B та зваженим оператором

зсуву праворуч Y

Постановка задачi

Розглянемо операторне рiвняння (2.1) у просторi ℓ𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞.

Оператори 𝐴 та 𝐵 є дiагональними i заданi таким чином:

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . .) = (2𝑥1, 3𝑥2, 2𝑥3, 3𝑥4, . . .),

𝐵(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . .) = (7𝑥1, 11𝑥2, 7𝑥3, 11𝑥4, . . .).

Оператор 𝑌 є зваженим зсувом вправо, тобто для будь-якого 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . .) ∈
ℓ𝑝 маємо

𝑌 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . .) = (0, 𝑥1,
1
2𝑥2,

1
3𝑥3, . . .),

або в координатнiй формi:

(𝑌 𝑥)𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑛 = 1,

1

𝑛− 1
𝑥𝑛−1, 𝑛 ≥ 2.

Мета полягає у знаходженнi обмеженого оператора 𝑋 : ℓ𝑝 → ℓ𝑝, який задо-

вольняє рiвняння (2.1).

24



Спектри операторiв i застосування iнтегральної форму-

ли

Оскiльки оператори 𝐴 та 𝐵 є дiагональними, то їх спектри утворюються

множинами власних значень, що стоять на дiагоналi.

Для оператора 𝐴 маємо:

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . .) = (2𝑥1, 3𝑥2, 2𝑥3, 3𝑥4, . . .),

тому спектр оператора 𝐴 складається з двох чисел:

𝜎(𝐴) = {2, 3}.

Аналогiчно, для оператора 𝐵:

𝐵(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . .) = (7𝑥1, 11𝑥2, 7𝑥3, 11𝑥4, . . .),

i, вiдповiдно, його спектр має вигляд:

𝜎(𝐵) = {7, 11}.

Таким чином,

𝜎(𝐴) ∩ 𝜎(𝐵) = ∅,

тобто спектри операторiв 𝐴 та 𝐵 не перетинаються.

Оскiльки ця умова виконується, ми можемо скористатися iнтегральною

формулою (2.3) для знаходження розв’язку рiвняння (2.1), де Γ𝐴 та Γ𝐵

— замкненi позитивно орiєнтованi контури, якi охоплюють спектри опера-

торiв 𝐴 та 𝐵 вiдповiдно i не мають спiльних точок.
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Резольвенти операторiв

Оскiльки оператори 𝐴 та 𝐵 є дiагональними, обчислення їхнiх резольвент

не викликає труднощiв. Для кожного комплексного числа 𝜆, що не нале-

жить спектру оператора 𝐴, маємо:

(𝐴− 𝜆𝐼)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . .) = ((2 − 𝜆)𝑥1, (3 − 𝜆)𝑥2, (2 − 𝜆)𝑥3, (3 − 𝜆)𝑥4, . . .).

Обертаючи цей оператор, одержуємо:

(𝐴− 𝜆𝐼)−1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . .) =
(︀

1
2−𝜆𝑥1,

1
3−𝜆𝑥2,

1
2−𝜆𝑥3,

1
3−𝜆𝑥4, . . .

)︀
.

Аналогiчно, для оператора 𝐵 та будь-якого комплексного числа 𝜇 /∈ 𝜎(𝐵):

(𝐵 − 𝜇𝐼)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . .) = ((7 − 𝜇)𝑥1, (11 − 𝜇)𝑥2, (7 − 𝜇)𝑥3, (11 − 𝜇)𝑥4, . . .),

а тому

(𝐵 − 𝜇𝐼)−1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . .) =
(︁

1
7−𝜇𝑥1,

1
11−𝜇𝑥2,

1
7−𝜇𝑥3,

1
11−𝜇𝑥4, . . .

)︁
.

Отже, обидвi резольвенти також є дiагональними операторами, що значно

спрощує подальшi обчислення при пiдстановцi в iнтегральну формулу (2.3).

Пiдстановка у формулу та послiдовна дiя операторiв

Пiдставимо знайденi резольвенти операторiв 𝐴 та 𝐵 у iнтегральну форму-

лу (2.3). Для довiльного вектора 𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛≥1 ∈ ℓ𝑝 розглянемо поетапну дiю

операторiв у пiдiнтегральному виразi.
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Дiя оператора (𝐵 − 𝜇𝐼)−1. Нехай

𝑧 = (𝐵 − 𝜇𝐼)−1𝑥.

Тодi за означенням резольвенти маємо:

𝑧𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

7 − 𝜇
𝑥𝑛, 𝑛 непарне,

1

11 − 𝜇
𝑥𝑛, 𝑛 парне.

Дiя оператора 𝑌 . Застосуємо оператор 𝑌 до вектора 𝑧:

(𝑌 𝑧)𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑛 = 1,

1

𝑛− 1
𝑧𝑛−1, 𝑛 ≥ 2.

Пiдставивши значення 𝑧𝑛−1, одержуємо

(𝑌 𝑧)𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑛 = 1,

1

𝑛− 1
· 1

𝛽𝑛−1 − 𝜇
𝑥𝑛−1, 𝑛 ≥ 2,

де

𝛽𝑛−1 =

⎧⎨⎩7, 𝑛− 1 непарне,

11, 𝑛− 1 парне.

Дiя оператора (𝐴− 𝜆𝐼)−1. Тепер застосуємо (𝐴− 𝜆𝐼)−1 до отриманого

вектора 𝑌 𝑧: (︀
(𝐴− 𝜆𝐼)−1𝑌 𝑧

)︀
𝑛

=
1

𝛼𝑛 − 𝜆
(𝑌 𝑧)𝑛,
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де

𝛼𝑛 =

⎧⎨⎩2, 𝑛 непарне,

3, 𝑛 парне.

Тодi

(︀
(𝐴− 𝜆𝐼)−1𝑌 𝑧

)︀
𝑛

=

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑛 = 1,

1

𝑛− 1
· 1

𝛼𝑛 − 𝜆
· 1

𝛽𝑛−1 − 𝜇
𝑥𝑛−1, 𝑛 ≥ 2.

Пiдiнтегральний вираз. Пiсля послiдовного застосування операторiв

маємо:

(𝐴−𝜆𝐼)−1𝑌 (𝐵−𝜇𝐼)−1𝑥 =

(︂
0,

1

1 · (𝛼2 − 𝜆)(𝛽1 − 𝜇)
𝑥1,

1

2 · (𝛼3 − 𝜆)(𝛽2 − 𝜇)
𝑥2, . . .

)︂
.

Тодi пiдставляючи цей вираз у формулу (2.3), для кожного 𝑛 ≥ 2 одержу-

ємо:

(𝑋𝑥)𝑛 = − 1

4𝜋2
· 1

𝑛− 1

∫︁
Γ𝐴

∫︁
Γ𝐵

1

(𝛼𝑛 − 𝜆)(𝛽𝑛−1 − 𝜇)(𝜆− 𝜇)
𝑑𝜆 𝑑𝜇 𝑥𝑛−1. (2.4)

Для зручностi винесемо множник 1
𝑛−1 i позначимо сам подвiйний iнтеграл

через 𝐼𝑛:

𝐼𝑛 =

∫︁
Γ𝐴

∫︁
Γ𝐵

1

(𝛼𝑛 − 𝜆)(𝛽𝑛−1 − 𝜇)(𝜆− 𝜇)
𝑑𝜆 𝑑𝜇. (2.5)

Тодi формула (2.4) набуває вигляду:

(𝑋𝑥)𝑛 = − 1

4𝜋2
· 1

𝑛− 1
𝐼𝑛 𝑥𝑛−1, 𝑛 ≥ 2.
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Iнтегрування за 𝜇 по контуру Γ𝐵

Фiксуємо 𝜆 ∈ Γ𝐴 i розглядаємо внутрiшнiй iнтеграл:

𝐽𝑛 =

∮︁
Γ𝐵

1

(𝛽𝑛−1 − 𝜇)(𝜆− 𝜇)
𝑑𝜇.

Полюси за змiнною 𝜇 є простими й знаходяться в точках 𝜇 = 𝛽𝑛−1 та 𝜇 = 𝜆.

Оскiльки контур Γ𝐵 охоплює лише спектр оператора 𝐵 i не має спiльних

точок iз контуром Γ𝐴, усерединi Γ𝐵 мiститься полюс 𝜇 = 𝛽𝑛−1, а точка

𝜇 = 𝜆 лежить поза ним.

Обчислюємо лишок у точцi 𝜇 = 𝛽𝑛−1:

Res𝜇=𝛽𝑛−1

1

(𝛽𝑛−1 − 𝜇)(𝜆− 𝜇)
= lim

𝜇→𝛽𝑛−1

𝜇− 𝛽𝑛−1

(𝛽𝑛−1 − 𝜇)(𝜆− 𝜇)
= − 1

𝜆− 𝛽𝑛−1
.

Застосовуючи формулу лишкiв для позитивно орiєнтованого контуру, отри-

муємо

𝐽𝑛 = 2𝜋𝑖 ·
(︁
− 1

𝜆− 𝛽𝑛−1

)︁
= − 2𝜋𝑖

𝜆− 𝛽𝑛−1
.

Пiдставляючи знайдене 𝐽𝑛 у вираз для 𝐼𝑛, маємо

𝐼𝑛 = − 2𝜋𝑖

∮︁
Γ𝐴

1

(𝛼𝑛 − 𝜆)(𝜆− 𝛽𝑛−1)
𝑑𝜆.

Iнтегрування за 𝜆 по контуру Γ𝐴

Маємо

𝐼𝑛 = − 2𝜋𝑖

∮︁
Γ𝐴

1

(𝛼𝑛 − 𝜆)(𝜆− 𝛽𝑛−1)
𝑑𝜆.

Полюси за змiнною 𝜆: простi в точках 𝜆 = 𝛼𝑛 та 𝜆 = 𝛽𝑛−1. Контур Γ𝐴

охоплює спектр оператора 𝐴, тому всерединi Γ𝐴 лежить полюс 𝜆 = 𝛼𝑛, а

точка 𝜆 = 𝛽𝑛−1 розташована поза контуром.
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Обчислюємо лишок у 𝜆 = 𝛼𝑛:

Res𝜆=𝛼𝑛

1

(𝛼𝑛 − 𝜆)(𝜆− 𝛽𝑛−1)
= lim

𝜆→𝛼𝑛

𝜆− 𝛼𝑛

(𝛼𝑛 − 𝜆)(𝜆− 𝛽𝑛−1)
= − 1

𝛼𝑛 − 𝛽𝑛−1
.

Застосовуючи формулу лишкiв,∮︁
Γ𝐴

1

(𝛼𝑛 − 𝜆)(𝜆− 𝛽𝑛−1)
𝑑𝜆 = 2𝜋𝑖 ·

(︁
− 1

𝛼𝑛 − 𝛽𝑛−1

)︁
= − 2𝜋𝑖

𝛼𝑛 − 𝛽𝑛−1
.

Пiдставляючи це у вираз для 𝐼𝑛, одержуємо

𝐼𝑛 = − 2𝜋𝑖 ·
(︁
− 2𝜋𝑖

𝛼𝑛 − 𝛽𝑛−1

)︁
=

4𝜋2 𝑖2

𝛼𝑛 − 𝛽𝑛−1
= − 4𝜋2

𝛼𝑛 − 𝛽𝑛−1
,

оскiльки 𝑖2 = −1.

Пiдстановка у 𝐼𝑛 та збiрка результату для 𝑋

Повертаючись до визначення 𝐼𝑛, пiдставимо обчислене значення iнтеграла:

𝐼𝑛 = − 4𝜋2

𝛼𝑛 − 𝛽𝑛−1
.

Пiдставимо це у вираз для (𝑋𝑥)𝑛:

(𝑋𝑥)𝑛 = − 1

4𝜋2
· 1

𝑛− 1
𝐼𝑛 𝑥𝑛−1, 𝑛 ≥ 2.

Отже,

(𝑋𝑥)𝑛 = − 1

4𝜋2
· 1

𝑛− 1
·
(︁
− 4𝜋2

𝛼𝑛 − 𝛽𝑛−1

)︁
𝑥𝑛−1 =

1

(𝑛− 1)(𝛼𝑛 − 𝛽𝑛−1)
𝑥𝑛−1, 𝑛 ≥ 2.
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Таким чином, для дiї оператора 𝑋 на елемент 𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛≥1 ∈ ℓ𝑝 маємо:

(𝑋𝑥)1 = 0, (𝑋𝑥)𝑛 =
1

(𝑛− 1)(𝛼𝑛 − 𝛽𝑛−1)
𝑥𝑛−1, 𝑛 ≥ 2.

Парний та непарний випадки

Парний випадок. Якщо 𝑛 — парне, то

𝛼𝑛 = 3, 𝛽𝑛−1 = 7.

Пiдставляючи цi значення у формулу для (𝑋𝑥)𝑛, маємо

(𝑋𝑥)𝑛 =
1

(𝑛− 1)(3 − 7)
𝑥𝑛−1 = − 1

4(𝑛− 1)
𝑥𝑛−1.

Непарний випадок. Якщо 𝑛 — непарне, то

𝛼𝑛 = 2, 𝛽𝑛−1 = 11.

Пiдставляючи у формулу, одержуємо

(𝑋𝑥)𝑛 =
1

(𝑛− 1)(2 − 11)
𝑥𝑛−1 = − 1

9(𝑛− 1)
𝑥𝑛−1.

Отже, остаточно:

(𝑋𝑥)𝑛 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
− 1

4(𝑛− 1)
𝑥𝑛−1, якщо 𝑛 парне,

− 1

9(𝑛− 1)
𝑥𝑛−1, якщо 𝑛 непарне.

Розглянемо ще одне операторне рiвняння (2.1)
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Оператори 𝐴 та 𝐵 — дiагональнi:

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . .) =
(︀
𝛼1𝑥1, 𝛼2𝑥2, 𝛼3𝑥3, . . .

)︀
,

𝐵(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . .) =
(︀
𝛽1𝑥1, 𝛽2𝑥2, 𝛽3𝑥3, . . .

)︀
.

де

𝛼𝑛 =
1

𝑛
, 𝛽𝑛 = 2 +

1

𝑛2
, 𝑛 ≥ 1.

Оператор 𝑌 є зваженим зсувом вправо, тобто для будь-якого 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . .) ∈
ℓ𝑝 маємо

𝑌 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . .) = (0, 𝑥1,
1
2𝑥2,

1
3𝑥3, . . .),

або в координатнiй формi:

(𝑌 𝑥)𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑛 = 1,

1

𝑛− 1
𝑥𝑛−1, 𝑛 ≥ 2.

Мета: знайти обмежений оператор 𝑋 : ℓ𝑝 → ℓ𝑝, що задовольняє рiвнян-

ня (2.1).

Спектри операторiв i застосування iнтегральної форму-

ли

Оскiльки 𝐴 та 𝐵 є дiагональними, їх спектри є замиканнями множин дiа-

гональних значень:

𝜎(𝐴) = {𝛼𝑛 : 𝑛 ≥ 1}, 𝜎(𝐵) = {𝛽𝑛 : 𝑛 ≥ 1}.
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У нашому випадку

𝛼𝑛 =
1

𝑛
⇒ 𝜎(𝐴) =

{︁
1
𝑛 : 𝑛 ≥ 1

}︁
∪ {0},

𝛽𝑛 = 2 +
1

𝑛2
⇒ 𝜎(𝐵) =

{︁
2 + 1

𝑛2 : 𝑛 ≥ 1
}︁
∪ {2}.

Маємо роздiлення спектрiв:

𝜎(𝐴) ⊂ (0, 1], 𝜎(𝐵) ⊂ (2, 3], ⇒ 𝜎(𝐴) ∩ 𝜎(𝐵) = ∅

За цiєї умови застосовується iнтегральна формула (2.3) розв’язку рiвнян-

ня (2.1), де Γ𝐴 та Γ𝐵 — замкненi позитивно орiєнтованi контури, що охо-

плюють вiдповiдно 𝜎(𝐴) та 𝜎(𝐵) i не мають спiльних точок.

Резольвенти операторiв

Оскiльки 𝐴 та 𝐵 дiагональнi, їхнi резольвенти також дiагональнi. Для будь-

якого 𝜆 /∈ 𝜎(𝐴) та 𝜇 /∈ 𝜎(𝐵) маємо:

(𝐴− 𝜆𝐼)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . .) =
(︀
(11 − 𝜆)𝑥1, (12 − 𝜆)𝑥2, (13 − 𝜆)𝑥3, . . .

)︀
,

тобто покомпонентно

(︀
(𝐴− 𝜆𝐼)𝑥

)︀
𝑛

= (𝛼𝑛 − 𝜆)𝑥𝑛 =
(︁

1
𝑛 − 𝜆

)︁
𝑥𝑛.

Звiдси

(𝐴− 𝜆𝐼)−1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . .) =
(︁

1
1
1−𝜆

𝑥1,
1

1
2−𝜆

𝑥2,
1

1
3−𝜆

𝑥3, . . .
)︁
,
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або покомпонентно:

(︀
(𝐴− 𝜆𝐼)−1𝑥

)︀
𝑛

=
1

1
𝑛 − 𝜆

𝑥𝑛.

Аналогiчно для 𝐵:

(𝐵−𝜇𝐼)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . .) =
(︀
(2 + 1

12 −𝜇)𝑥1, (2 + 1
22 −𝜇)𝑥2, (2 + 1

32 −𝜇)𝑥3, . . .
)︀
,

тобто (︀
(𝐵 − 𝜇𝐼)𝑥

)︀
𝑛

= (𝛽𝑛 − 𝜇)𝑥𝑛 =
(︁

2 + 1
𝑛2 − 𝜇

)︁
𝑥𝑛,

i

(𝐵 − 𝜇𝐼)−1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . .) =
(︁

1

2+
1
12−𝜇

𝑥1,
1

2+
1
22−𝜇

𝑥2,
1

2+
1
32−𝜇

𝑥3, . . .
)︁
,

або покомпонентно:

(︀
(𝐵 − 𝜇𝐼)−1𝑥

)︀
𝑛

=
1

2 + 1
𝑛2 − 𝜇

𝑥𝑛.

Отже, обидвi резольвенти дiагональнi, що суттєво спростить пiдстановку в

iнтегральну формулу (2.3).

Пiдстановка у формулу та послiдовна дiя операторiв

Пiдставимо знайденi резольвенти операторiв 𝐴 та 𝐵 у iнтегральну форму-

лу (2.3), де Γ𝐴 та Γ𝐵 — замкненi контури, що охоплюють спектри 𝜎(𝐴) i

𝜎(𝐵) вiдповiдно та не мають спiльних точок.

Для довiльного 𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛≥1 ∈ ℓ𝑝 розглянемо послiдовну дiю операторiв у

пiдiнтегральному виразi.
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Дiя оператора (𝐵 − 𝜇𝐼)−1. Нехай

𝑧 = (𝐵 − 𝜇𝐼)−1𝑥.

Тодi за означенням резольвенти:

𝑧𝑛 =
1

2 + 1
𝑛2 − 𝜇

𝑥𝑛, 𝑛 ≥ 1.

Дiя оператора 𝑌 . Застосуємо 𝑌 до вектора 𝑧:

(𝑌 𝑧)𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑛 = 1,

1

𝑛− 1
𝑧𝑛−1, 𝑛 ≥ 2.

Пiдставляючи значення 𝑧𝑛−1, маємо:

(𝑌 𝑧)𝑛 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, 𝑛 = 1,

1

𝑛− 1
· 1

2 + 1
(𝑛−1)2 − 𝜇

𝑥𝑛−1, 𝑛 ≥ 2.

Дiя оператора (𝐴 − 𝜆𝐼)−1. Застосовуємо (𝐴 − 𝜆𝐼)−1 до отриманого ве-

ктора 𝑌 𝑧: (︀
(𝐴− 𝜆𝐼)−1𝑌 𝑧

)︀
𝑛

=
1

1
𝑛 − 𝜆

(𝑌 𝑧)𝑛.

Отже:

(︀
(𝐴− 𝜆𝐼)−1𝑌 𝑧

)︀
𝑛

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, 𝑛 = 1,

1

𝑛− 1
· 1

1
𝑛 − 𝜆

· 1

2 + 1
(𝑛−1)2 − 𝜇

𝑥𝑛−1, 𝑛 ≥ 2.
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Пiдiнтегральний вираз. Пiсля послiдовного застосування операторiв

одержуємо:

(𝐴− 𝜆𝐼)−1𝑌 (𝐵 − 𝜇𝐼)−1𝑥 =

(︂
0,

1

1 · (12 − 𝜆)(2 + 1
12 − 𝜇)

𝑥1,

1

2 · (13 − 𝜆)(2 + 1
22 − 𝜇)

𝑥2, . . .

)︂
.

Тодi, пiдставляючи це у формулу для 𝑋, для кожного 𝑛 ≥ 2 отримаємо:

(𝑋𝑥)𝑛 = − 1

4𝜋2
· 1

𝑛− 1

∫︁
Γ𝐴

∫︁
Γ𝐵

1(︀
1
𝑛 − 𝜆

)︀(︀
2 + 1

(𝑛−1)2 − 𝜇
)︀
(𝜆− 𝜇)

𝑑𝜆 𝑑𝜇 𝑥𝑛−1.

Позначимо:

𝐼𝑛 =

∫︁
Γ𝐴

∫︁
Γ𝐵

1(︀
1
𝑛 − 𝜆

)︀(︀
2 + 1

(𝑛−1)2 − 𝜇
)︀
(𝜆− 𝜇)

𝑑𝜆 𝑑𝜇,

тодi

(𝑋𝑥)𝑛 = − 1

4𝜋2
· 1

𝑛− 1
𝐼𝑛 𝑥𝑛−1, 𝑛 ≥ 2.

Iнтегрування за 𝜇 по контуру Γ𝐵

Фiксуємо 𝜆 ∈ Γ𝐴 та розглядаємо внутрiшнiй iнтеграл

𝐽𝑛 =

∮︁
Γ𝐵

1(︀
2 + 1

(𝑛−1)2 − 𝜇
)︀

(𝜆− 𝜇)
𝑑𝜇, 𝑛 ≥ 2.

Полюси за змiнною 𝜇 простi: 𝜇 = 2 + 1
(𝑛−1)2 та 𝜇 = 𝜆. Оскiльки Γ𝐵 охоплює

лише спектр оператора𝐵 i не має спiльних точок iз Γ𝐴, всерединi Γ𝐵 лежить

полюс 𝜇 = 2 + 1
(𝑛−1)2 , а точка 𝜇 = 𝜆 — поза контуром.
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Лишок у 𝜇 = 2 + 1
(𝑛−1)2 :

Res𝜇=2+ 1
(𝑛−1)2

1(︀
2 + 1

(𝑛−1)2 − 𝜇
)︀
(𝜆− 𝜇)

= lim
𝜇→ 2+ 1

(𝑛−1)2

𝜇−
(︀
2 + 1

(𝑛−1)2

)︀(︀
2 + 1

(𝑛−1)2 − 𝜇
)︀
(𝜆− 𝜇)

= − 1

𝜆−
(︀
2 + 1

(𝑛−1)2

)︀ .
Звiдси за формулою лишкiв

𝐽𝑛 = 2𝜋𝑖 ·
(︁
− 1

𝜆−
(︀
2 + 1

(𝑛−1)2

)︀)︁ = − 2𝜋𝑖

𝜆−
(︀
2 + 1

(𝑛−1)2

)︀ .
Пiдставляючи 𝐽𝑛 у подвiйний iнтеграл, отримуємо

𝐼𝑛 =

∮︁
Γ𝐴

1
1
𝑛 − 𝜆

𝐽𝑛 𝑑𝜆 = − 2𝜋𝑖

∮︁
Γ𝐴

1(︀
1
𝑛 − 𝜆

)︀ (︀
𝜆−

(︀
2 + 1

(𝑛−1)2

)︀)︀ 𝑑𝜆.
Iнтегрування за 𝜆 по контуру Γ𝐴

Маємо промiжний вираз:

𝐼𝑛 = − 2𝜋𝑖

∮︁
Γ𝐴

1(︀
1
𝑛 − 𝜆

)︀(︀
𝜆−

(︀
2 + 1

(𝑛−1)2

)︀)︀ 𝑑𝜆.
Полюси за змiнною 𝜆 простi:

𝜆 = 1
𝑛 , 𝜆 = 2 + 1

(𝑛−1)2 .

Контур Γ𝐴 охоплює лише спектр оператора 𝐴, тому всерединi Γ𝐴 мiститься

полюс 𝜆 = 1
𝑛 , а точка 𝜆 = 2 + 1

(𝑛−1)2 розташована поза контуром.
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Обчислимо лишок у точцi 𝜆 = 1
𝑛 :

Res𝜆= 1
𝑛

1(︀
1
𝑛 − 𝜆

)︀(︀
𝜆−

(︀
2 + 1

(𝑛−1)2

)︀)︀ = lim
𝜆→ 1

𝑛

𝜆− 1
𝑛(︀

1
𝑛 − 𝜆

)︀(︀
𝜆−

(︀
2 + 1

(𝑛−1)2

)︀)︀
= − 1

1
𝑛 −

(︀
2 + 1

(𝑛−1)2

)︀ .
Тодi за формулою лишкiв:∮︁
Γ𝐴

1(︀
1
𝑛 − 𝜆

)︀(︀
𝜆−

(︀
2 + 1

(𝑛−1)2

)︀)︀ 𝑑𝜆 = 2𝜋𝑖·
(︁
− 1

1
𝑛 −

(︀
2 + 1

(𝑛−1)2

)︀)︁ = − 2𝜋𝑖
1
𝑛 −

(︀
2 + 1

(𝑛−1)2

)︀ .
Пiдставляючи у вираз для 𝐼𝑛, отримуємо:

𝐼𝑛 = − 2𝜋𝑖 ·
(︁
− 2𝜋𝑖

1
𝑛 −

(︀
2 + 1

(𝑛−1)2

)︀)︁ =
4𝜋2 𝑖2

1
𝑛 −

(︀
2 + 1

(𝑛−1)2

)︀ = − 4𝜋2

1
𝑛 −

(︀
2 + 1

(𝑛−1)2

)︀ ,
оскiльки 𝑖2 = −1.

Збiрка результату для оператора 𝑋

За означенням

(𝑋𝑥)𝑛 = − 1

4𝜋2
· 1

𝑛− 1
𝐼𝑛 𝑥𝑛−1, 𝑛 ≥ 2, (𝑋𝑥)1 = 0.

Iз попереднього кроку маємо

𝐼𝑛 = − 4𝜋2

1
𝑛 −

(︀
2 + 1

(𝑛−1)2

)︀ .
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Пiдставляючи 𝐼𝑛, одержуємо

(𝑋𝑥)𝑛 = − 1

4𝜋2
· 1

𝑛− 1
·
(︁
− 4𝜋2

1
𝑛 −

(︀
2 + 1

(𝑛−1)2

)︀)︁𝑥𝑛−1

=
1

(𝑛− 1)
(︁

1
𝑛 − 2 − 1

(𝑛−1)2

)︁ 𝑥𝑛−1, 𝑛 ≥ 2.

Отже, дiя оператора 𝑋 на 𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛≥1 ∈ ℓ𝑝 задається формулами

(𝑋𝑥)1 = 0, (𝑋𝑥)𝑛 =
1

(𝑛− 1)
(︀
1
𝑛 − 2 − 1

(𝑛−1)2

)︀ 𝑥𝑛−1, 𝑛 ≥ 2.

Компактна формула

З урахуванням дiї оператора 𝑌 маємо:

(𝑋𝑥)𝑛 =
1

(𝑛− 1)(𝑎𝑛 − 𝑏𝑛−1)
𝑥𝑛−1, 𝑛 ≥ 2,

де

𝑎𝑛 =
1

𝑛
, 𝑏𝑛−1 = 2 +

1

(𝑛− 1)2
.

Отже,

(𝑋𝑥)1 = 0, (𝑋𝑥)𝑛 =
1

(𝑛− 1)
(︀
𝑎𝑛 − 𝑏𝑛−1

)︀ 𝑥𝑛−1, 𝑛 ≥ 2.

Узагальнення результату

Отримана формула для оператора 𝑋 у попереднiх прикладах показує, що

розв’язок рiвняння (2.1) при дiагональних операторах 𝐴 i 𝐵 та зсувному

операторi 𝑌 має просту структуру. На основi проведених обчислень сфор-

мулюємо узагальнений результат.
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Теорема 2.1 (Узагальнена теорема про зсувний оператор). Нехай 𝐴 та 𝐵

— дiагональнi обмеженi оператори у просторi ℓ𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞, з власними

значеннями {𝑎𝑛}𝑛≥1 та {𝑏𝑛}𝑛≥1 вiдповiдно. Припустимо, що їх спектри не

перетинаються, тобто

𝜎(𝐴) ∩ 𝜎(𝐵) = ∅, еквiвалентно inf
𝑚,𝑛≥1

|𝑎𝑚 − 𝑏𝑛| > 0.

Нехай 𝑌 : ℓ𝑝 → ℓ𝑝 — зважений оператор зсуву на одну позицiю праворуч:

(𝑌 𝑥)1 = 0, (𝑌 𝑥)𝑛 = 𝑐𝑛𝑥𝑛−1, 𝑛 ≥ 2,

де {𝑐𝑛} — обмежена послiдовнiсть коефiцiєнтiв зсуву, тобто iснує число

𝑀 > 0 таке, що |𝑐𝑛| ≤ 𝑀 для всiх 𝑛 ≥ 1.

Тодi рiвняння (2.1) має єдиний обмежений лiнiйний розв’язок 𝑋 : ℓ𝑝 → ℓ𝑝,

який також є оператором зсуву

(𝑋𝑥)1 = 0, (𝑋𝑥)𝑛 =
𝑐𝑛

𝑎𝑛 − 𝑏𝑛−1
𝑥𝑛−1, 𝑛 ≥ 2.
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2.3 Операторне рiвняння з дiагональними опе-

раторами A i B та зваженим оператором

зсуву лiворуч Y

Постановка задачi

Розглянемо операторне рiвняння (2.1)

Оператори 𝐴, 𝐵 та 𝑌 заданi наступним чином:

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . ) = (𝛼1𝑥1, 𝛼2𝑥2, 𝛼3𝑥3, . . . ),

𝐵(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . ) = (𝛽1𝑥1, 𝛽2𝑥2, 𝛽3𝑥3, . . . ),

𝑌 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . ) = (𝑥2,
1
2𝑥3,

1
3𝑥4, . . . ).

тобто

(𝑌 𝑥)𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑛 = 1,

1

𝑛
𝑥𝑛+1, 𝑛 ≥ 1.

Мета полягає у знаходженнi обмеженого оператора 𝑋 : ℓ𝑝 → ℓ𝑝, який задо-

вольняє рiвняння (2.1).

Спектри дiагональних операторiв i умова застосовностi

формули

Лема 2.1 (Спектри дiагональних операторiв). Нехай 𝐴 i 𝐵 — дiагональнi

оператори на ℓ𝑝,

𝐴(𝑥1, 𝑥2, . . . ) = (𝛼1𝑥1, 𝛼2𝑥2, . . . ), 𝐵(𝑥1, 𝑥2, . . . ) = (𝛽1𝑥1, 𝛽2𝑥2, . . . ),
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де (𝛼𝑛) i (𝛽𝑛) — обмеженi послiдовностi. Тодi

𝜎(𝐴) = {𝛼𝑛 : 𝑛 ≥ 1}, 𝜎(𝐵) = {𝛽𝑛 : 𝑛 ≥ 1}.

Припущення 2.2 (Роздiлення спектрiв). Надалi припускаємо, що спе-

ктри 𝐴 i 𝐵 не перетинаються, тобто

𝜎(𝐴) ∩ 𝜎(𝐵) = ∅,

еквiвалентно

inf
𝑚,𝑛≥1

|𝛼𝑚 − 𝛽𝑛| > 0.

Наслiдок 2.3 (Iнтегральна формула розв’язку). За припущенням 2.2 розв’язок

рiвняння (2.1) має вигляд (2.3), де Γ𝐴 та Γ𝐵 — позитивно орiєнтованi

контури, що охоплюють 𝜎(𝐴) та 𝜎(𝐵) вiдповiдно.

Приклад 2.4 (Перевiрка умови на конкретних послiдовностях). Нехай,

наприклад,

𝛼2𝑘−1 = 2, 𝛼2𝑘 = 3 (𝑘 ≥ 1), 𝛽2𝑘−1 = 7, 𝛽2𝑘 = 11 (𝑘 ≥ 1).

Тодi 𝜎(𝐴) = {2, 3}, 𝜎(𝐵) = {7, 11} i 𝜎(𝐴) ∩ 𝜎(𝐵) = ∅, причому

inf
𝑚,𝑛

|𝛼𝑚 − 𝛽𝑛| = min{ |2 − 7|, |2 − 11|, |3 − 7|, |3 − 11| } = 4 > 0.

Отже, умова 2.2 виконується i формулу (2.3) можна застосувати.
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Резольвенти операторiв 𝐴 i 𝐵

Оскiльки 𝐴 та 𝐵 дiагональнi, їх резольвенти також дiагональнi. Для 𝜆 /∈
𝜎(𝐴) та 𝜇 /∈ 𝜎(𝐵):

(𝐴− 𝜆𝐼)−1(𝑥1, 𝑥2, . . . ) =
(︀

1
𝛼1−𝜆𝑥1,

1
𝛼2−𝜆𝑥2, . . .

)︀
,

(𝐵 − 𝜇𝐼)−1(𝑥1, 𝑥2, . . . ) =
(︀

1
𝛽1−𝜇𝑥1,

1
𝛽2−𝜇𝑥2, . . .

)︀
.

(2.6)

Зокрема, покомпонентно:

(︀
(𝐴− 𝜆𝐼)−1𝑥

)︀
𝑛

=
1

𝛼𝑛 − 𝜆
𝑥𝑛,

(︀
(𝐵 − 𝜇𝐼)−1𝑥

)︀
𝑛

=
1

𝛽𝑛 − 𝜇
𝑥𝑛.

Пiдстановка у формулу

Пiдставимо резольвенти операторiв 𝐴 i 𝐵 у iнтегральну формулу (2.3). Для

довiльного 𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛≥1 ∈ ℓ𝑝 розглянемо поетапну дiю операторiв у пiдiнте-

гральному виразi.

Дiя оператора (𝐵 − 𝜇𝐼)−1. Нехай

𝑧 = (𝐵 − 𝜇𝐼)−1𝑥.

Тодi за означенням резольвенти маємо

𝑧𝑛 =
1

𝛽𝑛 − 𝜇
𝑥𝑛, 𝑛 ≥ 1.

Дiя оператора 𝑌 . Застосовуємо 𝑌 до вектора 𝑧:

(𝑌 𝑧)𝑛 =
1

𝑛
𝑧𝑛+1 =

1

𝑛
· 1

𝛽𝑛+1 − 𝜇
𝑥𝑛+1, 𝑛 ≥ 1.
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Дiя оператора (𝐴− 𝜆𝐼)−1. Далi застосуємо (𝐴− 𝜆𝐼)−1 до 𝑌 𝑧. Отже,

(︀
(𝐴− 𝜆𝐼)−1𝑌 𝑧

)︀
𝑛

=
1

𝛼𝑛 − 𝜆
(𝑌 𝑧)𝑛 =

1

𝑛
· 1

𝛼𝑛 − 𝜆
· 1

𝛽𝑛+1 − 𝜇
𝑥𝑛+1.

Пiдiнтегральний вираз. Пiсля послiдовної дiї операторiв пiдiнтеграль-

на частина формули (2.3) набуває вигляду:

(𝐴− 𝜆𝐼)−1𝑌 (𝐵 − 𝜇𝐼)−1𝑥 =

(︂
1

𝑛
· 1

(𝛼𝑛 − 𝜆)(𝛽𝑛+1 − 𝜇)
𝑥𝑛+1

)︂
𝑛≥1

.

Пiдставляючи це в (2.3), отримаємо:

(𝑋𝑥)𝑛 = − 1

4𝜋2

∫︁
Γ𝐴

∫︁
Γ𝐵

1

(𝛼𝑛 − 𝜆)(𝛽𝑛+1 − 𝜇)(𝜆− 𝜇)𝑛
𝑑𝜆 𝑑𝜇 · 𝑥𝑛+1. (2.7)

Для зручностi винесемо множник 1
𝑛 i позначимо сам подвiйний iнтеграл

через 𝐼𝑛:

𝐼𝑛 =

∫︁
Γ𝐴

∫︁
Γ𝐵

1

(𝛼𝑛 − 𝜆)(𝛽𝑛+1 − 𝜇)(𝜆− 𝜇)
𝑑𝜆 𝑑𝜇, (2.8)

тодi формула (2.7) набуває компактного вигляду:

(𝑋𝑥)𝑛 = − 1

4𝜋2
· 1

𝑛
𝐼𝑛 · 𝑥𝑛+1, 𝑛 ≥ 1.

Iнтегрування за 𝜇 по контуру Γ𝐵

Починаємо з подвiйного iнтеграла (2.8). Фiксуємо 𝜆 ∈ Γ𝐴 i обчислюємо

внутрiшнiй iнтеграл за 𝜇:

𝐽𝑛 =

∫︁
Γ𝐵

1

(𝛽𝑛+1 − 𝜇) (𝜆− 𝜇)
𝑑𝜇.
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Розклад на простi дроби по 𝜇. Шукаємо коефiцiєнти 𝐴,𝐵 такi, що

1

(𝛽𝑛+1 − 𝜇)(𝜆− 𝜇)
=

𝐴

𝛽𝑛+1 − 𝜇
+

𝐵

𝜆− 𝜇
.

Приводимо до спiльного знаменника i порiвнюємо чисельники:

1 = 𝐴(𝜆− 𝜇) + 𝐵(𝛽𝑛+1 − 𝜇) = 𝜆𝐴 + 𝛽𝑛+1𝐵 − 𝜇(𝐴 + 𝐵).

Звiдси система⎧⎨⎩𝐴 + 𝐵 = 0,

𝜆𝐴 + 𝛽𝑛+1𝐵 = 1,
⇒ 𝐴 =

1

𝜆− 𝛽𝑛+1
, 𝐵 = − 1

𝜆− 𝛽𝑛+1
.

Отже,
1

(𝛽𝑛+1 − 𝜇)(𝜆− 𝜇)
=

1

𝜆− 𝛽𝑛+1

(︂
1

𝛽𝑛+1 − 𝜇
− 1

𝜆− 𝜇

)︂
. (2.9)

Iнтегрування кожного дробу окремо. Оскiльки полюс 𝜇 = 𝛽𝑛+1 ле-

жить всерединi Γ𝐵, а 𝜇 = 𝜆 — поза Γ𝐵, маємо∫︁
Γ𝐵

1

𝛽𝑛+1 − 𝜇
𝑑𝜇 = 2𝜋𝑖 · Res𝜇=𝛽𝑛+1

1

𝛽𝑛+1 − 𝜇
= 2𝜋𝑖 · (−1) = −2𝜋𝑖,

∫︁
Γ𝐵

1

𝜆− 𝜇
𝑑𝜇 = 2𝜋𝑖 · Res𝜇=𝜆

1

𝜆− 𝜇
= 0,

бо точка 𝜇 = 𝜆 не охоплюється контуром Γ𝐵.

Тому з (2.9) дiстаємо

𝐽𝑛 =

∫︁
Γ𝐵

1

(𝛽𝑛+1 − 𝜇)(𝜆− 𝜇)
𝑑𝜇 =

1

𝜆− 𝛽𝑛+1

(︁
(−2𝜋𝑖) − 0

)︁
= − 2𝜋𝑖

𝜆− 𝛽𝑛+1
.

(2.10)
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Промiжний пiдсумок для 𝐼𝑛. Повертаємося до (2.8). Виносимо мно-

жник, що не залежить вiд 𝜇, та пiдставляємо (2.10):

𝐼𝑛 =

∫︁
Γ𝐴

⎡⎢⎢⎢⎢⎣ 1

𝛼𝑛 − 𝜆

∫︁
Γ𝐵

1

(𝛽𝑛+1 − 𝜇)(𝜆− 𝜇)
𝑑𝜇⏟  ⏞  

𝐽𝑛

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ 𝑑𝜆 =

∫︁
Γ𝐴

1

𝛼𝑛 − 𝜆

(︂
− 2𝜋𝑖

𝜆− 𝛽𝑛+1

)︂
𝑑𝜆.

Тобто пiсля iнтегрування по Γ𝐵 маємо

𝐼𝑛 = − 2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝐴

1

(𝛼𝑛 − 𝜆)(𝜆− 𝛽𝑛+1)
𝑑𝜆. (2.11)

Далi в наступнiй пiдсекцiї проiнтегруємо (2.11) за 𝜆 по контуру Γ𝐴 (з де-

тальним розкладом на простi дроби).

Iнтегрування за 𝜆 по контуру Γ𝐴

Маємо промiжний вираз

𝐼𝑛 = − 2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝐴

1

(𝛼𝑛 − 𝜆)(𝜆− 𝛽𝑛+1)
𝑑𝜆.

Розклад на простi дроби по 𝜆. Шукаємо 𝐴,𝐵 такi, що

1

(𝛼𝑛 − 𝜆)(𝜆− 𝛽𝑛+1)
=

𝐴

𝛼𝑛 − 𝜆
+

𝐵

𝜆− 𝛽𝑛+1
.

Прирiвнюючи чисельники,

1 = 𝐴(𝜆− 𝛽𝑛+1) + 𝐵(𝛼𝑛 − 𝜆) = 𝜆(𝐴−𝐵) +
(︀
𝐵𝛼𝑛 − 𝐴𝛽𝑛+1

)︀
,

звiдси

𝐴−𝐵 = 0, 𝐵𝛼𝑛 − 𝐴𝛽𝑛+1 = 1.
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Отже 𝐴 = 𝐵 i 𝐴(𝛼𝑛 − 𝛽𝑛+1) = 1, тобто

𝐴 = 𝐵 =
1

𝛼𝑛 − 𝛽𝑛+1
.

Тому

1

(𝛼𝑛 − 𝜆)(𝜆− 𝛽𝑛+1)
=

1

𝛼𝑛 − 𝛽𝑛+1

(︂
1

𝛼𝑛 − 𝜆
+

1

𝜆− 𝛽𝑛+1

)︂
. (2.12)

Iнтегрування кожного дробу окремо. Полюс 𝜆 = 𝛼𝑛 лежить усере-

динi Γ𝐴, а 𝜆 = 𝛽𝑛+1 — поза контуром. Тому∫︁
Γ𝐴

1

𝛼𝑛 − 𝜆
𝑑𝜆 = 2𝜋𝑖 · Res𝜆=𝛼𝑛

1

𝛼𝑛 − 𝜆
= 2𝜋𝑖 · (−1) = −2𝜋𝑖,

∫︁
Γ𝐴

1

𝜆− 𝛽𝑛+1
𝑑𝜆 = 0.

З (2.12) маємо ∫︁
Γ𝐴

1

(𝛼𝑛 − 𝜆)(𝜆− 𝛽𝑛+1)
𝑑𝜆 = − 2𝜋𝑖

𝛼𝑛 − 𝛽𝑛+1
. (2.13)

Пiдстановка у 𝐼𝑛. Повертаючись до визначення 𝐼𝑛, одержуємо

𝐼𝑛 = −2𝜋𝑖·
(︂
− 2𝜋𝑖

𝛼𝑛 − 𝛽𝑛+1

)︂
=

4𝜋2 𝑖2

𝛼𝑛 − 𝛽𝑛+1
= − 4𝜋2

𝛼𝑛 − 𝛽𝑛+1
, оскiльки 𝑖2 = −1.

Збiрка результату для 𝑋

Повертаємось до формули

(𝑋𝑥)𝑛 = − 1

4𝜋2

1

𝑛
𝐼𝑛 𝑥𝑛+1, 𝑛 ≥ 1,
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та пiдставляємо обчислений вище iнтеграл

𝐼𝑛 = − 4𝜋2

𝛼𝑛 − 𝛽𝑛+1
.

Отримуємо

(𝑋𝑥)𝑛 =
1

𝑛 (𝛼𝑛 − 𝛽𝑛+1)
𝑥𝑛+1, 𝑛 ≥ 1.

Узагальнення результату

Таким чином, отриманi результати дають змогу сформулювати наступну

теорему.

Теорема 2.2 (Узагальнена теорема про зсувний оператор). Нехай 𝐴 та 𝐵

— дiагональнi обмеженi оператори у просторi ℓ𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞, з власними

значеннями {𝑎𝑛}𝑛≥1 та {𝑏𝑛}𝑛≥1 вiдповiдно. Припустимо, що їх спектри не

перетинаються, тобто

𝜎(𝐴) ∩ 𝜎(𝐵) = ∅, еквiвалентно inf
𝑚,𝑛≥1

|𝑎𝑚 − 𝑏𝑛| > 0.

Нехай 𝑌 : ℓ𝑝 → ℓ𝑝 — зважений оператор зсуву на одну позицiю лiворуч,

тобто

(𝑌 𝑥)𝑛 = 𝑐𝑛𝑥𝑛+1, 𝑛 ≥ 1,

де {𝑐𝑛}𝑛≥1 — обмежена послiдовнiсть коефiцiєнтiв зсуву.

Тодi операторне рiвняння (2.1) має єдиний обмежений лiнiйний розв’язок

𝑋 : ℓ𝑝 → ℓ𝑝, який також є зваженим оператором зсуву лiворуч i задається

формулою

(𝑋𝑥)𝑛 =
𝑐𝑛

𝑎𝑛 − 𝑏𝑛+1
𝑥𝑛+1, 𝑛 ≥ 1.
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2.4 Операторне рiвняння з недiагональними

операторами А i В

Розглянемо частковий випадок рiвняння (2.1) з операторами 𝐴 та 𝐵 , що

мають складнiшу структуру.

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . ) = (𝑥2, 𝑥1, 𝑥4, 𝑥3, . . . ),

𝐵(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . ) = (4𝑥1 + 𝑥2, −2𝑥1 + 𝑥2, 4𝑥3 + 𝑥4, −2𝑥3 + 𝑥4, . . . ).

Оператор 𝑌 є зваженим зсувом вправо, тобто для будь-якого 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . ) ∈
ℓ𝑝 маємо

𝑌 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . ) = (0, 𝑥1,
1
2𝑥2,

1
3𝑥3, . . . ),

або в координатнiй формi:

(𝑌 𝑥)𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑛 = 1,

1

𝑛− 1
𝑥𝑛−1, 𝑛 ≥ 2.

Мета полягає у знаходженнi обмеженого оператора 𝑋 : ℓ𝑝 → ℓ𝑝, який задо-

вольняє рiвняння (2.1).

Спектри операторiв i застосування iнтегральної формули

Зазначимо, що оператор 𝐴 переставляє координати попарно: для кожного

𝑛 ≥ 1 пара (𝑥2𝑛−1, 𝑥2𝑛) переходить у (𝑥2𝑛, 𝑥2𝑛−1). На пiдпросторi

𝐻𝑛 = span{𝑒2𝑛−1, 𝑒2𝑛}
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дiя оператора 𝐴 задається матрицею

𝐴𝑛 =

(︃
0 1

1 0

)︃
.

Оскiльки 𝐴2
𝑛 = 𝐼, то спектр матрицi 𝐴𝑛 складається з чисел {−1, 1}. Звiдси

спектр оператора 𝐴 має вигляд

𝜎(𝐴) = {−1, 1}.

Аналогiчно, оператор 𝐵 дiє попарно на кожному пiдпросторi 𝐻𝑛:

𝐵(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . ) = (4𝑥1 + 𝑥2, −2𝑥1 + 𝑥2, 4𝑥3 + 𝑥4, −2𝑥3 + 𝑥4, . . . ),

тому в базисi {𝑒2𝑛−1, 𝑒2𝑛} вiн має матрицю

𝐵𝑛 =

(︃
4 1

−2 1

)︃
.

Знайдемо її власнi значення:

det(𝐵𝑛−𝜇𝐼) = det

(︃
4 − 𝜇 1

−2 1 − 𝜇

)︃
= (4−𝜇)(1−𝜇)+2 = 𝜇2−5𝜇+6 = (𝜇−2)(𝜇−3).

Отже, спектр матрицi 𝐵𝑛 дорiвнює {2, 3}, i тому

𝜎(𝐵) = {2, 3}.

Таким чином,

𝜎(𝐴) ∩ 𝜎(𝐵) = {−1, 1} ∩ {2, 3} = ∅,

тобто спектри операторiв 𝐴 та 𝐵 не перетинаються.

Оскiльки ця умова виконується, ми можемо скористатися iнтегральною
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формулою (2.3) для знаходження розв’язку рiвняння (2.1), де Γ𝐴 та Γ𝐵

— замкненi позитивно орiєнтованi контури, якi охоплюють спектри опера-

торiв 𝐴 та 𝐵 вiдповiдно i не мають спiльних точок.

Резольвенти операторiв

Резольвента оператора 𝐴. Для довiльного комплексного числа 𝜆 /∈
𝜎(𝐴), тобто 𝜆 ̸= ±1, розглянемо дiю оператора 𝐴 − 𝜆𝐼 на вектор 𝑥 =

(𝑥𝑛)𝑛≥1 ∈ ℓ𝑝:

(𝐴− 𝜆𝐼)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . ) = (𝑥2 − 𝜆𝑥1, 𝑥1 − 𝜆𝑥2, 𝑥4 − 𝜆𝑥3, 𝑥3 − 𝜆𝑥4, . . . ).

Нехай

(𝐴− 𝜆𝐼)𝑥 = 𝑦, 𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛≥1, 𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛≥1.

Тодi для кожної пари координат (𝑥2𝑛−1, 𝑥2𝑛) маємо систему⎧⎨⎩𝑥2𝑛 − 𝜆𝑥2𝑛−1 = 𝑦2𝑛−1,

𝑥2𝑛−1 − 𝜆𝑥2𝑛 = 𝑦2𝑛.

Розв’язуючи цю систему, одержуємо

∆𝐴(𝜆) = (1 − 𝜆)(1 + 𝜆) = 1 − 𝜆2,

i

𝑥2𝑛−1 =
𝑦2𝑛 + 𝜆𝑦2𝑛−1

(1 − 𝜆)(1 + 𝜆)
,

𝑥2𝑛 =
𝑦2𝑛−1 + 𝜆𝑦2𝑛

(1 − 𝜆)(1 + 𝜆)
.

Отже, резольвента оператора 𝐴 має вигляд

(︀
(𝐴−𝜆𝐼)−1𝑦

)︀
2𝑛−1

=
𝑦2𝑛 + 𝜆𝑦2𝑛−1

(1 − 𝜆)(1 + 𝜆)
,

(︀
(𝐴−𝜆𝐼)−1𝑦

)︀
2𝑛

=
𝑦2𝑛−1 + 𝜆𝑦2𝑛

(1 − 𝜆)(1 + 𝜆)
, 𝑛 ≥ 1.
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Резольвента оператора 𝐵. Аналогiчно, для довiльного комплексного

числа 𝜇 /∈ 𝜎(𝐵) = {2, 3} розглянемо

(𝐵 − 𝜇𝐼)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . ) =
(︀
(4 − 𝜇)𝑥1 + 𝑥2, −2𝑥1 + (1 − 𝜇)𝑥2,

(4 − 𝜇)𝑥3 + 𝑥4, −2𝑥3 + (1 − 𝜇)𝑥4, . . .
)︀
.

Нехай

(𝐵 − 𝜇𝐼)𝑥 = 𝑦, 𝑥 = (𝑥𝑛)𝑛≥1, 𝑦 = (𝑦𝑛)𝑛≥1.

Тодi для кожної пари координат (𝑥2𝑛−1, 𝑥2𝑛) маємо систему⎧⎨⎩(4 − 𝜇)𝑥2𝑛−1 + 𝑥2𝑛 = 𝑦2𝑛−1,

−2𝑥2𝑛−1 + (1 − 𝜇)𝑥2𝑛 = 𝑦2𝑛.

Її визначник дорiвнює

∆𝐵(𝜇) = (4 − 𝜇)(1 − 𝜇) + 2 = 𝜇2 − 5𝜇 + 6 = (𝜇− 2)(𝜇− 3),

i розв’язок має вигляд

𝑥2𝑛−1 =
(1 − 𝜇)𝑦2𝑛−1 − 𝑦2𝑛

(𝜇− 2)(𝜇− 3)
,

𝑥2𝑛 =
2𝑦2𝑛−1 + (4 − 𝜇)𝑦2𝑛

(𝜇− 2)(𝜇− 3)
.

Отже, (︀
(𝐵 − 𝜇𝐼)−1𝑦

)︀
2𝑛−1

=
(1 − 𝜇)𝑦2𝑛−1 − 𝑦2𝑛

(𝜇− 2)(𝜇− 3)
,

(︀
(𝐵 − 𝜇𝐼)−1𝑦

)︀
2𝑛

=
2𝑦2𝑛−1 + (4 − 𝜇)𝑦2𝑛

(𝜇− 2)(𝜇− 3)
, 𝑛 ≥ 1.
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Пiдстановка у формулу та послiдовна дiя операторiв

Дiя оператора (𝐵 − 𝜇𝐼)−1.

Нехай

𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, . . .), 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, . . .) := (𝐵 − 𝜇𝐼)−1𝑦.

Тодi для кожного 𝑛 ≥ 1 маємо

𝑧𝑛−1 =
(1 − 𝜇)𝑦2𝑛−1 − 𝑦2𝑛

(𝜇− 2)(𝜇− 3)
, 𝑧𝑛 =

2𝑦2𝑛−1 + (4 − 𝜇)𝑦2𝑛
(𝜇− 2)(𝜇− 3)

.

Дiя оператора 𝑌 на 𝑧.

Нехай

𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, . . .), 𝜔 = 𝑌 𝑧 = (𝜔1, 𝜔2, 𝜔3, . . .).

За означенням оператора 𝑌 :

𝑌 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . .) = (0, 𝑥1,
1
2𝑥2,

1
3𝑥3, . . .).

Звiдси координатно отримуємо:

𝜔1 = 0, 𝜔2 = 𝑧1, 𝜔𝑘 =
1

𝑘 − 1
𝑧𝑘−1, 𝑘 ≥ 3.

Для зручностi введемо позначення

𝑠𝑛 =
1

2𝑛− 2
, 𝑡𝑛 =

1

2𝑛− 1
,

тодi

𝜔2𝑛−1 = 𝑠𝑛 𝑧2𝑛−2, 𝜔2𝑛 = 𝑡𝑛 𝑧2𝑛−1.
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Дiя оператора (𝐴− 𝜆𝐼)−1 на 𝜔.

Нехай

𝜔 = (𝜔1, 𝜔2, 𝜔3, . . .), 𝑣 = (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, . . .) := (𝐴− 𝜆𝐼)−1𝜔.

Тодi дiя оператора на парних та непарних координатах задається форму-

лами:

𝑣2𝑛−1 =
𝜆𝜔2𝑛−1 + 𝜔2𝑛

1 − 𝜆2
, 𝑣2𝑛 =

𝜔2𝑛−1 + 𝜆𝜔2𝑛

1 − 𝜆2
.

Пiдстановка явних значень для 𝜔.

Випадок 𝑛 = 1.

𝑣1 =
𝑧1

1 − 𝜆2
, 𝑣2 =

𝜆𝑧1
1 − 𝜆2

.

Випадок 𝑛 ≥ 2.

𝑣2𝑛−1 =
𝜆 𝑠𝑛 𝑧2𝑛−2 + 𝑡𝑛 𝑧2𝑛−1

1 − 𝜆2
, 𝑣2𝑛 =

𝑠𝑛 𝑧2𝑛−2 + 𝜆 𝑡𝑛 𝑧2𝑛−1

1 − 𝜆2
.

Пiдстановка у iнтегральну формулу для першої пари координат

(𝑛 = 1)

Розглянемо випадок 𝑛 = 1. Маємо вже знайденi координати вектора 𝑧 =

(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, . . .):

𝑧1 =
(1 − 𝜇)𝑦1 − 𝑦2
(𝜇− 2)(𝜇− 3)

, 𝑧2 =
2𝑦1 + (4 − 𝜇)𝑦2
(𝜇− 2)(𝜇− 3)

.

Вiдомо, що дiя оператора 𝑌 задає:

𝜔1 = 0, 𝜔2 = 𝑧1.
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Тому пiсля застосування резольвенти оператора 𝐴 маємо:

𝑣1 =
𝑧1

1 − 𝜆2
, 𝑣2 =

𝜆𝑧1
1 − 𝜆2

.

Пiдставляючи 𝑧1, отримуємо

𝑣1 =
(1 − 𝜇)𝑦1 − 𝑦2

(1 − 𝜆2)(𝜇− 2)(𝜇− 3)
,

𝑣2 =
𝜆
(︀
(1 − 𝜇)𝑦1 − 𝑦2

)︀
(1 − 𝜆2)(𝜇− 2)(𝜇− 3)

.

Пiдстановка у пiдiнтегральну формулу

Для першої пари координат операторного рiвняння отримуємо:

(𝑋𝑦)1 = − 1

4𝜋2

∫︁
Γ𝐴

∫︁
Γ𝐵

(1 − 𝜇)𝑦1 − 𝑦2
(1 − 𝜆2)(𝜇− 2)(𝜇− 3)(𝜆− 𝜇)

𝑑𝜆 𝑑𝜇,

(𝑋𝑦)2 = − 1

4𝜋2

∫︁
Γ𝐴

∫︁
Γ𝐵

𝜆
(︀
(1 − 𝜇)𝑦1 − 𝑦2

)︀
(1 − 𝜆2)(𝜇− 2)(𝜇− 3)(𝜆− 𝜇)

𝑑𝜆 𝑑𝜇.

Пiдстановка для другої та наступних пар координат (𝑛 ≥ 2)

Для другої та кожної наступної пари координат пiдставимо всi отриманi

ранiше вирази в одну систему.

Спершу запишемо координати вектора 𝑧 = (𝑧𝑘)𝑘≥1:

𝑧2𝑛−2 =
2𝑦2𝑛−3 + (4 − 𝜇)𝑦2𝑛−2

(𝜇− 2)(𝜇− 3)
, 𝑧2𝑛−1 =

(1 − 𝜇)𝑦2𝑛−1 − 𝑦2𝑛
(𝜇− 2)(𝜇− 3)

.
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За означенням оператора 𝑌 та введеними позначеннями

𝑠𝑛 =
1

2𝑛− 2
, 𝑡𝑛 =

1

2𝑛− 1
,

маємо

𝜔2𝑛−1 = 𝑠𝑛 𝑧2𝑛−2, 𝜔2𝑛 = 𝑡𝑛 𝑧2𝑛−1.

Пiсля застосування резольвенти оператора 𝐴:

𝑣2𝑛−1 =
𝜆𝜔2𝑛−1 + 𝜔2𝑛

1 − 𝜆2
, 𝑣2𝑛 =

𝜔2𝑛−1 + 𝜆𝜔2𝑛

1 − 𝜆2
.

Пiдставимо 𝜔 через 𝑧 та 𝑦.

Для 𝑣2𝑛−1 маємо:

𝑣2𝑛−1 =
1

1 − 𝜆2

(︀
𝜆𝜔2𝑛−1 + 𝜔2𝑛

)︀
=

1

1 − 𝜆2

(︀
𝜆𝑠𝑛𝑧2𝑛−2 + 𝑡𝑛𝑧2𝑛−1

)︀
.

Пiдставляючи вирази для 𝑧2𝑛−2 та 𝑧2𝑛−1, отримаємо

𝑣2𝑛−1 =
1

(1 − 𝜆2)(𝜇− 2)(𝜇− 3)

[︁
𝜆𝑠𝑛
(︀
2𝑦2𝑛−3+(4−𝜇)𝑦2𝑛−2

)︀
+𝑡𝑛
(︀
(1−𝜇)𝑦2𝑛−1−𝑦2𝑛

)︀]︁
.

Аналогiчно для 𝑣2𝑛:

𝑣2𝑛 =
1

1 − 𝜆2

(︀
𝜔2𝑛−1 + 𝜆𝜔2𝑛

)︀
=

1

1 − 𝜆2

(︀
𝑠𝑛𝑧2𝑛−2 + 𝜆𝑡𝑛𝑧2𝑛−1

)︀
,

тому

𝑣2𝑛 =
1

(1 − 𝜆2)(𝜇− 2)(𝜇− 3)

[︁
𝑠𝑛
(︀
2𝑦2𝑛−3+(4−𝜇)𝑦2𝑛−2

)︀
+𝜆𝑡𝑛

(︀
(1−𝜇)𝑦2𝑛−1−𝑦2𝑛

)︀]︁
.

Пiдстановка у пiдiнтегральну формулу.
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Тодi для координат (𝑋𝑦)2𝑛−1 та (𝑋𝑦)2𝑛, 𝑛 ≥ 2, маємо

(𝑋𝑦)2𝑛−1 = − 1

4𝜋2

∫︁
Γ𝐴

∫︁
Γ𝐵

𝜆𝑠𝑛
(︀
2𝑦2𝑛−3 + (4 − 𝜇)𝑦2𝑛−2

)︀
+ 𝑡𝑛

(︀
(1 − 𝜇)𝑦2𝑛−1 − 𝑦2𝑛

)︀
(1 − 𝜆2)(𝜇− 2)(𝜇− 3)(𝜆− 𝜇)

𝑑𝜆 𝑑𝜇,

(𝑋𝑦)2𝑛 = − 1

4𝜋2

∫︁
Γ𝐴

∫︁
Γ𝐵

𝑠𝑛
(︀
2𝑦2𝑛−3 + (4 − 𝜇)𝑦2𝑛−2

)︀
+ 𝜆𝑡𝑛

(︀
(1 − 𝜇)𝑦2𝑛−1 − 𝑦2𝑛

)︀
(1 − 𝜆2)(𝜇− 2)(𝜇− 3)(𝜆− 𝜇)

𝑑𝜆 𝑑𝜇,

де

𝑠𝑛 =
1

2𝑛− 2
, 𝑡𝑛 =

1

2𝑛− 1
.

Обчислення iнтегралiв для першої пари координат

Переходимо до обчислення iнтегралiв. Маємо:

(𝑋𝑦)1 = − 1

4𝜋2

∫︁
Γ𝐴

∫︁
Γ𝐵

(1 − 𝜇)𝑦1 − 𝑦2
(1 − 𝜆2)(𝜇− 2)(𝜇− 3)(𝜆− 𝜇)

𝑑𝜆 𝑑𝜇.

Позначимо

𝑄(𝜆) =
1

1 − 𝜆2
.

Позначимо

𝑓(𝜇) =
(1 − 𝜇)𝑦1 − 𝑦2

(𝜇− 2)(𝜇− 3)(𝜆− 𝜇)
.

Тодi внутрiшнiй iнтеграл за змiнною 𝜇 має вигляд∫︁
Γ𝐵

𝑓(𝜇) 𝑑𝜇 = 2𝜋𝑖
(︀
Res𝜇=2 𝑓(𝜇) + Res𝜇=3 𝑓(𝜇)

)︀
.

Обчислимо лишки:

Res𝜇=2 𝑓(𝜇) =
(1 − 2)𝑦1 − 𝑦2
(2 − 3)(𝜆− 2)

=
𝑦1 + 𝑦2
𝜆− 2

,
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Res𝜇=3 𝑓(𝜇) =
(1 − 3)𝑦1 − 𝑦2
(3 − 2)(𝜆− 3)

=
−2𝑦1 − 𝑦2
𝜆− 3

.

Тодi

(𝑋𝑦)1 = − 1

4𝜋2

∫︁
Γ𝐴

𝑄(𝜆) 2𝜋𝑖

[︂
𝑦1 + 𝑦2
𝜆− 2

− 2𝑦1 + 𝑦2
𝜆− 3

]︂
𝑑𝜆,

або

(𝑋𝑦)1 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝐴

1

1 − 𝜆2

[︂
𝑦1 + 𝑦2
𝜆− 2

− 2𝑦1 + 𝑦2
𝜆− 3

]︂
𝑑𝜆.

Позначимо

𝑓(𝜆) =
𝑦1 + 𝑦2
𝜆− 2

− 2𝑦1 + 𝑦2
𝜆− 3

, 𝑔1(𝜆) =
1

1 − 𝜆2
𝑓(𝜆).

Полюси в 𝜆 = ±1.

Res𝜆=1 𝑔1 = −1

2
𝑓(1), Res𝜆=−1 𝑔1 =

1

2
𝑓(−1).

Отже,

(𝑋𝑦)1 = Res𝜆=1𝑔1 + Res𝜆=−1𝑔1 =
1

2

(︀
𝑓(−1) − 𝑓(1)

)︀
.

Пiдставимо значення:

𝑓(1) =
𝑦1 + 𝑦2
1 − 2

− 2𝑦1 + 𝑦2
1 − 3

= −(𝑦1 + 𝑦2) +
2𝑦1 + 𝑦2

2
= −𝑦2

2
,

𝑓(−1) =
𝑦1 + 𝑦2
−1 − 2

− 2𝑦1 + 𝑦2
−1 − 3

= −𝑦1 + 𝑦2
3

+
2𝑦1 + 𝑦2

4
=

1

6
𝑦1 −

1

12
𝑦2.

Тодi

(𝑋𝑦)1 =
1

2

(︂(︂
1

6
𝑦1 −

1

12
𝑦2

)︂
+

𝑦2
2

)︂
=

1

12
𝑦1 +

5

24
𝑦2.
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Обчислення для другої координати

Аналогiчно:

(𝑋𝑦)2 = − 1

4𝜋2

∫︁
Γ𝐴

∫︁
Γ𝐵

𝜆
(︀
(1 − 𝜇)𝑦1 − 𝑦2

)︀
(1 − 𝜆2)(𝜇− 2)(𝜇− 3)(𝜆− 𝜇)

𝑑𝜆 𝑑𝜇.

Внутрiшнiй iнтеграл:∫︁
Γ𝐵

𝜆
(︀
(1 − 𝜇)𝑦1 − 𝑦2

)︀
(𝜇− 2)(𝜇− 3)(𝜆− 𝜇)

𝑑𝜇 = 𝜆2𝜋𝑖

(︂
𝑦1 + 𝑦2
𝜆− 2

− 2𝑦1 + 𝑦2
𝜆− 3

)︂
.

Отже

(𝑋𝑦)2 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝐴

𝜆

1 − 𝜆2

[︂
𝑦1 + 𝑦2
𝜆− 2

− 2𝑦1 + 𝑦2
𝜆− 3

]︂
𝑑𝜆.

Позначимо

𝑓(𝜆) =
𝑦1 + 𝑦2
𝜆− 2

− 2𝑦1 + 𝑦2
𝜆− 3

, 𝑔2(𝜆) =
𝜆

1 − 𝜆2
𝑓(𝜆).

Полюси 𝜆 = ±1:

Res𝜆=1 𝑔2(𝜆) = −1

2
𝑓(1), Res𝜆=−1 𝑔2(𝜆) = −1

2
𝑓(−1).

Тодi

(𝑋𝑦)2 = −1

2
(𝑓(1) + 𝑓(−1)).

Пiдставимо значення:

𝑓(1) =
𝑦1 + 𝑦2
1 − 2

− 2𝑦1 + 𝑦2
1 − 3

= −𝑦2
2
,

𝑓(−1) = −𝑦1 + 𝑦2
3

+
2𝑦1 + 𝑦2

4
=

1

6
𝑦1 −

1

12
𝑦2.
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Тодi

(𝑋𝑦)2 = −1

2

(︂
−𝑦2

2
+

1

6
𝑦1 −

1

12
𝑦2

)︂
= − 1

12
𝑦1 +

7

24
𝑦2.

Отже, для 𝑛 = 1 маємо(︃
(𝑋𝑦)1

(𝑋𝑦)2

)︃
=

(︃
1
12

5
24

− 1
12

7
24

)︃(︃
𝑦1

𝑦2

)︃
.

Обчислення iнтегралу для (𝑋𝑦)2𝑛−1

З попереднiх мiркувань маємо для 𝑛 ≥ 2:

(𝑋𝑦)2𝑛−1 = − 1

4𝜋2

∫︁
Γ𝐴

∫︁
Γ𝐵

𝜆 𝑠𝑛
(︀
2𝑦2𝑛−3 + (4 − 𝜇)𝑦2𝑛−2

)︀
+ 𝑡𝑛

(︀
(1 − 𝜇)𝑦2𝑛−1 − 𝑦2𝑛

)︀
(1 − 𝜆2)(𝜇− 2)(𝜇− 3)(𝜆− 𝜇)

𝑑𝜆 𝑑𝜇,

де

𝑠𝑛 =
1

2𝑛− 2
, 𝑡𝑛 =

1

2𝑛− 1
.

Iнтегрування за 𝜇 по контуру Γ𝐵. Фiксуємо 𝜆 ∈ Γ𝐴 i розглянемо вну-

трiшнiй iнтеграл

𝐽𝑛(𝜆) =

∫︁
Γ𝐵

𝜆𝑠𝑛(2𝑦2𝑛−3 + (4 − 𝜇)𝑦2𝑛−2) + 𝑡𝑛((1 − 𝜇)𝑦2𝑛−1 − 𝑦2𝑛)

(𝜇− 2)(𝜇− 3)(𝜆− 𝜇)
𝑑𝜇.

Позначимо пiдiнтегральну функцiю

𝐹𝑛 =
𝜆𝑠𝑛(2𝑦2𝑛−3 + (4 − 𝜇)𝑦2𝑛−2) + 𝑡𝑛((1 − 𝜇)𝑦2𝑛−1 − 𝑦2𝑛)

(𝜇− 2)(𝜇− 3)(𝜆− 𝜇)
.

Полюси за змiнною 𝜇 простi й знаходяться в точках 𝜇 = 2 та 𝜇 = 3. Засто-

совуючи формулу лишкiв, одержуємо
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𝐽𝑛(𝜆) = 2𝜋𝑖
(︀
Res𝜇=2 𝐹𝑛 + Res𝜇=3 𝐹𝑛

)︀
.

Лишок у точцi 𝜇 = 2.

Res𝜇=2 𝐹𝑛 =
𝜆 𝑠𝑛

(︀
2𝑦2𝑛−3 + (4 − 2)𝑦2𝑛−2

)︀
+ 𝑡𝑛

(︀
(1 − 2)𝑦2𝑛−1 − 𝑦2𝑛

)︀
(2 − 3)(𝜆− 2)

.

Спрощуючи,

Res𝜇=2 𝐹𝑛 =
𝜆𝑠𝑛(2𝑦2𝑛−3 + 2𝑦2𝑛−2) + 𝑡𝑛(−𝑦2𝑛−1 − 𝑦2𝑛)

−1(𝜆− 2)

=
−2𝜆𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 − 2𝜆𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 + 𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 + 𝑡𝑛𝑦2𝑛

𝜆− 2
.

Лишок у точцi 𝜇 = 3.

Res𝜇=3 𝐹𝑛 =
𝜆 𝑠𝑛

(︀
2𝑦2𝑛−3 + (4 − 3)𝑦2𝑛−2

)︀
+ 𝑡𝑛

(︀
(1 − 3)𝑦2𝑛−1 − 𝑦2𝑛

)︀
(3 − 2)(𝜆− 3)

.

Маємо

Res𝜇=3 𝐹𝑛 =
𝜆 𝑠𝑛

(︀
2𝑦2𝑛−3 + 𝑦2𝑛−2

)︀
+ 𝑡𝑛(−2𝑦2𝑛−1 − 𝑦2𝑛)

1(𝜆− 3)

=
2𝜆 𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 + 𝜆 𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 − 2𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 − 𝑡𝑛𝑦2𝑛

𝜆− 3
.

Отже,

𝐽𝑛(𝜆) = 2𝜋𝑖

(︂
−2𝜆𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 − 2𝜆𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 + 𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 + 𝑡𝑛𝑦2𝑛

𝜆− 2
+
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+
2𝜆𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 + 𝜆𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 − 2𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 − 𝑡𝑛𝑦2𝑛

𝜆− 3

)︂
.

Iнтегрування за 𝜆 по контуру Γ𝐴. Повертаємося до формули для

(𝑋𝑦)2𝑛−1 i пiдставляємо 𝐽𝑛(𝜆):

(𝑋𝑦)2𝑛−1 = − 1

4𝜋2

∫︁
Γ𝐴

1

1 − 𝜆2
𝐽𝑛(𝜆) 𝑑𝜆 = − 1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝐴

1

1 − 𝜆2
𝑔(𝜆) 𝑑𝜆,

де

𝑔(𝜆) =
−2𝜆 𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 − 2𝜆 𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 + 𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 + 𝑡𝑛𝑦2𝑛

𝜆− 2

+
2𝜆 𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 + 𝜆 𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 − 2𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 − 𝑡𝑛𝑦2𝑛

𝜆− 3
.

Оскiльки 1−𝜆2 = (1−𝜆)(1+𝜆), полюси iнтегранта за змiнною 𝜆 знаходяться

в точках 𝜆 = 1 та 𝜆 = −1, i

(𝑋𝑦)2𝑛−1 = Res𝜆=1 𝑔(𝜆) + Res𝜆=−1 𝑔(𝜆).

Лишки за 𝜆 = 1 та 𝜆 = −1.

Маємо

Res𝜆=1 𝑔(𝜆) = lim
𝜆→1

𝜆− 1

1 − 𝜆2
𝑔(𝜆) = −1

2
𝑔(1),

Res𝜆=−1 𝑔(𝜆) = lim
𝜆→−1

𝜆 + 1

1 − 𝜆2
𝑔(𝜆) =

1

2
𝑔(−1).

Обчислимо 𝑔(1) та 𝑔(−1).
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Пiдставляючи 𝜆 = 1, одержуємо:

𝑔(1) =
−2𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 − 2𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 + 𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 + 𝑡𝑛𝑦2𝑛

1 − 2

+
2𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 + 𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 − 2𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 − 𝑡𝑛𝑦2𝑛

1 − 3
,

тобто

𝑔(1) = 𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 +
3

2
𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 −

1

2
𝑡𝑛𝑦2𝑛.

Аналогiчно при 𝜆 = −1:

𝑔(−1) =
2𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 + 2𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 + 𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 + 𝑡𝑛𝑦2𝑛

−1 − 2

+
−2𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 − 𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 − 2𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 − 𝑡𝑛𝑦2𝑛

−1 − 3
,

звiдки

𝑔(−1) = −1

6
𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 −

5

12
𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 +

1

6
𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 −

1

12
𝑡𝑛𝑦2𝑛.

Тодi

(𝑋𝑦)2𝑛−1 = Res𝜆=1 𝑔(𝜆) + Res𝜆=−1 𝑔(𝜆) = −1

2
𝑔(1) +

1

2
𝑔(−1).

Пiдставляючи 𝑔(1) та 𝑔(−1) та зводячи подiбнi доданки, одержуємо

(𝑋𝑦)2𝑛−1 = − 7

12
𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 −

23

24
𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 +

1

12
𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 +

5

24
𝑡𝑛𝑦2𝑛, 𝑛 ≥ 2,

де, нагадаємо,

𝑠𝑛 =
1

2𝑛− 2
, 𝑡𝑛 =

1

2𝑛− 1
.
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Обчислення iнтегралу для (𝑋𝑦)2𝑛

Переходимо до обчислення iнтегралу

(𝑋𝑦)2𝑛 = − 1

4𝜋2

∫︁
Γ𝐴

∫︁
Γ𝐵

𝑠𝑛(2𝑦2𝑛−3 + (4 − 𝜇)𝑦2𝑛−2) + 𝜆𝑡𝑛((1 − 𝜇)𝑦2𝑛−1 − 𝑦2𝑛)

(1 − 𝜆2)(𝜇− 2)(𝜇− 3)(𝜆− 𝜇)
𝑑𝜆 𝑑𝜇,

де

𝑠𝑛 =
1

2𝑛− 2
, 𝑡𝑛 =

1

2𝑛− 1
.

Позначимо

𝑃𝑛 =
𝑠𝑛(2𝑦2𝑛−3 + (4 − 𝜇)𝑦2𝑛−2) + 𝑡𝑛

(︀
(1 − 𝜇)𝑦2𝑛−1 − 𝑦2𝑛

)︀
(1 − 𝜆2)(𝜇− 2)(𝜇− 3)(𝜆− 𝜇)

.

Тодi внутрiшнiй iнтеграл за змiнною 𝜇 дорiвнює∫︁
Γ𝐵

𝑃𝑛 𝑑𝜇 = 2𝜋𝑖
(︀
Res𝜇=2 𝑃𝑛 + Res𝜇=3 𝑃𝑛

)︀
.

Обчислення залишкiв за змiнною 𝜇

Лишок при 𝜇 = 2.

Res𝜇=2 𝑃𝑛 =
𝑠𝑛(2𝑦2𝑛−3 + (4 − 2)𝑦2𝑛−2) + 𝜆𝑡𝑛((1 − 2)𝑦2𝑛−1 − 𝑦2𝑛)

(2 − 3)(𝜆− 2)

=
𝑠𝑛(2𝑦2𝑛−3 + 2𝑦2𝑛−2) + 𝜆𝑡𝑛(−𝑦2𝑛−1 − 𝑦2𝑛)

−(𝜆− 2)

=
−2𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 − 2𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 + 𝜆𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 + 𝜆𝑡𝑛𝑦2𝑛

𝜆− 2
.
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Лишок при 𝜇 = 3.

Res𝜇=3 𝑃𝑛 =
𝑠𝑛(2𝑦2𝑛−3 + (4 − 3)𝑦2𝑛−2) + 𝜆𝑡𝑛((1 − 3)𝑦2𝑛−1 − 𝑦2𝑛)

(3 − 2)(𝜆− 3)

=
2𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 + 𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 − 2𝜆𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 − 𝜆𝑡𝑛𝑦2𝑛

𝜆− 3
.

Тодi

(𝑋𝑦)2𝑛 =
1

2𝜋𝑖

1

1 − 𝜆2

∫︁
Γ𝐴

[︂
−2𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 − 2𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 + 𝜆𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 + 𝜆𝑡𝑛𝑦2𝑛

𝜆− 2
+

+
2𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 + 𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 − 2𝜆𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 − 𝜆𝑡𝑛𝑦2𝑛

𝜆− 3

]︂
𝑑𝜆.

Iнтегрування за змiнною 𝜆

Записуємо iнтеграл у виглядi

(𝑋𝑦)2𝑛 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ𝐴

𝑔(𝜆)

1 − 𝜆2
𝑑𝜆,

де функцiя

𝑔(𝜆) =
−2𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 − 2𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 + 𝜆𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 + 𝜆𝑡𝑛𝑦2𝑛

𝜆− 2

+
2𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 + 𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 − 2𝜆𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 − 𝜆𝑡𝑛𝑦2𝑛

𝜆− 3
.

Оскiльки

1 − 𝜆2 = (1 − 𝜆)(1 + 𝜆),

то маємо два полюси: 𝜆 = 1 i 𝜆 = −1.
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Лишок при 𝜆 = 1.

Res𝜆=1 𝑔(𝜆) = −1

2
𝑔(1).

Обчислюємо 𝑔(1):

𝑔(1) =
−2𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 − 2𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 + 𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 + 𝑡𝑛𝑦2𝑛

1 − 2

+
2𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 + 𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 − 2𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 − 𝑡𝑛𝑦2𝑛

1 − 3

= 𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 +
3

2
𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 −

1

2
𝑡𝑛𝑦2𝑛.

Лишок при 𝜆 = −1.

Res𝜆=−1 𝑔(𝜆) =
1

2
𝑔(−1),

𝑔(−1) =
−2𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 − 2𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 − 𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 − 𝑡𝑛𝑦2𝑛

−3

+
−2𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 − 𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 + 2𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 + 𝑡𝑛𝑦2𝑛

−4

=
7

6
𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 +

11

12
𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 −

1

6
𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 +

1

12
𝑡𝑛𝑦2𝑛.

Маємо

(𝑋𝑦)2𝑛 = Res𝜆=1 𝑔(𝜆) + Res𝜆=−1 𝑔(𝜆).

З попереднiх обчислень:

Res𝜆=1 𝑔(𝜆) = −1

2
𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 −

3

4
𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 +

1

4
𝑡𝑛𝑦2𝑛,

Res𝜆=−1 𝑔(𝜆) =
7

12
𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 +

11

24
𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 −

1

12
𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 +

1

24
𝑡𝑛𝑦2𝑛.
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Тодi

Res𝜆=1 𝑔(𝜆) + Res𝜆=−1 𝑔(𝜆) =

(︂
−1

2
+

7

12

)︂
𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 +

(︂
−3

4
+

11

24

)︂
𝑠𝑛𝑦2𝑛−2

+

(︂
0 − 1

12

)︂
𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 +

(︂
1

4
+

1

24

)︂
𝑡𝑛𝑦2𝑛

=
1

12
𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 −

7

24
𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 −

1

12
𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 +

7

24
𝑡𝑛𝑦2𝑛.

Отже, для 𝑛 ≥ 2:

(𝑋𝑦)2𝑛 =
1

12
𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 −

7

24
𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 −

1

12
𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 +

7

24
𝑡𝑛𝑦2𝑛,

𝑠𝑛 =
1

2𝑛− 2
,

𝑡𝑛 =
1

2𝑛− 1
.

Загальний результат

Нехай 𝐴 та 𝐵 — обмеженi лiнiйнi оператори у просторi ℓ𝑝, заданi покоор-

динатно формулами

𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . ) = (𝑥2, 𝑥1, 𝑥4, 𝑥3, . . . ),

𝐵(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . ) = (4𝑥1 + 𝑥2, −2𝑥1 + 𝑥2, 4𝑥3 + 𝑥4, −2𝑥3 + 𝑥4, . . . ),

а 𝑌 — зважений оператор зсуву вправо:

𝑌 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, . . . ) = (0, 𝑥1,
1
2𝑥2,

1
3𝑥3, . . . ), (𝑌 𝑥)𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑛 = 1,

1

𝑛− 1
𝑥𝑛−1, 𝑛 ≥ 2.

Тодi єдиний обмежений розв’язок операторного рiвняння (2.1) можна запи-

сати покоординатно у такому виглядi:
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Випадок 𝑛 = 1.

(𝑋𝑦)1 =
1

12
𝑦1 +

5

24
𝑦2, (𝑋𝑦)2 = − 1

12
𝑦1 +

7

24
𝑦2.

Випадок 𝑛 ≥ 2.

(𝑋𝑦)2𝑛−1 = − 7

12
𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 −

23

24
𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 +

1

12
𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 +

5

24
𝑡𝑛𝑦2𝑛,

(𝑋𝑦)2𝑛 =
1

12
𝑠𝑛𝑦2𝑛−3 −

7

24
𝑠𝑛𝑦2𝑛−2 −

1

12
𝑡𝑛𝑦2𝑛−1 +

7

24
𝑡𝑛𝑦2𝑛.

де

𝑠𝑛 =
1

2𝑛− 2
, 𝑡𝑛 =

1

2𝑛− 1
.
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Висновки

У магiстерськiй роботi було розглянуто операторне рiвняння 𝐴𝑋−𝑋𝐵 = 𝑌

у просторi ℓ𝑝 для класу операторiв, що мають спецiальну структуру та до-

зволяють отримати розв’язок у явному виглядi. Дослiдження охоплювало

випадки, коли оператори 𝐴 i 𝐵 є дiагональними, а оператор 𝑌 задається у

виглядi зваженого зсуву. Це дало можливiсть простежити, як вибiр напрям-

ку зсуву та властивостi власних чисел впливають на iснування та форму

розв’язку.

Окрiм дiагональних операторiв, було проаналiзовано окремий випадок, у

якому оператори дiють на координати попарно. Це дало можливiсть показа-

ти, що використанi методи застосовнi не лише до дiагональних операторiв,

а й до операторiв зi структурованою дiєю на пiдпростори.

У роботi сформульовано та доведено умови iснування єдиного обмеженого

розв’язку рiвняння 𝐴𝑋 − 𝑋𝐵 = 𝑌 та отримано явнi формули для цього

розв’язку з урахуванням власних значень операторiв 𝐴 i 𝐵 та коефiцiєн-

тiв зсуву. Наведенi приклади продемонстрували застосування теоретичних

результатiв i пiдтвердили коректнiсть одержаних формул.

Здобутi результати показують, що операторнi рiвняння з чiтко визначеною

структурою вхiдних операторiв можуть бути розв’язанi аналiтичними ме-

тодами, а запропонований пiдхiд може бути використаний i для ширшого

класу лiнiйних операторiв у нескiнченновимiрних просторах.
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