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ON STOCHASTIC PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS
WITH RANDOM INITIAL CONDITIONS

A. OLENKO

This talk addresses two problems about solutions of stochastic partial dif-
ferential equations with random initial conditions.

The first part focuses on the Cauchy problem for random fields generated by
partial differential equations on the unit sphere. The exact solution as a series
expansion in terms of spherical harmonics is given. An approximation to the
solution is provided and analysed by finitely truncating the series expansion.
We establish upper bounds for the convergence rates of approximation errors
and investigate the smoothness of both the exact and truncated solutions.
In particular, we show how the sample Hölder continuity of the resulting
spherical fields is determined by the decay of the angular power spectrum.

The second part examines multiscaling limit theorems for renormalised so-
lutions of higher-order heat equations with initial conditions given by random
processes exhibiting cyclic long-range dependence. We derive the spectral and
covariance representations of the corresponding limit fields and explain why
analogous limit results are not valid in subordinated settings with Hermite
rank greater than one. Numeric examples will be presented to illustrate the
theoretical findings.

The talk is based on joint results in [1, 2, 3].
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ТЕОРIЯ КЕРУВАННЯ:
КЛАСИЧНI ЗАДАЧI ТА НОВI РОЗВ’ЯЗКИ

О.Л. ЗУЄВ

У доповiдi висвiтлено постановки основних задач теорiї керування як
математичної дисциплiни, що поєднує результати варiацiйного числення
з алгебраїчними та геометричними методами опису множин траєкторiй
систем диференцiальних рiвнянь з урахуванням зовнiшнiх впливiв, якi
задаються функцiями керування. З iсторичної перспективи задачi про-
грамного керування можна звести до праць вiдомого геометра та iнже-
нера античностi — Герона Александрiйського (I ст. н. е.); задачi опти-
мального керування — до задачi про брахiстохрону I. Бернуллi (1696 р.);
а задачу стабiлiзацiї — до працi Дж. Максвелла про регулятори (1868
р.) [1]. Поряд iз цими iсторичними нарисами подано огляд основних ма-
тематичних методiв теорiї оптимального керування — принципу макси-
муму Понтрягiна та принципу динамiчного програмування Беллмана. З
розмаїття сучасних проблем видiлено вагомий напрям — якiсну теорiю,
що пов’язує структурнi властивостi керованостi та стабiлiзовностi.

Для класичної задачi стабiлiзацiї в сенсi Р. Калмана та М.М. Красов-
ського видiлено особливi розв’язки з осцилюючими керуваннями зi зво-
ротним зв’язком. Цi розв’язки є притаманними суттєво нелiнiйним ди-
ференцiальним рiвнянням, що описують рух неголономних механiчних
систем [2]. Наведено приклади застосування таких розв’язкiв у сучасних
iнженерних проблемах [1, 3].

Лiтература

[1] Зуєв О.Л. Математична теорiя керування: нелiнiйна динамiка та iнженернi за-
стосування // Вiсн. НАН України. — 2020. — № 1. — С. 29–37.

[2] Zuyev A. Exponential stabilization of nonholonomic systems by means of oscillating
controls // SIAM J. Control Optim. — 2016. — Vol. 54, No. 3. — P. 1678–1696.

[3] Grushkovskaya V., Zuyev A. Design of stabilizing feedback controllers for high-order
nonholonomic systems // IEEE Control Systems Letters. — 2024. — Vol. 8. — P. 988–
993.

Iнститут прикладної математики i механiки НАН України, Слов’янськ,
Україна; Max Planck Institute for Dynamics of Complex Technical Systems,
Magdeburg, Germany

Email address: zuyev@mpi-magdeburg.mpg.de

Пленарнi доповiдi

13



XX Мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка Михайла Кравчука

Мiнiкурс 1
Апроксимацiйнi та гладкiснi характеристики

функцiональних множин

14



НАЙКРАЩI НАБЛИЖЕННЯ I НАБЛИЖЕННЯ СУМАМИ
ФУР’Є НА КЛАСАХ ЗГОРТОК

А.С. СЕРДЮК

В першiй частинi доповiдi буде дано короткий iсторичний огляд, який
стосується розвитку теорiї рiвномiрного наближення перiодичних фун-
кцiй частинними сумами Фур’є, а також довiльними тригонометричними
полiномами фiксованого порядку. Акцент буде зроблено на глибинному
зв’язку мiж гладкiсними (структурними) та апроксимацiйними власти-
востями функцiй. З цiєю метою наводяться класичнi прямi та оберненi
теореми конструктивної теорiї функцiй, зокрема: критерiй Чебишова, те-
ореми Вейєрштрасса, Бореля, Бернштейна, Джексона, Лебега та iн. Ве-
лику увагу буде придiлено результатам про точнi значення найкращих
рiвномiрних наближень класiв диференцiйовних функцiй (теореми Фа-
вара, Ахiєзера, Крейна, Дзядика, Корнєйчука). Також будуть наведенi
дослiдження доповiдача, якi стосуються найкращих наближень на кла-
сах перiодичних функцiй, що задаються узагальненими похiдними в сенсi
Степанця. У доповiдi також будуть наведенi новi результати про точнi
значення найкращих наближень класiв функцiй, що задаються згортками
з твiрними ядрами, якi зображуються деякими лiнiйними комбiнацiями
ядер Пуассона чи ядер Бернуллi.

Друга частина доповiдi висвiтлює апроксимативнi властивостi сум
Фур’є на класах перiодичних функцiй. Буде придiлено увагу нерiвно-
стям типу Лебега, якi оцiнюють рiвномiрнi норми вiдхилень сум Фур’є
дослiджуваної функцiї через її найкращi наближення або через найкращi
наближення її узагальнених похiдних. Обговорюватиметься питання про
асимптотичну точнiсть таких нерiвностей як для iндивiдуальних функцiй,
так i на важливих функцiональних компактах. Будуть наведенi класи-
чнi результати з розв’язання задачi Колмогорова–Нiкольського для сум
Фур’є, зокрема, теореми Колмогорова, Нiкольського, Стєчкiна, Теляков-
ського, Степанця та iн. Також буде наведено i результати доповiдача та
його учнiв стосовно наближення сумами Фур’є класiв узагальнених iнте-
гралiв Пуассона в рiвномiрнiй метрицi.
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GENERALIZED ZERNIKE POLYNOMIALS, THEIR
PROPERTIES AND APPLICATIONS

A.L. SHYDLICH

Let D = {𝑧 = sin 𝜃ei𝜙 ∈ C : |𝑧| 6 1} be the closed unit disc, 𝛼 > 0, and
let d𝜎𝛼(𝑧) = 𝛼+1

𝜋 (1 − 𝑧𝑧)𝛼 d𝑧 = 𝛼+1
𝜋 cos(𝜃)2𝛼+1 sin 𝜃d𝜙d𝜃 be a probability

measure on D. Let also 𝐿𝑝𝛼 := 𝐿𝑝𝛼(D, 𝜎𝛼), 1 6 𝑝 6 ∞, be the space of all
functions 𝑓 given on D such that

∞ > ‖𝑓‖𝑝,𝜎𝛼 :=

⎧
⎪⎨
⎪⎩

(︁∫︀
D |𝑓(𝑧)|𝑝d𝜎𝛼(𝑧)

)︁ 1
𝑝

, 1 6 𝑝 <∞,
esssup𝛼
𝑧∈D

|𝑓(𝑧)|, 𝑝 =∞,

The generalized Zernike or disc polynomials 𝑅𝛼𝑚,𝑛(𝑧) are given by [1, 2]:

𝑅𝛼𝑚,𝑛(𝑧) = 𝑅𝛼𝑚,𝑛(𝑧, 𝑧) =

{︃
𝑧𝑚−𝑛𝑅(𝛼,𝑚−𝑛)

𝑛 (2𝑧𝑧 − 1), 𝑚 > 𝑛,

𝑧𝑛−𝑚𝑅(𝛼,𝑛−𝑚)
𝑚 (2𝑧𝑧 − 1), 𝑚 < 𝑛,

where 𝑚 and 𝑛 are non-negative integers (𝑚,𝑛 ∈ N0), 𝑅
(𝛼,𝛽)
𝑛 is the 𝑛-th

Jacobi polynomial normalized such that 𝑅(𝛼,𝛽)
𝑛 (1) = 1.

If 𝑀,𝑁 ∈ N0 we will write Π𝑀,𝑁 for the linear space of polynomials 𝑃
spanned by disc polynomials for which 𝑚 6𝑀,𝑛 6 𝑁 , that is

Π𝑀,𝑁 = span{𝑅𝛼𝑚,𝑛 : 0 6 𝑚 6𝑀, 0 6 𝑛 6 𝑁}, and Π𝑁 := Π𝑁,𝑁 .

Denote by 𝜕𝜃𝑃 (𝑧) = 𝜕𝜃𝑃 (sin 𝜃ei𝜙) and 𝜕𝜙𝑃 (𝑧) = 𝜕𝜙𝑃 (sin 𝜃ei𝜙) the partial
derivatives of 𝑃 w.r.t 𝜃 and 𝜙 respectively.

Theorem 1. Suppose that 1 6 𝑝 6∞, 𝛼 > 0 and 𝑛 ∈ N. For any 𝑃 ∈ Π𝑛,

‖𝜕𝜃𝑃‖𝑝,𝜎𝛼 6 14(𝛼+ 1)
3
2𝑛‖𝑃‖𝑝,𝜎𝛼 𝑎𝑛𝑑 ‖𝜕𝜙𝑃‖𝑝,𝜎𝛼 6 𝑛‖𝑃‖𝑝,𝜎𝛼 .
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APPROXIMATING CHARACTERISTICS OF
NIKOL’SKII–BESOV CLASSES OF PERIODIC FUNCTIONS

IN LEBESGUE SUBSPACES

A.S. ROMANYUK, S.YA. YANCHENKO

We study the approximating characteristics of the classes 𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) (see,
e.g., [2]) of periodic functions of many variables with dominating mixed smooth-
ness in the space 𝐵𝑞,1(T𝑑), in which the norm is not weaker than the 𝐿𝑞(T𝑑)-
norm. The investigation of the problems of approximation of functional classes
in this space is motivated by the fact that some important problems in the
space 𝐿𝑞(T𝑑) remain open (see [1]). We obtain exact-order estimates for the
orthoprojection widths from the classes 𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(T𝑑) in the space 𝐵1,1(T𝑑) [6].

Let R𝑑, 𝑑 > 1, be the 𝑑-dimensional Euclidean space with the elements
𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) and (𝑥,𝑦) = 𝑥1𝑦1 + . . . + 𝑥𝑑𝑦𝑑. Denote by 𝐿𝑝(T𝑑), T𝑑 =∏︀𝑑
𝑗=1[0, 2𝜋), 1 6 𝑝 6 ∞, the space of functions 𝑓(𝑥) that are 2𝜋-periodic in

each variable, with a standard finite norm.
We now define the norm ‖ · ‖𝐵𝑞,1(T𝑑), 1 6 𝑞 6 ∞, in the subspaces

𝐵𝑞,1(T𝑑) (denoted in what follows by 𝐵𝑞,1) of functions 𝑓 ∈ 𝐿0
𝑞(T𝑑), where

𝐿0
𝑝(T𝑑) :=

{︁
𝑓 : 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(T𝑑),

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 𝑑, a.e.
}︁

.

For trigonometric polynomials 𝑡 with respect to the multiple trigonometric
system {𝑒𝑖(𝑘,𝑥)}𝑘∈Z𝑑 , the norm ‖𝑡‖𝐵𝑞,1 is defined by the formula
‖𝑡‖𝐵𝑞,1 :=

∑︀
𝑠∈N𝑑 ‖𝐴𝑠(𝑡)‖𝑞 (see, e.g., [4]).

Similarly we define the norm ‖𝑓‖𝐵𝑞,1 , 1 6 𝑞 6 ∞, for any function
𝑓 ∈ 𝐿0

𝑞(T𝑑) such that its series
∑︀
𝑠∈N𝑑 ‖𝐴𝑠(𝑓)‖𝑞 converges. Note that for

𝑓 ∈ 𝐵𝑞,1, 1 6 𝑞 6∞, the following relations hold ‖𝑓‖𝑞 ≪ ‖𝑓‖𝐵𝑞,1 .
Let {𝑢𝑖}𝑀𝑖=1 be a system of functions 𝑢𝑖 ∈ 𝐿∞(T𝑑), 𝑖 = 1,𝑀 , orthonormal in

the space 𝐿2(T𝑑). We associate each function 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(T𝑑), 1 6 𝑞 6∞, with an
approximating aggregate of the form

∑︀𝑀
𝑖=1(𝑓, 𝑢𝑖)𝑢𝑖, i.e., with the orthogonal

projection of the function 𝑓 onto the subspace generated by the system of

functions {𝑢𝑖}𝑀𝑖=1. Here and in what follows, (𝑓, 𝑢𝑖) = (2𝜋)−𝑑
∫︁

T𝑑
𝑓(𝑥)𝑢𝑖(𝑥)𝑑𝑥.

If 𝐹 ⊂ 𝐿𝑞(T𝑑), then the quantity

This work was supported by a grant from the Simons Foundation (SFI-PD-Ukraine-
00014586, A.Romanyuk, S.Yanchenko).
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𝑑⊥𝑀
(︀
𝐹,𝐿𝑞(T𝑑)

)︀
:= inf

{𝑢𝑖}𝑀𝑖=1⊂𝐿∞(T𝑑)
sup
𝑓∈𝐹

⃦⃦
⃦⃦𝑓 −

𝑀∑︁

𝑖=1

(𝑓, 𝑢𝑖)𝑢𝑖

⃦⃦
⃦⃦
𝐿𝑞(T𝑑)

is called the orthoprojection width (Fourier width) of the class 𝐹 in the space
𝐿𝑞(T𝑑). The width 𝑑⊥𝑀

(︀
𝐹,𝐿𝑞(T𝑑)

)︀
was introduced by Temlyakov in [7].

The following statements are true.

Theorem 1. Suppose that 𝑑 = 1, 1 < 𝑝 6∞, 1 6 𝜃 6∞, and 𝑟1 > 0. Then
the following estimate holds

𝑑⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟1𝑝,𝜃𝐵(T), 𝐵1,1

)︀
≍𝑀−𝑟1 .

Theorem 2. Suppose that 𝑑 > 2, 1 < 𝑝 6 ∞, and 1 6 𝜃 6 ∞. Then for
𝑟1 > 0 the following estimate holds

𝑑⊥𝑀
(︀
𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 𝐵1,1

)︀
≍𝑀−𝑟1(log𝜈−1𝑀)𝑟1+1− 1

𝜃 .

Unlike the one-dimensional case, in the many-dimensional case (𝑑 = 2),
the obtained estimates for the analyzed approximating characteristics of the
classes 𝑆𝑟𝑝,𝜃𝐵(T𝑑), 1 6 𝜃 <∞, in the space 𝐵1,1 depend on the parameter 𝜃.

The results of investigation of other approximating characteristics in Lebes-
gue subspaces (including 𝐵𝑞,1, 1 6 𝑞 6 ∞ and space of quasi-continuous
functions) can be found, in particular, in [3, 4, 5].

References
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ATTRACTORS FOR INFINITE-DIMENSIONAL IMPULSIVE
SYSTEMS

O.V. KAPUSTYAN

Existence of a globally attracting set of a dynamical system provides infor-
mation about the long term behavior of the system which is rather valuable
for design of practical systems in the framework of mathematical systems
and control theory. The study of properties of this attracting set is of in-
terest for applications and is a challenging problem from the mathematical
viewpoint, especially in the case of nonlinear infinite dimensional systems. In
particular its stability and robustness properties need to be studied for any
practical system. It in known that in case of a finite dimensional system the
dissipativity guarantees the existence of a global attractor, that is a an in-
variant and globally attracting compact set. The existence of such a set in
the infinite dimensional case needs some additional conditions. It is known
that a dissipative continuous dynamical system possess a global attractor if
it is asymptotically compact. The global attractor has such important for
applications properties like stability and robustness.

However in some practical situations the dynamics is not always continuous
due to such effects as triggered events and other actions causing impulsive af-
fects. The foundations of the theory of systems with impulsive perturbations
were proposed in the works of outstanding mathematicians A.M. Samoilenko
and M.O. Perestyuk. Qualitative analysis of impulsive systems has been stud-
ied by many authors during last decades. One of the most important in ap-
plications (and the least studied) class of such systems is impulsive dynamical
systems (impulsive DS), i.e., autonomous systems whose trajectories undergo
impulsive perturbations at the moments of intersection of the trajectories with
a certain surface in the phase space. The main problem we face when we try
to expand the theory of global attractors to impulsive DS

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝐴𝑢+ 𝐹 (𝑢), 𝑢 ̸∈𝑀,

∆𝑢|𝑢∈𝑀 = 𝐼𝑢− 𝑢,
where ∆𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑡 + 0) − 𝑢(𝑡 − 0), is the lack of continuous dependence on
the initial data. Our approach is based on the notion of uniform attractor,

This research was supported by NRFU project No. 2023.03/0074 “Infinite-dimensional
evolutionary equations with multivalued and stochastic dynamics”.
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commonly used for non-autonomous problems, in particular, for systems with
impulses at fixed moments of time.

Definition. A compact set Θ ⊂ 𝐻 is called uniform attractor of DS 𝑉 if
for every bounded 𝐵 ⊂ 𝐻

dist(𝑉 (𝑡, 𝐵),Θ)→ 0 as 𝑡→∞,
and Θ is minimal among all closed uniformly attracting sets.

Sufficient conditions for existence of uniform attractors and investigation
their properties for semilinear PDEs with impulsive perturbations are pro-
posed. In particular, we consider the following problem

{︃
𝜕𝑦
𝜕𝑡 = ∆𝑦 + 𝜀𝑓(𝑦), (𝑡, 𝑥) ∈ (0,∞)× Ω,

𝑦|𝜕Ω = 0
(1)

𝜀 > 0 is a small parameter, 𝑓 is continuous and bounded.

𝑀 =
{︁
𝑦 =

∞∑︁

𝑖=1

𝑐𝑖𝜓𝑖 ∈ 𝐻 | ∀𝑖 = 1, 𝑝 𝑐𝑖 > 0,

𝑝∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝑐𝑖 = 𝑎
}︁
, (2)

𝐼 : 𝑀 → 𝐻 is continuous such that for 𝑦 =
∞∑︁

𝑖=1

𝑐𝑖𝜓𝑖 ∈𝑀

𝐼𝑦 ∈
{︁ 𝑝∑︁

𝑖=1

𝑐′𝑖𝜓𝑖 +

∞∑︁

𝑖=𝑝+1

𝑐𝑖𝜓𝑖 | ∀𝑖 = 1, 𝑝 𝑐′𝑖 > 0,

𝑝∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖𝑐
′
𝑖 = 𝑎(1 + 𝜇)

}︁
. (3)

Theorem 1 (M. Perestyuk, O. K., 2015 ). For sufficiently small 𝜀 > 0 impul-
sive problem (1)-(3) generates impulsive DS 𝑉𝜀, which has uniform attractor
Θ𝜀 and

dist(Θ𝜀,Θ)→ 0 as 𝜀→ 0.
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АСИМПТОТИЧНI МЕТОДИ В ТЕОРIЇ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-АЛГЕБРАЇЧНИХ СИСТЕМ РIВНЯНЬ

П.Ф. САМУСЕНКО

Диференцiально-алгебраїчнi системи рiвнянь (ДАС) iнтенсивно дослi-
джуються вже понад 50 рокiв. Насамперед це пов’язано з численними
застосуваннями в механiцi, радiоелектронiцi, теорiї електричних кiл, бiо-
логiї, економiцi, соцiологiї. До таких систем приводять задачi, в яких опи-
сується динамiка системи в певний момент часу i розв’язки яких пов’язанi
деякими алгебраїчними спiввiдношеннями.

З теоретичної точки зору розв’язки ДАС мають ряд специфiчних вла-
стивостей, якi не притаманнi розв’язкам систем диференцiальних рiвнянь.
Наприклад, вiдсутня неперервна залежнiсть розв’язкiв ДАС вiд вхiдних
даних, простiр розв’язкiв лiнiйної ДАС може бути нескiнченно вимiр-
ним, початкова задача для лiнiйної ДАС може мати нескiнченну кiлькiсть
розв’язкiв тощо.

У роботi проаналiзовано алгоритми побудови розв’язкiв рiзноманiтних
задач для ДАС, вказано на принциповi ускладнення, якi виникають при
реалiзацiї зазначених алгоритмiв. Так, для лiнiйної ДАС зi сталими кое-
фiцiєнтами найбiльшi труднощi викликає випадок сингулярної в’язки ма-
триць, оскiльки при цьому, наприклад, для сумiсностi лiнiйної неоднорi-
дної системи на неоднорiднiсть потрiбно накласти специфiчнi умови, якi
до того ж мають не лише алгебраїчний характер.

Ще бiльше ускладнюється ситуацiя для випадку ДАС зi змiнними кое-
фiцiєнтами. При виконаннi достатньо жорстких умов таку систему можна
розщепити на двi системи – диференцiальну та алгебраїчну (наприклад,
використовуючи поняття iндексу системи) або звести до центральної ка-
нонiчної форми. Лише пiсля цього вдається з’ясувати структуру фун-
даментальної матрицi вiдповiдної лiнiйної ДАС i у подальшому навести
необхiднi та достатнi умови сумiсностi початкової задачi, крайових задач
тощо. Зазначенi перетворення можливi лише коли певнi характеристики
системи (iндекс, ранг матрицi при похiдних, довжина жорданового лан-
цюжка) зберiгаються на всьому промiжку де розглядається вiдповiдна
задача.
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Свою специфiку також мають сингулярно збуренi задачi для ДАС.
Зокрема, лiнiйна однорiдна сингулярно збурена ДАС у випадку регуляр-
ної в’язки матриць має два типи асимптотичних розв’язкiв, якi вiдпо-
вiдають скiнченним та нескiнченним елементарним дiльникам граничної
в’язки матриць. Цi розв’язки будуються, взагалi кажучи, за дробовими
степенями малого параметра, якi визначаються структурою елементар-
них дiльникiв та деякими спiввiдношеннями мiж збурювальними коефi-
цiєнтами системи.

У випадку сингулярної в’язки матриць ситуацiя докорiнно змiнюється i
крiм визначення степенiв малого параметра за якими слiд будувати асим-
птотичнi розвинення розв’язкiв системи, потрiбно ще з певних алгебраї-
чних рiвнянь визначити головнi члени асимптотики.

Нелiнiйнi сингулярно збуренi ДАС iнтенсивно дослiджуються протя-
гом останнiх 20 рокiв. У загальному, алгоритми розв’язування задач для
сингулярно збурених ДАС складаються з двох етапiв. На першому етапi,
враховуючи специфiку задачi, будується її формальний розв’язок, на дру-
гому — доводиться асимптотичний характер побудованого ранiше фор-
мального розв’язку. Зокрема, формальний розв’язок початкової задачi
будується у виглядi суми двох розвинень — регулярної та сингулярної
частин асимптотики. Члени регулярної частини визначаються з алгебраї-
чних систем, а члени сингулярної частини — з лiнiйних ДАС. Зазначимо,
що члени сингулярної частини асимптотики суттєвi в околi певної точки
та експоненцiально прямують до нуля поза цим околом. Наявнiсть син-
гулярної частини дозволяє врахувати початковi умови, тобто формально
побудувати розв’язок заданої початкової задачi.

Аналогiчний пiдхiд використовується при розв’язуваннi крайових за-
дач для сингулярно збурених ДАС. При цьому залежно вiд типу крайових
умов пiдбирається вигляд сингулярної частини асимптотики.

Зауважимо, що при доведеннi асимптотичного характеру побудованого
формального розв’язку суттєво використовуються результати асимптоти-
чного iнтегрування лiнiйних ДАС.
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EXISTENCE, UNIQUENESS SOLUTION AND INVARIANT
MEASURE RESULTS FOR NEUTRAL FSDES IN HILBERT

SPACES

O.M. STANZHYTSKYI

We study the large time behaviour of the solutions of neutral type stochas-
tic functional-differential equations of the form

𝑑[𝑢(𝑡) + 𝑔(𝑢𝑡)] = [𝐴𝑢+ 𝑓(𝑢𝑡)]𝑑𝑡+ 𝜎(𝑢𝑡)𝑑𝑊 (𝑡) for 𝑡 > 0; (1)
𝑢(𝑡) = 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ [−ℎ, 0), ℎ > 0.

Here𝐴 is an infinitesimal generator of a strong continuous semigroup {𝑆(𝑡), 𝑡 >
0} of bounded linear operators in real separable Hilbert space 𝐻. The noise
𝑊 (𝑡) is a 𝑄-Wiener process on a separable Hilbert space 𝐾. For any ℎ > 0
denote 𝐶ℎ := 𝐶([−ℎ, 0], 𝐻) to be a space of continuous 𝐻-valued functions
𝜙 : [−ℎ, 0]→ 𝐻, equipped with the norm

‖𝜙‖𝐶ℎ := sup
𝑡∈[−ℎ,0]

‖𝜙(𝑡)‖𝐻 ,

where ‖ ·‖𝐻 stands for the norm in 𝐻. The functionals 𝑓 and 𝑔 map 𝐶ℎ to 𝐻,
and 𝜎 : 𝐶ℎ → ℒ0

2, where ℒ0
2 = ℒ(𝑄1/2𝐾,𝐻) is the space of Hilbert-Schmidt

operators from 𝑄1/2𝐾 to 𝐻. In our studies, the maps 𝑓 and 𝑔 do not satisfy
the Lipschitz condition. Therefore, it is important for applications.

Finally, 𝜙 : [−ℎ, 0]×Ω→ 𝐻 is the initial condition, where (Ω,ℱ , 𝑃 ) is the
probability space.

We study the existence and uniqueness of the solution to the initial prob-
lem without the Lipschitz condition. Then we establish the Markov and Feller
properties in the shift spaces for such equations, and using the compactness
approach we establish the existence of invariant measures in the shift spaces
for such equations. The obtained abstract results are applied to stochastic
partial differential equations of the reaction-diffusion type. The issue of ap-
proximate control of such equations is also studied.
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ALTERNATING BINOMIAL SERIES AND RELATED
CATALAN AND HARMONIC IDENTITIES

K. ADEGOKE, R. FRONTCZAK, T. GOY

This work was motivated by a challenging and intriguing identity stated
without a formal proof by R. Sprugnoli in [1]. We evaluate in closed form
several alternating infinite series whose denominators involve the binomial
coefficients

(︀
4𝑛
2𝑛

)︀
and

(︀
4𝑛+2
2𝑛+1

)︀
. In addition, we derive several related series

involving Catalan numbers and second-order odd harmonic numbers.

Theorem 1. For |𝑥| 6 4 and 𝑦 = 𝑦(𝑥) =
√
𝑥2+16−4

𝑥 , the following series
identities hold:

∞∑︁

𝑛=1

(−1)𝑛−1

𝑛2
(︀
4𝑛
2𝑛

)︀ 𝑥2𝑛 = 8
(︀
arctanh2

√
𝑦 − arctan2

√
𝑦
)︀
,

∞∑︁

𝑛=1

(−1)𝑛−1

𝑛
(︀
4𝑛
2𝑛

)︀ 𝑥2𝑛 =
4
√
𝑦 (𝑦2 − 1)

𝑦2 + 1

(︂
arctan

√
𝑦

𝑦 + 1
+

arctanh
√
𝑦

𝑦 − 1

)︂
,

∞∑︁

𝑛=1

(−1)𝑛−1

(︀
4𝑛
2𝑛

)︀ 𝑥2𝑛 =
4𝑦2

(𝑦2 + 1)2
+

(︂
(𝑦 − 1)3

(𝑦2 + 1)2
− 8(𝑦 − 1)𝑦2

(𝑦2 + 1)3

)︂√
𝑦 arctan

√
𝑦

+

(︂
(𝑦 + 1)3

(𝑦2 + 1)2
− 8(𝑦 + 1)𝑦2

(𝑦2 + 1)3

)︂√
𝑦 arctanh

√
𝑦.

Theorem 2. For |𝑥| 6 4, the following series identities hold

∞∑︁

𝑛=0

(−1)𝑛
(2𝑛+ 1)2

(︀
4𝑛+2
2𝑛+1

)︀𝑥2𝑛+1 = 4arctanh
√
𝑦 arctan

√
𝑦,

∞∑︁

𝑛=0

(−1)𝑛
(2𝑛+ 1)

(︀
4𝑛+2
2𝑛+1

)︀𝑥2𝑛+1 =
2
√
𝑦(1− 𝑦2)
1 + 𝑦2

(︂
arctanh

√
𝑦

1 + 𝑦
+

arctan
√
𝑦

1− 𝑦

)︂
,

∞∑︁

𝑛=0

(−1)𝑛(︀
4𝑛+2
2𝑛+1

)︀𝑥2𝑛+1 =
2𝑦(1− 𝑦2)
(1 + 𝑦2)2

+
(1 + 𝑦)(1− 𝑦)2(𝑦2 + 4𝑦 + 1)

(1 + 𝑦2)3
√
𝑦 arctan

√
𝑦

+
(1− 𝑦)(1 + 𝑦)2(𝑦2 − 4𝑦 + 1)

(1 + 𝑦2)3
√
𝑦 arctanh

√
𝑦.
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As particular cases of Theorems 1 and 2, we have the following series:
∞∑︁

𝑛=1

(−1)𝑛−116𝑛

𝑛2
(︀
4𝑛
2𝑛

)︀ = 2 ln2
(︁√

2 + 1 +

√︁
2(
√
2 + 1)

)︁
− 8 arctan2

√︁√
2− 1,

∞∑︁

𝑛=1

(−1)𝑛−1

𝑛
(︀
4𝑛
2𝑛

)︀
(︁16
3

)︁𝑛
=

√
6

2
ln
(︀√

2 +
√
3
)︀
−
√
2 arctan

(︁√6−
√
2

2

)︁
,

∞∑︁

𝑛=1

(−1)𝑛−1

(︀
4𝑛
2𝑛

)︀
(︁16
3

)︁𝑛
=

1

4
+

√
6

8
ln
(︀√

2 +
√
3
)︀
,

∞∑︁

𝑛=0

(−9)𝑛
(2𝑛+ 1)2

(︀
4𝑛+2
2𝑛+1

)︀ =
𝜋

9
ln
(︀
2 +
√
3
)︀
,

∞∑︁

𝑛=0

(− 1
3 )
𝑛

(2𝑛+ 1)2
(︀
4𝑛+2
2𝑛+1

)︀ =
𝜋

4
√
3
ln 3,

∞∑︁

𝑛=0

(−9)𝑛(︀
4𝑛+2
2𝑛+1

)︀ =
4

25
+

22𝜋

375
√
3
− 4

125
√
3
ln
(︀
2 +
√
3
)︀
.

Let 𝐶𝑘 = 1
𝑘+1

(︀
2𝑘
𝑘

)︀
denote the Catalan numbers, 𝑂(2)

𝑘 =
∑︀𝑘
𝑗=0

1
(2𝑗+1)2 for

𝑘 > 0 the second-order odd harmonic numbers, and 𝑧 = 𝑧(𝑥) =
√
1+16𝑥2−1

4𝑥 .

Theorem 3. For 𝑥 ∈ C with |𝑥| 6 1/4, the following series identities hold:
∞∑︁

𝑛=0

(−1)𝑛+1 4𝑛+ 1

4𝑛+ 3
𝑂

(2)
2𝑛𝐶2𝑛𝑥

2𝑛 =
arctan

√
𝑧 + arctanh

√
𝑧

24
√
2𝑥3

×

×
(︁
arctan2

√
𝑧 − 4 arctan

√
𝑧 arctanh

√
𝑧 + arctanh2

√
𝑧
)︁
,

∞∑︁

𝑛=0

(−1)𝑛+1 4𝑛+ 3

4𝑛+ 5
𝑂

(2)
2𝑛𝐶2𝑛𝑥

2𝑛 =
arctan

√
𝑧 − arctanh

√
𝑧

24
√
2𝑥5

×

×
(︁
arctan2

√
𝑧 + 4arctan

√
𝑧 arctanh

√
𝑧 + arctanh2

√
𝑧
)︁
.

References

[1] Sprugnoli R. Sums of reciprocals of the central binomial coefficients // Integers. —
2006. — V. 6. — #A27.

Obafemi Awolowo University, Ile-Ife, Nigeria
Email address: adegoke00@gmail.com

Independent Researcher, Reutlingen, Germany
Email address: robert.frontczak@web.de

Vasyl Stefanyk Carpathian National University, Ivano-Frankivsk, Ukraine
Email address: taras.goy@pnu.edu.ua

Секцiя 1. Математичний аналiз та застосування

27



BEST WEIGHTED APPROXIMATION OF
SOME KERNELS ON THE REAL AXIS

S.O. CHAICHENKO, V.V. SAVCHUK, A.L. SHYDLICH

We calculate the exact value and find the polynomial of the best weighted
polynomial approximation of kernels of the form

𝒦𝜆,𝑠(𝑡, 𝐴,𝐵) :=
𝐴+𝐵𝑡

(𝑡2 + 𝜆2)𝑠+1
, (1)

where 𝐴 and 𝐵 are fixed complex numbers, 𝜆 > 0, 𝑠 ∈ N, in the mean square
metric.

Let us note, for 𝐴 = 𝑠 = 0 and 𝐵 = 1
𝜋 , the kernel (1) coincides with

the Poisson kernel 𝑃𝑡(𝜆) = 1
𝜋

𝑡
𝜆2+𝑡2 as function of the variable 𝜆. A special

case of kernels (1) are integral kernels defined in the upper half-plane by the
well-known biharmonic Poisson integrals

ℬ(𝑓 ; 𝑡;𝜆) := 2𝜆3

𝜋

∫︁ ∞

−∞

𝑓(𝑥+ 𝑡)

(𝑥2 + 𝜆2)2
d𝑥.

which give the solution of the biharmonic equation

∇2(∇2𝑈) = 0, ∇ :=
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝜆2
,

in the upper half-plane of the complex plane (𝜆 > 0) under the boundary
conditions

lim
𝜆→0+

𝑈(𝑥, 𝜆) = 𝑓(𝑥), lim
𝜆→0+

𝜕

𝜕𝜆
𝑈(𝑥, 𝜆) = 0.

Denote by 𝑃𝑛−1 the set of all algebraic polynomials with complex coeffi-
cients of degree at most 𝑛− 1 and consider the quantity

ℰ𝑛(𝒦𝜆,𝑠)2,𝜌𝑛 := inf
𝑝∈𝑃𝑛−1

(︁∫︁ ∞

−∞

⃒⃒
⃒⃒ 𝐴+𝐵𝑡

(𝑡2 + 𝜆2)𝑠+1
− 𝑝(𝑡)

⃒⃒
⃒⃒
2

d𝑡

|𝜌𝑛(𝑡)|2
)︁1/2

of best weighted approximation of the kernel 𝒦𝜆,𝑠(𝑡, 𝐴,𝐵) by all possible
polynomials from the set 𝑃𝑛−1 in the mean square metric with the weight

1
|𝜌𝑛(𝑡)|2 , 𝜌𝑛(𝑡) = 𝜌0

∏︀𝑛
𝑘=1(𝑡−𝑎𝑘), where 𝑎𝑘 = 𝛼𝑘+i𝛽𝑘, 𝛽𝑘 > 0, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛,

and 𝜌0 ̸= 0 is a constant.
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Theorem 1. Let 𝐴,𝐵 be any fixed real numbers, 𝜆 > 0 and 𝑠 ∈ N. Then for
any 𝑛 ∈ N

ℰ2𝑛(𝒦𝜆,𝑠)2,𝜌𝑛 =
4𝜋

(2𝜆)2𝑠+3𝜇𝑛(𝜆,a)|𝜌0|2
𝑠∑︁

𝑘=0

𝑠∑︁

𝑙=0

(︀
𝑙+𝑘
𝑙

)︀
𝐺𝑘𝐺𝑙,

where 𝜇𝑛(𝜆,a) =
∏︀𝑛
𝑘=1

[︁
𝛼2
𝑘+(𝛽𝑘+𝜆)

2
]︁
, 𝑎𝑗 = 𝛼𝑗+i𝛽𝑗, 𝛽𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛,

𝐺𝑘 = 𝐺𝑘(𝜆,a) =

𝑠−𝑘∑︁

𝑗=0

(𝑠+𝑗𝑠 )i𝑠−𝑘−𝑗𝜈𝑠−𝑘−𝑗(i𝜆,ā)
(2𝜆)𝑘+𝑗

(︁
𝐵𝜆(𝑠(𝑠+𝑗)−2𝑗)

𝑠(𝑠+𝑗) − i𝐴
)︁
.

Similar extremal problems for the kernels (1) was solved: in the case of
𝑠 = 0 in [1] (see, also [2]), in the case of 𝑠 = 1 in [3].
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ON THE EXPONENTIAL STABILITY OF SOLUTIONS OF
DIFFERENTIAL EQUATIONS IN A BANACH SPACE

V.M. GORBACHUK, YU.V. SPIVAK

We consider the equation

𝑦′(𝑡)−𝐴𝑦(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ [0,∞) (1)

where 𝐴 is the generator of a 𝐶0-semigroup of bounded linear operators
𝑈(𝑡), 𝑡 > 0, on a Banach space B.

By a weak solution of equation (1) we mean a vector function 𝑦(𝑡) :
[0,∞) ↦→ B, strongly continuous on [0,∞) and such that for any functional
𝐹 ∈ 𝒟(𝐴*), the scalar function 𝐹 (𝑦(𝑡)) is continuosuly differentiable on [0,∞)
and satisfies the equation

𝑑𝐹 (𝑦(𝑡))

𝑑𝑡
−𝐴*𝐹 (𝑦(𝑡)) = 0, 𝑡 ∈ [0,∞).

As was shown [1] a vector function 𝑦(𝑡) is a weak solution of (1) iff 𝑦(𝑡) can
be represented in the form

𝑦(𝑡) = 𝑈(𝑡)𝑓, 𝑓 ∈ B.

Equation (1) is said to be :
1) asymtotically stable, if for any weak solution 𝑦(𝑡),

‖𝑦(𝑡)‖ → 0, 𝑡→∞;

2) exponentially stable, if there exists 𝜔 > 0 such that for any weak solution
𝑦(𝑡)

∃𝐶𝑦 > 0 : ‖𝑦(𝑡)‖ 6 𝐶𝑦𝑒
𝜔𝑡.

In the case of 𝑑𝑖𝑚B < ∞ both concepts coincide. This will, generally,
fall when 𝑑𝑖𝑚B = ∞. For instance, if 𝐴 6 0 is a self-adjoint operator on a
Hilbert space H, and 0 ∈ 𝜎𝑐(𝐴) (𝜎𝑐(𝐴) denotes the continuous spectrum of
an operator), then equation (1) is asymptotically, not exponentially, stable.

We give a criterion for the exponential stability of equation (1).

Theorem 1. Let 𝐴 be the generator of a 𝐶0-semigroup {𝑈(𝑡)}𝑡>0 in B. If
the exists a continuous on [0,∞) function 𝛾(𝑡) > 0, 𝛾(𝑡) → 0 as 𝑡 → ∞ and
such that

∃𝑐 = 𝑐(𝑦) > 0 : ‖𝑦(𝑡)‖ 6 𝑐𝛾(𝑡),
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for every weak solution 𝑦(𝑡) of equation (1), then equation (1) is exponentially
stabile.

As a consequence from this theorem, we can obtain the following result
(see [2]):

Corollary 1. Let Φ(𝑡), 𝑡 > 0, be a monotonically increasing continuous func-
tion such that for any 𝑓 ∈ B∫︁ ∞

0

Φ(‖𝑈(𝑡)𝑓‖)𝑑𝑡 <∞.

Then equation (1) is exponentially stable.
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ON DISCRETIZATION OF SOME EXTREMAL PROBLEMS

O.V. KOVALENKO

We solve two continuous extremal problems on the classes of monotone
functions: in the first problem we find extremal values for a line integral of
a coordinate-wise monotone function of two variables from a rearrangement-
invariant class of functions; in the second one we find extremal values for
the expectation of a random process with monotone trajectories at a random
time. In both cases we reduce the continuous problems to their discrete coun-
terparts. The obtained discrete problems are on the one hand interesting on
their own, and on the other hand give a natural explanation of the structure
of the extremal functions for the continuous problems.

Recall that for a measurable function 𝑓 : 𝐸 → R defined on a measurable
space (𝐸,𝜇) with a finite measure 𝜇, the function

𝑚𝑓 : [0,∞)→ [0, 𝜇𝐸], 𝑚𝑓 (𝑡) = 𝜇{𝑥 ∈ 𝐸 : |𝑓(𝑥)| > 𝑡}
is called the distribution function of 𝑓 . The function

𝑟𝑓 : [0, 𝜇𝐸]→ [0,∞), 𝑟𝑓 (𝑡) = inf{𝑠 : 𝑚𝑓 (𝑠) 6 𝑡}
is called the non-increasing rearrangement of 𝑓 . A function 𝑓 : [0, 1]2 → R
is called coordinate-wise non-decreasing, if it is non-decreasing with respect
to the partial order (𝑥1, 𝑦1) ⪯ (𝑥2, 𝑦2) ⇐⇒ 𝑥1 6 𝑥2 and 𝑦1 6 𝑦2. Let
𝑚 : [0, 1] → [0, 1] be an increasing bijection. Denote by ℳ𝑚 the class of
all measurable (with respect to the two-dimensional Lebesgue measure 𝜇)
coordinate-wise non-decreasing functions 𝑓 : [0, 1]2 → [0, 1] such that 𝑚𝑓 (𝑡) >
1−𝑚(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1].

Theorem 1 ([1]). Let 𝑚 : [0, 1] → [0, 1] be an increasing bijection. For each
continuous non-decreasing function 𝑡 : [0, 1]→ [0, 1] one has

inf
𝑓∈ℳ𝑚

∫︁ 1

0

𝑓(𝑡(𝑠), 𝑠)𝑑𝑠 =

∫︁ 1

0

𝑚−1(𝑡(𝑠) · 𝑠)𝑑𝑠.

A natural analogue of the classℳ𝑚 for functions of two variables that are
monotone with respect to the partial order

(𝑥1, 𝑦1) ⪯ (𝑥2, 𝑦2) ⇐⇒ 𝑥1 6 𝑥2 and 𝑦1 = 𝑦2,

can be defined as follows. Assume an atomless probability space {Ω,ℱ , 𝑃}
is given. For a function 𝑚 as above, let M𝑚 be the space of all measurable

XX Мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка Михайла Кравчука

32



random processes {𝜉𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1]} defined on {Ω,ℱ , 𝑃} such that

𝑠 < 𝑡 =⇒ 0 6 𝜉𝑠(𝜔) 6 𝜉𝑡(𝜔) 6 1 for almost all 𝜔 ∈ Ω,

and
E𝜇{𝑡 ∈ [0, 1] : 𝜉𝑡 > 𝑠} > 1−𝑚(𝑠) for all 𝑠 ∈ [0, 1],

where E denotes the expectation of a random variable, and 𝜇 is the one-
dimensional Lebesgue measure.

Theorem 2 ([1]). Let 𝑚 : [0, 1] → [0, 1] be an increasing bijection, and 𝜏 be
a random variable on {Ω,ℱ , 𝑃} that takes values in [0, 1]. Then

inf
𝜉𝑡∈M𝑚

E𝜉𝜏 =

∫︁ 1

0

𝑚−1

(︂∫︁ 1

1−𝑦
𝑟𝜏 (𝑠)𝑑𝑠

)︂
𝑑𝑦.

If in addition 𝑚(𝑡) = 𝑡 for all 𝑡 ∈ [0, 1], then one has

inf
𝜉𝑡∈M𝑚

E𝜉𝜏 =

∫︁ 1

0

𝑟𝜏 (𝑠)𝑠𝑑𝑠.

Classes ℳ𝑚 and M𝑚 are examples of rearrangement-invariant classes,
which appear in many extremal problems of approximation theory. Note
that in the situation, when 𝜏 is not constant, the extremal random process
for Theorem 2 that we construct in the proof can not be represented as a
product 𝜉𝑡(𝜔) = 𝑥(𝑡) · 𝜂(𝜔) of a function 𝑥 : [0, 1]→ R and a random variable
𝜂.

We illustrate the discretization approach for Theorem 1 in the partial case
when 𝑚(𝑠) = 𝑠, 𝑠 ∈ [0, 1] and 𝑡(𝑠) = 𝛼, 𝑠 ∈ [0, 1] for some fixed number
𝛼 ∈ [0, 1]. For large 𝑛 ∈ N divide the unit square [0, 1]2 into 𝑛2 equal squares,
and approximate a function 𝑓 ∈ ℳ𝑚 by a coordinate-wise non-decreasing
piecewise-constant function 𝑓𝑛 : [0, 1]2 → Ξ𝑛 :=

{︁
1
𝑛2 ,

2
𝑛2 , . . . ,

𝑛2

𝑛2

}︁
. The func-

tion 𝑓𝑛 can be identified with a bijection from {(𝑖, 𝑗) : 1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑛} to Ξ𝑛.
If 𝑘 = 𝑘(𝑛) is the number of the column that contains the set {𝛼} × [0, 1],
then 1

𝑛

∑︀𝑛
𝜈=1 𝑓𝑛 (𝑘, 𝜈) is an approximation of the integral

∫︀ 1

0
𝑓(𝛼, 𝑠)𝑑𝑠, and

we arrive at an extremal problem to find

min

𝑛∑︁

𝜈=1

𝑓𝑛 (𝑘, 𝜈)

over all non-decreasing bijections 𝑓𝑛.
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HIGHER-ORDER DERIVATIVES IN DIFFERENTIAL
CRYPTANALYSIS

A.V. LUTSENKO, A.I. RODIUK

Differential cryptanalysis remains one of the most powerful and widely used
methods for evaluating the security of modern block ciphers. This method
was originally proposed by Eli Biham and Adi Shamir [1] as an effective
chosen-plaintext attack against the Data Encryption Standard (DES), and
later became a fundamental tool for assessing the strength of modern block
ciphers.

However, as cryptographic algorithms become more complex, there is a
need to generalize the traditional approach and investigate higher-order deriva-
tives as a means of improving cipher robustness. Such generalization was
first systematically investigated by Xuejia Lai [2], who demonstrated the con-
nection between higher-order derivatives, differential probabilities, and linear
structures in cryptographic functions.

For a function 𝑦 = 𝑓(𝑥), the derivative of 𝑦 at point 𝑎 is defined as

∆𝑎𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥+ 𝑎)− 𝑓(𝑥).

The probability of the differential (𝑎, 𝑏) of the function 𝑦 = 𝑓(𝑥) is called
the conditional probability that ∆𝑦 = 𝑏 if ∆𝑥 = 𝑎 when 𝑥 is uniformly
random. That is

𝑃 (∆𝑦 = 𝑏 |∆𝑥 = 𝑎) = 𝑃 (𝑓(𝑥+ 𝑎)− 𝑓(𝑥) = 𝑏) = 𝑃 (∆𝑎 = 𝑏).

The fact that many practical block ciphers are obtained by iterating a cryp-
tographically weak round function is the basis for the success of differential
cryptanalysis. If the input difference to the last round (∆𝑥) can be predicted
with high probability, then usually a pair of outputs (𝑦, 𝑦*) and the input
difference ∆𝑥0 are sufficient to obtain the secret key used in the last round.

The basic idea of differential cryptanalysis can be generalized to the case
where more than two inputs are used simultaneously to obtain the secret key,
using higher-order derivatives.

For a function 𝑦 = 𝑓(𝑥), the 𝑖-th (𝑖 > 0) derivative of the 𝑦 at (𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑖)
is defined as

∆(𝑖)
𝑎1,...,𝑎𝑖𝑓(𝑥) = ∆𝑎𝑖(∆

(𝑖−1)
𝑎1,...,𝑎𝑖−1

𝑓(𝑥)),

where ∆
(𝑖−1)
𝑎1,...,𝑎𝑖−1𝑓(𝑥) – the (𝑖− 1)-th derivative of the 𝑦 at (𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑖−1).
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It should be noted that for the computation of higher-order derivatives,
the input differences (𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑖) must be linearly independent. Otherwise,
the resulting derivative becomes trivial (equal to zero), and such cases are of
no cryptanalytic interest.

Proposition 1. If a (nontrivial) 𝑖-th derivative of (𝑟 − 1) round function
takes on a value with high probability, then it is possible to derive the key for
the last round from the known 2𝑖 outputs and from the anticipated derivative
value.

Preliminary studies indicated that higher-order differential cryptanalysis
may not always be more powerful than the first-order one; however it provides
a new way to measure cryptographic strength.

A function 𝑦 = 𝑓(𝑥) is said to have a linear structure if there exists a
nonzero 𝑎 such that 𝑓(𝑥+ 𝑎)− 𝑓(𝑥) remains invariant for all 𝑥. It is evident
that the function 𝑦 = 𝑓(𝑥) has a linear structure if and only if it has a
differential of probability one.

The connection between the concepts of differential, linear structure, and
derivatives implies a new principle for designing cryptographic functions.

Proposition 2. For any small 𝑖, the nontrivial 𝑖-th derivatives of the function
must take on all possible values roughly uniformly.

Thus, higher-order derivatives provide a generalized framework for evaluat-
ing the strength of cryptographic transformations. They reveal new relation-
ships between the concepts of differential probability, linearity, and uniformity
that are crucial for cryptographic design.

Future research may focus on the practical evaluation of high-order differen-
tial properties in specific block ciphers and on developing of design strategies
that ensure uniform distribution of derivatives, thereby increasing resistance
to both classical and high-order differential attacks.
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EXACT VALUES OF BEST APPROXIMATIONS FOR
CLASSES OF DIFFERENTIABLE FUNCTIONS BY SPLINES

OF DEFICIENCY 2

N.V. PARFINOVYCH, A.A. SELIVANOV

Let 𝐿𝑝 (1 6 𝑝 6∞) be the space of measurable functions 𝑓 : R→ R with
norm ‖·‖𝑝. For 𝑀,𝐻 ⊂ 𝐿𝑝 the quantity

𝐸(𝑀,𝐻)𝑝 = sup
𝑓∈𝑀

inf
𝑢∈𝐻
‖𝑓 − 𝑢‖𝑝

we will call the best approximation of class 𝑀 by set 𝐻 in 𝐿𝑝.
By 𝑊 𝑟

𝑝 (𝑟 ∈ N) we will denote the class of functions 𝑓 ∈ 𝐿𝑝, such that
𝑓 (𝑟−1) is locally absolutely continuous and

⃦⃦
𝑓 (𝑟)

⃦⃦
𝑝
6 1. By 𝑆𝑘𝑚(𝜃, ℎ) we

will denote the set of polynomial splines of degree not greater than 𝑚 with
deficiency 𝑘 and knots 𝜃 + 𝑗ℎ, 𝑗 ∈ Z.

In [1] it was proved, that for all 𝜃 ∈ R, ℎ > 0, 𝑟 ∈ 𝑁,𝑚 ∈ Z,𝑚 > 𝑟 − 1:

𝐸(𝑊 𝑟
1 , 𝑆

1
𝑚(𝜃, ℎ) ∩ 𝐿1) = 𝐾𝑟

(︂
ℎ

𝜋

)︂𝑟
,

where 𝐾𝑟 are Favard constants.
We obtained the following theorem:

Theorem 1. For 𝜃 ∈ R, ℎ > 0, 𝑟 ∈ 𝑁,𝑚 ∈ N,𝑚 > 𝑟:

𝐸(𝑊 𝑟
1 , 𝑆

2
𝑚(𝜃, ℎ) ∩ 𝐿1) = 𝐾𝑟

(︂
ℎ

2𝜋

)︂𝑟
.

Theorem 1 is an analog of result [2] about approximation for classes of
differentiable functions by splines of deficiency 2 in periodic case.
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ORDERS OF THE BEST SPARSE TRIGONOMETRIC
APPROXIMATIONS OF THE NIKOL’SKII–BESOV

FUNCTION CLASSES IN THE LEBESGUE SUBSPACES

K.V. POZHARSKA, A.S. ROMANYUK

We will discuss our recent results on the order estimates for the best 𝑚-
term (sparse) trigonometric approximations of Nikol’skii–Besov classes 𝐵𝑟𝑝,𝜃
(see, e.g., [1, 2]) of periodic multivariate functions of mixed smoothness in the
space 𝐵𝑞,1 for the case 2 6 𝑝 < 𝑞 <∞.

The space 𝐵𝑞,1 is a so-called “zero” Besov space with the norm that is not
weaker than the respective 𝐿𝑞-norm (see [3]). An interest in investigating
errors of approximation in such a special norm is the fact that in some situa-
tions the question on the orders of respective characteristics in the 𝐿𝑞-space
remains open, whereas one can get corresponding estimates in the 𝐵𝑞,1-norm.

Let 𝑋 be a normed space with the norm ‖ · ‖𝑋 and Θ𝑚 :=
{︀
𝑘1, . . . ,𝑘𝑚

}︀

be a set of vectors 𝑘𝑗 ∈ Z𝑑, 𝑐𝑗 be arbitrary complex numbers, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.
We consider trigonometric polynomials of the form

𝑃 (Θ𝑚) := 𝑃 (Θ𝑚,𝑥) :=
∑︁

𝑘∈Θ𝑚

𝑐𝑘𝑒
𝑖(𝑘,𝑥)

and for the function 𝑓 ∈ 𝑋 introduce the quantity

𝑒𝑚
(︀
𝑓
)︀
𝑋

:= inf
𝑐𝑘

inf
Θ𝑚
‖𝑓 − 𝑃 (Θ𝑚)‖𝑋 .

If 𝐹 ⊂ 𝑋 is a function class, then we set

𝑒𝑚
(︀
𝐹
)︀
𝑋

:= sup
𝑓∈𝐹

𝑒𝑚
(︀
𝑓
)︀
𝑋
. (1)

The approximation characteristic (1) is called the best 𝑚-term trigonomet-
ric approximation of the class 𝐹 in the space 𝑋. The quantity 𝑒𝑚(𝑓)𝐿2(T) for
functions of one variable was introduced by S.B. Stechkin [4].

Further we assume that 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑑) ∈ R𝑑, where the coordinates are
ordered such that 0 < 𝑟1 = 𝑟2 = · · · = 𝑟𝜈 < 𝑟𝜈+1 6 . . . 6 𝑟𝑑. The following
statement holds:

Theorem. Let 𝑑 > 2, 2 6 𝑝 < 𝑞 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞. Then for 𝑟1 > 1/2 the
following relation holds:

𝑒𝑚
(︀
𝐵𝑟𝑝,𝜃

)︀
𝐵𝑞,1
≍ 𝑚−𝑟1(log𝜈−1𝑚)𝑟1+1−1/𝜃.
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Note that the respective result for the univariate classes of fucntions (𝑑 = 1)
was earlier obtained in the paper [5].

Comparing the estimates in the 𝐵𝑞,1-norm with corresponding results for
the 𝐿𝑞-norm [6], we conclude that in the case 𝑑 = 1 it holds for 𝑟1 > 1/2,
2 6 𝑝 < 𝑞 <∞, 1 6 𝜃 6∞, that

𝑒𝑚
(︀
𝐵𝑟1𝑝,𝜃

)︀
𝑞
≍ 𝑒𝑚

(︀
𝐵𝑟1𝑝,𝜃

)︀
𝐵𝑞,1
≍ 𝑚−𝑟1 .

In the case 𝑑 > 2 the situation is different. Namely, the orders of the best
𝑚-term trigonometric approximations of the class 𝐵𝑟𝑝,𝜃 in the spaces 𝐵𝑞,1 and
𝐿𝑞 for the considered parameter region coincide only for 𝜈 = 1. For 𝜈 > 1 we
have that in the case 𝑟1 > 1/2, 2 6 𝑝 < 𝑞 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞ the following
relation holds:

𝑒𝑚
(︀
𝐵𝑟𝑝,𝜃

)︀
𝐵𝑞,1
≍ 𝑒𝑚

(︀
𝐵𝑟𝑝,𝜃

)︀
𝐿𝑞

(log𝜈−1𝑚)1/2.

Besides, in the multivariate case (in contrast to the univariate) estimates
of the quantities 𝑒𝑚

(︀
𝐵𝑟𝑝,𝜃

)︀
𝐵𝑞,1

depend on the parameter 𝜃.
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GENERALIZATION OF THE SCHWARZ–PICK INEQUALITY
AND ITS APPLICATIONS TO THE EXTREMAL PROBLEMS

OF APPROXIMATION OF HOLOMORPHIC FUNCTIONS

V.V. SAVCHUK, M.V. SAVCHUK

The talk is devoted to a generalization of the well-known Schwarz–Pick
inequality for bounded holomorphic functions, with an emphasis on its appli-
cation to extremal problems in approximation theory.

Let 𝐻∞ denote the space of bounded holomorphic functions in D := {𝑧 ∈
C : |𝑧| < 1} equipped with the norm ‖𝑓‖ = sup𝑧∈D |𝑓(𝑧)|.

For a function 𝑓(𝑧) =
∑︀∞
𝑘=0 𝑐𝑘𝑧

𝑘 ∈ 𝐻∞, denote by 𝑆𝑛(𝑓)(𝑧) =
∑︀𝑛−1
𝑘=0 𝑐𝑘𝑧

𝑘,
𝑛 ∈ N, (𝑆0(𝑓) = 0), the 𝑛-partial sum of 𝑓 . Let 𝒫𝑛 be the set of all poly-
nomials of degree at most 𝑛 − 1 in the case of 𝑛 ∈ N, and the empty set for
𝑛 = 0.

Theorem 1. Suppose that 𝑓 ∈ 𝐻∞, 𝑛 ∈ Z+, and 𝑧 ∈ D. Then for any
polynomial 𝑃𝑛 ∈ 𝒫𝑛 such that 𝑃𝑛 ̸≡ 𝑓 and any 𝜌 > 0, the following inequality
holds:⃒⃒
⃒⃒
⃒

(︂
𝑓(𝑧)− 𝑆𝑛(𝑓)(𝑧)

𝑧𝑛

)︂′⃒⃒⃒⃒
⃒ 6

1

1− |𝑧|2 ‖𝑓 − 𝑃𝑛‖
(︂
1− 2𝜌

|𝑓(𝑧)− 𝑃𝑛(𝑧)|
‖𝑓 − 𝑃𝑛‖

+ 𝜌2
)︂
.

For given 𝑃𝑛 ∈ 𝒫𝑛, 𝑛 ∈ Z+, and 𝑧 ∈ D, equality is attained if and only if
𝜌 ∈ [0, 1] and

𝑓(𝑡) = 𝑃𝑛(𝑡) + 𝑐
𝑡𝑛 𝑡−𝑧

1−𝑡𝑧 − 𝑎
1− 𝑡𝑛 𝑡−𝑧

1−𝑡𝑧
,

where 𝑎, 𝑐 ∈ C, |𝑎| = 𝜌, and |𝑐| > 0.
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APPROXIMATION BY LAGRANGE INTERPOLATION
POLYNOMIALS ON THE CLASSES OF CONVOLUTIONS

A.S. SERDYUK, T.A. STEPANIUK

Denote by 𝐶𝜓𝛽,1 (see, e.g., [1]) the set of 2𝜋–periodic functions, which for
all 𝑥 ∈ R can be represented as convolutions of the form

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2

+
1

𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
Ψ𝛽(𝑥− 𝑡)𝜙(𝑡)𝑑𝑡, 𝑎0 ∈ R, ‖𝜙‖𝐿1

6 1, 𝜙 ⊥ 1, (1)

with the generating kernel Ψ𝛽 of the form

Ψ𝛽(𝑡) =
∞∑︁

𝑘=1

𝜓(𝑘) cos
(︀
𝑘𝑡− 𝛽𝜋

2

)︀
, 𝜓(𝑘) > 0, 𝛽 ∈ R,

such that
∞∑︁

𝑘=1

𝜓(𝑘) <∞.

We study approximation properties of the sets 𝐶𝜓𝛽,1, where we use as
approximation aggregate the classical interpolation trigonometric Lagrange
polynomials, which are defined by odd number of uniformly distributed inter-
polation nodes.

For arbitrary function 𝑓(𝑥) from 𝐶 by ̃︀𝑆𝑛−1(𝑓 ;𝑥), 𝑛 ∈ N, we will denote
the trigonometric polynomial of the order 𝑛 − 1, which interpolates 𝑓(𝑥) in
the nodes 𝑥(𝑛−1)

𝑘 = 2𝑘𝜋
2𝑛−1 , 𝑘 ∈ Z, namely, such that

𝑆𝑛−1(𝑓 ;𝑥
(𝑛−1)
𝑘 ) = 𝑓(𝑥

(𝑛−1)
𝑘 ), 𝑘 = 0, 1, ..., 2𝑛− 2.

The polynomial ̃︀𝑆𝑛−1(𝑓 ; ·) is called as Lagrange interpolation polynomial.
Denote by 𝜌𝑛(𝑓 ;𝑥) the deviation of the function 𝑓 ∈ 𝐶 from its interpola-

tion Lagrange polynomial 𝑆𝑛−1(𝑓 ;𝑥)

𝜌𝑛(𝑓 ;𝑥) = 𝑓(𝑥)− 𝑆𝑛−1(𝑓 ;𝑥).

and also denote

ℰ̃𝑛(𝐶𝜓𝛽,1;𝑥) = sup
𝑓∈𝐶𝜓𝛽,1

|𝜌𝑛(𝑓 ;𝑥)| , 𝑥 ∈ R.

The following theorem takes place [2].
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Theorem 1. Let
∑︀∞
𝑘=1 𝑘𝜓(𝑘) <∞, 𝜓(𝑘) > 0, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝛽 ∈ R and 𝑛 ∈ N.

Then, for all 𝑥 ∈ R the following equality holds

ℰ̃𝑛(𝐶𝜓𝛽,1;𝑥) =
2

𝜋

⃒⃒
⃒⃒sin 2𝑛− 1

2
𝑥

⃒⃒
⃒⃒
(︃ ∞∑︁

𝑘=𝑛

𝜓(𝑘) +
Θ

𝑛

∞∑︁

𝑘=1

𝑘𝜓(𝑘 + 𝑛)

)︃
. (2)

In (2) the quantity Θ = Θ(𝑛;𝜓;𝛽;𝑥) is such that − (1 + 𝜋) 6 Θ 6 1.

The following corollaries take place.

Corollary 1. Let 𝜓(𝑘) = (𝑘 + 2)− ln ln(𝑘+2), 𝑘 = 1, 2, ..., 𝛽 ∈ R and 𝑛 ∈ N.
Then for all 𝑥 ∈ R as 𝑛→∞ the following asymptotic equality holds

ℰ̃𝑛(𝐶𝜓𝛽,1;𝑥) =
2

𝜋

⃒⃒
⃒ sin 2𝑛− 1

2
𝑥
⃒⃒
⃒𝜓(𝑛)

𝑛

ln ln(𝑛+ 2)

(︁
1 +𝒪(1)

𝑛

ln ln(𝑛+ 2)

)︁
.

Corollary 2. Let 𝜓(𝑘) = 𝑒− ln2(𝑘+1), 𝑘 = 1, 2, ..., 𝛽 ∈ R and 𝑛 ∈ N. Then
for all 𝑥 ∈ R as 𝑛→∞ the following asymptotic equality holds

ℰ̃𝑛(𝐶𝜓𝛽,1;𝑥) =
1

𝜋

⃒⃒
⃒ sin 2𝑛− 1

2
𝑥
⃒⃒
⃒ 𝜓(𝑛)𝑛

ln(𝑛+ 1)

(︁
1 +𝒪(1)

1

ln(𝑛+ 1)

)︁
.

Corollary 3. Let 𝜓(𝑘) = 𝑒−
𝑘+2

ln(𝑘+2) , 𝑘 = 1, 2, ..., 𝛽 ∈ R and 𝑛 ∈ N. Then for
all 𝑥 ∈ R as 𝑛→∞ the following asymptotic equality holds

ℰ̃𝑛(𝐶𝜓𝛽,1;𝑥) =
2

𝜋

⃒⃒
⃒ sin 2𝑛− 1

2
𝑥
⃒⃒
⃒𝜓(𝑛) ln(𝑛+ 2)

(︁
1 +𝒪(1)

1

ln(𝑛+ 2)

)︁
.
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ON THE BEST 𝑀-TERM TRIGONOMETRIC
APPROXIMATIONS OF STEPANETS CLASSES OF

FUNCTIONS OF MANY VARIABLES

O.L. SHVAI, K.V. POZHARSKA

In the talk, we will make an overview of results on the order estimates
for the quantity of the best 𝑚-term (sparse) trigonometric approximation of
Stepanets classes of functions of many variables with bounded generalized
derivatives in the Lebesque spaces [1].

The best 𝑚-term trigonometric approximation of a function 𝑓 ∈ 𝐿1 is a
quantity 𝑒𝑚(𝑓)𝑞 that measures how good w.r.t. the norm of the Lebesque
space 𝐿𝑞 can this function be approximated by trigonometric polynomials
having 𝑚 harmonics, i.e.,

𝑒𝑚(𝑓)𝑞 := inf
𝑐𝑘

inf
Θ𝑚

⃦⃦
⃦𝑓 −

∑︁

𝑘∈Θ𝑚

𝑐𝑘𝑒
𝑖(𝑘,𝑥)

⃦⃦
⃦
𝑞
,

where Θ𝑚 is a set of 𝑚 arbitrary vectors 𝑘 ∈ Z𝑑, (𝑘,𝑥) = 𝑘1𝑥1 + · · ·+ 𝑘𝑑𝑥𝑑,
𝑐𝑘 ∈ C. For a class of functions 𝐹 ⊂ 𝐿1 one defines

𝑒𝑚(𝐹 )𝑞 := sup
𝑓∈𝐹

𝑒𝑚(𝑓)𝑞.

We investigate Stepanets classes 𝐹 = 𝐿𝜓𝛽,𝑝 [2] of 2𝜋-periodic multivariate
functions that, for a special choice of sequences 𝜓 which define smoothness of
functions, coincide with the well-known Sobolev (Weyl–Nagy) classes 𝑊 𝑟

𝑝,𝛼.
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MATRIX-GRAPHIC SIMULATION OF SOCIAL NETWORK
WITH EXTERNAL IMPACT: ERGODIC PROPERTIES

I. YA. SPECTORSKY, V. M. STATKEVYCH, O. V. STUS

Social network analysis is now one of most important methods for scientific
investigation in sociology, social psychology and other areas (see, e.g., [1, 2]).
A social network is defined by impact of network elements on other ones. For a
social network simulating a lot of different toolkits can be used: graph theory
methods [3], matrix analysis [1] etc. Usually, a social network is not a static
structure. Behaviour of social networks are now intensively investigated, and
steady states are of a special interest (see, e.g., [3]). In [4] certain sufficient
conditions for social network ergodicity were obtained, using matrix and graph
methods of network representation.

The purpose of this work is to extend the main results of [4] on networks
with external impact.

Let the social network (hereinafter is referred to as the network) contain
𝑛𝑚 elements, arranged in 𝑛 rows and 𝑚 columns (𝑛,𝑚 ∈ N1), position of each
element is defined by a pair (𝑖, 𝑗) ∈ Ω, where Ω = {1, 2, . . . , 𝑛}×{1, 2, . . . ,𝑚}
is the set (area) of coordinates of network elements.

The current state of the element (𝑖, 𝑗) ∈ Ω is defined by a number 𝐴𝑖,𝑗(𝑡) ∈
[0, 1], hereinafter 𝑡 ∈ 𝑁0 = N ∪ {0} denotes discrete time. Therefore, the cur-
rent state of the network can be represented as a matrix 𝐴(𝑡) ∈𝑀𝑛×𝑚[0, 1] –
matrix of dimension 𝑛×𝑚 with elements 𝐴𝑖,𝑗(𝑡) ∈ [0, 1] ((𝑖, 𝑗) ∈ Ω).

Let 𝐵 ( Ω2 be the bound of the coordinate area Ω, whose element states are
described by the boundary condition matrix ∆ of dimension 𝑛×𝑚, assuming
∆𝑖,𝑗 = 0 for all (𝑖, 𝑗) ∈ Ω ∖𝐵. Elements (𝑖, 𝑗) ∈ Ω ∖𝐵 are called internal.

Network dynamics is simulated by a linear impact operator 𝑇 : 𝑀𝑛×𝑚[R]→
𝑀𝑛×𝑚[R]. The operator 𝑇 is considered as 4-dimensional 𝑛×𝑚×𝑛×𝑚 array
with elements from R, its action on a matrix 𝑋 ∈𝑀𝑛×𝑚[R] is defined point-
wise:

(𝑇𝑋)𝑖,𝑗 =

𝑛∑︁

𝑘=1

𝑚∑︁

𝑙=1

𝑇𝑖,𝑗,𝑘,𝑙𝑋𝑘,𝑙,

each element 𝑇𝑖,𝑗,𝑘,𝑙 defines impact of the state of the network element (𝑘, 𝑙)
on the state of the network element (𝑖, 𝑗).

1Hereinafter N = {1, 2, . . . ,+∞} denotes the set of positive integer.
2’(’ and ’⊂’ are used for strict inclusion and non-strict inclusion respectively.
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Assume for normalization reasons that
∙ ∀𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙 : 𝑇𝑖,𝑗,𝑘,𝑙 > 0;
∙ ∀(𝑖, 𝑗) ∈ Ω ∖𝐵 :

∑︀𝑛
𝑘=1

∑︀𝑚
𝑙=1 𝑇𝑖,𝑗,𝑘,𝑙 = 1.

Since the states of elements on the bound 𝐵 are defined by the matrix ∆,
assume that 𝑇𝑖,𝑗,𝑘,𝑙 = 0 for all (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐵, (𝑘, 𝑙) ∈ Ω.

The operator 𝑇 can be visualized as a labelled directed impact graph 𝐺𝑇
with vertices corresponding to elements (𝑖, 𝑗) ∈ Ω: a directed edge leads from
the vertex (𝑘, 𝑙) to the vertex (𝑖, 𝑗) if and only if 𝑇𝑖,𝑗,𝑘,𝑙 > 0, this edge is labelled
by the number 𝑇𝑖,𝑗,𝑘,𝑙. Note that the operator 𝑇 in fact defines an adjacency
matrix of the graph 𝐺𝑇 , deployed in 4-dimensional array for convenience.

Define the network state 𝐴(𝑡+ 1) by the network state 𝐴(𝑡) via equation

𝐴(𝑡+ 1) = (1− 𝛾)𝑇𝐴(𝑡) + ∆ + 𝛾𝐹,

where 𝐹 ∈ 𝑀𝑛×𝑚[0, 1] and 𝛾 ∈ [0, 1] define external impact on the network,
assuming 𝐹𝑖,𝑗 = 0 for all (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐵.

Theorem 1. Let 𝛾 ∈ (0, 1]. Then there exists 𝐴 ∈𝑀𝑛×𝑚[0, 1] such that 𝐴(𝑡)

converges linearly to 𝐴 as 𝑡→ +∞ in the norm

‖𝑋‖∞ = max
16𝑖6𝑛,16𝑗6𝑚

|𝑋𝑖,𝑗 |, (𝑋 ∈𝑀𝑛×𝑚[R]).

Remark. Theorem 1 remains valid also in the case 𝛾 = 0 (no external impact),
provided that the impact graph 𝐺𝑇 is strong connective and reflexive; in detail
it is described in [4].
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РОБАСТНИЙ ПIДХIД ДО РОЗВ’ЯЗАННЯ МАТРИЧНИХ
IГОР З НЕВИЗНАЧЕНОСТЯМИ

I.В. АЛЄКСЄЄВА, Я.М. САТИР

На процес прийняття рiшення суттєво впливає невизначенiсть ситуацiї,
в якiй це рiшення приймається, i неточнiсть даних. На практицi часто ви-
являється, що навiть невеликi збурення в даних роблять розв’язок опти-
мiзацiйної задачi не лише не оптимальним, а навiть недопустимим. Одним
з пiдходiв, який дозволяє знайти оптимальний розв’язок при неточностi
даних, є робастна оптимiзацiя [1], [2].

Розглянемо матричну гру, яка описує антагонiстичний конфлiкт двох
гравцiв, кожен з яких має скiнченну кiлькiсть стратегiй.

Нехай 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) ∈ R𝑚×𝑛, 𝑖 ∈ 𝐼 = {1, . . . ,𝑚} , 𝑗 ∈ 𝐽 = {1, . . . , 𝑛} —
платiжна матриця гри. Перший гравець вибирає стратегiю 𝑥 ∈ ∆𝑚 ={︀
𝑥 > 0,1𝑇𝑚𝑥 = 1

}︀
, а другий — стратегiю 𝑦 ∈ ∆𝑛 =

{︀
𝑦 > 0,1𝑇𝑛𝑦 = 1

}︀
.

Точка рiвноваги в грi — це пара стратегiй:

𝑥* = arg max
𝑥∈Δ𝑚

min
𝑦∈Δ𝑛

𝑥𝑇𝐴𝑦, 𝑦* = arg min
𝑦∈Δ𝑛

max
𝑥∈Δ𝑚

𝑥𝑇𝐴𝑦.

Вiдповiдно до теореми Джона фон Неймана

max
𝑥∈Δ𝑚

min
𝑦∈Δ𝑛

𝑥𝑇𝐴𝑦 = min
𝑦∈Δ𝑛

max
𝑥∈Δ𝑚

𝑥𝑇𝐴𝑦.

Розв’язання матричної гри можна звести до розв’язання пари двоїстих
задач лiнiйного програмування:

max
𝑥,𝑣

𝑣 min
𝑦,𝑤

𝑤

s.t. 𝐴𝑇𝑥 > 𝑣1𝑛, s.t. 𝐴𝑦 6 𝑤1𝑚,

1𝑇𝑚𝑥 = 1, 𝑥 > 0, 1𝑇𝑛𝑦 = 1, 𝑦 > 0,

де 1𝑙, 𝑙 ∈ {𝑚,𝑛} – вектор розмiрностi 𝑙, усi координати якого дорiвнюють
одиницi.

У звичайнiй матричнiй грi елементи 𝑎𝑖𝑗 матрицi виграшiв 𝐴 вiдомi
наперед. Але в реальних ситуацiях матриця 𝐴 може мiстити помилки,
випадковi або суб’єктивнi данi. Тому замiсть матрицi𝐴 будемо розглядати
множину матриць 𝐴 (𝜉) , 𝜉 ∈ 𝑈, де 𝑈 — множина невизначеностi.

Робастно допустимий розв’язок повинен задовольняти усiм обмежен-
ням задачi для усiх можливих матриць 𝐴 з множини невизначеностi 𝑈 .
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Робастна рiвновага — це набiр стратегiй для кожного гравця, якi га-
рантують найкращий результат у найгiршому випадку:

𝑥* = arg max
𝑥∈Δ𝑚

min
𝜉∈𝑈

min
𝑦∈Δ𝑛

𝑥𝑇𝐴 (𝜉) 𝑦, 𝑦* = arg min
𝑦∈Δ𝑛

max
𝜉∈𝑈

max
𝑥∈Δ𝑚

𝑥𝑇𝐴 (𝜉) 𝑦.

Розв’язок робастної задачi залежить вiд геометрiї множини невизначе-
ностi.

Позначимо через 𝐽𝑖 множину iндексiв 𝑖-го рядка, для яких вiдповiднi
елементи матрицi 𝐴 мають невизначеностi.

Тодi кожен елемент 𝑎̃𝑖𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽𝑖 матрицi 𝐴 можна записати як 𝑎̃𝑖𝑗 =
𝑎𝑖𝑗 + 𝜉𝑖𝑗 𝑎̂𝑖𝑗 , 𝜉𝑖𝑗 ∈ [−1; 1], де 𝑎̂𝑖𝑗 > 0 – збурення елементу 𝑎𝑖𝑗 номiнальної
матрицi 𝐴.

В роботi [3] розглянуто розв’язок задачi лiнiйного програмування для
прямокутної, елiпсоїдальної i полiедральної множин невизначеностi. Роз-
глянемо область невизначеностi, що є перетином прямокутної i елiпсої-

дальної областей: 𝑈 =

{︃
𝜉 |
√︂∑︀

𝑗

𝜉𝑗 6 𝜀2, |𝜉𝑗 | 6 𝜌, 𝜌 6 𝜀 6 𝜌
√︀
|𝐽𝑖|,∀𝑗 ∈ 𝐽𝑖

}︃
,

де |𝐽𝑖| — потужнiсть множини 𝐽𝑖. Отримаємо пару двоїстих задач:

max 𝑣
∑︀
𝑖

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖 − 𝜌
∑︀
𝑖

𝑎̂𝑖𝑗 |𝑥𝑖 − 𝑧𝑖𝑗 | − 𝜀
√︂∑︀

𝑖

𝑎̂2𝑖𝑗𝑧
2
𝑖𝑗 > 𝑣, ∀𝑗

∑︀
𝑖

𝑥𝑖 = 1, 𝑥𝑖 > 0,∀𝑖,

min𝑤
∑︀
𝑗

𝑎𝑖𝑗𝑦𝑗 + 𝜌
∑︀
𝑗

𝑎̂𝑖𝑗 |𝑦𝑗 − 𝑧𝑖𝑗 |+ 𝜀
√︂∑︀

𝑗

𝑎̂2𝑖𝑗𝑧
2
𝑖𝑗 6 𝑤, ∀𝑖

∑︀
𝑗

𝑦𝑗 = 1, 𝑦𝑗 > 0,∀𝑗.

Зауважимо, що робастний аналог гри з нульовою сумою з невизначе-
нiстю вже не буде грою з фiксованою сумою, оскiльки найгiршi сценарiї
для кожного гравця можуть не збiгатися [2].
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(𝑘 + 1)-ДIАГОНАЛЬНI МАТРИЦI ТА ЇХ ЗВ’ЯЗОК З
ПОВОРОТНИМИ ПОСЛIДОВНОСТЯМИ 𝑘-ГО ПОРЯДКУ

А.С. АЛЕКСАНДРОВА, В.О. БIЛИЙ, О.Ю. КОЛЕСОВ

Якщо поворотна послiдовнiсть 𝑘-го порядку задана своїм рекурентним
спiввiдношенням 𝑥𝑛 =

∑︀𝑘
𝑝=1 𝑎𝑝 𝑥𝑛−𝑝, то виникає необхiднiсть для зручно-

стi обчислень або вивчення властивостей елементiв даної послiдовностi та
iнших задач знайти альтернативний метод визначення загального члена
𝑥𝑛. Це або аналiтична формула типу формули Бiне, або вираження через
бiномiальнi коефiцiєнти, континуанти, матрицi i т. д. У данiй роботi для
цього розглянемо (𝑘 + 1)-дiагональнi матрицi типу Теплiца–Гессенберга.

Розглянемо матрицю 𝐴𝑛(𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘) та обчислимо її визначник
методом рекурсивних спiввiдношень. Маємо, розкладаючи покроково за
елементами першого стовпчика,

∆𝑛 = det𝐴𝑛 (𝑎0, 𝑎1, ... 𝑎𝑘) =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

𝑎1 𝑎2 𝑎3 ... 𝑎𝑘 0 ... 0 0
𝑎0 𝑎1 𝑎2 ... 𝑎𝑘−1 𝑎𝑘 ... 0 0
0 𝑎0 𝑎1 ... 𝑎𝑘−2 𝑎𝑘−1 ... 0 0
... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 0 0 ... 𝑎1 𝑎2
0 0 0 ... 0 0 ... 𝑎0 𝑎1

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝑛

= 𝑎1∆𝑛−1 − 𝑎0

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

𝑎2 𝑎3 𝑎4 ... 𝑎𝑘 0 ... 0 0
𝑎0 𝑎1 𝑎2 ... 𝑎𝑘−2 𝑎𝑘−1 ... 0 0
0 𝑎0 𝑎1 ... 𝑎𝑘−3 𝑎𝑘−2 ... 0 0
... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 0 0 ... 𝑎1 𝑎2
0 0 0 ... 0 0 ... 𝑎0 𝑎1

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝑛−1

= 𝑎1∆𝑛−1 − 𝑎0 𝑎2∆𝑛−2 + 𝑎20 𝑎3∆𝑛−3 − 𝑎30 𝑎4∆𝑛−4 + ...+

+ (−1)𝑘−2 𝑎𝑘−2
0 𝑎𝑘−1∆𝑛−𝑘−1 + (−1)𝑘−1𝑎𝑘−1

0 𝑎𝑘∆𝑛−𝑘 =

=

𝑘∑︁

𝑝=1

(−1)𝑝−1𝑎𝑝−1
0 𝑎𝑝 ∆𝑛−𝑝.

Або, якщо 𝑎0 = −1, то ∆𝑛 = det𝐴𝑛(−1; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘) =
∑︀𝑘
𝑝=1 𝑎𝑝 ∆𝑛−𝑝.

Для обчислення ∆𝑛 складемо характеристичне рiвняння

𝜆𝑘 − 𝑎1𝜆𝑘−1 − 𝑎2𝜆𝑘−2 − · · · − 𝑎𝑘−1𝜆− 𝑎𝑘 = 0.
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Знайдемо коренi цього многочлена 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑘 та запишемо ∆𝑛 =
𝐶1𝜆

𝑛
1 + 𝐶2𝜆

𝑛
2 + · · · + 𝐶𝑘𝜆

𝑛
𝑘 , де константи 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑘 знаходимо iз по-

чаткових умов ∆1,∆2, . . . ,∆𝑘.
Вiдмiтимо тепер, що для вiдповiдної поворотної послiдовностi 𝑘-го по-

рядку з 𝑥𝑛 =
∑︀𝑘
𝑝=1 𝑎𝑝𝑥𝑛−𝑝 =

∑︀𝑘
𝑝=1 𝑎𝑝∆𝑛−𝑝 та узгодженими початковими

умовами 𝑥1 = ∆1, 𝑥2 = ∆2, . . . , 𝑥𝑘 = ∆𝑘, алгоритм дiй для знаходження
𝑥𝑛 та ∆𝑛 iдентичний. Тому робимо висновок, що

𝑥𝑛 = det𝐴𝑛(−1; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘),

тобто маємо шукане представлення загального члена вiдповiдної поворо-
тної послiдовностi у виглядi визначника (𝑘 + 1)-дiагональної матрицi.

Приклад 1. При 𝑎1 = 2, 𝑎2 = −2, маємо 𝑥𝑛+1 = 2𝑥𝑛 − 2𝑥𝑛−1, з п. у.
𝑥0 = 1, 𝑥1 = 2. Тодi {𝑥𝑛} = {1, 2, 2, 0,−4, ...}; 𝜆2 − 2𝜆+ 2 = 0; 𝜆1,2 = 1± 𝑖,

𝑥𝑛 = 𝐶1𝜆
𝑛
1 +𝐶2𝜆

𝑛
2 = 𝐶1(1+𝑖)𝑛+𝐶2(1−𝑖)𝑛, де

{︃
𝐶1 + 𝐶2 = 1,

𝐶1(1 + 𝑖) + 𝐶2(1− 𝑖) = 2.

𝑥𝑛 = (1 + 𝑖)𝑛−1 + (1− 𝑖)𝑛−1 = (
√

2)𝑛+1 cos (𝑛−1)𝜋
4 , 𝑥𝑛 = det𝐴𝑛(−1, 2,−2).

Приклад 2. Розглянемо det𝐴𝑛(−1, 4, 1,−16, 12).
Вiдповiдна послiдовнiсть задана таким рекурентним спiввiдношенням:

𝑥𝑛+1 = 4𝑥𝑛+𝑥𝑛−1−16𝑥𝑛−2+12𝑥𝑛−3. Характеристичне рiвняння: 𝜆4−4𝜆3−
𝜆2+16𝜆−12 = (𝜆−1)(𝜆2−4)(𝜆−3) = 0, 𝜆1−4 = {1;−2; 2; 3}. Послiдовнiсть
𝑥𝑛 = {0, 0, 0, 1, 4, 17, 56, 189, . . . }, 𝑥𝑛 = 𝐶1 + 𝐶2(−2)𝑛 + 𝐶32𝑛 + 𝐶43𝑛, де
𝐶1 = 1

6 , 𝐶2 = − 1
60 , 𝐶3 = 1

4 , 𝐶4 = 1
10 , тобто 𝑥𝑛 = 1

6 − 1
60 (−2)𝑛 − 1

42𝑛 +
1
103𝑛. Таким чином, маємо формулу загального члена при 𝑛 > 1: 𝑥𝑛+3 =
det𝐴𝑛(−1, 4, 1,−16, 12).

Лiтература

[1] В.О. Бiлий, О.Г. Бiлий Про послiдовнiсть Фiбоначчi та iншi зворотнi послiдов-
ностi. Матерiали VI Мiжнар. наук.-практ. конф. «Математика в сучасному
технiчному унiверситетi», Київ,- Київ: КПI iм. Iгоря Сiкорського, 2018. —
[iнтернет–джерело], 28–29 грудня 2017р. — 201-208 с.

[2] Taras Goy, Mark Shattuck, Determinants of Toeplitz—Hessenberg Matrices
with General Fibonacci Elements, Faculty of Mathematics and Informatics, Vasyl
Stefanyk Precarpathian National University, Ivano-Frankivsk, Ukraine / Department
of Mathematics, University of Tennessee, Knoxville, USA, 2019. —
[online source], October 13, 2019, pp. 83–95.

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
Email address: alexandrova23042009@gmail.com

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
Email address: valeri_y@ukr.net

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
Email address: sanyakolesov348@gmail.com

XX Мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка Михайла Кравчука

48



ОРТОПОПЕРЕЧНИКИ КЛАСIВ ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ
БАГАТЬОХ ЗМIННИХ УЗАГАЛЬНЕНОЇ МIШАНОЇ

ГЛАДКОСТI

С.Б. ГЕМБАРСЬКА

Розглядаються ортопоперечники класiв 𝐵Ω
𝑝,𝜃 [1] перiодичних функцiй

однiєї та багатьох змiнних у просторi 𝐵𝑞,1 (див., наприклад, [2]), норма
в якому є сильнiшою, нiж 𝐿𝑞-норма. Надалi Ω — функцiя типу модуля
неперервностi порядку 𝑙, яка задовольняє умови Барi–Стєчкiна (𝑆𝛼) та
(𝑆𝑙) [3], i для певної функцiї Ω класи 𝐵Ω

𝑝,𝜃 збiгаються з вiдомими класами
Нiкольського–Бєсова 𝐵𝑟𝑝,𝜃.

Означимо апроксимативну характеристику, яка нами дослiджується.
Нехай {𝑢𝑖}𝑚𝑖=1 — ортонормована у просторi 𝐿2(T𝑑), T𝑑 :=

∏︀𝑑
𝑗=1 [0, 2𝜋),

система функцiй 𝑢𝑖 ∈ 𝐿∞(T𝑑), 𝑖 = 1,𝑚. Кожнiй функцiї 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(T𝑑),
1 6 𝑞 6 ∞, поставимо у вiдповiднiсть агрегат вигляду

∑︀𝑚
𝑖=1(𝑓, 𝑢𝑖)𝑢𝑖, де

(𝑓, 𝑢𝑖) = (2𝜋)−𝑑
∫︀
T𝑑 𝑓(𝑥)𝑢𝑖(𝑥)𝑑𝑥.

Якщо 𝐹 ⊂ 𝐿𝑞(T𝑑), то величина

𝑑⊥𝑚(𝐹,𝐿𝑞) := inf
{𝑢𝑖}𝑚𝑖=1∈𝐿∞(T𝑑)

sup
𝑓∈𝐹
‖𝑓 −

𝑚∑︁

𝑖=1

(𝑓, 𝑢𝑖)𝑢𝑖‖𝑞

називається ортопоперечником класу 𝐹 у просторi 𝐿𝑞(T𝑑).
Ортопоперечник 𝑑⊥𝑚(𝐹,𝐿𝑞) введений в роботi [4].
Наведемо отриманi результати.

Теорема 1. Нехай 𝑑 > 2, 1 < 𝑞 6 𝑝 <∞, 1 6 𝜃 6∞, а Ω(𝑡) = 𝜔(
∏︀𝑑
𝑗=1 𝑡𝑗),

де 𝜔(𝜏) задовольняє умову (𝑆𝛼) з деяким 𝛼 > 0 i умову (𝑆𝑙). Тодi для
будь-якої послiдовностi 𝑚 = (𝑚𝑛)∞𝑛=1 натуральних чисел такої, що 𝑚 ≍
2𝑛𝑛𝑑−1 справедливе спiввiдношення

𝑑⊥𝑚(𝐵Ω
𝑝,𝜃, 𝐵𝑞,1) ≍ 𝜔(2−𝑛)𝑛(𝑑−1)(1− 1

𝜃 ). (1)

Зауваження 1. Порiвнявши (1) з вiдповiдною оцiнкою ортопоперечника
𝑑⊥𝑚(𝐵Ω

𝑝,𝜃, 𝐿𝑞) [1], бачимо, що, за винятком випадку 𝜃 = 1, оцiнки ортопо-
перечникiв класiв 𝐵Ω

𝑝,𝜃 у просторах 𝐵𝑞,1 i 𝐿𝑞 є рiзними за порядком.

Iнша ситуацiя спостерiгається в одновимiрному випадку.
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Теорема 2. Нехай 𝑑 = 1, 1 < 𝑞 6 𝑝 <∞, 1 6 𝜃 6∞, а 𝜔(𝜏) задовольняє
умову (𝑆𝛼) з деяким 𝛼 > 0 й умову (𝑆𝑙). Тодi справедлива оцiнка

𝑑⊥𝑚(𝐵𝜔𝑝,𝜃, 𝐵𝑞,1) ≍ 𝜔(𝑚−1). (2)

Зауваження 2. Зiставивши (2) з оцiнкою ортопоперечника 𝑑⊥𝑚(𝐵𝜔𝑝,𝜃, 𝐿𝑞)

[1], знаходимо, що виконуються спiввiдношення

𝑑⊥𝑚(𝐵𝜔𝑝,𝜃, 𝐵𝑞,1) ≍ 𝑑⊥𝑚(𝐵𝜔𝑝,𝜃, 𝐿𝑞) ≍ 𝜔(𝑚−1).
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ПРО ДОБУТКИ КОНФОРМНИХ РАДIУСIВ ОБЛАСТЕЙ
ВIДНОСНО ТОЧОК ДЕЯКОГО ВIДРIЗКА

I.В. ДЕНЕГА

Нехай функцiя 𝑓(𝑧), регулярна в крузi 𝑈 = {𝑧 : |𝑧| < 1}, однолисто
вiдображає даний круг на область 𝐵 ⊂ C так, що 𝑓(0) = 𝑎, де 𝑎 ∈ 𝐵 i
𝑎 ̸= ∞. Величина |𝑓 ′(0)| називається конформним радiусом областi 𝐵 в
точцi 𝑎.

Функцiєю Грiна 𝑔𝐵(𝑧, 𝑎) областi 𝐵 з полюсом в скiнченнiй точцi 𝑎 ∈ 𝐵
називається дiйсна функцiя, гармонiчна по 𝑧 в 𝐵∖𝑎, яка прямує до нуля,
коли 𝑧 прямує до межi 𝐵, i для якої в деякому околi точки 𝑎 правильний
асимптотичний розклад

𝑔𝐵(𝑧, 𝑎) = − ln |𝑧 − 𝑎|+ 𝛾 + 𝑜(1), 𝑧 → 𝑎.

Для довiльної областi 𝐵 ⊂ C функцiя Грiна визначається як границя

𝑔𝐵(𝑧, 𝑎) = lim
𝑛→∞

𝑔𝐵𝑛(𝑧, 𝑎),

де {𝐵𝑛}∞𝑛=1 – вичерпування областi 𝐵 областями, що мають класичну
функцiю Грiна, тобто 𝐵𝑛 ⊂ 𝐵𝑛+1, 𝑎 ∈ 𝐵1 i ∪∞𝑛=1𝐵𝑛 = 𝐵. Якщо ця границя
дорiвнює нескiнченностi, то говорять, що область 𝐵 не має функцiї Грiна.

Внутрiшнiм радiусом 𝑟(𝐵, 𝑎) областi 𝐵 вiдносно скiнченної точки 𝑎 на-
зивається величина 𝑒𝛾 .

Нехай функцiя 𝑓 регулярна в крузi 𝑈 = {𝑧 : |𝑧| < 1} i приймає там
значення 𝑤, що належать областi 𝐷, яка має в точцi 𝑎 ∈ 𝐷 внутрiшнiй
радiус 𝑟(𝐷, 𝑎). Якщо 𝑓(0) = 𝑎, то справедлива нерiвнiсть (Хеймана) [1]:

|𝑓 ′(0)| 6 𝑟(𝐷, 𝑎). (1)

Рiвнiсть в (1) досягається тодi, коли 𝑓 вiдображає круг 𝑈 конформно i
однолисто на 𝐷.

В роботi [2] сформульовано таку проблему.
Проблема. Знайти максимум добутку

𝑛∏︁

𝑘=1

𝑟 (𝐷𝑘, 𝑎𝑘) (2)

для взаємно неперетинних областей 𝐷𝑘 ⊂ C i точок 𝑎𝑘 ∈ 𝐷𝑘 ∩ [−1, 1],
𝑘 = 1, ..., 𝑛, 𝑛 > 4.
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Наступна теорема дає оцiнку добутку (2) для областей 𝐵𝑘 i точок 𝑎𝑘,
якi належать деякому iнтервалу.

Теорема 1. [3] Нехай 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 5, 𝑙 = {𝑧 : 𝑧 = 𝑧0+ 𝑡𝑒
𝑖𝜙0} – деяка пряма,

𝑎1 = 𝑧0, 𝑎𝑛 = 𝑧0 + 𝜌𝑒𝑖𝜙0 , де 𝜌 – деяке додатне дiйсне число. Тодi для
довiльного набору точок {𝑎𝑘}, 𝑘 = 2, 𝑛− 1, iнтервала (𝑎1, 𝑎𝑛) i функцiй
𝑓𝑘, 𝑘 = 0, 𝑛, регулярних i однолистих у крузi 𝑈 = {𝑧 : |𝑧| < 1}, якi
попарно не приймають в ньому однакових значень 𝑓𝑖(𝑧1) ̸= 𝑓𝑗(𝑧2) для
довiльних натуральних 1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑛, 𝑖 ̸= 𝑗, та довiльних рiзних 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝑈 ,
для яких 𝑓𝑘(0) = 𝑎𝑘, справедлива нерiвнiсть

𝑛∏︁

𝑘=1

|𝑓 ′𝑘(0)| 6 (𝑛− 1)
−𝑛

4

𝑛−1∏︁

𝑘=1

(︂
𝜌𝑘

𝑛− 1

)︂ 2(𝑛−𝑘)
𝑛−1

.

В роботi [4] одержано оцiнки для максимуму добутку (2) для конфiгу-
рацiй областей 𝐵𝑘 i точок 𝑎𝑘 (𝑘 = 1, 𝑛), якi належать вiдрiзку [−1; 1].

Нехай 𝑀𝑛 – максимум добутку (2) для всiх конфiгурацiй точок 𝑎𝑘
i областей 𝐵𝑘 (𝑘 = 1, 𝑛), якi задовольняють всi умови вище наведеної
проблеми.

Теорема 2. [4] Нехай 𝑛 ∈ N, 𝑛 > 5, {𝑎𝑘}, 𝑘 = 1, 𝑛, – довiльна множина
точок вiдрiзка [−1; 1] i 𝑎1 = −1, 𝑎𝑛 = 1. Тодi для будь-якої системи
областей {𝐵𝑘}, 𝑘 = 1, 𝑛, таких, що 𝑎𝑘 ∈ 𝐵𝑘 ⊂ C, 𝑘 = 1, 𝑛, 𝐵𝑖 ∩ 𝐵𝑗 = ∅,
𝑖 ̸= 𝑗, справедливi наступнi нерiвностi:

(︂
2

𝑛

)︂𝑛 𝑛∏︁

𝑘=1

(︂
tan2

(︁ 𝜋
2𝑛

)︁
cot2

(2𝑘 − 1)𝜋

2𝑛
+ 1

)︂
6𝑀𝑛 6

6 (𝑛− 1)
−𝑛

4

𝑛−1∏︁

𝑘=1

(︂
2𝑘

𝑛− 1

)︂ 2(𝑛−𝑘)
𝑛−1

.
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АНАЛIЗ НЕОБОРОТНОГО МЕХАНIЗМУ
БОТТСА–МОРАЛЕСА У КВАЗIСТАЦIОНАРНОМУ

НАБЛИЖЕННI

П.Ф. ЖУК, С.О. КАРАХIМ

Метод початкових швидкостей є одним з найважливiших методiв, що
знайшов широке застосування при дослiдженнi кiнетики каталiтичних та
бiохiмiчних реакцiй. Але отримати рiвняння початкової швидкостi у ана-
лiтичному виглядi досить складно навiть у випадку вiдносно простих ме-
ханiзмiв реакцiї. Тому часто використовують ще одне припущення: кон-
центрацiя ензиму набагато менша, нiж концентрацiя субстрату. Нами роз-
роблено метод аналiзу кiнетики реакцiй у квазiстацiонарному станi навiть
у випадках, коли неможливо отримати рiвняння початкової швидкостi в
аналiтичному виглядi.

Цей метод застосовано для аналiзу механiзму Боттса–Моралеса (БМ),
який широко використовується при дослiдженнi впливу оборотних iнгiбi-
торiв i активаторiв (модифiкаторiв) на ензиматичнi реакцiї:

𝐸 + 𝑆
𝑘1←→
𝑟1

𝐸𝑆
𝑓1−→ 𝐸 + 𝑃

+ +

𝑀 𝑀

𝑘3 ↓↑ 𝑟3 𝑘4 ↓↑ 𝑟 4
𝐸𝑀 + 𝑆

𝑘2←→
𝑟2

𝐸𝑆𝑀
𝑓2−→ 𝐸𝑀 + 𝑃

Вважають, що всi механiзми, що мiстять реакцiйний цикл, мають пiд-
порядковуватись принципу детального балансу, тобто, в станi рiвноваги
швидкостi прямих i зворотних реакцiй рiвнi на кожнiй стадiї реакцiйного
циклу. Тодi константи швидкостi цих стадiй не можуть бути довiльними:
добуток констант швидкостей реакцiй, що протiкають за напрямом годин-
никової стрiлки, має бути рiвним добутку констант швидкостi реакцiй, що
протiкають проти годинникової стрiлки:

𝑘1𝑘4𝑟2𝑟3 = 𝑘2𝑘3𝑟1𝑟4. (1)
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Рiвнiсть (1) була доведена для оборотних реакцiй, в яких встановлю-
ється рiвновага при 𝑡 → ∞. Проте припускають, що вона виконується
також i для необоротних циклiчних реакцiй (таких як реакцiя БМ), хоча
в них не встановлюється рiвноважний стан при 𝑡 → ∞. Натомiсть хара-
ктерною рисою таких реакцiй є квазiстацiонарний стан.

Для механiзму БМ нами було виведене алгебраїчне рiвняння сьомого
степеня вiдносно квазiстацiонарної концентрацiї субстрату без припущен-
ня малостi концентрацiї ензиму. Це рiвняння дозволяє розрахувати квазi-
стацiонарнi концентрацiї учасникiв реакцiї та квазiстацiонарну початкову
швидкiсть при довiльних константах швидкостi й початкових концентра-
цiях ензиму (𝐸), субстрату (𝑆) i модифiкатора (𝑀).

Квазiстацiонарнi концентрацiї учасникiв реакцiї були використанi на-
ми для обчислення потокiв, щоб перевiрити, чи будуть рiвними швидко-
стi прямих i зворотних реакцiй на кожнiй стадiї реакцiйного циклу при
виконаннi умови (1). Було встановлено, що рiзниця цих швидкостей не
дорiвнює нулю, а є однаковою для всiх стадiй. Це свiдчить про те, що
в дослiджуванiй реакцiї встановилась не детальна, а циклiчна рiвновага.
Тобто, умова (1) не є умовою детального балансу для необоротних ци-
клiчних реакцiй, що протiкають за механiзмом БМ. Було доведено, що
детальна рiвновага встановлюється при виконаннi iншої умови:

𝑘1𝑘4(𝑟2 + 𝑓2)𝑟3 = 𝑘2𝑘3(𝑟1 + 𝑓1)𝑟4. (2)

Ця умова мiстить константи швидкостi всiх стадiй, в тому числi необо-
ротних. Тому у квазiстацiонарному станi константи швидкостi зворотних
реакцiй першої та другої стадiй виражаються як (𝑟1 + 𝑓1) i (𝑟2 + 𝑓2) вiд-
повiдно. Тобто, необоротнi стадiї включаються до складу оборотних.

Пiдкреслимо, що на вiдмiну вiд умови (1), при виконаннi умови (2)
спрощується вказане вище алгебраїчне рiвняння та рiвняння початкової
швидкостi, а також кiнетична крива є монотонною.

Умова (1) мiстить тiльки константи швидкостi оборотних стадiй, а тому
є умовою детального балансу тiльки для оборотних циклiчних реакцiй.
Умова (2) мiстить всi константи швидкостi дослiджуваного механiзму, в
тому числi й необоротних стадiй, тому вона є умовою детального балансу
для необоротного циклiчного механiзму БМ.

Зазначимо, що для того, щоб у квазiстацiонарному станi встановилася
детальна рiвновага необхiдно, щоб пiдтримувалось двi рiвноваги одноча-
сно: баланс по речовинах i баланс по стадiях — для забезпечення незмiнно-
стi концентрацiй i вiдсутностi потокiв на кожнiй стадiї реакцiї вiдповiдно.
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ПРИНЦИП ФРАКТАЛЬНОЇ ЕКВIВАЛЕНТНОСТI ДЛЯ
РОЗКЛАДIВ ПЕРРОНА

М.П. МОРОЗ

Означення 1. Розкладами Перрона числа 𝑥 ∈ (0, 1] називають такi його
розклади в ряд:

∙ додатний розклад Перрона

𝑥 =

∞∑︁

𝑛=0

𝑟0 · · · 𝑟𝑛
(𝑝1 − 1)𝑝1 · · · (𝑝𝑛 − 1)𝑝𝑛𝑝𝑛+1

, (1)

∙ знакозмiнний розклад Перрона

𝑥 =

∞∑︁

𝑛=0

(−1)𝑛𝑟0 · · · 𝑟𝑛
(𝑞1 − 1)𝑞1 · · · (𝑞𝑛 − 1)𝑞𝑛(𝑞𝑛+1 − 1)

, (2)

де (𝑟𝑛)∞𝑛=0, (𝑝𝑛)∞𝑛=1 та (𝑞𝑛)∞𝑛=1 — послiдовностi натуральних чисел, що
задовольняють умови

𝑝𝑛 > 𝑟𝑛−1 + 1 та 𝑞𝑛 > 𝑟𝑛−1 + 1 (𝑛 ∈ N).

Нехай 𝑃 = (𝜙𝑛)∞𝑛=0 — послiдовнiсть функцiй таких, що 𝜙0 = const ∈ N
та 𝜙𝑛 : N𝑛 → N для 𝑛 ∈ N.

Означення 2. Якщо 𝑟0 = 𝜙0 та 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛(𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) для 𝑛 ∈ N, то до-
датний розклад Перрона (1) називають 𝑃 -представленням числа 𝑥 та
позначають ∆𝑃

𝑝1𝑝2....

Означення 3. Якщо 𝑟0 = 𝜙0 та 𝑟𝑛 = 𝜙𝑛(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛) для 𝑛 ∈ N, то знако-
змiнний розклад Перрона (2) називають 𝑃−-представленням числа 𝑥 та
позначають ∆𝑃−

𝑞1𝑞2....

Вiдомо [3, 4], що для кожної такої послiдовностi 𝑃 кожен 𝑥 ∈ (0, 1]
має єдине 𝑃 -представлення та не бiльше одного 𝑃−-представлення. Якщо
𝑥 = ∆𝑃

𝑝1𝑝2..., то число 𝑝𝑛 = 𝑝𝑛(𝑥) називають 𝑛-ною 𝑃 -цифрою числа 𝑥.
Якщо 𝑥 = ∆𝑃−

𝑞1𝑞2..., то число 𝑞𝑛 = 𝑞𝑛(𝑥) називають 𝑛-ною 𝑃−-цифрою
числа 𝑥.

Для окремих послiдовностей 𝑃 розклади Перрона є додатними та зна-
козмiнними розкладами Люрота, класичними та модифiкованими розкла-
дами Енгеля, розкладами Остроградського–Серпiнського–Пiрса та Ост-
роградського 2-го виду, розкладами Сильвестра, DKB-розкладами тощо.
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Зауваження 1. Форми запису знакозмiнних розкладiв Люрота, розкла-
дiв Острограського–Серпiнського–Пiрса та Остроградського 2-го виду,
що породженi рядом (2), дещо вiдрiзняються вiд традицiйних форм запи-
су: 𝑃−-цифри розкладу (2) на 1 бiльшi за вiдповiднi цифри цих розкладiв
у традицiйнiй формi запису (див. [1, 5, 6]). Проте саме розклад (2) робить
можливим одержаний нами результат.

Теорема 1 (Принцип фрактальної еквiвалентностi для розкладiв
Перрона [2]). Нехай додатнi та знакозмiнi розклади Перрона визначенi
спiльною послiдовнiстю функцiй 𝑃 . Тодi для кожної множини M ⊆ NN

dim𝐻 {𝑥 ∈ (0, 1] : (𝑝𝑛(𝑥))∞𝑛=1 ∈M} = dim𝐻 {𝑥 ∈ (0, 1] : (𝑞𝑛(𝑥))∞𝑛=1 ∈M} ,
де dim𝐻 — розмiрнiсть Гаусдорфа, а 𝑝𝑛(𝑥) та 𝑞𝑛(𝑥) — 𝑛-нi цифри дода-
тних та знакозмiнних розкладiв Перрона числа 𝑥.

Зокрема, принцип фрактально еквiвалентностi застосовний до насту-
пних вiдомих пар розкладiв типу Перрона:

∙ додатнi та знакозмiннi розклади Люрота (розклади Перрона при
𝜙𝑛 ≡ 1 для всiх 𝑛 ∈ N ∪ {0});
∙ модифiкованi розклади Енгеля та розклади Остроградського–Сер-

пiнського–Пiрса (розклади Перрона при 𝜙𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥𝑛 для
всiх 𝑛 ∈ N та 𝜙0 = 1);
∙ розклади Сильвестра та Остроградського 2-го виду (розклади Пер-

рона при 𝜙𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥𝑛(𝑥𝑛 − 1) для всiх 𝑛 ∈ N та 𝜙0 = 1).
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Theory of Probability and Mathematical Statistics. — 2010 — Vol. 81. — P. 187–195.

Iнститут математики НАН України, Київ, Україна
Email address: moroznik22@gmail.com

XX Мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка Михайла Кравчука

56



ОДИН ПРИКЛАД СИНГУЛЯРНОЇ ФУНКЦIЇ, ПОВ’ЯЗАНОЇ
З ЛАНЦЮГОВИМ ЗОБРАЖЕННЯМ ЧИСЕЛ

О.О. НIКОРАК

Нехай 𝐴2 = { 12 ; 1} – алфавiт, 𝐿2 = 𝐴2 × 𝐴2 × ... × 𝐴2 × ... – простiр
послiдовностей елементiв алфавiту. Тодi [1, 3] для будь-якого 𝑥 ∈ [ 12 ; 1]
iснує послiдовнiсть (𝑎𝑛) ∈ 𝐿2 така, що

𝑥 = 1/𝑎1 + 1/𝑎2 + ...+ 1/𝑎𝑛 + ... ≡ ∆𝐴2
𝑎1𝑎2...𝑎𝑛..., де 𝑎𝑖 ∈ 𝐴2. (1)

Розклад числа 𝑥 в ланцюговий дрiб (1) називається ланцюговим 𝐴2-
представленням, а запис ∆𝐴2

𝑎1𝑎2...𝑎𝑛... – ланцюговим 𝐴2-зображенням.
Iснують числа, що мають два рiзнi ланцюговi𝐴2-зображення (𝐴2-бiнар-

нi). Це числа виду ∆𝐴2

𝑎1𝑎2...𝑎𝑛−1
1
2 (

1
2 1)

= ∆𝐴2

𝑎1𝑎2...𝑎𝑛−11(1
1
2 )
. Множина 𝐴2-бiнар-

них чисел є злiченною i всюди щiльною у [ 12 ; 1] множиною. Решта чисел
мають єдине 𝐴2-зображення. Їх називають 𝐴2-унарними.

Розглядається функцiя, означена рiвнiстю

𝑓(𝑥 = ∆2
𝛼1𝛼2...𝛼2𝑛−1𝛼2𝑛...) = ∆𝐴2

( 1
2 )

1−𝛼1 ( 1
2 )
𝛼2 ...( 1

2 )
1−𝛼2𝑛−1 ( 1

2 )
𝛼2𝑛 ...

, 𝛼𝑛 ∈ {0, 1},

де [0; 1] ∋ 𝑥 = ∆2
𝛼1...𝛼𝑛... =

∑︀∞
𝑛=1

𝛼𝑛
2𝑛 — класичне двiйкове зображення

числа.
Означення функцiї 𝑓 є коректним, оскiльки для двох формально рiзних

зображень ∆2
𝛼1...𝛼𝑛−11(0)

= 𝑥 = ∆2
𝛼1...𝛼𝑛−10(1)

одного i того ж числа 𝑥 має
мiсце рiвнiсть 𝑓(∆2

𝛼1...𝛼𝑛−11(0)
) = 𝑓(∆2

𝛼1...𝛼𝑛−10(1)
) для будь-якого набору

(𝛼1, ..., 𝛼𝑛−1) нулiв та одиниць.

Теорема 1. Функцiя 𝑓 є строго спадною сингулярною функцiєю (непе-
рервною функцiєю, вiдмiнною вiд константи, похiдна якої дорiвнює нулю
майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега).

Теорема 2. Функцiя, означена рiвнiстю

𝑓(𝑥) = 𝑓(∆2
𝛼1𝛼2...𝛼2𝑛𝛼2𝑛+1...) = ∆𝐴2

( 1
2 )
𝛼1( 1

2 )
[1−𝛼2]

...( 1
2 )

[1−𝛼2𝑛]
( 1

2 )
𝛼2𝑛+1 ...

,

є неперервною строго зростаючою сингулярною функцiєю.

Зауваження 1. Функцiя, обернена до функцiї 𝑓 , є неперервною сингуляр-
ною функцiєю.
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Зауваження 2. Для iнверсора цифр ланцюгового зображення має мiсце
рiвнiсть:

𝐼(∆𝐴2

( 1
2 )
𝛼1 ( 1

2 )
𝛼2 ...( 1

2 )
𝛼𝑛 ...

) = ∆𝐴2

( 1
2 )

[1−𝛼1]( 1
2 )

[1−𝛼2]...( 1
2 )

[1−𝛼𝑛]...
= 𝑓(𝑓−1(𝑥)),

а тому iнверсор 𝐼 цифр ланцюгового 𝐴2-зображення чисел є сингулярною
функцiєю.

У доповiдi пропонуються результати дослiдження структурних, дифе-
ренцiальних та iнтегральних властивостей функцiї 𝑓 та 𝑓 .
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КЛАС ЗОБРАЖЕНЬ ВIКIВСЬКИХ АЛГЕБР,
ПОРОДЖЕНИХ IЗОМЕТРIЯМИ

О.В. ОСТРОВСЬКА

Клас iнволютивних алгебр з Вiкiвським впорядкуванням був введений
в [1] для вивчення загальних властивостей таких алгебр, як алгебри Кун-
ца, CAR, CCR, їх квантових деформацiй та iн. Вiкiвська алгебра 𝑊𝑑(𝑇 ) —
це асоцiативна унiтальна *-алгебра над C, породжена скiнченним набором
твiрних 𝑎𝑗 , 𝑎*𝑗 , 𝑗 = 1. . . . , 𝑑, для яких виконуються наступнi спiввiдношен-
ня

𝑎*𝑗𝑎𝑘 = 𝛿𝑗𝑘𝐼 +
𝑑∑︁

𝑙,𝑚=1

𝑇 𝑙𝑚𝑗𝑘 𝑎𝑚𝑎
*
𝑙 , 𝑇 𝑙𝑚𝑗𝑘 = 𝑇𝑚𝑙𝑘𝑗 , 𝑗, 𝑘, 𝑙,𝑚 = 1, . . . , 𝑑.

Набiр коефiцiєнтiв (𝑇𝑚𝑙𝑘𝑗 ) природним чином визначає оператор 𝑇 у просто-
рi C𝑑⊗C𝑑. Кажуть, що цей оператор косовий, якщо у просторi C𝑑⊗C𝑑⊗C𝑑
виконується спiввiдношення (𝑇 ⊗ 𝐼)(𝐼 ⊗𝑇 )(𝑇 ⊗ 𝐼) = (𝐼 ⊗𝑇 )(𝑇 ⊗ 𝐼)(𝐼 ⊗𝑇 ).
В роботi [2] доведено, що для косового оператора 𝑇 , ‖𝑇‖ 6 1 фокiвський
скалярний добуток є невiд’ємним, що дозволяє побудувати для вiдповiд-
ної алгебри *-зображення Фока.

У данiй роботi для вiкiвської алгебри 𝑊𝑑(𝑇 ) з косовим оператором 𝑇 ,
твiрнi якої є iзометрiями, тобто 𝑎*𝑗𝑎𝑗 = 𝐼, 𝑗 = 1, . . . , 𝑑, ми будуємо клас
незвiдних зображень, нееквiвалентних фокiвському зображенню. Вiдпо-
вiдна конструкцiя є узагальненням вiдповiдної конструкцiї для випадку
iзометрiй з умовами 𝑞𝑖𝑗-комутування [3].

Лiтература

[1] Jorgensen P. E. T., Schmitt L. M., Werner R. F. 𝑞-Canonical commutation relations
and stability of the Cuntz algebra // Pacific J. Math. — 1994. — Vol. 165, no. 1. —

P. 131–151. — http://projecteuclid.org/euclid.pjm/1102621916.
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ФУНКЦIЇ З ФРАКТАЛЬНИМИ МНОЖИНАМИ РIВНIВ

С.П. РАТУШНЯК

Нехай 0 < 𝑒0 < 𝑒1, 𝐴2 ≡ {𝑒0, 𝑒1} – алфавiт, 𝐿2 ≡ 𝐴2 ×𝐴2 × ... – простiр
послiдовностей елементiв алфавiту 𝐴2.

Теорема 1. [1] Якщо 𝑒0𝑒1 6 1
2 , то для довiльного числа 𝑥 ∈ [𝑑0; 𝑑1] iснує

послiдовнiсть (𝛼𝑛) ∈ 𝐿2 така, що

𝑥 = 1/𝑎1 + 1/𝑎2 + ...+ 1/𝑎𝑛 + ... ≡ [0; 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛, ...], (1)

де 𝑑0 = [0; (𝑒1, 𝑒0)], 𝑑1 = [0; (𝑒0, 𝑒1)].

Розклад числа 𝑥 в ланцюговий дрiб виду (1) (ланцюговий 𝐴2-дрiб)
називається ланцюговим 𝐴2-представленням числа 𝑥, а скорочений запис
виду [0; 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛, ...] – його ланцюговим 𝐴2-зображенням.

Якщо 𝑒0𝑒1 < 1
2 , то множиною значень усiх ланцюгових 𝐴2-дробiв є

вiдрiзком [𝑑0; 𝑑1], при цьому майже всi числа цього вiдрiзка мають не-
скiнченну кiлькiсть рiзних розкладiв у нескiнченнi ланцюговi 𝐴2-дроби.

Якщо 𝑒0𝑒1 = 1
2 , то числа з [𝑑0; 𝑑1] розкладаються у нескiнченнi 𝐴2-

дроби не бiльш нiж двома способами, причому числа, що мають два пред-
ставлення, утворюють злiченну всюди щiльну множину в [𝑑0; 𝑑1]. Це чи-
сла виду [0;𝛼1, ..., 𝛼𝑛−1, 𝑒0, (𝑒0, 𝑒1)] = [0;𝛼1, ..., 𝛼𝑛−1, 𝑒1, (𝑒1, 𝑒0)]. Такi числа
називаються 𝐴2-бiнарнi. Решта чисел (𝐴2-унарнi) мають єдине представ-
лення.

Ланцюгове 𝐴2-зображення чисел можна перекодувати засобами класи-
чного двiйкового алфавiту за правилом:

[0; 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛, ...] = 𝑥 = ∆𝐴
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., де 𝛼𝑛 = 2𝑎𝑛 − 1, 𝛼𝑛 ∈ 𝐴 = {0; 1}.

Розглядається функцiя 𝑓 , означена рiвнiстю

𝑓(𝑥) = 𝑓(

∞∑︁

𝑛=1

𝛼𝑛2−𝑛) = ∆𝐴2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., 𝛼𝑛 ∈ 𝐴. (2)

Теорема 2. Якщо 𝑒0𝑒1 < 1
2 , то функцiя 𝑓 є неперервною функцiєю з

фрактальними множинами рiвнiв.

У доповiдi пропонуються результати дослiдження фрактальних вла-
стивостей функцiї 𝑓 .
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МАРКОВСЬКЕ ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ I ФРАКТАЛЬНI
ФУНКЦIЇ

Д.М. СЕРГIЙКО

Нехай 𝐴 ≡ {0, 1, 2} – алфавiт, 𝐿 = 𝐴×𝐴× ... – простiр послiдовностей
елементiв алфавiту, 𝑞0, 𝑞1, 𝑞2 – набiр додатних дiйсних чисел такий, що
𝑞0 + 𝑞1 + 𝑞2 = 1, ||𝑞𝑖𝑗 || – стохастична матриця, тобто 𝑞𝑖0 + 𝑞𝑖1 + 𝑞𝑖2 = 1

∀𝑖 ∈ 𝐴, 𝑞𝑖𝑗 > 0; 𝛽𝛼𝑘𝛼𝑘+1
≡ 𝑞𝛼1

∑︀𝛼𝑘+1−1
𝑖=0 𝑞𝛼𝑘𝑖, 𝛽0 ≡ 0, 𝛽1 ≡ 𝑞0, 𝛽2 ≡ 𝑞0 + 𝑞1.

Теорема 1. Для довiльного числа 𝑥 ∈ [0; 1] iснує (𝛼𝑛) ∈ 𝐿 така, що має
мiсце рiвнiсть

𝑥 = 𝛽𝛼1
+

∞∑︁

𝑘=1

𝛽𝛼𝑘𝛼𝑘+1

𝑘−1∏︁

𝑗=1

𝑞𝛼𝑗𝛼𝑗+1
= ∆𝛼1𝛼2...𝛼𝑛....

Розглядається функцiя 𝑓 , означена рiвнiстю

𝑓𝜙(𝑥 = ∆𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) = ∆𝛽1𝛽2...𝛽𝑛..., (1)

де 𝛽𝑛 = 𝜙𝑛(𝛼𝑛, 𝛼𝑛+1), 𝜙𝑛 : 𝐴×𝐴→ 𝐴.

Теорема 2. Серед функцiй 𝑓𝜙, що означуються рiвнiстю (1), є неперерв-
нi та майже скрiзь неперервнi функцiї, сингулярнi функцiї та кусково-
лiнiйнi, функцiї множини значень яких є множинами канторiвського
типу.

У доповiдi пропонуються приклади функцiї з класу функцiй 𝑓𝜙, що
належать до фрактальних функцiй, а також результати дослiдження їх
тополого-метричних властивостей.
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ОЦIНКИ ПОТОЧКОВИХ ВIДХИЛЕНЬ
IНТЕРПОЛЯЦIЙНИХ ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ
ПОЛIНОМIВ НА КЛАСАХ ВЕЙЛЯ–НАДЯ 𝑊𝑅

𝛽,1

А.С. СЕРДЮК, I.В. СОКОЛЕНКО

Нехай 𝐿𝑝, 1 6 𝑝 <∞— простiр 2𝜋-перiодичних сумовних в 𝑝-му степенi
на [−𝜋, 𝜋) функцiй 𝜙 з нормою

‖𝜙‖𝑝 =
(︂∫︁ 𝜋

−𝜋
|𝜙(𝑡)|𝑝𝑑𝑡

)︂1/𝑝

,

𝐿∞ — простiр 2𝜋-перiодичних вимiрних та iстотно обмежених функцiй 𝜙,
в якому норма задана рiвнiстю

‖𝜙‖∞ = ess sup
𝑡
|𝜙(𝑡)|,

𝐶 — простiр 2𝜋-перiодичних неперервних функцiй 𝜙 з нормою

‖𝜙‖𝐶 = max
𝑡
|𝜙(𝑡)|.

Нехай надалi 𝑊 𝑟
𝛽,𝑝, 𝑟 > 0, 𝛽 ∈ R, 1 6 𝑝 6 ∞ — класи 2𝜋-перiодичних

функцiй 𝑓 , що зображуються у виглядi згортки

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2

+
1

𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
𝜙(𝑥− 𝑡)𝐵𝑟,𝛽(𝑡)𝑑𝑡, 𝑎0 ∈ R,

∫︁ 𝜋

−𝜋
𝜙(𝑡)𝑑𝑡 = 0, (1)

з ядрами Вейля–Надя 𝐵𝑟,𝛽(𝑡) вигляду

𝐵𝑟,𝛽(𝑡) =

∞∑︁

𝑘=1

𝑘−𝑟 cos

(︂
𝑘𝑡−𝛽𝜋

2

)︂
, 𝑟 > 0, 𝛽 ∈ R,

функцiй 𝜙, що задовольняють умову 𝜙 ∈ 𝐵𝑝 =
{︁
ℎ ∈ 𝐿𝑝 : ‖ℎ‖𝑝 6 1

}︁
.

Класи𝑊 𝑟
𝛽,𝑝 називають класами Вейля–Надя, а функцiю 𝜙 в зображеннi

(1) позначають через 𝑓𝑟𝛽 i називають (𝑟, 𝛽)-похiдною в сенсi Вейля–Надя
функцiї 𝑓 . При довiльних 1 6 𝑝 6∞, 𝑟 > 1/𝑝 i 𝛽 ∈ R має мiсце вкладення
𝑊 𝑟
𝛽,𝑝 ⊂ 𝐶.

Роботу пiдтримано грантами Фонду Саймонса (the Simons Foundation) (SFI-PD-
Ukraine-00014586, ASS) i (SFI-PD-Ukraine-00014586, IVS)..
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Для довiльної неперервної функцiї 𝑓(𝑥) через 𝑆𝑛−1(𝑓 ;𝑥) позначатиме-
мо тригонометричний полiном порядку 𝑛 − 1, що iнтерполює 𝑓(𝑥) у рiв-
номiрно розподiлених вузлах 𝑥

(𝑛−1)
𝑘 = 2𝑘𝜋

2𝑛−1 , 𝑘 ∈ Z, 𝑛 ∈ N, тобто такий,
що

𝑆𝑛−1(𝑓 ;𝑥
(𝑛−1)
𝑘 ) = 𝑓(𝑥

(𝑛−1)
𝑘 ), 𝑘 ∈ Z.

Дослiдженням апроксимативних властивостей iнтерполяцiйних триго-
нометричних полiномiв ̃︀𝑆𝑛−1(𝑓 ;𝑥) на класах перiодичних функцiй займа-
лись С.Н. Берштейн, С.М. Нiкольський, К.I. Осколков, О.I. Степанець та
iн.

Розглядається задача про дослiдження асимптотичної поведiнки вели-
чини

ℰ̃𝑛(𝑊 𝑟
𝛽,1;𝑥) = sup

𝑓∈𝑊 𝑟
𝛽,1

⃒⃒
⃒𝑓(𝑥)− 𝑆𝑛−1(𝑓 ;𝑥)

⃒⃒
⃒ , 𝑥 ∈ R, 𝑟 > 2, 𝛽 ∈ R,

при 𝑛→∞ i 𝑟 →∞.

Теорема 1. Нехай 𝑟 > 2, 𝛽 ∈ R, 𝑥 ∈ R i 𝑛 ∈ N. Тодi

ℰ̃𝑛(𝑊 𝑟
𝛽,1;𝑥) =

⃒⃒
⃒⃒sin (2𝑛− 1)𝑥

2

⃒⃒
⃒⃒ 1

𝑛𝑟

(︂
2

𝜋(1− 𝑒−𝑟/𝑛) +𝒪(1)𝛿
*
𝑟,𝑛

)︂
,

де

𝛿*𝑟,1 =
𝑟

2𝑟(𝑟 − 2)
, 𝛿*𝑟,𝑛 =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

𝑛

𝑟(𝑟 − 2)
, 2 < 𝑟 6 𝑛+ 1,

𝑟

𝑛2
𝑒−𝑟/𝑛, 𝑛+ 1 6 𝑟 6 𝑛2,

(︂
1 +

1

𝑛

)︂−𝑟
, 𝑛2 6 𝑟,

𝑛 > 2,

а 𝒪(1) — величина, рiвномiрно обмежена вiдносно всiх розглядуваних
параметрiв.

Теорема 1 є iнтерполяцiйним аналогом теореми 1 з [1] та теорем 1 i 2 з
[2] про рiвномiрне наближення сумами Фур’є функцiй з класiв 𝑊 𝑟

𝛽,1.
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ЛIНIЙНI ПОПЕРЕЧНИКИ КЛАСIВ ПЕРIОДИЧНИХ
ФУНКЦIЙ БАГАТЬОХ ЗМIННИХ ТИПУ

НIКОЛЬСЬКОГО–БЄСОВА

К.В. СОЛIЧ

Дослiджуються лiнiйнi поперечники класiв 𝐵Ω
𝑝,𝜃 [1] перiодичних фун-

кцiй багатьох змiнних (𝑑 > 2) у просторi 𝐵𝑞,1 (див., наприклад, [2]). Норма
в цьому просторi є сильнiшою нiж 𝐿𝑞-норма. Надалi Ω(𝑡) = 𝜔(

∏︀𝑑
𝑗=1 𝑡𝑗), де

𝜔(𝜏) — задана функцiя однiєї змiнної типу модуля неперервностi порядку
𝑙, яка задовольняє умови Барi–Стєчкiна (𝑆𝛼) та (𝑆𝑙) [3].

Означимо апроксимативну характеристику, яка нами дослiджується.
Нехай X — простiр з ‖ · ‖X, Y𝑚(X) — сукупнiсть пiдпросторiв в X,

розмiрнiсть яких не перевищує 𝑚, 𝐿(X, 𝐿𝑚) — сукупнiсть лiнiйних не-
перервних вiдображень X в 𝐿𝑚 ∈ Y𝑚(X) i 𝑊 — центрально-симетрична
множина в X. Величина

𝜆𝑚(𝑊,X) := inf
𝐿𝑚∈Y𝑚(X)
Λ∈𝐿(X,𝐿𝑚)

sup
𝑤∈𝑊

‖𝑤 − Λ𝑤‖X,

де нижню межу взято по всiх пiдпросторах 𝐿𝑚 в Y𝑚(X) i всiх лiнiйних
неперервних операторах, що дiють з X в 𝐿𝑚, називається лiнiйним попе-
речником множини 𝑊 у просторi X [4].

Нами отримано наступне твердження.

Теорема 1. Нехай 𝑑 > 2, 1 6 𝑞 6 𝑝 6 ∞, (𝑞, 𝑝)∈{(1, 1), (∞,∞)}, 1 6 𝜃 6
∞, а Ω(𝑡) = 𝜔(

∏︀𝑑
𝑗=1 𝑡𝑗), де 𝜔(𝜏) задовольняє умову (𝑆𝛼) з деяким 𝛼 > 0 i

умову (𝑆𝑙). Тодi для будь-якої послiдовностi 𝑚 = (𝑚𝑛)∞𝑛=1 натуральних
чисел такої, що 𝑚 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1 справедливе спiввiдношення

𝜆𝑚(𝐵Ω
𝑝,𝜃, 𝐵𝑞,1) ≍ 𝜔(2−𝑛)𝑛(𝑑−1)(1− 1

𝜃 ). (1)

Зауваження 1. Зiставивши (1) з вiдповiдною оцiнкою лiнiйного попере-
чника 𝜆𝑚(𝐵Ω

𝑝,𝜃, 𝐿𝑞), бачимо, що, за винятком випадку 𝜃 = 1, оцiнки лiнiй-
них поперечникiв класiв 𝐵Ω

𝑝,𝜃 у просторах 𝐵𝑞,1 i 𝐿𝑞 є рiзними за порядком.
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ПРО ЕКСПОНЕНЦIАЛЬНИЙ РIСТ НА НЕСКIНЧЕННОСТI
НИЖНIХ 𝑄-ГОМЕОМОРФIЗМIВ

М.В. СТЕФАНЧУК

Нехай задано сiм’ю Γ кривих 𝛾 у комплекснiй площинi C. Борелеву
функцiю 𝜌 : C→ [0,∞] називають допустимою для Γ (пишуть 𝜌 ∈ adm Γ),
якщо ∫︁

𝛾

𝜌(𝑧) |𝑑𝑧| > 1 (1)

для кожної (локально спрямлюваної) кривої 𝛾 ∈ Γ.
Нехай 𝑝 ∈ (1,∞). Тодi 𝑝-модулем сiм’ї Γ називається величина

M𝑝(Γ) = inf
𝜌∈admΓ

∫︁

C
𝜌𝑝(𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑦.

Кажуть, що деяка властивiсть виконується для 𝑝-майже всiх кривих
𝛾 сiм’ї Γ, якщо пiдсiм’я кривих сiм’ї Γ, для яких ця властивiсть порушу-
ється, має 𝑝-модуль нуль. Вимiрну за Лебегом функцiю 𝜌 : C → [0,∞]
називають узагальнено 𝑝-допустимою для сiм’ї кривих Γ i позначають
𝜌 ∈ ext𝑝 adm Γ, якщо нерiвнiсть (1) виконується для 𝑝-майже всiх 𝛾 ∈ Γ.

Для точки 𝑧0 ∈ C покладемо

A(𝑧0, 𝑟1, 𝑟2) = {𝑧 ∈ C : 𝑟1 < |𝑧 − 𝑧0| < 𝑟2},
𝑆(𝑧0, 𝑟) = {𝑧 ∈ C : |𝑧 − 𝑧0| = 𝑟}.

Нехай 𝐷 — область у комплекснiй площинi C та 𝑄 : 𝐷 → (0,∞) — ви-
мiрна за Лебегом функцiя. Гомеоморфiзм 𝑓 : 𝐷 → C називають нижнiм
𝑄-гомеоморфiзмом вiдносно 𝑝-модуля у точцi 𝑧0 ∈ 𝐷, якщо нерiвнiсть

𝑀𝑝 (𝑓ΣA) > inf
𝜌∈extp admΣA

∫︁

A

𝜌𝑝(𝑧)

𝑄(𝑧)
𝑑𝑥𝑑𝑦

виконується для кожного кiльця A = A(𝑧0, 𝜀1, 𝜀2), 0 < 𝜀1 < 𝜀2 < 𝑑0, де
𝑑0 = dist(𝑥0, 𝜕𝐷) i ΣA — сiм’я всiх кiл 𝑆(𝑧0, 𝑟), 𝑟 ∈ (𝜀1, 𝜀2).

Для точки 𝑧0 ∈ C будемо позначати

‖𝑄‖ 1
𝑝−1

(𝑧0, 𝑡) =

(︃∫︁

𝑆(𝑧0,𝑡)

𝑄
1
𝑝−1 (𝑧) |𝑑𝑧|

)︃𝑝−1

.
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У наступному твердженнi знайдено достатню умову для експоненцiаль-
ного росту на нескiнченностi нижнiх 𝑄-гомеоморфiзмiв вiдносно 𝑝-модуля
при 1 < 𝑝 < 2, див. теорему 3.1 в [1].

Теорема 1. Припустимо, що 𝑓 : C → C — нижнiй 𝑄-гомеоморфiзм
вiдносно 𝑝-модуля у точцi 𝑧0 ∈ C, 1 < 𝑝 < 2, та для деяких чисел 𝑟0 > 0,
𝐶0 = 𝐶0(𝑧0) > 0 i 𝛽 > 0 виконується умова

‖𝑄‖ 1
𝑝−1

(𝑧0, 𝑡) 6 𝐶0 𝑒
−𝛽𝑡

для м.в. 𝑡 ∈ [𝑟0,∞). Тодi

lim inf
𝑅→∞

𝑀𝑓 (𝑧0, 𝑅)𝑒−
𝛽𝑅
2−𝑝 > (2𝜋)

𝑝−1
2−𝑝

(︂
2− 𝑝
𝐶0 𝛽

)︂ 1
2−𝑝

, (2)

де 𝑀𝑓 (𝑧0, 𝑅) = max|𝑧−𝑧0|=𝑅 |𝑓(𝑧)− 𝑓(𝑧0)|.
Зауваження 1. Оцiнка (2) у теоремi 1 є точною i досягається на гомео-
морфiзмi

𝑓(𝑧) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

(2𝜋)
𝑝−1
2−𝑝

(︁
2−𝑝
𝐶0 𝛽

)︁ 1
2−𝑝

𝑒
𝛽|𝑧−𝑧0|

2−𝑝 𝑧−𝑧0
|𝑧−𝑧0| , |𝑧 − 𝑧0| > 1,

(2𝜋)
𝑝−1
2−𝑝

(︁
2−𝑝
𝐶0 𝛽

)︁ 1
2−𝑝

𝑒
𝛽

2−𝑝 (𝑧 − 𝑧0), |𝑧 − 𝑧0| < 1.

Нижче наведено теорему про неiснування нижнiх 𝑄-гомеоморфiзмiв
𝑓 : C→ C вiдносно 𝑝-модуля при 1 < 𝑝 < 2, див. теорему 3.3 в [1].

Теорема 2. Припустимо, що 𝑧0 — деяка фiксована точка в C, 1 < 𝑝 < 2.
Нехай для деяких чисел 𝑟0 > 0, 𝐶0 = 𝐶0(𝑧0) > 0 i 𝛽 > 0 виконується
умова

‖𝑄‖ 1
𝑝−1

(𝑧0, 𝑡) 6 𝐶0 𝑒
−𝛽𝑡

для м.в. 𝑡 ∈ [𝑟0,∞). Тодi не iснує нижнього 𝑄-гомеоморфiзму 𝑓 : C→ C
вiдносно 𝑝-модуля в точцi 𝑧0 з асимптотичною умовою

lim inf
𝑅→∞

𝑀𝑓 (𝑧0, 𝑅)𝑒−
𝛽𝑅
2−𝑝 = 0,

де 𝑀𝑓 (𝑧0, 𝑅) = max|𝑧−𝑧0|=𝑅 |𝑓(𝑧)− 𝑓(𝑧0)|.
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НАЙКРАЩI 𝑚-ЧЛЕННI ТРИГОНОМЕТРИЧНI
НАБЛИЖЕННЯ IЗОТРОПНИХ КЛАСIВ ТИПУ

НIКОЛЬСЬКОГО–БЄСОВА ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ
БАГАТЬОХ ЗМIННИХ

О.В. ФЕДУНИК-ЯРЕМЧУК

Дослiджуються iзотропнi класи 𝐵𝜔𝑝,𝜃 перiодичних функцiй багатьох
змiнних, де 𝜔 — задана функцiя однiєї змiнної типу модуля неперервностi
порядку 𝑙, що задовольняє умови (𝑆𝛼) та (𝑆𝑙), якi називаються умовами
Барi–Стєчкiна. Зазначимо, що при 𝜔(𝑡) = 𝑡𝑟, 0 < 𝑟 < 𝑙, класи 𝐵𝜔𝑝,𝜃 спiв-
падають iз вiдомими класами О.В. Бєсова 𝐵𝑟𝑝,𝜃, i, зокрема при 𝜃 = ∞,
𝐵𝑟𝑝,∞ ≡ 𝐻𝑟

𝑝 — класи введенi С.М. Нiкольським.
Нехай 𝑋 — деякий нормований функцiональний простiр iз нормою

‖ · ‖𝑋 i Θ𝑚 — довiльний набiр iз 𝑚 𝑑-вимiрних векторiв iз цiлочисель-
ними координатами. Позначимо через

𝑃 (Θ𝑚) := 𝑃 (Θ𝑚, 𝑥) =
∑︁

𝑘∈Θ𝑚

𝑐𝑘𝑒
𝑖(𝑘,𝑥),

де 𝑐𝑘 ∈ C, тригонометричний полiном з «номерами» гармонiк iз множини
Θ𝑚.

Для 𝑓 ∈ 𝑋 розглянемо величину

𝑒𝑚(𝑓)𝑋 := inf
𝑐𝑘

inf
Θ𝑚
‖𝑓 − 𝑃 (Θ𝑚)‖𝑋 ,

яка називається найкращим 𝑚-членним тригонометричним наближенням
функцiї 𝑓 .

Для деякого функцiонального класу 𝐹 ⊂ 𝑋 покладемо

𝑒𝑚(𝐹 )𝑋 := sup
𝑓∈𝐹

𝑒𝑚(𝑓)𝑋 .

Одержано точнi за порядком оцiнки найкращих 𝑚-членних тригономе-
тричних наближень iзотропних класiв типу Нiкольського–Бєсова 𝐵𝜔𝑝,𝜃 пе-
рiодичних функцiй багатьох змiнних у просторах 𝐵𝑞,1 при 1 < 𝑝 < 𝑞 <∞,
𝑞 > 2. Особливiстю цих просторiв, як лiнiйних пiдпросторiв 𝐿𝑞, є те, що
норма в них є сильнiшою, нiж 𝐿𝑞-норма [1]. Сформулюємо одержанi ре-
зультати [2].

Теорема 1. Нехай 1 < 𝑝 6 2 < 𝑞 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞, i 𝜔(𝑡) задовольняє
умову (𝑆𝛼) iз деяким 𝛼 > 𝑑

(︁
1
𝑝 − 1

𝑞

)︁
, а також умову (𝑆min{ 𝑑𝑝 ;𝑙}). Тодi для
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будь-яких 𝑚 ∈ N справедлива оцiнка

𝑒𝑚(𝐵𝜔𝑝,𝜃)𝐵𝑞,1 ≍ 𝜔(𝑚− 𝑞
2𝑑 )𝑚

𝑞
2 ( 1

𝑝− 1
𝑞 ).

Розглянемо iншi значення гладкiсного параметра 𝛼.

Теорема 2. Нехай 1 < 𝑝 6 2 < 𝑞 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞, i 𝜔(𝑡) задовольняє
умову (𝑆𝛼) iз деяким 𝛼 > 𝑑

𝑝 , а також умову (𝑆𝑙). Тодi для будь-яких
𝑚 ∈ N справедлива оцiнка

𝑒𝑚(𝐵𝜔𝑝,𝜃)𝐵𝑞,1 ≍ 𝜔(𝑚− 1
𝑑 )𝑚

1
𝑝− 1

2 .

Теорема 3. Нехай 2 6 𝑝 < 𝑞 < ∞, 1 6 𝜃 6 ∞, i 𝜔(𝑡) задовольняє умову
(𝑆𝛼) iз деяким 𝛼 > 𝑑

2 , а також умову (𝑆𝑙). Тодi для будь-яких 𝑚 ∈ N
справедлива оцiнка

𝑒𝑚(𝐵𝜔𝑝,𝜃)𝐵𝑞,1 ≍ 𝜔(𝑚− 1
𝑑 ).

Зауваження 1. Зiставляючи результати теорем 1–3 iз вiдповiдними оцiн-
ками розглянутої апроксимацiйної характеристики класiв 𝐵𝜔𝑝,𝜃 у просторi
𝐿𝑞 [3], приходимо до висновку, що вони мають однаковий порядок.

Зауваження 2. Зазначимо також, що при дослiдженнi величин найкра-
щих 𝑚-членних тригонометричних наближень iзотропних класiв типу Нi-
кольського–Бєсова 𝐵𝜔𝑝,𝜃 у просторах 𝐵𝑞,1 було виявлено так зване явище
«малої гладкостi». Воно полягає в тому, що при переходi параметра 𝛼 че-
рез значення 𝛼 = 𝑑

𝑝 вiдбувається стрибок в оцiнцi величини 𝑒𝑚(𝐵𝜔𝑝,𝜃)𝐵𝑞,1 .
Iншими словами, оцiнки таких величини при 𝑑( 1

𝑝 − 1
𝑞 ) < 𝛼 < 𝑑

𝑝 i 𝛼 > 𝑑
𝑝

вiдрiзняються за порядком.
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ЗАСТОСУВАННЯ ВЕЙВЛЕТ-АНАЛIЗУ ДЛЯ ЗАДАЧ
КОМПРЕСIЇ ГРАФIЧНИХ ДАНИХ

А.Ю. ШУМЛЯНСЬКИЙ, Л.Б. ФЕДОРОВА

Теоретичнi основи. Термiн вейвлет (вiд англ. wavelet — «маленька
хвиля») введено на початку 1980-х рокiв ХХ ст. Ж. Морле та А. Грос-
сманом, а перший базис такого типу запропонував ще 1909 року А. Хаар.
Вейвлет –– це функцiя 𝑦𝑎,𝑏(𝑥) = 1√

𝑎
𝑦
(︀
𝑥−𝑏
𝑎

)︀
, яка слугує «материнською»

хвилею для побудови цiлої сiм’ї шляхом її масштабування та зсуву в часi,
що утворюють ортонормований базис у просторi квадратично iнтегрова-
них функцiй 𝐿2(R). На вiдмiну вiд гармонiчних функцiй Фур’є, що коли-
ваються на всiй осi, вейвлет має компактне представлення, тобто значна
частина його енергiї зосереджена локально. Це є сучасний математичний
метод обробки сигналiв, основна перевага якого полягає в здатностi одно-
часно аналiзувати сигнал як у часi, так i в частотi, на вiдмiну вiд класи-
чних методiв (перетворення Фур’є). Вейвлети творять систему базисних
функцiй, якi локалiзованi у просторi (часi) –– їх енергiя зосереджена на
скiнченному iнтервалi й швидко спадає за його межами. Така властивiсть
дає змогу ефективнiше працювати з нестацiонарними, короткочасними та
рiзко змiнними сигналами, зберiгаючи iнформацiю про час i масштаб ви-
никнення певних частотних компонентiв.

Вейвлет-перетворення дiляться на два типи: неперервне вейвлет-пере-
творення (CWT ) сигналу визначається як iнтегральне перетворення, що
обчислює вейвлет-коефiцiєнти 𝑊 (𝑎, 𝑏) шляхом згортки сигналу з мас-
штабованим i зсунутим вейвлетом. Але для роботи з цифровими сигнала-
ми (дискретних вибiрок значень) частiше застосовують другий тип дис-
кретне вейвлет-перетворення (DWT ), яке реалiзується через фiльтровi
смуги й має вигляд впорядкованого багаторiвневого розкладу. Суть DWT
— рекурсивний подiл сигналу на двi складовi –– апроксимацiю (низькоча-
стотний компонент) та деталi (високочастотний компонент). Спершу ви-
хiдний сигнал пропускається через цифровий низькочастотний фiльтр
(𝑔[𝑛]) та високочастотний фiльтр (ℎ[𝑛]), пiсля чого результати дискре-
тизуються з пониженням частоти у 2 рази (даунсемплiнг). Математично
операцiю можна описати так:

𝑦low[𝑛] =
∑︁

𝑘

𝑥[𝑘] 𝑔[2𝑛− 𝑘], 𝑦high[𝑛] =
∑︁

𝑘

𝑥[𝑘]ℎ[2𝑛− 𝑘].

Секцiя 1. Математичний аналiз та застосування

71



Застосування на прикладi JPEG2000. Одним з найбiльш широко
вiдомих застосувань вейвлет-аналiзу у сферi стиснення даних є формат
JPEG 2000. JPEG 2000 (JP2 ) — це стандарт стиснення зображень i систе-
ма кодування, який був розроблений у 1997—2000 роках комiтетом Joint
Photographic Experts Group пiд керiвництвом Touradj Ebrahimi з метою за-
мiнити оригiнальний стандарт JPEG (створений у 1992 роцi), який базує-
ться на дискретному косинусному перетвореннi (DCT), на бiльш сучасний
метод на основi вейвлет-перетворення (DWT). У цьому методi застосову-
ється розклад з використанням спецiальних бiортогональних вейвлетiв
(наприклад, Daubechies 9/7 —– для режиму з втратами та Le Gall 5/3 —–
без втрат) для отримання багаторiвневого представлення зображення, а
потiм виконується квантування й ентропiйне кодування коефiцiєнтiв. Ро-
боту цiєї системи можна описати за допомогою наступної блок-схеми:

Використання вейвлет-перетворень дозволило забезпечити наступнi пе-
реваги: покращену якiсть за високих ступенiв стиснення; можливiсть
прогресивного вiдновлення (завантаження зображення спочатку в пога-
нiй якостi з поступовим полiпшенням при отриманнi додаткових даних);
а також пiдтримку режиму стиснення з втратами, так i без втрат.
Натомiсть можливi кiльцевi артефакти — розмитiсть або слабкi ореоли
бiля контрастних границь, обумовленi вейвлет-фiльтрацiєю.
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ON PROPERTIES OF SOLUTIONS TO ELLIPTIC PROBLEMS
WITH ROUGH DATA IN BOUNDARY CONDITIONS

I.S. CHEPURUKHINA, A.A. MURACH

Let Ω be a bounded Euclidean domain of dimension 𝑛 > 2 and of class 𝐶∞,
with Γ := 𝜕Ω. We consider an elliptic boundary-value problem of the form

𝐴𝑢 = 𝑓 in Ω, 𝐵𝑗𝑢+
∑︁κ

𝑘=1
𝐶𝑗,𝑘𝑣𝑘 = 𝑔𝑗 on Γ, 𝑗 = 1, ..., 𝑞 + κ. (1)

Here, 𝐴 is a linear partial differential operator (PDO) on Ω; every 𝐵𝑗 is a
boundary linear PDO on Γ, and each 𝐶𝑗,𝑘 is a tangent linear PDO on Γ,
with ord𝐴 = 2𝑞, ord𝐵𝑗 6 𝑚𝑗 and ord𝐶𝑗,𝑘 6 𝑚𝑗 + 𝑟𝑘 for some integers
𝑞 > 1, 𝑚1, . . . ,𝑚𝑞+κ , and 𝑟1, . . . , 𝑟κ . All coefficients of these PDOs are
complex-valued 𝐶∞-functions on Ω and Γ, resp. The distribution 𝑢 in Ω, and
distributions 𝑣1, . . . , 𝑣κ on Γ are unknown in the problem, with 0 6 κ ∈ Z.
Put 𝑣 := (𝑣1, . . . , 𝑣κ) and 𝑔 := (𝑔1, . . . , 𝑔𝑞+κ).

Let 𝑚 := max{𝑚1, . . . ,𝑚𝑞+κ}, and assume that 𝑚 > −𝑟𝑘 whenever 1 6
𝑘 6 κ. Since the case 𝑚 > 2𝑞 is possible, put 𝜇 := max{2𝑞,𝑚+ 1}.

We assume that 𝑓 belongs to the Sobolev space 𝐻𝜆
𝑝 (Ω) for certain 𝑝 ∈

(1,∞) and 𝜆 > 𝜇− 2𝑞− 1 + 1/𝑝. We also suppose that each 𝑔𝑗 is an arbitrary
distribution on Γ; i.e. the boundary data 𝑔𝑗 can be rough. Since Ω is bounded,
there exists 𝑠 ∈ R such that each 𝑔𝑗 belongs to the Besov space 𝐵𝑠−𝑚𝑗−1/𝑝

𝑝 (Γ).
We consider the low regularity case where 𝑠 < 𝜇− 1 + 1/𝑝.

Put
𝐻𝑠,𝜆
𝑝,𝐴(Ω) :=

{︀
𝑢 ∈ 𝐻𝑠

𝑝(Ω) : 𝐴𝑢 ∈ 𝐻𝜆
𝑝 (Ω)

}︀
.

This space is complete with respect to the norm ‖𝑢,𝐻𝑠
𝑝(Ω)‖+ ‖𝐴𝑢,𝐻𝜆

𝑝 (Ω)‖.
The set 𝐶∞(Ω) is dense in this space.

Theorem 1. The mapping (𝑢, 𝑣) ↦→ (𝑓, 𝑔), 𝑢 ∈ 𝐶∞(Ω) and 𝑣 ∈ (𝐶∞(Γ))κ,
induced by elliptic problem (1) extends uniquely (by continuity) to a bounded
linear operator

Λ : 𝐻𝑠,𝜆
𝑝,𝐴(Ω)×

∏︁κ

𝑘=1
𝐵𝑠+𝑟𝑘−1/𝑝
𝑝 (Γ)→ 𝐻𝜆

𝑝 (Ω)×
∏︁𝑞+κ

𝑗=1
𝐵𝑠−𝑚𝑗−1/𝑝
𝑝 (Γ).

This operator is Fredholm. Its kernel lies in 𝐶∞(Ω)× (𝐶∞(Γ))κ and together
with the finite index does not depend on 𝑠, 𝜆, and 𝑝.

We say that a vector (𝑢, 𝑣) from the domain of Λ is a generalized solution
to problem (1) if Λ(𝑢, 𝑣) = (𝑓, 𝑔).

XX Мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка Михайла Кравчука

74



We discuss local (up to a part Γ0 of the boundary Γ) lifting properties of
such solutions. Let 𝑈 be an open subset of R𝑛 such that Ω0 := Ω ∩ 𝑈 ̸= ∅
and Γ0 := Γ ∩ 𝑈 ̸= ∅. Then 𝐻𝜎

𝛽,loc(Ω0,Γ0), with 𝜎 ∈ R and 𝛽 ∈ (1,∞),
denotes the linear space of all distributions 𝑢 on Ω such that 𝜒𝑢 ∈ 𝐻𝜎

𝛽 (Ω) for
every 𝜒 ∈ 𝐶∞(Ω) subject to supp𝜒 ⊂ Ω0 ∪ Γ0. Similarly, 𝐵𝜎𝛽,loc(Γ0) denotes
the linear space of all distribution ℎ on Γ such that 𝜒ℎ ∈ 𝐵𝜎𝛽 (Γ) for every
𝜒 ∈ 𝐶∞(Γ) subject to supp𝜒 ⊂ Γ0. Our assumption 𝑓 ∈ 𝐻𝜆

𝑝 (Ω) implies only
that 𝑢 ∈ 𝐻𝜆+2𝑞

𝑝,loc (Ω,∅).

Theorem 2. Let ℓ > 𝑠 and 𝛽 > 𝑝. Suppose that a vector (𝑢, 𝑣) from the
domain of Λ is a generalized solution to the problem (1) whose right-hand sides
satisfy the additional conditions 𝑓 ∈ 𝐻ℓ−2𝑞

𝛽,loc (Ω0,Γ0) and 𝑔𝑗 ∈ 𝐵ℓ−𝑚𝑗−1/𝛽
𝛽,loc (Γ0)

for each 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑞+κ}. Then 𝑢 ∈ 𝐻ℓ
𝛽,loc(Ω0,Γ0) and 𝑣𝑘 ∈ 𝐵ℓ+𝑟𝑘−1/𝛽

𝛽,loc (Γ0)

for each 𝑘 ∈ {1, . . . ,κ}.
We supplement this theorem with the following a priori estimate of the

generalized solution:

Theorem 3. Let ℓ > 𝑠 and 𝛽 > 𝑝. Suppose that a vector (𝑢, 𝑣) from the
domain of Λ satisfies the hypotheses of Theorem 2. We arbitrary choose a
number 𝛼 < 𝑠 and functions 𝜒, 𝜂 ∈ 𝐶∞(Ω) such that supp𝜒 ⊂ supp 𝜂 ⊂
Ω0 ∪ Γ0 and that 𝜂 = 1 in a neighbourhood of supp𝜒. Then

‖𝜒𝑢,𝐻ℓ
𝛽(Ω)‖+

∑︁κ

𝑘=1
‖𝜒𝑣𝑘, 𝐵ℓ+𝑟𝑘−1/𝛽

𝛽 (Γ)‖ 6

6 𝑐
(︁
‖𝜂𝑓,𝐻𝜆

𝑝 (Ω)‖+ ‖𝜂𝑓,𝐻ℓ−2𝑞
𝛽 (Ω)‖+

∑︁𝑞+κ

𝑘=1
‖𝜂𝑔𝑗 , 𝐵ℓ−𝑚𝑗−1/𝛽

𝛽 (Γ)‖
)︁

+

+𝑐
(︁
‖𝜂𝑢,𝐻𝛼

𝑝 (Ω)‖+
∑︁κ

𝑘=1
‖𝜂𝑣𝑘, 𝐵𝛼+𝑟𝑘−1/𝑝

𝑝 (Γ)‖
)︁
.

Here, 𝑐 is a certain positive number that does not depend on (𝑢, 𝑣) and (𝑓, 𝑔).

These theorems supplement [1, 2, 3].
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ON THE EXISTENCE OF SOLUTIONS TO NONLINEAR
BOUNDARY VALUE PROBLEMS

D. DOROSHENKO

Nonlinear boundary value problems appear in physics and mechanics when
modeling systems with nonlinear effects. Proving the existence of their solu-
tions is a key task of modern analysis.

We study the nonlinear problem

−𝑢′′(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑢(𝑥)), 𝑥 ∈ (0, 1), 𝑢(0) = 𝑢(1) = 0, (1)

where 𝑓 : [0, 1]× R→ R is continuous and satisfies growth conditions.

Let 𝐻1
0 (0, 1) denote the Sobolev space equipped with the norm

‖𝑢‖ =
(︂∫︁ 1

0

|𝑢′(𝑥)|2 𝑑𝑥
)︂1/2

.

Define the energy functional

𝐽(𝑢) =
1

2

∫︁ 1

0

|𝑢′(𝑥)|2 𝑑𝑥−
∫︁ 1

0

𝐹 (𝑥, 𝑢(𝑥)) 𝑑𝑥,

where 𝐹 (𝑥, 𝑢) =
∫︀ 𝑢
0
𝑓(𝑥, 𝑠) 𝑑𝑠. The critical points of 𝐽 correspond to weak

solutions of the problem (1).

Theorem 1. Suppose 𝑓(𝑥, 𝑢) is continuous and satisfies the Carathéodory
condition

|𝑓(𝑥, 𝑢)| 6 𝑎(𝑥) + 𝑏|𝑢|𝑝−1, 𝑎 ∈ 𝐿2(0, 1), 𝑏 > 0, 1 < 𝑝 < 2*.

Then there exists at least one weak solution 𝑢 ∈ 𝐻1
0 (0, 1) to the boundary

value problem (1).

The proof uses the Palais–Smale condition that extends to systems and
nonlocal or nonlinear boundary conditions.
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PROBLEM WITH INTEGRAL CONDITIONS FOR LINEAR
PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS OF THIRD ORDER

IN SOBOLEV SPACE

G. KUDUK

Let Π(𝑇 ) = {(𝑡, 𝑥) ∈ R2 : 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), 𝑥 ∈ R}, 𝑇 > 0. Let us denote 𝐸𝛼,𝛽 ,
𝛼 > 0, 𝛽 > 0 the space of functions 𝜙 ∈ 𝐿2(R), with the finite norm [2]

‖𝜙‖𝐸𝛼,𝛽 =

√︃
1

2𝜋

∫︁ +∞

−∞
|𝜙(𝜉)|2 (1 + |𝜉|)2𝛼 exp(2𝛽|𝜉|)𝑑𝜉,

where 𝜙(𝜉) is the Fourier transform of the function 𝜙(𝑥). In the strip Π(𝑇 )
we consider nonlocal-integral problem

𝐿

(︂
𝜕

𝜕𝑡
,
𝜕

𝜕𝑥

)︂
𝑈(𝑡, 𝑥) = (1)

=
𝜕3𝑈(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡3
+ 𝑎1

𝜕3𝑈(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡2𝜕𝑥
+ 𝑎2

𝜕3𝑈(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡𝜕𝑥2
+ 𝑎3

𝜕3𝑈(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥3
= 0,

∫︁ 𝑇

0

𝑈(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡 = 𝜙1(𝑥),

∫︁ 𝑇

0

𝑡𝑈(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡 = 𝜙2(𝑥),

∫︁ 𝑇

0

𝑡2𝑈(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡 = 𝜙3(𝑥).

(2)
Assuming that the real parts of roots of polynomial 𝜆3 + 𝑎1𝜆

2 + 𝑎2𝜆+ 𝑎3
are nonzero and different, the correctness of the problem (1)-(2) in the space
of functions 𝐶2([0, 𝑇 ], 𝐸𝛼,𝛽) is established. Obtained results continue the
research of the works [3, 4, 7]. Problem with integral condition for partial
differential equations has been studied in the work [1, 2, 5, 6, 8, 9].
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PROBLEM WITH INTEGRAL CONDITIONS FOR
NONHOMOGENEOUS PARTIAL DIFFERENTIAL

EQUATIONS OF FOURTH ORDER

G. KUDUK

Let 𝐾C,𝑀 is the class of quasipolynomials of the form

𝑓(𝑡, 𝑥) =
𝑚∑︁

𝑗=1

𝑃𝑗(𝑡, 𝑥) exp[𝛼𝑗𝑥+ 𝛽𝑗 ], (1)

where 𝛼𝑗 ∈ 𝑀 ⊆ C, 𝛼𝑗 ̸= 𝛼𝑘, for 𝑘 ̸= 𝑗,𝛽𝑗 ∈ C, 𝛽𝑗 ̸= 𝛽𝑘, for 𝑘 ̸= 𝑗,
𝑥 ∈ R, 𝑃𝑗(𝑡, 𝑥) are polynomials with complex coeffients (𝑡, 𝑥) ∈ R𝑛+1, where
𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 𝛼𝑗 ∈𝑀 ⊆ C, 𝛼𝑗 ̸= 𝛼𝑘, for 𝑗 ̸= 𝑘, 𝑘, 𝑗 = {1, 2, ..., }, 𝑚 ∈ N.

Each quasipolynomial 𝑓(𝑡, 𝑥) of the form (1) defines a differential operator
𝑓
(︀
𝜕
𝜕𝜈 ,

𝜕
𝜕𝜆

)︀
of finite order on the class entirie function Φ(𝜈, 𝜆)

𝑓

(︂
𝜕

𝜕𝜈
,
𝜕

𝜕𝜆

)︂
=

𝑚∑︁

𝑗=1

𝑃𝑗

(︂
𝜕

𝜕𝜈
,
𝜕

𝜕𝜆

)︂
Φ(𝜆, 𝜈)

⎮⎮⎮⎮⎮
𝜈=0,𝜆=𝛼𝑗

.

In the strip Ω = {(𝑡, 𝑥) ∈ R𝑛+1 : 𝑡 ∈ (𝑇1, 𝑇2)∪(𝑇3, 𝑇4), 𝑥 ∈ R𝑛} we consider
nonlocal mixed problem with integral condition in the form

𝜕4𝑈

𝜕𝑡4
+

4∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖

(︂
𝜕

𝜕𝑥

)︂
𝜕4−𝑖𝑈
𝜕𝑡4−𝑖

= 𝑓(𝑡, 𝑥), (2)

∫︁ 𝑇2

𝑇1

𝑈(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇4

𝑇3

𝑈(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡 = 0,

∫︁ 𝑇2

𝑇1

𝑡𝑈(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇4

𝑇3

𝑡𝑈(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡 = 0,

(3)
∫︁ 𝑇2

𝑇1

𝑡2𝑈(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇4

𝑇3

𝑡2𝑈(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡 = 0,

∫︁ 𝑇2

𝑇1

𝑡3𝑈(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇4

𝑇3

𝑡3𝑈(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡 = 0,

where 𝑓(𝑡, 𝑥) is the given function, (𝑇1, 𝑇2) ∪ (𝑇3, 𝑇4) ⊂ R, 𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4 > 0,
𝑈(𝑡, 𝑥) is an unknown function, 𝑎𝑖

(︀
𝜕
𝜕𝑥

)︀
differential expression, which is entire

symbol 𝑎𝑖 (𝜆) ̸= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Denote be 𝑃 is set 𝑃 = {𝜆 ∈ C : ∆(𝜆) = 0}.

Theorem 1. Let 𝑓(𝑡, 𝑥) in equation (2) be entire function in from (1) belongs
𝐾𝑀,C∖𝑃 . Then in class 𝐾𝑀,C∖𝑃 there exists a unique solution of the problem
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(2)-(3) which can be represented in the form

𝑈(𝑡, 𝑥) = 𝑓

(︂
𝜕

𝜕𝜈
,
𝜕

𝜕𝜆

)︂{︂
𝐺(𝑡, 𝜈, 𝜆) exp[𝜆𝑥]

}︂⎮⎮⎮⎮⎮
𝜆=0,𝜈=0

, (4)

where 𝐺(𝑡, 𝜈, 𝜆) is solution of the problem
[︃
𝑑4

𝑑𝑡4
−

4∑︁

𝑖=1

𝑎 (𝜆)
𝑑4−𝑖

𝑑𝑡4−𝑖

]︃
𝐺(𝑡, 𝜈, 𝜆) = 𝑒𝜈𝑡,

∫︁ 𝑇2

𝑇1

𝐺(𝑡, 𝜈, 𝜆)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇4

𝑇3

𝐺(𝑡, 𝜈, 𝜆)𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇2

𝑇1

𝑡𝐺(𝑡, 𝜈, 𝜆)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇4

𝑇3

𝑡𝐺(𝑡, 𝜈, 𝜆)𝑑𝑡 = 0,

∫︁ 𝑇2

𝑇1

𝑡2𝐺(𝑡, 𝜈, 𝜆)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇4

𝑇3

𝑡2𝐺(𝑡, 𝜈, 𝜆)𝑑𝑡 = 0,

∫︁ 𝑇2

𝑇1

𝑡3𝐺(𝑡, 𝜈, 𝜆)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇4

𝑇3

𝑡3𝐺(𝑡, 𝜈, 𝜆)𝑑𝑡 = 0.

Be means of the differential-symbol method [1, 2], we construct a solution
of the problem (2)-(3). This problem is a continuation of works [3, 4, 5, 6].
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EVOLUTION OF MOTIONS OF A NEARLY DYNAMICALLY
SPHERICAL GYROSTAT WITH A MOVING MASS

SUBJECTED TO CONSTANT BODY-FIXED TORQUES

D.D. LESHCHENKO, T.O. KOZACHENKO

We examine the motion of a nearly dynamically spherical rigid body rotat-
ing about its center of mass, where the body subjected to constant body-fixed
torques and contains a cavity filled with a highly viscous fluid and includes a
viscoelastic element. The system of motion equations is derived in standard
form and further refined using a quadratic approximation with respect to a
small parameter. The averaging method is applied to the nonlinear equations
of motion. The Cauchy problem for the system determined after averaging
is investigated. The evolution of angular motion is described using averaged
equations and numerical simulation. The advantage of this problem is that it
offers solutions that describe the evolution of a rigid body motion over infinite
time interval with an asymptotically small error. Graphical representations
of the solutions are provided and discussed.

The objective of this study is to investigate the combined influence of a
viscous fluid inside a cavity, a moving mass and constant body-fixed torques
on the motion of nearly dynamically spherical rigid body. This interaction
represents a novel element of the current work. The main goal of work is to
extend the results of previous similar investigations for the problem of the
perturbed motion of nearly dynamically spherical rigid body.

We present the input equations of motions, conduct an averaging procedure
and receive the averaged equations which, being simpler than the original
ones, describe the body motion over the large time interval. We establish
qualitative and quantitative properties of motion and provide a description of
the evolution of the body motion.

The importance of the gained results is due to its applications such as
analyzing angular motions in artificial satellites, spacecraft, onboard crew
dynamics, moving mass control systems, spinning projectiles, and reentry
vehicles.
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PERTURBED MOTIONS OF A NEARLY DYNAMICALLY
SPHERICAL GYROSTAT WITH A MOVING MASS

D. LESHCHENKO, A. RACHINSKAYA, T. KOZACHENKO, K. PALY

The study focuses on the motion of an almost dynamically spherical rigid
body about its center of mass, which contains a cavity filled with a highly vis-
cous fluid and incorporates a viscoelastic component. The equations of motion
are derived in a standard form and further refined using a second-order ap-
proximation with respect to a small parameter. The averaging method is
applied to the nonlinear system of motion equations, and the Cauchy prob-
lem for the averaged system is examined. The asymptotic approach allows
for obtaining qualitative insights and describing the evolution of the body’s
angular motion through simplified averaged equations supported by numer-
ical analysis. As a result, solutions are obtained that characterize the rigid
body’s motion over an infinite time interval with an asymptotically small er-
ror. Graphical representations of these solutions are provided and analyzed.
The research contributes to the understanding of spacecraft and satellite dy-
namics, as well as the motion of crew members within the vehicle. The findings
are significant for advancing the control of moving masses and analyzing the
motion of spinning bodies with distributed mass.
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DIFFERENTIAL EQUATIONS OF DAMPED RESONANT
SLOSHING

A.O. MILIAEV, A.N. TIMOKHA

A [machine] learning of the single-dominant nonlinear “inviscid” differential
equations [1] on resonant sloshing (the forcing frequency close to the lowest
natural sloshing frequency) in a clean rigid rectangular tank is developed
[2] to restore a priori unknown viscous damping terms. The procedure is
realised by using the measured phase-lags [3] between the harmonic horizon-
tal tank excitation and the steady-state resonant wave. A good consistency
for liquid-mass centre motions is shown. This confirms that the free-surface
nonlinearity (energy flow from the primary-excited to higher natural slosh-
ing modes) and viscous damping of higher natural sloshing modes matter;
damping rates depend on the steady-state wave amplitude. The results are
generalised in [4] to the steady-state swirling waves in an upright circular tank
which moves longitudinally. The steady-state solution of the corresponding
differential equations are firstly constructed. Based on these solutions and
the cost function expressing the “distance” between measured and theoretical
phase-lags for the swirling surface wave amplitude, a satisfactory agreement
with experiments [5] is demonstrated.
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DIFFERENTIAL EQUATIONS INVARIANT WITH RESPECT
TO THE ALGEBRA sl(2,C) AND ITS CONTRACTIONS

M.O. NESTERENKO, M.S. STARYI

In 1953 [1] E. Inönü and E. Wigner showed that different physical theories
are connected through contractions of their underlying symmetry algebras.
The construction of contractions of realizations is a necessary step for estab-
lishing limiting relations between differential equations and physical theories.
In this work, we explicitly construct the contractions between rank-three vec-
tor fields of the algebra sl(2,C) and their differential invariants.

Let ℒ𝑛 be the set of all possible Lie brackets on 𝑉 . We identify a Lie
product 𝜇 ∈ ℒ𝑛 with the Lie algebra 𝑔 = (𝑉, 𝜇). ℒ𝑛 is an algebraic subset of
the variety 𝑉 * ⊗ 𝑉 * ⊗ 𝑉 of bilinear maps from 𝑉 × 𝑉 to 𝑉 .

The group 𝐺𝐿(𝑉 ) acts on ℒ𝑛 in the following way:

(𝑈 · 𝜇)(𝑥, 𝑦) = 𝑈
(︀
𝜇(𝑈−1𝑥, 𝑈−1𝑦)

)︀
for all 𝑈 ∈ 𝐺𝐿(𝑉 ), 𝜇 ∈ ℒ𝑛, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉.

Fixing the basis {𝑒1, . . . , 𝑒𝑛} of 𝑉 we can use the one-to-one correspon-
dence between Lie bracket 𝜇 ∈ ℒ𝑛 and a structure constant tensor (𝑐𝑘𝑖𝑗). In
this case the notion of a contraction matrix 𝑈𝜀 (𝑈 : (0, 1] → 𝐺𝐿(𝑉 )) and a
parameterized family of new Lie brackets [𝑥, 𝑦]𝜀 is determined by

[𝑥, 𝑦]𝜀 = 𝑈𝜀
−1[𝑈𝜀𝑥, 𝑈𝜀𝑦] for all 𝜀 ∈ (0, 1], 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉,

and the contraction is defined as follows.
If the limit lim

𝜀→+0
[𝑥, 𝑦]𝜀 = lim

𝜀→+0
𝑈𝜀

−1[𝑈𝜀𝑥, 𝑈𝜀𝑦] =: [𝑥, 𝑦]0 exists for any

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 , then [·, ·]0 is a well-defined Lie bracket and 𝑔0 = (𝑉, [·, ·]0) is called
a contraction of the Lie algebra 𝑔.

Consider complex three-dimensional special linear Lie algebra sl(2,C) with
the basis elements {𝑒𝑖 : 𝑖 = 1, . . . , 3} and nonzero commutation relations

[𝑒1, 𝑒2] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 2𝑒2. (1)

We also fix the representatives of the other necessury Lie algebras specifying
their nonzero commutation relations

g−1
3.4 : [𝑒1, 𝑒3] = 𝑒1, [𝑒2, 𝑒3] = −𝑒2; g3.1 : [𝑒2, 𝑒3] = 𝑒1.

Theorem 1 (Nesterenko M., Popovych R. [2]). The Lie algebra sl(2,C) can
be contracted only to the three-dimensional Poincaré algebra 𝑝(1, 1) ∼ g−1

3.4,
to the Heisenberg algebra g3.1, and to the the three-dimensional abelian Lie
algebra 3g1.
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This sequence of contractions is performed in the following diagram

sl(2,C)→ g−1
3.4 → g3.1 → 3g1.

The Inönü-Wigner contraction from sl(2,C) to the the Poincaré algebra 𝑝(1, 1)
is provided by the contraction matrix 𝑈𝜀 =

(︁
1 0 0
0 0 1
0 1 0

)︁
·
(︁
𝜀 0 0
0 1 0
0 0 1

)︁
.

The structure constants 𝑐𝑘𝑖𝑗 of sl(2,C) transform as 𝑐𝑘𝑖𝑗 → (𝑐𝜀)
𝑘
𝑖𝑗 → 𝑐𝑘𝑖𝑗 ,

where 𝑐𝑘𝑖𝑗 are structure constants of 𝑝(1, 1). The first arrow implies the ap-
plication of the contraction matrix 𝑈(𝜀) and the second arrow implies the
limit process 𝜀 → 0. More precisely, 𝑐𝑘𝑖𝑗(𝜀) = lim𝜀→0 𝑈𝜀

𝛼
𝑖 𝑈𝜀

𝛽
𝑗 𝑐
𝛾
𝛼𝛽

(︀
𝑈−1
𝜀

)︀𝑘
𝛾
,

𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝛼, 𝛽, 𝛾 = 1, . . . , 𝑛.
Let𝑀 ⊆ C𝑚 be a complex domain and g a Lie algebra. Denote by Vect(𝑀)

the Lie algebra of analytic vector fields on 𝑀 , endowed with the Lie bracket
of vector fields [·, ·]. A Lie algebra homomorphism 𝑅 : g→ Vect(𝑀) is called
a realization of the Lie algebra g.

To find the contraction of a realization, we need to construct a realization
for the parameterized structure constants (𝑐𝜀)

𝑘
𝑖𝑗 of sl(2,C). For this, one can

apply either the direct method from the previous section or the Shirokov’s
method. We constructed the maximal rank-three parameterized realization
of the form (below 𝜕𝑖 =

𝜕
𝜕𝑥𝑖

, 𝑖 = 1, 2, 3)

𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝜀𝑥21𝜕1 + (1− 2𝜀𝑥1𝑥2)𝜕2 + 2𝜀𝑥1𝜕3, 𝑒3 = 𝑥1𝜕1 − 𝑥2𝜕2 + 𝜕3.

Taking the limit as 𝜀 tends to zero, we obtain a well-defined exact realiza-
tion of rank three for the three-dimensional Poincaré algebra

𝑒1 = 𝜕1, 𝑒2 = 𝜕2, 𝑒3 = 𝑥1𝜕1 − 𝑥2𝜕2 + 𝜕3.

Similarly, we can construct the Inönü-Wigner contraction from the Poincaré
algebra to the Heisenberg algebra, as well as their composition.

Our interest in contractions of realizations of the algebra sl(2,C) is moti-
vated by the fact that it is the symmetry algebra of the Ermakov system, and
to study its limiting cases we constracted differential invariants of the limiting
realizations.
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ON D-CHARACTERISTICS OF ONE-DIMENSIONAL
BOUNDARY PROBLEMS IN SPACES OF DIFFERENTIABLE

FUNCTIONS

V.O. SOLDATOV

Let numbers 𝑚, 𝑙, 𝑛 ∈ N be arbitrarily chosen. On the finite interval (𝑎, 𝑏),
we present some results on d-characteristics of the following linear boundary-
value problem

(𝐿𝑦)(𝑡) := 𝑦′(𝑡) +𝐴(𝑡)𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), (1)
𝐵𝑦 = 𝑐. (2)

Here the matrix function𝐴 ∈ (𝐶(𝑛−1))𝑚×𝑚, the vector function 𝑓 ∈ (𝐶(𝑛−1))𝑚,
the numerical vector 𝑐 ∈ C𝑙 and the linear continuous operator
𝐵 : (𝐶(𝑛))𝑚 → C𝑙 are arbitrarily chosen.

We also let boundary condition (2) to be overdetermined (𝑙 > 𝑚) or unde-
termined (𝑙 < 𝑚) with respect to the differential system (1).

Using the linear continuous operator

(𝐿,𝐵) : (𝐶(𝑛))𝑚 → (𝐶(𝑛−1))𝑚 × C𝑙, (3)

we rewrite the boundary-value problem (1), (2) in the form of the equation

(𝐿,𝐵)𝑦 = (𝑓, 𝑐).

Theorem 1. Operator (3) is Fredholm with index 𝑚− 𝑙.
By 𝑌 ∈ (𝐶(𝑛))𝑚×𝑚 we denote a unique solution of the following matrix

Cauchy problem:

𝑌 ′(𝑡) +𝐴(𝑡)𝑌 (𝑡) = 𝑂𝑚, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), 𝑌 (𝑎) = 𝐼𝑚, (4)

where 𝑂𝑚 and 𝐼𝑚 denote the null and identity 𝑚×𝑚 matrices, respectively.

Definition 1. We call a complex numerical 𝑙 ×𝑚 matrix characteristic for
the boundary-value problem (1), (2) if each column of this matrix is the result
of the action of the operator 𝐵 upon the column with the same number of
the matrix function 𝑌 . We denote this characteristic matrix by 𝑀(𝐿,𝐵).

Theorem 2. For 𝑑-characteristics of the Fredholm operator (3), the relations

dimker(𝐿,𝐵) = 𝑚− rank𝑀(𝐿,𝐵), (5)
dim coker(𝐿,𝐵) = 𝑙 − rank𝑀(𝐿,𝐵). (6)

are true.
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Corollary 1. Operator (3) is invertible (i.e., a topological isomorphism) if
and only if 𝑙 = 𝑚 and the square matrix 𝑀(𝐿,𝐵) is nonsingular.

Together with the problem (1), (2), consider a sequence of boundary-value
problems of the form

(𝐿𝑘𝑦)(𝑡) := 𝑦′(𝑡) +𝐴𝑘(𝑡)𝑦(𝑡) = 𝑓𝑘(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), (7)
𝐵𝑘𝑦 = 𝑐𝑘. (8)

Here, 𝑘 ∈ N, 𝐴𝑘 ∈ (𝐶(𝑛−1))𝑚×𝑚, 𝑓𝑘 ∈ (𝐶(𝑛−1))𝑚, 𝑐𝑘 ∈ C𝑙, and 𝐵𝑘 is a linear
continuous operator on the pair of the spaces (𝐶(𝑛))𝑚 and C𝑙.

Let associate the boundary-value problems (7), (8) with the sequence of
linear continuous operators (𝐿𝑘, 𝐵𝑘) : (𝐶

(𝑛))𝑚 → (𝐶(𝑛−1))𝑚 × C𝑙 and the se-
quence of their characteristic matrices 𝑀(𝐿𝑘, 𝐵𝑘) ∈ C𝑙×𝑚. As usual,
(𝐿𝑘, 𝐵𝑘)

𝑠−→ (𝐿,𝐵) denotes the convergence of the sequence of operators
(𝐿𝑘, 𝐵𝑘) to (𝐿,𝐵) in the strong operator topology. Here, all limits are con-
sidered as 𝑘 →∞.

Theorem 3. If (𝐿𝑘, 𝐵𝑘)
𝑠−→ (𝐿,𝐵), then 𝑀(𝐿𝑘, 𝐵𝑘)→𝑀(𝐿,𝐵) (as 𝑘 →∞).

Theorem 4. Suppose that

(𝐿𝑘, 𝐵𝑘)
𝑠−→ (𝐿,𝐵) as 𝑘 →∞. (9)

Then dimker(𝐿𝑘, 𝐵𝑘) 6 dimker(𝐿,𝐵) for all 𝑘 ≫ 1,

dim coker(𝐿𝑘, 𝐵𝑘) 6 dim coker(𝐿,𝐵) for all 𝑘 ≫ 1.

Assuming that condition (9) is satisfied, we obtain the following.

Corollary 2. If operator (3) is invertible, then operators (𝐿𝑘, 𝐵𝑘) are also
invertible for all 𝑘 ≫ 1.

Corollary 3. If the boundary-value problem (1), (2) has a solution for any
given right-hand sides, then this is also true for the boundary-value problems
(7), (8) for all 𝑘 ≫ 1.

Corollary 4. If the boundary-value problem (1), (2) has only a trivial solution
in the case of zero right-hand sides, then this is also true for the boundary-
value problems (7), (8) for all 𝑘 ≫ 1.

This result was published in [1].
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ABOUT EXPLICIT FORM OF MULTISOLITON SOLUTIONS
TO THE KORTEWEG-DE VRIES EQUATION

A.O. TSUKANOVA

Truly serious theory, concerning solitary waves, was published in 1895 by
two Netherlandish mathematicians: Dutch scientist Diederik Johannes Korte-
weg and his student Gustav de Vries. Research into solitary waves picked up
in 1965, when Martin Krustal and Norman Zabusky studied the Korteweg-de
Vries equation in more details. Thereby in late 1960’s it was discovered that
one method, given by Jean Gaston Darboux a century ago, can be extended to
some important soliton equations, including the Korteweg-de Vries equation

𝑢𝑡 − 6𝑢𝑢𝑥 + 𝑢𝑥𝑥𝑥 = 0, 𝑥 ∈ R, 𝑡 > 0. (1)

With the help of this method explicit form of 𝑁 -soliton, 𝑁 > 1, solution has
been obtained only for the simplest case 𝑁 = 1, spread in soliton-dedicated
literature. After analysis of number of references, both classical old (see, for
example, [1] and references therein) and more modern, we have found out
that explicit form of multisoliton solutions is unknown. Our goal was to find
explicit form of multisoliton solution to (1) with the help of the next formula

𝑢[𝑁 ] = 𝑢− 2
(︀
ln𝑊 [Ψ1,Ψ2, . . . ,Ψ𝑁 ]

)︀
𝑥𝑥

from the Darboux transformation apparatus (see, for instance, [2] for details).
Since this task is non-trivial, we have considered two cases: 𝑁 = 2 and 𝑁 = 3.

We have put for 𝛼 6 𝛽

𝑢 = 0, Ψ1 = ch
[︀
𝛼(𝑥− 𝑥1)− 4𝛼3𝑡

]︀
, Ψ2 = sh

[︀
𝛽(𝑥− 𝑥2)− 4𝛽3𝑡

]︀
,

and have obtained two-soliton solution 𝑢[2] to (1) of the form

𝑢[2] = 𝑢− 2
(︀
ln𝑊 [Ψ1,Ψ2]

)︀
𝑥𝑥

= −2
(︀
ln𝑊 [Ψ1,Ψ2]

)︀
𝑥𝑥

=

= −2
𝑊𝑥𝑥[Ψ1,Ψ2]𝑊 [Ψ1,Ψ2]− (𝑊𝑥[Ψ1,Ψ2])2

𝑊 2[Ψ1,Ψ2]
=

= −2
(︀
𝛽 ch

[︀
𝛼(𝑥− 𝑥1)− 4𝛼3𝑡

]︀
ch
[︀
𝛽(𝑥− 𝑥2)− 4𝛽3𝑡

]︀
−

−𝛼 sh
[︀
𝛼(𝑥− 𝑥1)− 4𝛼3𝑡

]︀
sh
[︀
𝛽(𝑥− 𝑥2)− 4𝛽3𝑡

]︀)︀−2×
×
(︀
𝛽2 − 𝛼2

)︀(︀
𝛽2 ch2

[︀
𝛼(𝑥− 𝑥1)− 4𝛼3𝑡

]︀
+ 𝛼2 sh2

[︀
𝛽(𝑥− 𝑥2)− 4𝛽3𝑡

]︀)︀
,

where

𝑊 [Ψ1,Ψ2] =

⃒⃒
⃒⃒Ψ1 Ψ2

Ψ1𝑥 Ψ2𝑥

⃒⃒
⃒⃒ , 𝑊𝑥[Ψ1,Ψ2] =

⃒⃒
⃒⃒ Ψ1 Ψ2

Ψ1𝑥𝑥 Ψ2𝑥𝑥

⃒⃒
⃒⃒ ,
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𝑊𝑥𝑥[Ψ1,Ψ2] =

⃒⃒
⃒⃒Ψ1𝑥 Ψ2𝑥

Ψ1𝑥𝑥 Ψ2𝑥𝑥

⃒⃒
⃒⃒+

⃒⃒
⃒⃒ Ψ1 Ψ2

Ψ1𝑥𝑥𝑥 Ψ2𝑥𝑥𝑥

⃒⃒
⃒⃒ ,

thus,
𝑊 [Ψ1,Ψ2] = 𝛽 ch

[︀
𝛼(𝑥− 𝑥1)− 4𝛼3𝑡

]︀
ch
[︀
𝛽(𝑥− 𝑥2)− 4𝛽3𝑡

]︀
−

−𝛼 sh
[︀
𝛼(𝑥− 𝑥1)− 4𝛼3𝑡

]︀
sh
[︀
𝛽(𝑥− 𝑥2)− 4𝛽3𝑡

]︀
,

𝑊𝑥[Ψ1,Ψ2] =
(︀
𝛽2 − 𝛼2

)︀
ch
[︀
𝛼(𝑥− 𝑥1)− 4𝛼3𝑡

]︀
sh
[︀
𝛽(𝑥− 𝑥2)− 4𝛽3𝑡

]︀
,

𝑊𝑥𝑥[Ψ1,Ψ2] =
(︀
𝛽2 − 𝛼2

)︀(︀
𝛼 sh

[︀
𝛼(𝑥− 𝑥1)− 4𝛼3𝑡

]︀
sh
[︀
𝛽(𝑥− 𝑥2)− 4𝛽3𝑡

]︀
+

+𝛽 ch
[︀
𝛼(𝑥− 𝑥1)− 4𝛼3𝑡

]︀
ch
[︀
𝛽(𝑥− 𝑥2)− 4𝛽3𝑡

]︀)︀
.

We have put for 𝛼 6 𝛽
𝑢 = 0,

Ψ1 = ch
[︀
𝛼(𝑥− 𝑥1)− 4𝛼3𝑡

]︀
, Ψ2 = sh

[︀
𝛼(𝑥− 𝑥2)− 4𝛼3𝑡

]︀
,

Ψ3 = ch
[︀
𝛽(𝑥− 𝑥3)− 4𝛽3𝑡

]︀
,

and have obtained three-soliton solution 𝑢[3] to (1) of the form
𝑢[3] = 𝑢− 2

(︀
ln𝑊 [Ψ1,Ψ2,Ψ3]

)︀
𝑥𝑥

= −2
(︀
ln𝑊 [Ψ1,Ψ2,Ψ3]

)︀
𝑥𝑥

=

= −2
𝑊𝑥𝑥[Ψ1,Ψ2,Ψ3]𝑊 [Ψ1,Ψ2,Ψ3]− (𝑊𝑥[Ψ1,Ψ2,Ψ3])2

𝑊 2[Ψ1,Ψ2,Ψ3]
=

= − 2𝛽2

ch2
[︀
𝛽(𝑥− 𝑥3)− 4𝛽3𝑡

]︀ ,

where
𝑊 [Ψ1,Ψ2,Ψ3] = 𝛼

(︀
𝛽2 − 𝛼2

)︀
ch
[︀
𝛽(𝑥− 𝑥3)− 4𝛽3𝑡

]︀
ch
[︀
𝛼(𝑥2 − 𝑥1)

]︀
,

𝑊𝑥[Ψ1,Ψ2,Ψ3] = 𝛼𝛽
(︀
𝛽2 − 𝛼2

)︀
sh
[︀
𝛽(𝑥− 𝑥3)− 4𝛽3𝑡

]︀
ch
[︀
𝛼(𝑥2 − 𝑥1)

]︀
,

𝑊𝑥𝑥[Ψ1,Ψ2,Ψ3] = 𝛼𝛽2
(︀
𝛽2 − 𝛼2

)︀
ch
[︀
𝛽(𝑥− 𝑥3)− 4𝛽3𝑡

]︀
ch
[︀
𝛼(𝑥2 − 𝑥1)

]︀
.

As far as we see, for 𝑁 = 3 we have obtained the solution, coinciding with
the solution from the case 𝑁 = 1. It might be true for any odd value of 𝑁 .

Using the Darboux transformation, we are able to obtain all 𝑁 -soliton,
𝑁 > 1, solutions of the Korteweg-de Vries equation. We have obtained explicit
form of 𝑁 -soliton, 𝑁 > 1, solutions for the simplest cases 𝑁 = 2 and 𝑁 = 3.
These results are supposed to become in future sort of foundation in finding
general formula for 𝑁 -soliton, 𝑁 > 1, solutions to (1).
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НАБЛИЖЕНЕ РОЗВ’ЯЗАННЯ МIШАНОЇ ЗАДАЧI

Б.О. ЄВДОКИМЕНКО, В.С. ГЕРАСИМЧУК

Ставиться мiшана задача для диференцiального рiвняння у частинних
похiдних зi змiнними коефiцiєнтами:

𝑢𝑡𝑡 =
𝑐2

𝑟2/𝑟20 − 1

[︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
− 1

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑟

]︂
,

𝑢(𝑟1, 𝑡) = 0, 𝑢(𝑟2, 𝑡) = 0, 𝑡 > 0,

𝑢(𝑟, 0) = −4ℎ (𝑟 − 𝑟1)(𝑟 − 𝑟2)
(𝑟2 − 𝑟1)2

, 𝑢𝑡(𝑟, 0) = 0, 𝑟1 < 𝑟 < 𝑟2.

За методом вiдокремлення змiнних Фур’є: 𝑢(𝑟, 𝑡) = 𝑅(𝑟)𝑇 (𝑡).
Звiдси маємо, що функцiя 𝑇 (𝑡) задовольняє рiвняння

𝑇 ′′ + 𝜆2𝑐2𝑇 = 0, (1)

а функцiя 𝑅(𝑟) — задачу Штурма–Лiувiлля

𝑅′′ − 1

𝑟
𝑅′ + 𝜆2

(︂
𝑟2

𝑟20
− 1

)︂
𝑅 = 0, 𝑅(𝑟1) = 0, 𝑅(𝑟2) = 0. (2)

Загальний розв’язок (1) вiдомий: 𝑇 (𝑡) = 𝐴 cos 𝑐𝜆𝑡+𝐵 sin 𝑐𝜆𝑡.
Точний розв’язок (2) невiдомий, тому шукаємо розв’язок за наближе-

нням Лiувiлля–Грiна. Для 𝑟 > 𝑟0 рiвняння (2) має наближений розв’язок

𝑅̃(𝑟, 𝜆) = 𝐴(𝜆) 4

√︃
𝑟2

𝑟2 − 𝑟20
sin

[︂
𝜆𝑟0
2
𝑤(𝑟) + 𝛿(𝜆)

]︂
,

𝑤(𝑟) =
1

2
ln

(︃
𝑟 −

√︀
𝑟2 − 𝑟20

𝑟 +
√︀
𝑟2 − 𝑟20

)︃
+
𝑟
√︀
𝑟2 − 𝑟20
𝑟20

.

Знаходимо власнi значення та власнi функцiї задачi (2)

𝜆̃𝑘 =
2𝜋𝑘

𝑟0[𝑤(𝑟2)− 𝑤(𝑟1)]
,

𝑅̃(𝑟, 𝜆̃𝑘) =
4

√︃
𝑟2

𝑟2 − 𝑟20
sin

[︂
𝑤(𝑟)− 𝑤(𝑟1)
𝑤(𝑟2)− 𝑤(𝑟1)

𝜋𝑘

]︂
, 𝑘 ∈ N.

(3)
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Варто показати, що знайденi за наближеним розв’язком власнi функцiї
𝑅̃(𝑟, 𝜆̃𝑘) дiйсно є власними функцiями задачi (2), тобто, утворюють повну
систему ортогональних функцiй.

Доведено, що оператор 𝐿 =
𝑑

𝑑𝑟

[︂
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟

]︂
для розв’язкiв крайової зада-

чi (2) є самоспряженим, тому власнi функцiї 𝑅(𝑟, 𝜆𝑘), вiдповiднi рiзним

власним значенням 𝜆𝑛 та 𝜆𝑚, ортогональнi з вагою
𝑟2 − 𝑟20
𝑟

, а система
{𝑅(𝑟, 𝜆𝑘), 𝑘 ∈ N} є повною.

Твердження. Наближенi власнi функцiї 𝑅̃(𝑟, 𝜆̃𝑘), вiдповiднi рiзним вла-

сним значенням 𝜆̃𝑛 та 𝜆̃𝑚, ортогональнi з вагою
𝑟2 − 𝑟20
𝑟

та нормою

‖𝑅̃(𝑟, 𝜆̃𝑘)‖2 =
𝑟20[𝑤(𝑟2)− 𝑤(𝑟1)]

4
.

Твердження. Система наближених власних функцiй {𝑅̃(𝑟, 𝜆̃𝑘), 𝑘 ∈ N}
є повною.

Отже, розв’язок (3), отриманий за наближенням Лiувiлля–Грiна, дiй-
сно є розв’язком задачi Штурма–Лiувiлля (2). Функцiя

𝑢̃(𝑟, 𝑡) =
∞∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘 cos 𝑐𝜆̃𝑘𝑡𝑅̃(𝑟, 𝜆̃𝑘),

𝐴𝑘 = − 16ℎ

𝑟20[𝑤(𝑟2)− 𝑤(𝑟1)](𝑟2 − 𝑟1)2

𝑟2∫︁

𝑟1

(𝑥− 𝑟1)(𝑥− 𝑟2)(𝑥2 − 𝑟20)
𝑥

𝑅̃(𝑥, 𝜆̃𝑘)𝑑𝑥

є наближеним розв’язком поставленої мiшаної задачi.
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ПОБУДОВА НЕПЕРЕРВНИХ ОБМЕЖЕНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ
ОДНОГО КЛАСУ СИСТЕМ НЕЛIНIЙНИХ

РIЗНИЦЕВО-ФУНКЦIОНАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Т.О. ЄРЬОМIНА, О.А. ПОВАРОВА

Побудовано неперервнi обмеженi розв’язки систем нелiнiйних рiзнице-
во-функцiональних рiвнянь вигляду

𝑥 (𝑞𝑡) = Λ𝑥 (𝑡) + 𝑓 (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡+ 1)) , (1)

де 𝑡 ∈ R, Λ — дiйсна (𝑛× 𝑛)-матриця вигляду Λ = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝜆1, . . . , 𝜆𝑛), 𝑓 :
R×R𝑛×R𝑛 → R𝑛, 𝑞 — деяка дiйсна стала. При цьому будемо припускати
виконаними наступнi умови:

(1) |𝜆𝑖| ≠ 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑞 > 0;
(2) вектор-функцiя 𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝑦) є неперервною обмеженою при всiх 𝑡 ∈ R,

𝑥 ∈ R𝑛, 𝑦 ∈ R𝑛 i 𝑓 (𝑡, 0, 0) ≡ 0;
(3) для довiльних 𝑡 ∈ R, 𝑥̄, 𝑦, ¯̄𝑥, ¯̄𝑦 ∈ R𝑛 виконується спiввiдношення

|𝑓 (𝑡, 𝑥̄, 𝑦)− 𝑓 (𝑡, ¯̄𝑥, ¯̄𝑦)| 6 𝑙 (|𝑥̄− ¯̄𝑥|+ |𝑦 − ¯̄𝑦|) , (2)

де 𝑙 — деяка додатна стала.

Теорема 1. Нехай виконуються умови (1)–(3) i умови:

(4) 0 < 𝜆𝑖 < 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑞 > 1;
(5) ∆ = 2𝑙

𝜆̄−𝜆* < 1, де 1 > 𝜆̄ > 𝜆* = max {𝜆𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛}.
Тодi система рiвнянь (1) має сiм’ю неперервних обмежених при 𝑡 > 𝑇 >
0 (T — деяка достатньо велика додатна стала) розв’язкiв у виглядi ряду

𝑥(𝑡) =
∞∑︁

𝑖=0

𝑥𝑖(𝑡), (3)

де 𝑥𝑖(𝑡), 𝑖 = 0, 1, . . . — деякi неперервнi обмеженi при 𝑡 > 𝑇 > 0 вектор-
функцiї, якi задовольняють умову lim𝑡→+∞ 𝑥𝑖(𝑡) = 0.

Теорема 2. Нехай виконуються умови (1)–(3) i умови:

(6) 𝜆𝑖 > 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 0 < 𝑞 < 1;
(7) ∆ = 2𝑙

𝜆*−𝜆 < 1, де 1 < 𝜆 < 𝜆* = min {𝜆𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛}.
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Тодi система рiвнянь (1) має сiм’ю неперервних обмежених при 𝑡 > 𝑇 >
0 (T — деяка достатньо велика додатна стала) розв’язкiв у виглядi ряду

𝑥(𝑡) =

∞∑︁

𝑖=0

𝑥𝑖(𝑡), (4)

де 𝑥𝑖(𝑡), 𝑖 = 0, 1, . . . — деякi неперервнi обмеженi при 𝑡 > 𝑇 > 0 вектор-
функцiї, якi задовольняють умовi lim𝑡→+∞ 𝑥𝑖(𝑡) = 0.

Розглянуто систему нелiнiйних рiзницево-функцiональних рiвнянь ви-
гляду (1) при 𝜆𝑖 < 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 у випадках, коли виконуються умови:

a) |𝜆𝑖| > 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 0 < 𝑞 < 1;
b) |𝜆𝑖| < 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑞 > 1.

Теорема 3. Нехай виконуються умови (1)–(3) i умови:
(8) |𝜆𝑖| > 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝜆𝑖 < 0, 0 < 𝑞 < 1;
(9) ∆ = 2𝑙

𝜆*−𝜆 < 1, де 1 < 𝜆 < 𝜆* = min {|𝜆𝑖| , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛}.
Тодi система рiвнянь (1) має сiм’ю неперервних обмежених при 𝑡 >
𝑇 > 0 (T — деяка достатньо велика додатна стала) розв’язкiв 𝑥(𝑡) =

𝑥
(︁
𝑡, 𝜔

(︁
ln 𝑡
ln 𝑞

)︁)︁
, що залежить вiд довiльної неперервної вектор-функцiї

𝜔(𝜏), такої що 𝜔(𝜏 + 1) = −𝜔(𝜏).

Теорема 4. Нехай виконуються умови (1)–(3) i умови:
(10) |𝜆𝑖| < 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝜆𝑖 < 0, 𝑞 > 1,
(11) ∆ = 𝑙

1−𝜆* < 1, де 1 > 𝜆* > max {|𝜆𝑖| , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛}.
Тодi система рiвнянь (1) має сiм’ю неперервних обмежених при 𝑡 >
𝑇 > 0 (T — деяка достатньо велика додатна стала) розв’язкiв 𝑥(𝑡) =

𝑥
(︁
𝑡, 𝜔

(︁
ln 𝑡
ln 𝑞

)︁)︁
, що залежить вiд довiльної неперервної вектор-функцiї

𝜔(𝜏), такої що 𝜔(𝜏 + 1) = −𝜔(𝜏).
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ПРО УМОВИ ЕКСТРЕМУМУ В ЗАДАЧI
ПАРАМЕТРИЧНОЇ ОПТИМIЗАЦIЇ ПУЧКА ТРАЄКТОРIЙ

О.М. БАШНЯКОВ, В.Т. МАТВIЄНКО, В.В. ПIЧКУР

В доповiдi розглядаються задачi параметричної оптимiзацiї пучка тра-
єкторiй системи

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑝, 𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ] (1)

з такими негладкими критерiями якостi

𝐼1(𝑝) = max
𝑥0∈𝑀0

Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝)), (2)

𝐼2(𝑝) = max
𝑥0∈𝑀0

{︃∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑓0(𝑥(𝑠), 𝑝, 𝑠)𝑑𝑠+ Φ(𝑥(𝑇, 𝑥0, 𝑝))

}︃
. (3)

Тут 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑝 ∈ 𝑅𝑚 – вектори стану та параметрiв системи вiдповiдно,
𝑓(𝑥, 𝑝, 𝑡) – 𝑛-вимiрна вектор-функцiя, яка є неперервно диференцiйованою
за 𝑥 i 𝑝, а також неперервною за 𝑡, 𝑓0(𝑥, 𝑝, 𝑡) є неперервно диференцiйо-
ваною функцiєю за змiнними 𝑥, 𝑝 i неперервною за 𝑡, 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑝),
𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ], функцiя Φ : 𝑅𝑛 → 𝑅 є неперервно диференцiйованою, 𝑀0 ⊂ 𝑅𝑛
– компакт, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 ∈𝑀0.

Для задач параметричної оптимiзацiї пучка траєкторiй системи (1) з
функцiоналами (2) i (3) побудовано похiдну за напрямком та одержано
необхiднi умови локального мiнiмуму, зокрема при обмеженнях на па-
раметри. Для задачi (1)–(2) у випадку, коли функцiя Φ(𝑥) є опуклою, а
права частина системи (1) є лiнiйною функцiєю за 𝑥 та 𝑝, отримано також
достатнi умови оптимаьностi.

Розроблено обчислювальнi методи розв’язування задачi (1)–(2).
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КЛАСИФIКАЦIЯ ЛIЇВСЬКИХ СИМЕТРIЙ КЛАСУ
СИСТЕМ (1 + 1)-ВИМIРНИХ НЕЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ

ДИФУЗIЇ

О.А. ВОЛОШИН, М.I. СЄРОВ, О.О. ВАНЄЄВА

Система нелiнiйних рiвнянь дифузiї для двовимiрного векторного поля
𝑈 ∈ R2 у загальному випадку записується у виглядi

𝑈𝑡 = 𝜕𝑥 [𝐹 (𝑈)𝑈𝑥] , (1)

де 𝑈 =

(︂
𝑢1

𝑢2

)︂
∈ R2, 𝐹 (𝑈) =

(︂
𝑓11 𝑓12

𝑓21 𝑓22

)︂
, 𝑓𝑎𝑏 = 𝑓𝑎𝑏(𝑢1, 𝑢2) — коефiцi-

єнти дифузiї, 𝑢𝑎 = 𝑢𝑎(𝑡, 𝑥) — функцiї концентрацiї (або щiльностi) двох
рiзних речовин, якi взаємодiють мiж собою, 𝑡 — часова, 𝑥 — просторова
незалежнi змiннi, 𝐹 (𝑈) — матриця з tr𝐹 · det𝐹 ̸= 0.

У роботi [1] виконано задачу попередньої групової класифiкацiї кла-
су (1), зокрема, знайдено групу еквiвалентностi цього класу, а також ядро
максимальних алгебр лiївської iнварiантностi систем з класу (1), що є три-
вимiрною алгеброю Лi

𝐴∩ = ⟨𝜕𝑡, 𝜕𝑥, 𝐷 = 2𝑡𝜕𝑡 + 𝑥𝜕𝑥⟩.
У процесi групового аналiзу класу систем рiвнянь дифузiї (1) було ви-
окремлено дев’ять нееквiвалентних пiдкласiв, якi допускають розширен-
ня лiївської симетрiї. Цi пiдкласи визначаються такими умовами на до-
вiльнi елементи 𝑓𝑎𝑏:
1) 𝑓𝑎𝑏 = e𝑛𝑢

1

𝜙𝑎𝑏, 𝜙𝑎𝑏 = 𝜙𝑎𝑏(𝜔), 𝜔 = 𝑢2;

2) 𝑓11 = e𝑛
𝑢1

𝑢2
(︀
𝜙11+ 𝑢1

𝑢2𝜙
21
)︀
, 𝑓12 = e𝑛

𝑢1

𝑢2
(︀
𝜙12+ 𝑢1

𝑢2

(︀
𝜙22 − 𝜙11

)︀
−
(︀
𝑢1

𝑢2

)︀2
𝜙21
)︀
,

𝑓21 = e𝑛
𝑢1

𝑢2 𝜙21, 𝑓22 = e𝑛
𝑢1

𝑢2
(︀
𝜙22 − 𝑢1

𝑢2𝜙
21
)︀
, 𝜙𝑎𝑏 = 𝜙𝑎𝑏(𝜔), 𝜔 = 𝑢2;

3) 𝑓11 = (𝑢1)𝑛𝜙11, 𝑓12 = (𝑢1)𝑛+1𝜙12, 𝑓21 = (𝑢1)𝑛−1𝜙21, 𝑓22 = (𝑢1)𝑛𝜙22,
𝜙𝑎𝑏 = 𝜙𝑎𝑏(𝜔), 𝜔 = 𝑢2;

4) 𝑓11 =
(︀
𝑢2
)︀𝑛
𝜙11, 𝑓12 =

(︀
𝑢2
)︀𝑛−1

𝜙12, 𝑓21 =
(︀
𝑢2
)︀𝑛+1

𝜙21, 𝑓22 =
(︀
𝑢2
)︀𝑛
𝜙22,

𝜙𝑎𝑏 = 𝜙𝑎𝑏(𝜔), 𝜔 = 𝑢1 − ln𝑢2;
5) 𝑓11 = e𝑛𝑢

1

(𝜙11 − 𝑢1𝜙12), 𝑓12 = e𝑛𝑢
1

𝜙12, 𝑓22 = e𝑛𝑢
1

(𝜙22 + 𝑢1𝜙12),
𝑓21 = e𝑛𝑢

1(︀
𝜙21 + 𝑢1(𝜙11 − 𝜙22) − (𝑢1)2𝜙12

)︀
, 𝜙𝑎𝑏 = 𝜙𝑎𝑏(𝜔), 𝜔 = 𝑢2 −

1/2(𝑢1)2;

Ця робота була пiдтримана грантом вiд Фонду Саймонса (SFI-PD-Ukraine-00014586,
О. О. В. та О. А. В.).
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6) 𝑓11 = (𝑢1)𝑛𝜙11, 𝑓12 = (𝑢1)𝑛−𝑚𝜙12, 𝑓21 = (𝑢1)𝑛+𝑚𝜙21, 𝑓22 = (𝑢1)𝑛𝜙22,
𝜙𝑎𝑏 = 𝜙𝑎𝑏(𝜔), 𝜔 = (𝑢1)−1−𝑚𝑢2;

7) 𝑓𝑎𝑏 = (𝑢1)𝑛𝜙𝑎𝑏, 𝜙𝑎𝑏 = 𝜙𝑎𝑏(𝜔), 𝜔 = 𝑢2/𝑢1;
8) 𝑓11 =

(︀
𝑢2
)︀𝑛 (︀

𝜙11 + 𝜙21 ln𝑢2
)︀
, 𝑓12 =

(︀
𝑢2
)︀𝑛 (︀

𝜙12 +
(︀
𝜙22 − 𝜙11

)︀
ln𝑢2 −

−𝜙21 ln2 𝑢2
)︀
, 𝑓21 =

(︀
𝑢2
)︀𝑛
𝜙21, 𝑓22 =

(︀
𝑢2
)︀𝑛 (︀

𝜙22 − 𝜙21 ln𝑢2
)︀
, 𝜙𝑎𝑏 =

𝜙𝑎𝑏(𝜔), 𝜔 = 𝑢1/𝑢2 − ln𝑢2;
9) 𝑓1𝑎 = e−𝑛𝜃

(︀
2𝜌−2𝑢𝑎𝑢⃗𝜙⃗ + 𝜓𝑎

)︀
, 𝑓2𝑎 = e−𝑛𝜃

(︀
2𝜌−2𝑢𝑎𝑢⃗𝜙⃗⊥ + 𝜓𝑎

⊥)︀
, 𝑢⃗ =

(𝑢1, 𝑢2), 𝜙⃗ = (𝜙1, 𝜙2), 𝜓⃗ = (𝜓1, 𝜓2), 𝜙⃗⊥ = (−𝜙2, 𝜙1), 𝜓⃗⊥ = (−𝜓2, 𝜓1),
𝜙𝑎 = 𝜙𝑎(𝜔), 𝜓𝑎 = 𝜓𝑎(𝜔), 𝜙1 ̸= −𝜓1, 𝜓⃗2+2𝜙⃗·𝜓⃗ ̸= 0, 𝜌 =

√︀
(𝑢1)2 + (𝑢2)2,

𝜃 = arctg 𝑢2/𝑢1, 𝜔 = 𝜌e𝑚𝜃.
У роботi [1] виконано вичерпну групову класифiкацiю класу систем

рiвнянь дифузiї з першого пiдкласу, результати щодо класифiкацiї iнших
восьми пiдкласiв з’являться у подальших публiкацiях.

У цiй доповiдi основну увагу буде придiлено дослiдженню лiївських
симетрiй систем з третього пiдкласу, а саме результатам групової класи-
фiкацiї такого класу систем (1 + 1)-вимiрних рiвнянь дифузiї:

𝑢1𝑡 = 𝜕𝑥
[︀
(𝑢1)𝑛𝜙11𝑢1𝑥 + (𝑢1)𝑛+1𝜙12𝑢2𝑥

]︀
,

𝑢2𝑡 = 𝜕𝑥
[︀
(𝑢1)𝑛−1𝜙21𝑢1𝑥 + (𝑢1)𝑛𝜙22𝑢2𝑥

]︀
,

де 𝑛 — довiльна дiйсна стала, а 𝜙𝑎𝑏 = 𝜙𝑎𝑏(𝑢2) — такi довiльнi гладкi
функцiї, що (𝜙11 + 𝜙22)(𝜙11𝜙22 − 𝜙12𝜙21) ̸= 0.

Лiтература

[1] Волошин О.А., Сєров М.I., Ванєєва О.О. (2026). Групова класифiкацiя класу систем
нелiнiйних рiвнянь дифузiї. I. Укр. мат. журн., прийнято до друку.
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ПОШИРЕННЯ ПОЧАТКОВИХ КОРЕЛЯЦIЙ У ВIДКРИТIЙ
СИСТЕМI ПРУЖНИХ КУЛЬ

I.В. ГАП’ЯК

У бiльшостi класичних пiдходiв до опису еволюцiї вiдкритих систем
вважається, що на початковому етапi частинки некорельованi. Однак у
реальних фiзичних системах це припущення часто не виконується — ча-
стинки можуть бути спочатку взаємопов’язанi через попереднi зiткнення
або спiльну iсторiю. Також опис еволюцiї початкових кореляцiй має ви-
значальне значення у квантових системах, зокрема, вони мають важливе
значення для квантової телепортацiї.

В данiй роботi розглянуто проблему опису кiнетичної еволюцiї вiдкри-
тої системи видiленої частинки в оточеннi нескiнченної кiлькостi части-
нок, якi взаємодiють як твердi кулi з пружним зiткненням за наявностi
початкових кореляцiй. Встановлено, що еволюцiя стану видiленої твердої
кулi описується узагальненим кiнетичним рiвнянням Фоккера–Планка з
початковими кореляцiями [1], [2]. За допомогою нескiнченної послiдовно-
стi явно визначених функцiоналiв вiд розв’язку побудованого кiнетичного
рiвняння описано процеси поширення початкових кореляцiй i зародження
кореляцiй в процесi еволюцiї.

Лiтература
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скоґа // Математичний вiсник НТШ. — 2012. — Т.9. — С. 23–43.

[2] Гап’як I.В., Герасименко В.I. Рiвняння Фоккера–Планка з початковими кореляцi-
ями в кiнетичнiй теорiї зiткнень // Буковинський математичний журнал. — 2015.
— Т. 3, № 3-4. — С. 52-58.
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МАТЕМАТИЧНЕ ДОСЛIДЖЕННЯ ВЕЛИЧИНИ РАКОВОЇ
ПУХЛИНИ В УМОВАХ IМУННОЇ РЕАКЦIЇ ОРГАНIЗМУ

Г.М. ГУБАЛЬ

Причиною летальних випадкiв великої кiлькостi хворих в усьому свiтi
є рак, оскiльки про наявнiсть раку багато пацiєнтiв дiзнаються вже на
пiзнiй стадiї його розвитку. Для подолання цiєї хвороби дуже важливi
й актуальнi науковi дослiдження (в тому числi й математичнi). Багато
науковцiв свiту при дослiдженнях i лiкуваннi ракових хворих вiдмiтили
особливо важливу роль Т-лiмфоцитiв у знищеннi ракових клiтин [1, 2].

У дослiдженнях [3, 4] показано новий принцип терапiї онкозахворю-
вань, новий вид лiкування раку — iмунотерапiю. Ця iмунотерапiя пра-
цює за рахунок блокування бiлкiв-тормозiв iмунної системи, в яку вхо-
дить особлива рiзновиднiсть бiлих кров’яних тiлець — Т-лiмфоцитiв. Т-
лiмфоцити розпiзнають i знищують чужорiднi i мутуючi клiтини. Iмунна
реакцiя органiзму людини полягає в тому, що виробляються Т-лiмфоцити,
якi знищують раковi клiтини. Однак, при послабленому iмунiтетi орга-
нiзм людини виробляє недостатню кiлькiсть Т-лiмфоцитiв. Тодi при iн-
тенсивному переродженнi клiтин в раковi внаслiдок рiзних причин, раковi
клiтини можуть призвести до появи i росту ракової пухлини.

У даному дослiдженнi розглядаємо реакцiю iмунної системи людини
на сторонню тканину (у даному випадку — ракову пухлину).

Клiтини ракових пухлин мiстять особливi речовини (антигени), якi ви-
кликають рiзку iмунну реакцiю у бiльшостi людей. Ця реакцiя полягає в
виробленнi Т-лiмфоцитiв, якi атакують i знищують клiтини ракової пу-
хлини.

Математично аналiзуємо процес змiни величини ракової пухлини при
атаках ракових клiтин Т-лiмфоцитами. Це дає можливiсть визначати умо-
ви знищення ракових пухлин.

Процес знищення ракових клiтин описується побудованою в даному
дослiдженнi системою диференцiальних рiвнянь.

При певних умовах розв’язки цiєї системи диференцiальних рiвнянь
покажуть зменшення величини ракової пухлини з плином часу, аж до
повного її зникнення. Це доведено в багатьох випадках при лiкуваннi
онкохворих iмунотерапiєю для деяких видiв раку [3, 4].

Дане математичне дослiдження дає можливiсть:
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∙ аналiзувати процес змiни величини ракової пухлини, коли раковi
клiтини знищуються Т-лiмфоцитами;
∙ визначати, при яких умовах Т-лiмфоцити знищать ракову пухли-

ну.
Отже, це математичне дослiдження є важливе й актуальне. Воно ро-

бить внесок до можливостi подолання ракових хвороб, якi є причиною
летальних випадкiв великої кiлькостi пацiєнтiв в усьому свiтi.

Лiтература
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ДОСЛIДЖЕННЯ СИСТЕМИ АВТОМАТИЧНОГО
КЕРУВАННЯ З ПОВIЛЬНОЮ ЗМIНОЮ ПАРАМЕТРIВ

ОБ’ЄКТА I РЕГУЛЯТОРА

Г.В. ДАНИЛIНА, М.О. РАШЕВСЬКИЙ

У лiнiйному наближеннi рiвняння, що описують рух системи автома-
тичного керування при повiльнiй змiнi параметрiв об’єкта та регулятора
є такими [1]:

𝑥̇(𝑡, 𝜀) = 𝐵(𝑡, 𝜀)𝑥(𝑡, 𝜀) +𝐻(𝑡, 𝜀)𝑢(𝑡, 𝜀) + 𝑣(𝑡), (1)

де 𝑥(𝑡, 𝜀) – двовимiрний вектор, що складається iз збурень параметрiв ру-
ху керованого об’єкта; 𝑢(𝑡, 𝜀) = (𝑢1, 𝑢2) – вектор керування; 𝑣(𝑡) = (𝑣1, 𝑣2)
– вхiдний сигнал, що формується як лiнiйна комбiнацiя координат.

Матрицi 𝐵(𝑡, 𝜀), 𝐻(𝑡, 𝜀), 𝐺(𝑡, 𝑠, 𝜀) – матрицi порядку 2 з неперервними
елементами; 𝐺(𝑡, 𝑠, 𝜀) – матриця iмпульсних перехiдних функцiй регуля-
тора. Оскiльки коефiцiєнти системи (1) є функцiями повiльного часу 𝜀,
то для побудови розв’язку системи необхiдно скористатися наближени-
ми методами. Найбiльш ефективними є асимптотичнi методи, якi дають
можливiсть аналiтичного запису розв’язку.

У доповiдi розглядається питання побудови розв’язку системи (1) за-
лежно вiд спектра матрицi 𝐵(𝑡, 0). Припускається, що матрицю 𝐵(𝑡, 𝜀)
можна подати у виглядi збiжного ряду за степенями дiйсного малого па-
раметра 𝜀 > 0. Для дослiдження системи (1) використовуються мето-
ди, розробленi в [2]. Наведено асимптотичнi оцiнки рiзницi мiж точним
розв’язком та побудованим 𝑚-наближенням.
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IНТЕГРАЛЬНI ОЦIНКИ ФУНДАМЕНТАЛЬНОЇ СИСТЕМИ
РОЗВ’ЯЗКIВ НОВОГО КЛАСУ ЕЛIПТИЧНИХ КРАЙОВИХ

ЗАДАЧ З МАЛИМ ПАРАМЕТРОМ

А.В.ЗАВОРОТИНСЬКИЙ

Робота присвячена дослiдженню iнтегральних оцiнок фундаментальної
системи розв’язкiв модельної задачi, що належить до нового класу елiпти-
чних крайових задач з малим параметром. У цьому класi параметр 𝜀 > 0
входить не лише до елiптичного та крайових диференцiальних операто-
рiв, а й до дотичних операторiв, якi дiють на додатковi невiдомi функцiї,
заданi на межi областi. Метою роботи є встановлення 𝜀-незалежних iн-
тегральних оцiнок для цих розв’язкiв, що становлять основу подальших
апрiорних оцiнок у загальному випадку.

Нехай Ω — обмежена вiдкрита область у R𝑛 класу 𝐶∞, де 𝑛 > 2, та
Γ := 𝜕Ω. Виберемо цiлi числа 𝑚, 𝜇 та κ такi, що 𝑚 > 𝜇 > 1 i κ > 1. Нехай
цiлi числа 𝑏1, . . . , 𝑏𝑚+κ та 𝛽1, . . . , 𝛽𝑚+κ такi, що 𝑏𝑗 > 𝛽𝑗 при 1 6 𝑗 6 𝑚+κ,
i виконується умова 𝛽1 6 𝛽2 6 . . . 6 𝛽𝜇+κ < 𝛽𝜇+κ+1 6 . . . 6 𝛽𝑚+κ . Крiм
того, 𝛼1, . . . , 𝛼κ ∈ Z.

Розглядається така крайова задача, залежна вiд малого параметра:

𝐴(𝑥;𝐷; 𝜀)𝑢(𝑥; 𝜀) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, (1)

𝐵𝑗(𝑥;𝐷; 𝜀)𝑢(𝑥; 𝜀) +
κ∑︁

𝑘=1

𝐶𝑗,𝑘(𝑥;𝐷𝜏 ; 𝜀)𝜚𝑘(𝑥; 𝜀) = 𝑔𝑗(𝑥), (2)

𝑥 ∈ Γ, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚+ κ.

Тут функцiя 𝑢(𝑥; 𝜀), аргументу 𝑥 ∈ Ω, i функцiї 𝜚1(𝑥; 𝜀), . . . , 𝜚κ(𝑥; 𝜀), аргу-
менту 𝑥 ∈ Γ є шуканими, а правi частини задачi заданi й (для спрощення)
не залежать вiд параметра 𝜀. Розглядаються комплекснозначнi функцiї.

Диференцiальнi оператори з частинними похiдними, якi мiстяться в
лiвiй частинi задачi, залежать вiд малого параметра 𝜀 > 0 полiномi-

альним чином: 𝐴(𝑥;𝐷; 𝜀) :=
2𝑚−2𝜇∑︀
𝑖=0

𝜀2𝑚−2𝜇−𝑖𝐴2𝑚−𝑖(𝑥;𝐷), 𝐵𝑗(𝑥;𝐷; 𝜀) :=

𝑏𝑗−𝛽𝑗∑︀
𝑖=0

𝜀𝑏𝑗−𝛽𝑗−𝑖𝐵𝑗;𝑏𝑗−𝑖(𝑥;𝐷), 𝐶𝑗,𝑘(𝑥;𝐷𝜏 ; 𝜀) :=
𝑏𝑗−𝛽𝑗∑︀
𝑖=0

𝜀𝑏𝑗−𝛽𝑗−𝑖𝐶𝑗,𝑘;𝑏𝑗−𝑖+𝛼𝑘(𝑥;𝐷𝜏 ).

Тут 𝐴2𝑚−𝑖, 𝐵𝑗;𝑏𝑗−𝑖 i 𝐶𝑗,𝑘;𝑏𝑗−𝑖+𝛼𝑘 — лiнiйнi диференцiальнi оператори з
𝐶∞-коефiцiєнтами вiдповiдних порядкiв на Ω i Γ.
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Загальна теорiя елiптичних крайових задач iз малим параметром бу-
ла започаткована в роботi М. I. Вiшика та Л. А. Люстерника [1], а її
подальший розвиток у контекстi елiптичностi з малим параметром подано
в роботi Л. Р. Волевича [2]. Розглянута задача належить до нового кла-
су елiптичних крайових задач, у яких малий параметр входить також до
дотичних операторiв, що дiють на додатковi невiдомi функцiї 𝜚1, . . . , 𝜚κ ,
заданi на межi областi Γ, що узагальнює результати [3].

Технiка доведення ґрунтується на аналiзi модельної задачi в пiвпросто-
рi, для якої побудовано фундаментальну систему розв’язкiв крайового
символу та отримано 𝜀-незалежнi iнтегральнi оцiнки, що вiдображають
залежнiсть вiд порядкiв операторiв i параметра 𝜀 та формулюються в
основнiй теоремi.

Теорема. Нехай для задачi (1), (2) виконуються умови елiптичностi
з малим параметром. Тодi для кожного 𝑞 ∈ {1, . . . ,𝑚 + κ} iснує єди-
ний розв’язок 𝑣𝑞(𝑡) = 𝑣𝑞(𝜉

′, 𝑡; 𝜀), 𝜎𝑞,𝑘 = 𝜎𝑞,𝑘(𝜉′; 𝜀), 𝑘 = 1, . . . ,κ, крайового
символу модельної задачi на пiвосi

𝐴(0)(𝜉′, 𝐷𝑡; 𝜀)𝑣𝑞(𝑡) = 0, 𝑡 > 0, 𝐵
(0)
𝑗 (𝜉′, 𝐷𝑡)𝑣𝑞(0) +

κ∑︁

𝑘=1

𝐶
(0)
𝑗,𝑘 (𝜉′)𝜎𝑞,𝑘 = 𝛿𝑞,𝑗 ,

де 𝑣𝑞(𝑡)→ 0 при 𝑡→∞.
Крiм того, iснує константа 𝐶 > 0, що не залежить вiд 𝜀 ∈ (0, 1],

𝜉′ ∈ R𝑛−1 ∖ {0} i номерiв 𝑞, 𝑘, така що для всiх цiлих 𝑙 > 0 виконуються
iнтегральнi оцiнки
(︂∫︁ ∞

0

|𝐷𝑙
𝑡𝑣𝑞(𝜉

′, 𝑡; 𝜀)|2𝑑𝑡
)︂1/2

6 𝐶 |𝜉′|𝑙−𝛽𝑞− 1
2 Φ𝑞, |𝜎𝑞,𝑘(𝜉′; 𝜀)| 6 𝐶 |𝜉′|−𝛽𝑞−𝛼𝑘Ψ𝑞,

де Φ𝑞 i Ψ𝑞 описують залежнiсть оцiнок вiд параметрiв 𝜀 та 𝜉′.

Отриманi результати становлять аналiтичний фундамент для встанов-
лення 𝜀-незалежних апрiорних оцiнок розв’язкiв цiєї задачi у вiдповiдних
функцiональних просторах.
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ВЕРХНЯ ПОТОЧКОВА ОЦIНКА РОЗВ’ЯЗКIВ РIВНЯННЯ
ПОРИСТОГО СЕРЕДОВИЩА З ВИКОРИСТАННЯМ

ПОТЕНЦIАЛУ РIССА

Є.С. ЗОЗУЛЯ

Узагальнюємо представлення Пуассона на випадок рiвняння пористого
середовища з вагою

𝑣(𝑥)𝑢𝑡 − div (𝑤(𝑥)𝑢𝑚−1∇𝑢) = 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑢 > 0, 𝑚 > 1. (1)

Розглядаємо рiвняння (1), вважаючи, що Ω — обмежена область в R𝑛,
𝑛 > 2, 0 < 𝑇 < +∞, Ω𝑇 = Ω × (0, 𝑇 ). Будемо також вважати, що 𝑓 ∈
𝐿1(Ω𝑇 ), а ваговi коефiцiєнти 𝑣, 𝑤 > 0 належать до вiдповiдних класiв
𝑣 ∈ 𝐴∞, 𝑤 ∈ 𝐴2. Нагадаємо тут, що 𝑤 належить до класу Маккенхаупта
𝐴𝑝, 1 < 𝑝 < ∞, якщо 𝑤(𝑥) > 0 для майже всiх 𝑥 ∈ R𝑛 та iснує стала
𝐾𝑝,𝑤 > 0 така, що
𝑤(𝐵)

|𝐵|

(︂
1

|𝐵|

∫︁

𝐵

𝑤− 1
𝑝−1 (𝑥) 𝑑𝑥

)︂𝑝−1

= 𝐾𝑝,𝑤 < +∞, де 𝑤(𝐵) =

∫︁

𝐵

𝑤 𝑑𝑥,

для всiх куль 𝐵 ⊂ R𝑛. Тут ми говоримо, що 𝑣(𝑥) ∈ 𝐴∞, якщо iснує 𝑝0 > 1
таке, що 𝑣 ∈ 𝐴𝑝0 .

Далi будемо вважати, що для будь-яких 𝑦 ∈ R𝑛 i 𝑟 i 𝜌 таких, що 0 <
𝑟 < 𝜌, правильнi нерiвностi:

𝐾−1
4

(︁𝜌
𝑟

)︁𝑛𝜈1
6 𝑣(𝐵𝜌(𝑦))

𝑣(𝐵𝑟(𝑦))
6 𝐾4

(︁𝜌
𝑟

)︁𝑛𝜈
, (2)

𝐾−1
4

(︁𝜌
𝑟

)︁𝑛𝜇1

6 𝑤(𝐵𝜌(𝑦))

𝑤(𝐵𝑟(𝑦))
6 𝐾4

(︁𝜌
𝑟

)︁𝑛𝜇
, (3)

з деякими додатними сталими 𝐾4, 𝜈1, 𝜇1, 𝜈, 𝜇.
Наступне наше припущення – це спiввiдношення мiж 𝑣 та 𝑤. Тобто

введемо функцiю, яка пов’язує цi функцiї. Фiксуємо 𝑦 ∈ Ω та 𝑅 так, що
𝐵8𝑅(𝑦) ⊂ Ω i покладемо 𝜓𝑦(𝑟) := 𝑟2 𝑣(𝐵𝑟(𝑦))𝑤(𝐵𝑟(𝑦))

, 0 < 𝑟 6 𝑅. Припускаємо, що
𝜓𝑦(𝑟) зростає для 𝑟 ∈ (0, 𝑅] i iснують двi додатнi константи 𝛼, 𝐾5 такi,
що 𝜓𝑦(𝑟)

𝜓𝑦(𝜌)
6 𝐾5

(︀
𝑟
𝜌

)︀𝛼
.

Основний результат, отриманий для розв’язкiв (1) мiститься у насту-
пнiй теоремi (доведення наведено у [7]).

Теорема 1. Нехай структурнi умови рiвняння задовольняються деяки-
ми додатними сталими (детальнiше [7]) та виконуються умови (2),
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(3). Тодi, для довiльного невiд’ємного слабкого розв’язку 𝑢 рiвняння (1)
iснують залежнi лише вiд вхiдних даних додатнi сталi 𝜆0 ∈ (0, 1), 𝑐1,
такi, що для всiх 𝜆 ∈ (0, 𝜆0), майже для всiх (𝑥0, 𝑡0) ∈ Ω𝑇 i будь-якого
цилiндра 𝑄𝑅,𝜃(𝑥0, 𝑡0) ⊂ Ω𝑇 наступна нерiвнiсть має мiсце

𝑢(𝑥0, 𝑡0) 6 𝑐1

(︃
1

𝑣(𝐵𝑅(𝑥0))𝜓𝑥0
(𝑅)

∫︁∫︁

𝑄𝑅,𝜃(𝑥0,𝑡0)

𝑣𝑢𝑚+𝜆 𝑑𝑥𝑑𝑡

)︃ 1
1+𝜆

+

+ 𝑐1

(︃
1

𝑤(𝐵𝑅(𝑥0))𝜓𝑥0
(𝑅)

∫︁∫︁

𝑄𝑅,𝜃(𝑥0,𝑡0)

𝑤𝑢𝑚+𝜆 𝑑𝑥𝑑𝑡

)︃ 1
1+𝜆

+

+ 𝑐1

(︂
𝜓𝑥0

(𝑅)

𝜃

)︂ 1
𝑚−1

+ 𝑐1𝐼𝑣,𝑤,𝑓

(︂
𝑥0, 𝑡0, 𝑐1𝑅,

𝜃

𝜓𝑥0
(𝑅)

)︂
,

де ваговий потенцiал Рiсса визначається як

𝐼𝑣,𝑤,𝑓 (𝑥0, 𝑡0, 𝑅, 𝜃) :=

∫︁ 𝑅

0

1

𝑣(𝐵𝜌(𝑥0))

∫︁∫︁

𝑄𝜌,𝜃𝜓𝑥0 (𝜌)(𝑥0,𝑡0)

|𝑓(𝑥, 𝑡)| 𝑑𝑥𝑑𝑡𝑑𝜌
𝜌
.

Тут для (𝑥0, 𝑡0) ∈ Ω𝑇 та для будь-яких 𝜌, 𝜃 > 0 визначаємо

𝑄𝜌,𝜃𝜓𝑥0 (𝜌)(𝑥0, 𝑡0) := 𝐵𝜌(𝑥0)× (𝑡0 − 𝜃𝜓𝑥0(𝜌), 𝑡0).

Доведення теореми ґрунтується на вiдповiдних модифiкацiях iтерацiй-
ної технiки Де Джорджi [1], метода внутрiшнього масштабування (intri-
nsic scaling) Дi Бенедетто [2], пiсля адаптацiї технiки Кiлпелайнен–Мали
[4], [3] до параболiчних рiвнянь сумiсно з iдеями [5].
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НЕОДНОЗНАЧНА РОЗВ’ЯЗНIСТЬ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI
ДЛЯ БЕЗТИПОВОГО ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ

В МНОГОКУТНИКУ

КИРИЧЕНКО В.В., ЛЕСIНА Є.В., НОВIКОВА Ю.В.

Серед питань, що постають при обговореннi коректностi певної крайо-
вої задачi, iстотним є питання порушення єдиностi її розв’язку. Водночас
на окрему увагу заслуговують задачi для безтипових рiвнянь з частинни-
ми похiдними.

Дане дослiдження присвячено порушенню єдиностi розв’язку однорi-
дної крайової задачi для безтипового диференцiального рiвняння з ча-
стинними похiдними в областi з кутовими точками, а саме — в мно-
гокутнику [1]. Доведення результату базується на принципi двоїстостi
рiвняння-область [2].

Нижче наводяться постановка задачi та критерiй неоднозначної розв’я-
зностi, сформульований у виглядi рiвностi нулю визначника, залежного
вiд коефiцiєнтiв рiвняння.

Нехай

Ω =
{︀
𝑥 ∈ R2 : 𝐻1 · 𝑥+ 𝑑1 > 0, 𝐻2 · 𝑥+ 𝑑2 > 0, . . . ,𝐻𝑛 · 𝑥+ 𝑑𝑛 > 0

}︀

— многокутник на площинi, обмежений прямими 𝐻𝑗 · 𝑥 + 𝑑𝑗 = 0, 𝑗 =

1, 2, . . . , 𝑛, з нормальними векторами 𝐻𝑗 = (𝐻𝑗
1 , 𝐻

𝑗
2).

Для рiвняння

𝐿𝑢 ≡ (𝑎1 · ∇)(𝑎2 · ∇) . . . (𝑎𝑛 · ∇)𝑢 = 0, (1)

де

∇ =

(︂
𝜕

𝜕𝑥1
,
𝜕

𝜕𝑥2

)︂
, 𝑎𝑘 = (𝑎𝑘1 , 𝑎

𝑘
2) ∈ C2, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛,

𝑢 = (𝑢1(𝑥1, 𝑥2), 𝑢2(𝑥1, 𝑥2)),

розглянемо наступну крайову задачу:

𝑢|𝜕Ω = 0. (2)

Вiдзначимо, що порядок розглянутого рiвняння збiгається з кiлькiстю
сторiн многокутника Ω. Вiдповiдь на питання щодо порушення єдиностi
розв’язку задачi (1), (2) мiститься в наступнiй теоремi.
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Теорема. Задача (1), (2) має нетривiальний розв’язок в просторi 𝐶𝑛(Ω)
тодi i лише тодi, коли в послiдовностi визначникiв {∆𝑀}, 𝑀 > 𝑛, де

∆𝑀 =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

( ̃︀𝐻1 · ̃︀𝑎1)𝑀 ( ̃︀𝐻2 · ̃︀𝑎1)𝑀 · · · ( ̃︀𝐻𝑛 · ̃︀𝑎1)𝑀

( ̃︀𝐻1 · ̃︀𝑎2)𝑀 ( ̃︀𝐻2 · ̃︀𝑎2)𝑀 · · · ( ̃︀𝐻𝑛 · ̃︀𝑎2)𝑀

...
...

. . .
...

( ̃︀𝐻1 · ̃︀𝑎𝑛)𝑀 ( ̃︀𝐻2 · ̃︀𝑎𝑛)𝑀 · · · ( ̃︀𝐻𝑛 · ̃︀𝑎𝑛)𝑀

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒
, (3)

є хоча б один нуль. Якщо деякий визначник ∆𝑀 = 0, то 𝑀 — мiнiмальне
число, для якого виконується рiвнiсть:

∆𝑛 ̸= 0, ∆𝑛+1 ̸= 0, . . . ,∆𝑀−1 ̸= 0, ∆𝑀 = 0.

В рiвностi (3) ̃︀𝐻𝑗 i ̃︀𝑎𝑘 — вектори, ортогональнi вiдповiдно векторам 𝐻𝑗 i
𝑎𝑘.
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АСИМПТОТИЧНЕ IНТЕГРУВАННЯ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ
ДЛЯ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-АЛГЕБРАЇЧНИХ СИСТЕМ

В.В. КОБЕЛЯЦЬКИЙ, П.Ф. САМУСЕНКО

Розглядається двоточкова крайова задача

𝜀𝐴(𝑡, 𝜀)
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜀), 𝑡 ∈ [0;𝑇 ], 𝜀 ∈ (0; 𝜀0], (1)

𝑀𝑥(0, 𝜀) +𝑁𝑥(𝑇, 𝜀) = 𝑑(𝜀), (2)
де 𝑥(𝑡, 𝜀) — шуканий 𝑛-вимiрний вектор, 𝐴(𝑡, 𝜀), 𝑀 та 𝑁 — квадратнi
матрицi порядку 𝑛, 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜀) та 𝑑(𝜀) — 𝑛-вимiрнi вектори, 𝜀 — малий па-
раметр.

Формальний розв’язок крайової задачi (1), (2) шукається у виглядi

𝑥(𝑡, 𝜀) = 𝑥(𝑡, 𝜀) + Π𝑥(𝜏, 𝜀) +𝑄𝑥(𝜉, 𝜀),

де 𝑥(𝑡, 𝜀) =
∑︀∞
𝑘=0 𝜀

𝑘𝑥𝑘(𝑡) — регулярна частина асимптотики, а Π𝑥(𝜏, 𝜀) =∑︀∞
𝑘=0 𝜀

𝑘Π𝑘𝑥(𝜏), 𝜏 = 𝑡
𝜀 i 𝑄𝑥(𝜉, 𝜀) =

∑︀∞
𝑘=0 𝜀

𝑘𝑄𝑘𝑥(𝜉), 𝜉 = 𝑡−𝑇
𝜀 , — сингу-

лярна частина асимптотики. Зазначимо, що наявнiсть примежевих рядiв
дозволяє побудувати рiвномiрну асимптотику розв’язку заданої крайової
задачi на вiдрiзку [0;𝑇 ].

Члени регулярної частини асимптотики визначаються з алгебраїчних
систем, а члени сингулярної частини — з лiнiйних диференцiально-алгеб-
раїчних систем.

У роботi доведено асимптотичний характер побудованого формального
розв’язку крайової задачi (1), (2).
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ЕКСПОНЕНЦIАЛЬНИЙ ТА ЛОГIСТИЧНИЙ РIСТ
ПОПУЛЯЦIЇ

О.П. КОЗЕЛ

Людство протягом багатьох вiкiв перебуває у нескiнченних пошуках
можливих пояснень рiзноманiтних процесiв та явищ навколишнього свi-
ту. Проте серед них можна видiлити найяскравiшi, наприклад, спонтаннi
виникнення часових, просторових чи просторово-часових структур. Тоб-
то стихiйнi утворення високовпорядкованих систем, якi сформувалися у
наслiдок взаємодiї великої кiлькостi об’єктiв. Задля того, щоб ефективно
розкрити загальнi закономiрностi самоорганiзацiї, вченi у своїх дослiдже-
ннях використовують складнi математичнi апарати.

Математичне моделювання є ключовим iнструментом для аналiзу як
природно бiологiчних, так i соцiально-економiчних ресурсiв. Адже засто-
сування динамiчних систем не обмежується описом закономiрностi змiни
популяцiї, але й прогнозує її подальший розвиток. Найвiдомiшими моде-
лями даного типу є експоненцiальна та логiстична модель росту.

Якщо 𝑥 означити як щiльнiсть популяцiї у момент часу 𝑡 i ввести деяку
сталу 𝑎 то отримаємо найпростiше диференцiальне рiвняння, яке описує
зростання популяцiї:

d𝑥

d𝑡
= 𝑎𝑥.

Розв’язавши це рiвняння, матимемо функцiю 𝑥 = 𝑥0𝑒
𝑎𝑡 де 𝑥0 позначає

щiльнiсть популяцiї в момент часу при 𝑡 = 0 [1]. Функцiя дає змогу сха-
рактеризувати коливання чисельностi колонiї бактерiй, доки не настане
повне виснаження ресурсiв поживного середовища. З диференцiального
рiвняння випливає, що частка особин у великiй вибiрцi, якi продовжували
розмножуватись протягом деякого короткого перiоду ∆𝑡 буде еквiвален-
тною значенню 𝑎∆𝑡. Винятковiсть застосування даного рiвняння полягає
у обмеженостi перiоду часу та незалежностi зростання кiлькостi особин
популяцiї вiд резерву поживного середовища.

Найчастiше для опису колонiй, де стабiлiзацiя чисельностi вiдбувається
через зовнiшнi обмеження, використовують логiстичнi рiвняння:

d𝑥

d𝑡
= 𝑎𝑥− 𝑏𝑥2.
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або
d𝑥

d𝑡
= 𝑎𝑥

(︂
1− 𝑥

𝑎
𝑏

)︂
= 𝑎𝑥

(︁
1− 𝑥

𝑘

)︁

де 𝑎 — iстинна швидкiсть зростання, а 𝑘 — мiсткiсть середовища [2]. Дана
динамiчна система опише 𝑆-подiбну криву.

Пiд термiном мiсткiсть середовища слiд розглядати максимальну кiль-
кiсть особин, яку даний субстрат може пiдтримувати. На вiдмiну вiд
експоненцiальної моделi, яка припускає, що прирiст популяцiї завжди
пропорцiйний її розмiру, логiстичне рiвняння вводить коригувальний фа-
ктор. Слiд зазначити, що у такiй динамiчнiй системi зi зростанням 𝑡 ве-
личина 𝑥 монотонно наближається до сталого значення.

При малих значеннях змiнної 𝑥 рiвняння зводиться до найпростiшого,
що дозволяє прослiдкувати експоненцiальний характер зростання, вiдпо-
вiдно дана культура стрiмко збiльшується у розмiрах. Це так званi фази
затримки та прискорення. Однак при збiльшеннi чисельностi бактерiй,
коли 𝑥→ 𝑘, то значення коригувального фактора прямує до нуля. Пiсля
чого починається фаза уповiльнення, на графiку це зображується точкою
перегину 𝑆-подiбної кривої. Коли значення 𝑥 максимально наблизилось до
𝑘, швидкiсть зростання d𝑥

d𝑡 прямує до нуля. Популяцiя досягає рiвноваги:
народжуванiсть приблизно дорiвнює смертностi, її чисельнiсть збалансо-
вується навколо 𝑘. Це кульмiнацiя фази плато. Саме ця здатнiсть перед-
бачати стабiлiзацiю робить логiстичну модель ефективним iнструментом
для дослiджень, якi пов’язанi з екологiєю, соцiологiєю та економiкою.

Отже, експоненцiальна та логiстична моделi росту є фундаменталь-
ними прикладами застосування диференцiальних рiвнянь у природничих
науках. Перша математична структура описує iдеалiзованi умови необме-
женого зростання, тодi як друга передбачає вплив рiзних чинникiв. Їхнє
вивчення розвиває не лише математичну компетентнiсть, а й умiння ана-
лiзувати реальнi процеси за допомогою математики.
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ПРО ЗАСТОСУВАННЯ ФУНКЦIЇ СТАНУ С.Л. СОБОЛЕВА
В ЗАДАЧАХ ОБЕРТАННЯ ТВЕРДИХ ТIЛ З IДЕАЛЬНОЮ

РIДИНОЮ

Ю.М. КОНОНОВ, О.В. НЄСМЄЛОВА, Я.I. СВЯТЕНКО

Функцiя стану С.Л. Соболева знаходиться з наступної крайової задачi:

𝜕2𝜙𝑛
𝜕𝑥21

+
𝜕2𝜙𝑛
𝜕𝑥22

+ (1− 𝜅2𝑛)
𝜕2𝜙𝑛
𝜕𝑥23

= 0 у 𝜏,

𝜕𝜙𝑛
𝜕𝑥1

𝑛1 +
𝜕𝜙𝑛
𝜕𝑥2

𝑛2 + (1− 𝜅2𝑛)
𝜕𝜙𝑛
𝜕𝑥3

= 𝑖𝜅𝑛

(︂
𝜕𝜙𝑛
𝜕𝑥3

𝑛1 −
𝜕𝜙𝑛
𝜕𝑥1

𝑛2

)︂
на Σ,

де власнi числа 𝜅𝑛 всюди щiльно заповнюють область |𝜅𝑛| > 1 дiйсної
осi, Σ — границя областi 𝜏 , n — зовнiшня нормаль до неї, векторнi фун-
кцiї v𝑛 v𝑛 = 𝜅𝑛

2𝜔02(𝜅2
𝑛−1)

[︀
𝜅𝑛e

2
3 ×∇𝜙𝑛 − 𝑖∇𝜙𝑛 + 𝑖𝜅2𝑛e

2
3(e23 · ∇𝜙𝑛)

]︀
зберiгають

властивiсть ортогональностi в областi 𝜏 .
На пiдставi вiдомих рiвнянь П.В. Харламова i функцiї стану С.Л. Со-

болева у роботах [1, 2] розглянуто задачу про стабiлiзацiю нестiйкого
обертання в середовищi з опором невiльного [1] та вiльного [2] гiроско-
пiв Лагранжа з осесиметричними порожнинами за рахунок обертання
частини його твердого тiла. Передбачається, що на твердi тiла дiють ди-
сипативнi й постiйнi моменти. З урахування основного тону коливання
рiдини отриманi умови стабiлiзацiї. Цi умови дослiдженi вiдносно кiне-
тичного моменту другого гiроскопа та вiдносно коефiцiєнту пружностi
сферичного шарнiра. Показано, що коли перший тон коливання рiдини
бiльше одиницi, а центр мас першого гiроскопа з рiдиною або другого не
збiгається з їх загальною точкою, то при достатньо великих значеннях
кутової швидкостi другого гiроскопа або коефiцiєнта пружностi сфери-
чного шарнiра завжди буде можлива стабiлiзацiя нестiйкого обертання
гiроскопа Лагранжа з iдеальною рiдиною. Для елiпсоїдальної порожнини
це означає, що вона повинна бути стиснута вздовж осi обертання. У роботi
[3] розглянуто задачу про моделювання обертання в середовищi з опором
вiльного пружного твердого тiла з порожнинами, якi мiстять iдеальну рi-
дину, у виглядi системи двох пружно зв’язаних твердих тiл з рiдиною. У

Дослiдження частково пiдтримано грантом Simons Foundation (SFI-PD-Ukraine-
00017674, Awardee Yuriy Kononov, Olga Nesmelova, Yaroslav Svyatenko).
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випадку двох гiроскопiв Лагранжа з довiльними осесиметричними поро-
жнинами з iдеальною рiдиною виведено трансцендентне характеристичне
рiвняння i, з урахуванням основного тону коливання рiдини, дослiдженi
умови асимптотичної стiйкостi. Показано вiдсутнiсть внутрiшнього резо-
нансу при збiгу перших тонiв коливання рiдини у порожнинах, а також те,
що коли першi тони коливання бiльшi одиницi, то при зростаннi коефiцi-
єнта пружностi завжди буде можлива асимптотична стiйкiсть. Проведенi
дослiдження дозволяють оцiнити вплив рiдини, пружностi та опiр сере-
довища на умови асимптотичної стiйкостi обертання пружного твердого
тiла з рiдиною. Слiд зазнати, що отриманi умови асимптотичної стiйкостi
є точними для елiпсоїдальних та софокусно-елiпсоїдальних порожнин, а
для усiх iнших порожнин тiльки наближеними, для уточнення яких треба
враховувати додатковi тони коливання iдеальної рiдини. Стаття [4] уза-
гальнює вiдомi результати обертання на пiдвiсi твердого тiла з рiдиною на
випадок довiльної осесиметричної порожнини з iдеальною рiдиною, масо-
вих й iнерцiйних характеристик пiдвiсу, пружностi сферичних шарнiрiв, а
також на випадок дисипативних i постiйних моментiв. Доведено, що коли
основний тон коливання рiдини бiльше одиницi, то, при зростаннi пружно-
стi в сферичних шарнiрах, завжди буде можлива асимптотична стiйкiсть
для довiльної кутової швидкостi та для довiльних параметрiв механiчної
системи. Зроблено порiвняння отриманих умов стiйкостi з умовами стiй-
костi за вiдсутностi дисипацiї.
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ПРОЕКЦIЙНО-IТЕРАТИВНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗАННЯ
БАГАТОТОЧКОВОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ З
ПАРАМЕТРАМИ

В.В. ЛИСТОПАДОВА

Нехай необхiдно знайти функцiю 𝑦(𝑥) ∈ 𝑊 2
2 (𝑎, 𝑏) i параметри 𝜆 ∈ 𝑅𝑙,

якi задовольняють рiвняння:

𝑦(𝑚)(𝑥) +
𝑚∑︁

𝜏=1

𝑔𝜏 (𝑥)𝑦(𝑚−𝜏)(𝑥) +
𝑚∑︁

𝜏=1

𝑑𝜏 (𝑥)𝑦(𝑚−𝜏)(𝑥−∆) = 𝑓(𝑥) + 𝑐(𝑥)𝜆+

𝜀𝑞(𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥), ..., 𝑦(𝑚−1)(𝑥), 𝑦(𝑥−∆), 𝑦′(𝑥−∆), ..., 𝑦(𝑚−1)(𝑥−∆), 𝜆),
(1)

для 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) i додатковi умови

𝑦(𝑥𝑠) = 𝛼𝑠, 𝛼𝑠 ∈ 𝑅, 𝑠 = 1, 𝑝, 𝑎 = 𝑥1 < 𝑥2 < ... < 𝑥𝑠 < ... < 𝑥𝑝 = 𝑏, (2)

𝑦(𝑥−∆) = 𝑦′(𝑥−∆) = ... = 𝑦(𝑚−1)(𝑥−∆) = 0, 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑎+ ∆), (3)

де ∆ — постiйне запiзнення, ∆ > 0, 𝑐(𝑥)𝜆 — скалярний добуток вектора
𝜆 = (𝜆1, 𝜆2, ..., 𝜆𝑙) i неперервної на (𝑎; 𝑏) вектор функцiї

𝑐(𝑥) = (𝑐1(𝑥), 𝑐2(𝑥), ..., 𝑐𝑙(𝑥)) ,

𝑙 = 𝑝−𝑚, 𝜀 — малий параметр.
Припустимо, що коефiцiєнти 𝑔𝜏 (𝑥), 𝑑𝜏 (𝑥), 𝜏 = 1,𝑚, 𝑐(𝑥) визначенi й не-

перервнi на [𝑎, 𝑏] , 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑎, 𝑏), а функцiя

𝑞(𝑥, 𝑢1(𝑥), 𝑢2(𝑥), ..., 𝑢2𝑚(𝑥), 𝜆)

в областi 𝐷 =
{︀
𝑎 6 𝑥 6 𝑏,−∞ < 𝑢𝑖 <∞, 𝑖 = 1, 2𝑚, 𝜆 ∈ 𝑅𝑙

}︀
задовольняє

умову Лiпшиця
⃒⃒
𝑞 (𝑥, 𝑢1, 𝑢2, ..., 𝑢2𝑚, 𝜆)− 𝑞

(︀
𝑥, 𝑢1, 𝑢2, ..., 𝑢2𝑚, 𝜆

)︀⃒⃒
6

6
2𝑚∑︁

𝑖=1

𝛽𝑖(𝑥) |𝑢𝑖 − 𝑢𝑖|+
𝑙∑︁

𝑠=1

𝛾𝑠(𝑥)
⃒⃒
𝜆𝑠 − 𝜆𝑠

⃒⃒
,

де 𝛽𝑖(𝑥), 𝛾𝑠(𝑥) — вiдомi функцiї, для яких

𝛽𝑖 ∈ 𝐶(𝑎, 𝑏), 𝑖 = 1, 2𝑚, 𝛾𝑠 ∈ 𝐿2(𝑎, 𝑏), 𝑠 = 1, 𝑙.

XX Мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка Михайла Кравчука

112



В повiдомленнi доведено, що при зроблених припущеннях дослiдження
iснування та єдиностi розв’язку задачi (1)–(3) зведеться до дослiдження
сумiсностi рiвносильного iнтегрального рiвняння з малою нелiнiйнiстю.
Зокрема, при 𝜀 = 0 задача (1)–(3) перетворюється в багатоточкову задачу
для лiнiйного диференцiально-рiзницевого рiвняння з параметрами, яка
детально розглянута в [1], [2].

В данiй роботi обґрунтовано застосування до задачi (1)–(3) проекцiйно-
iтеративного методу, теоретичнi основи якого викладенi в роботах [3], [4].
Доведено зведення проекцiйно-iтеративного методу для даної задачi до
проекцiйно-iтеративного методу розв’язання iнтегрального рiвняння з ма-
лою нелiнiйнiстю та одержано достатнi умови збiжностi методу.
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ДОСЛIДЖЕННЯ МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛI
ВЗАЄМОПОВ’ЯЗАНИХ ПРОЦЕСIВ У ҐРУНТОВОМУ

СЕРЕДОВИЩI У ВИПАДКУ ОСЬОВОЇ СИМЕТРIЇ

О.О. МАРЧЕНКО, Т.А. САМОЙЛЕНКО

Пропонується алгоритм розрахунку динамiки неiзотермiчних процесiв
ущiльнення неоднорiдних за структурою слабких водонасичених ґрунтiв
у випадку осьової симетрiї. Ця проблема є актуальною при дослiджен-
нi стану ґрунтiв навколо вертикальних дрен, свердловин в процесi про-
мислової експлуатацiї нафто- та водоносних горизонтiв, запасiв геотер-
мальних вод тощо. Сформульовано початково-крайову задачу для систе-
ми нестацiонарних рiвнянь фiльтрацiї, теплоперенесення та пружної де-
формацiї [1,2] для iзотропного ґрунтового масиву в цилiндричнiй системi
координат з неоднорiдними змiшаними крайовими умовами, включно з
умовами теплообмiну iз зовнiшнiм середовищем та з урахуванням зовнi-
шнього навантаження, а також за наявностi тонких слабопроникних та
слаботривких включень:

𝑟̃︀𝜇(ℎ)
𝜕ℎ

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟𝑘(𝑢𝑟, 𝑢𝑧, 𝑇 )

𝜕ℎ

𝜕𝑟

)︂
+ 𝑟

𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝑘(𝑢𝑟, 𝑢𝑧, 𝑇 )

𝜕ℎ

𝜕𝑧

)︂
,

𝑐𝑇 𝑟
𝜕𝑇

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟̃︀𝜆𝜕𝑇

𝜕𝑟
− 𝑐𝑤𝑣𝑟(ℎ)𝑇

)︂
+ 𝑟

𝜕

𝜕𝑧

(︂
̃︀𝜆𝜕𝑇
𝜕𝑧
− 𝑐𝑤𝑣𝑧(ℎ)𝑇

)︂
,

𝜌𝑟
𝜕2𝑢𝑟
𝜕𝑡2

−
(︂

(𝜆+ 2𝜇)
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

)︂
− (𝜆+ 2𝜇)

𝑢𝑟
𝑟

+ 𝑟𝜇
𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑧

+
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑟

)︂
+

+𝜆
𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

)︂
− 𝜆𝜕𝑢𝑧

𝜕𝑧

)︂
− 𝑟 𝜕𝑝

𝜕𝑟
= 0,

𝜌𝑟
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑡2

−
(︂
𝜆
𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝑟
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

)︂
+ (𝜆+ 2𝜇)

𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝑟
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

)︂
+ 𝜇

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑧

+ 𝑟
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑟

)︂
+

+𝜆
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑧

)︂
− 𝑟 𝜕𝑝

𝜕𝑧
= −𝑟𝜌𝑔,

де (𝑟, 𝑧, 𝑡) ∈ Ω̃︀𝑇 = Ω× (0, ̃︀𝑇 ], Ω = Ω1 ∪ Ω2, Ω1 ∩ Ω2 = ∅, 0 < 𝑟0 6 𝑟 6 𝑟1 <
∞, 0 < 𝑧0 6 𝑧 6 𝑧1 <∞, ℎ — п’єзометричний напiр, 𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡) — темпера-
тура, 𝑘(𝑢𝑟, 𝑢𝑧, 𝑇 ) — коефiцiєнт вологоперенесення, ̃︀𝜇(ℎ) — вологоємнiсть,
̃︀𝜆 – коефiцiєнт теплопровiдностi, 𝑐𝑇 , 𝑐𝑤 — об’ємнi теплоємностi ґрунту
i рiдини в порах, 𝑣(ℎ) = (𝑣𝑟(ℎ), 𝑣𝑧(ℎ))𝑇 — швидкiсть вологоперенесення-
фiльтрацiї, 𝑝 = 𝜌𝐵𝑔(ℎ−𝑧) — гiдростатичний тиск, 𝜌𝐵 — щiльнiсть рiдини,
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(𝑢𝑟(𝑟, 𝑧, 𝑇 ), 𝑢𝑧(𝑟, 𝑧, 𝑇 ))𝑇 — вектор змiщень скелета ґрунту, 𝜌 — щiльнiсть
ґрунту, 𝜆, 𝜇 — коефiцiєнти Ламе.

Умови спряження на дiлянцi контакту 𝛾 = Ω1∩ Ω2, 𝛾 = {(𝑟, 𝑧) : 𝑟 = 𝑟2,
𝑟0 < 𝑟2 < 𝑟1, 𝑧0 6 𝑧 6 𝑧2}:{︂

𝑘(𝑢𝑟, 𝑢𝑧, 𝑇 )
𝜕ℎ

𝜕𝑟

}︂±
= 𝑅1(𝑧, 𝑡)[ℎ],

{︂
(̃︀𝜆− 𝑐𝑤𝑣𝑟𝑇 )

𝜕𝑇

𝜕𝑟

}︂±
= 𝑅2(𝑧, 𝑡)[𝑇 ],

[𝑢𝑛] = 0, [𝜎𝑛] = 0, [𝜏𝑠] = 0, {𝜏𝑠}± = 𝑅3(𝑧, 𝑡)[𝑢𝑠],

де (𝑟, 𝑧, 𝑡) ∈ 𝛾̃︀𝑇 = 𝛾 × (0, ̃︀𝑇 ], 𝑛 — зовнiшня нормаль до 𝜕Ω1 на 𝛾, [𝜒] —
стрибок функцiї, 𝜎𝑛, 𝜏𝑠 — нормальна та дотична складовi вектора напру-
жень.

Крайовi умови задаються наступним чином:
𝜕ℎ

𝜕𝑟
= 0,

𝜕𝑇

𝜕𝑟
= 0, (𝑟, 𝑧, 𝑡) ∈ (Γ1 ∪ Γ3)× (0, ̃︀𝑇 ],

ℎ = ̃︀ℎ(𝑟, 𝑧, 𝑡), ̃︀𝜆𝜕𝑇
𝜕𝑧

= −𝛼(𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡)− 𝑇𝑐𝑝), (𝑟, 𝑧, 𝑡) ∈ Γ2 × (0, ̃︀𝑇 ],

𝜕ℎ

𝜕𝑧
= 0,

𝜕𝑇

𝜕𝑧
= 0, 𝑢𝑟 = 0, 𝑢𝑧 = 0, (𝑟, 𝑧, 𝑡) ∈ Γ4 × (0, ̃︀𝑇 ],

𝑢𝑟 = 0, 𝜏𝑠 = 0, (𝑟, 𝑧, 𝑡) ∈ (Γ1 ∪ Γ3)× (0, ̃︀𝑇 ],

𝜎𝑛 = 𝑆(𝑟, 𝑧, 𝑡), 𝜏𝑠 = ̂︀𝑆(𝑟, 𝑧, 𝑡), (𝑟, 𝑧, 𝑡) ∈ Γ2 × (0, ̃︀𝑇 ],

де Γ1 ∪Γ2 ∪Γ3 ∪Γ4 = 𝜕Ω∖𝛾, Γ1 = {(𝑟, 𝑧) : 𝑟 = 𝑟0, 0 6 𝑧 6 𝑧1}, Γ2 = {(𝑟, 𝑧) :
𝑟0 6 𝑟 6 𝑟1, 𝑧 = 𝑧1}, Γ3 = {(𝑟, 𝑧) : 𝑟 = 𝑟1, 0 6 𝑧 6 𝑧1}, Γ4 = {(𝑟, 𝑧) :
𝑟0 6 𝑟 6 𝑟1, 𝑧 = 0}; 𝛼 = const > 0 — коефiцiєнт теплообмiну, 𝑇𝑐𝑝 —
температура зовнiшнього середовища, 𝑛 — зовнiшня нормаль до контуру,
𝜎𝑛, 𝜏𝑠 — нормальна та дотична складовi вектора напружень, 𝑆(𝑟, 𝑧, 𝑡),
̂︀𝑆(𝑟, 𝑧, 𝑡) — заданi функцiї достатньої гладкостi.

Для поставленої задачi отримано оцiнки швидкостi збiжностi неперерв-
ного за часом та дискретного наближених узагальнених розв’язкiв Га-
льоркiна, побудованих на базi методу скiнченних елементiв.
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ПРО ВЛАСТИВОСТI ОПТИМАЛЬНОЇ МНОЖИНИ
ПРАКТИЧНОЇ НАПIВСТIЙКОСТI

В.В. ПIЧКУР, М.С. ТАIРОВА

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь вигляду
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥), (1)

де 𝑥 ∈ R𝑛 — вектор стану, 𝑓 : 𝒟 → R𝑛, 𝒟 ⊂ R𝑛+1 — обмежена область.
Вважаємо, що вiдображення 𝑓 є неперервним за змiнною 𝑡 i локально
лiпшицевим за 𝑥. Крiм того, вважаємо, що 𝑓(𝑡, 0) = 0. Ми позначатимемо
як 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑡0) розв’язок системи (1) з умовою Кошi 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝑡 > 𝑡0.

Нехай 𝐺0 ⊂ R𝑛, Φ(𝑡) ⊂ R𝑛 — деякi множини, якi мiстять початок
координат, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ] [1, 2].

Означення 1. Нульовий розв’язок системи диференцiальних рiвнянь
(1) називають {𝐺0, 𝜏,Φ(𝑡), 𝑡0, 𝑇}-стiйким, якщо для довiльного 𝑥0 ∈ 𝐺0

розв’язок 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑡0) ∈ Φ(𝑡) для всiх 𝑡 ∈ [𝜏, 𝑇 ].

Розглядається множина 𝐺𝜏* , що складається з усiх точок 𝑥0 ∈ R𝑛, для
яких 𝑥(𝑡, 𝑥0, 𝑡0) ∈ Φ(𝑡) для всiх 𝑡 ∈ [𝜏, 𝑇 ].

Для множини 𝐺𝜏* була доведена компактнiсть i умови належностi то-
чки до границi та внутрiшностi. Для лiнiйної однорiдної системи диферен-
цiальних рiвнянь була отримана функцiя Мiнковського, обернена функцiя
Мiнковського та опорна функцiя множини 𝐺𝜏* .
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АСИМПТОТИКА РОЗВ’ЯЗКУ ДВОТОЧКОВОЇ КРАЙОВОЇ
ЗАДАЧI ДЛЯ ЛIНIЙНОЇ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНОЇ

СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ У ВИПАДКУ
СИНГУЛЯРНОЇ ГРАНИЧНОЇ В’ЯЗКИ МАТРИЦЬ

(ОДНОВИМIРНИЙ ВИПАДОК). ЧАСТИНА 1

О.В. ПАФИК

Розглянуто двоточкову крайову задачу

𝜀ℎ𝐵(𝑡; 𝜀)
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡; 𝜀)𝑥+ 𝑓(𝑡; 𝜀) exp

(︂
𝜀−ℎ

∫︁ 𝑡

0

𝛼(𝜏)𝑑𝜏

)︂
, (1)

𝑀𝑥(0; 𝜀) +𝑁𝑥(𝑇 ; 𝜀) = 𝑝(𝜀), (2)

в який 𝑥(𝑡, 𝜀) — шуканий 𝑛-вимiрний вектор, 𝐴(𝑡; 𝜀), 𝐵(𝑡; 𝜀) — квадратнi
матрицi 𝑛-го порядку, коефiцiєнти яких є дiйснi або комплекснозначнi
функцiї; 𝑀,𝑁 — квадратнi матрицi 𝑛-го порядку зi сталими коефiцiєнта-
ми; 𝑓(𝑡; 𝜀) — задана 𝑛-вимiрна вектор-функцiя, коефiцiєнти якої є дiйснi
або комплекснозначнi функцiї; 𝛼(𝑡) — скалярна функцiя; 𝑝(𝜀) заданий 𝑛-
вимiрний вектор; 𝜀 ∈ (0; 𝜀0] — малий дiйсний параметр, 𝜀0 ≪ 1, ℎ ∈ 𝑁 ,
𝑡 ∈ [0;𝑇 ].

Крайову задачу (1), (2) було розглянуто при виконаннi наступних умов:
1∘.Матрицi 𝐴(𝑡; 𝜀), 𝐵(𝑡; 𝜀) та вектор 𝑓(𝑡; 𝜀) допускають на вiдрiзку [0;𝑇 ]

рiвномiрнi асимптотичнi розвинення за степенями 𝜀:

𝐴(𝑡; 𝜀) ∼
∑︁

𝑘>0

𝜀𝑘𝐴𝑘(𝑡), 𝐵(𝑡; 𝜀) ∼
∑︁

𝑘>0

𝜀𝑘𝐵𝑘(𝑡), 𝑓(𝑡; 𝜀) ∼
∑︁

𝑘>0

𝜀𝑘𝑓𝑘(𝑡).

2∘. Коефiцiєнти матриць 𝐴𝑘(𝑡) =
⃦⃦
𝑎
(𝑘)
𝑖𝑗 (𝑡)

⃦⃦𝑛
1
, 𝐵𝑘(𝑡) =

⃦⃦
𝑏
(𝑘)
𝑖𝑗 (𝑡)

⃦⃦𝑛
1
, 𝑘 =

0, 1, . . . , та векторiв 𝑓𝑘(𝑡) =
(︀
𝑓
(𝑘)
1 (𝑡); 𝑓

(𝑘)
2 (𝑡); . . . ; 𝑓

(𝑘)
𝑛 (𝑡)

)︀𝑇
, 𝑘 = 0, 1, . . . , не-

скiнченно диференцiйовнi на вiдрiзку [0;𝑇 ]:

𝑎
(𝑘)
𝑖𝑗 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0;𝑇 ] ; 𝑏

(𝑘)
𝑖𝑗 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0;𝑇 ] , 𝑓

(𝑘)
𝑖 (𝑡) ∈ 𝐶∞ [0;𝑇 ] ,

𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑘 = 0, 1 . . . .

3∘. Гранична в’язка матриць

𝐿(𝑡, 𝜆) = 𝐴0(𝑡)− 𝜆𝐵0(𝑡)
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є сингулярною ∀𝑡 ∈ [0;𝑇 ] i зберiгає сталу кронекерову структуру на вiд-
рiзку [0;𝑇 ], причому в’язка матриць 𝐿(𝑡, 𝜆) має по одному мiнiмальному
iндексу для стовпцiв та рядкiв: 𝑝 > 0 для стовпцiв та 𝑞 = 𝑛 − 𝑝 − 1 для
рядкiв.

4∘. Вектор 𝑝(𝜀) зображається у виглядi асимптотичного ряду:

𝑝(𝜀) ∼
∑︁

𝑘>0

𝜀𝑘𝑝𝑘.

5∘.
(︀
𝐵1(𝑡)𝜙(𝑡);𝜓(𝑡)

)︀
̸= 0, ∀𝑡 ∈ [0;𝑇 ], де 𝜙(𝑡), 𝜓(𝑡) — елементи нуль-

простору матриць 𝐵0(𝑡) i 𝐵*
0(𝑡) вiдповiдно.

При виконаннi умов 1∘–5∘ та деяких iнших додаткових умов, вико-
ристовуючи результати робiт [1-4], побудовано асимптотичний розв’язок
двоточкової крайової задачi (1), (2) у випадку, коли гранична в’язка ма-
триць 𝐿(𝑡, 𝜆) є сингулярною та має по одному мiнiмальному iндексу для
стовпцiв та рядкiв:

1. Побудовано формальний розв’язок задачi (1), (2).
2. Доведено, що побудований формальний розв’язок задачi (1), (2),

є асимптотичним розвиненням точного розв’язку цiєї задачi при
𝜀→, наведено вiдповiднi асимптотичнi оцiнки.
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АСИМПТОТИЧНИЙ АНАЛIЗ ЗАГАЛЬНОГО РОЗВ’ЯЗКУ
ЛIНIЙНОЇ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНОЇ СИСТЕМИ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ВИЩОГО ПОРЯДКУ З
ВИРОДЖЕННЯМИ У БАГАТОВИМIРНОМУ ВИПАДКУ.

ЧАСТИНА 2

С.П. ПАФИК

Дослiджена система диференцiальних рiвнянь вигляду
𝑚∑︁

𝑘=0

𝜀𝑘ℎ𝐴𝑘(𝑡, 𝜀)
𝑑𝑘𝑥

𝑑𝑡𝑘
= 0, (1)

в який 𝑥(𝑡, 𝜀) — шуканий 𝑛-вимiрний вектор, 𝐴𝑖(𝑡, 𝜀), 𝑖 = 0,𝑚, — (𝑛× 𝑛)-
матрицi, коефiцiєнти яких є дiйснi або комплекснозначнi функцiї, 𝜀 ∈
(0; 𝜀0] — малий дiйсний параметр, ℎ ∈ 𝑁 , 𝑡 ∈ [0;𝑇 ], 𝜀0 ≪ 1.

Систему (1) було розглянуто при виконаннi наступних умов:
1∘. Матрицi 𝐴𝑖(𝑡, 𝜀), 𝑖 = 0,𝑚, допускають на вiдрiзку [0;𝑇 ] рiвномiрнi

асимптотичнi розвинення за степенями 𝜀:

𝐴𝑖(𝑡, 𝜀) ∼
∑︁

𝑘>0

𝜀𝑘𝐴
(𝑘)
𝑖 (𝑡), 𝑖 = 0,𝑚.

2∘. Коефiцiєнти матриць 𝐴
(𝑘)
𝑖 (𝑡), 𝑖 = 0,𝑚, 𝑘 = 0, 1, . . ., — нескiнченно

диференцiйованi на вiдрiзку [0;𝑇 ].
3∘. det𝐴(0)

𝑚 (𝑡) = 0,∀𝑡𝜖[0;𝑇 ].
4∘. Гранична в’язка матриць

𝑃 (𝑡, 𝜆) =
𝑚∑︁

𝑖=0

𝜆𝑖𝐴
(0)
𝑖 (𝑡)

системи (1) регулярна при всiх 𝑡 ∈ [0;𝑇 ] i має кратне власне значення
𝜆0(𝑡), якому вiдповiдає 𝑟𝑖 скiнченних елементарних дiльникiв кратностi
𝑝𝑖 (𝑖 = 1, 𝛼) кожний, а також 𝑠𝑗 нескiнченних елементарних дiльникiв
кратностi 𝑞𝑗 (𝑗 = 1, 𝛽) кожний, причому: 𝑝1 > 𝑝2 > · · · > 𝑝𝛼; 𝑞1 > 𝑞2 >
· · · > 𝑞𝛽 ; 𝑟1 + 𝑟2 + · · · + 𝑟𝛼 = 𝑟; 𝑠1 + 𝑠2 + · · · + 𝑠𝛽 = 𝑠; 𝑟1𝑝1 + 𝑟2𝑝2 + · · · +
𝑟𝛼𝑝𝛼 + 𝑠1𝑞1 + 𝑠2𝑞2 + · · ·+ 𝑠𝛽𝑞𝛽 = 𝑚𝑛.

При виконаннi умов 1∘–4∘, використовуючи метод дiаграм Ньютона,
здiйснено асимптотичний аналiз структури загального розв’язку системи
(1) у багатовимiрному випадку, коли гранична в’язка матриць 𝑃 (𝑡, 𝜆) має
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кiлька скiнченних та нескiнченних елементарних дiльникiв як однакової,
так i рiзної кратностей:

1. Виведено рiвняння розгалуження для розв’язкiв першої та другої
груп, що вiдповiдають скiнченним та нескiнченним елементарним
дiльникам в’язки матриць 𝑃 (𝑡, 𝜆) вiдповiдно.

2. Здiйснено аналiз отриманих рiвнянь розгалуження.
3. Розроблено алгоритм побудови розв’язкiв першої та другої груп

системи (1) iз рiвнянь розгалуження.
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ПРО ВЛАСТИВОСТI ОПТИМАЛЬНОЇ МНОЖИНИ
ПРАКТИЧНОЇ СТIЙКОСТI СИСТЕМИ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З ПРАВОЮ ЧАСТИНОЮ
ЗАЛЕЖНОЮ ВIД ПОЧАТКОВОЇ УМОВИ

Б.А. ПЕТРЕНКО, В.В. ПIЧКУР

Проблеми практичної стiйкостi систем диференцiальних рiвнянь є осо-
бливою областю теорiї динамiчних систем. Вони пов’язанi з задачами мо-
делювання та керування систем за наявних фазових обмежень. На вiдмiну
вiд стiйкостi за Ляпуновим, яка аналiзує поведiнку траєкторiй у нескiн-
ченно малих околах рiвноважних станiв на необмеженiй пiвосi, практична
стiйкiсть, як правило, розглядає системи за фiксованих обмежень на стан
та на обмежених промiжках часу. Наприклад, у технiчних системах ва-
жливо забезпечити змiну параметрiв, якi характеризують стан системи
на iнтервалi функцiонування системи у такий спосiб, що виконуються
обмеження на стан, якi визначають умови експлуатацiї системи [1].

У доповiдi автори висвiтлюють властивостi оптимальної множини пра-
ктичної стiйкостi у випадку, коли права частина системи диференцiаль-
них рiвнянь залежить вiд початкового стану системи. Фазовi обмеження
описуються напiвнеперервним зверху багатозначним вiдображенням. Об-
ґрунтовано компактнiсть, а також необхiднi та достатнi умови належностi
точки до границi та внутрiшностi оптимальної множини. У випадку лi-
нiйної системи диференцiальних рiвнянь, права частина якої залежить
вiд початкових умов, доведено умови опуклостi, а також знайдено фун-
кцiю Мiнковського, обернену функцiю Мiнковського та опорну функцiю
оптимальної множини практичної стiйкостi.
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ПРО КОРЕКТНIСТЬ ПЕРIОДИЧНОЇ ЗА ЧАСОМ ЗАДАЧI
ТЕПЛОПРОВIДНОСТI З КРАЙОВИМИ УМОВАМИ

ДIРIХЛЕ ТА УМОВАМИ ЛIНIЙНОГО СПРЯЖЕННЯ У
ДВОШАРОВIЙ ОБЛАСТI

I.Я. САВКА, М.А. МИТРОФАНОВ

Актуальними є задачi теплопровiдностi в неоднорiдних середовищах iз
рiзними фiзичними властивостями [1, 2], у яких фiзичний стан на зовнi-
шнiх межах змiнюються з певною перiодичнiстю [3]. Крiм того, на межах
роздiлу мiж областями накладаються умови спряження, що вiдобража-
ють фiзичну узгодженiсть процесiв теплопередачi в системi.

У данiй роботi дослiджується коректнiсть двошарової задачi з крайо-
вими умовами Дiрiхле та умовами лiнiйного спряження, правi частини
яких задаються 2𝜋-перiодичними функцiями за часом. Початковi умови
не задаються.

Нехай Ω = R/2𝜋Z, 𝒟 = (𝑥0, 𝑥2) — iнтервал дiйсної прямої R, 𝒟1 =
(𝑥0, 𝑥1), 𝒟2 = (𝑥1, 𝑥2), 𝑢𝑗 = 𝑢𝑗(𝑥, 𝑡), 𝑗 = 1, 2; H𝑞 = H𝑞(Ω), 𝑞 ∈ R, — про-
стiр Соболєва всiх тригонометричних рядiв 𝜙(𝑡) =

∑︀
𝑘∈Z 𝜙𝑘𝑒

𝑖𝑘𝑡 iз скiн-

ченною нормою ‖𝜙; H𝑞‖ =

√︁∑︀
𝑘∈Z

(︀
1 + |𝑘|

)︀2𝑞|𝜙𝑘|2; C𝑛(𝒟;H𝑞), 𝑛 ∈ Z+, —
простiр функцiй 𝑢(𝑥, 𝑡) =

∑︀
𝑘∈Z 𝑢𝑘(𝑥)𝑒𝑖𝑘𝑡, 𝑢𝑘(𝑥) ∈ C𝑛(𝒟), таких, що для

кожного фiксованого 𝑥 ∈ 𝒟 функцiї 𝜕𝑗𝑢/𝜕𝑥𝑗 ≡ ∑︀
𝑘∈Z 𝑢

(𝑗)
𝑘 (𝑥)𝑒𝑖𝑘𝑡, 0 6

𝑗 6 𝑛, належать до простору H𝑞−𝑗/2 i як елементи цього простору є не-
перервними за 𝑡 на 𝒟; норму в просторi C𝑛(𝒟;H𝑞) задаємо формулою
‖𝑢;C𝑛(𝒟;H𝑞)‖ =

∑︀𝑛
𝑗=0 max𝑥∈𝒟 ‖𝜕𝑗𝑢(𝑥, ·)/𝜕𝑥𝑗 ;H𝑞−𝑗/2‖.

В областi 𝒟 × Ω для 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) розглядається задача

𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑡
− 𝛼𝑗

𝜕2𝑢𝑗
𝜕𝑥2

= 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝒟𝑗 × Ω, 𝑗 = 1, 2, (1)

𝑢1
⃒⃒
𝑥=𝑥0

= 𝑔1(𝑡), 𝑢2
⃒⃒
𝑥=𝑥2

= 𝑔2(𝑡), 𝑡 ∈ Ω, (2)

lim
𝑥→𝑥1−

ℎ1𝑢1 − lim
𝑥→𝑥1+

ℎ2𝑢2 = 𝑔3(𝑡),

lim
𝑥→𝑥1−

𝜅1
𝜕𝑢1
𝜕𝑥
− lim
𝑥→𝑥1+

𝜅2
𝜕𝑢2
𝜕𝑥

= 𝑔4(𝑡), 𝑡 ∈ Ω,
(3)

де 𝛼1, 𝛼2, ℎ1, ℎ2, 𝜅1, 𝜅2 ∈ R+, 𝑔1, 𝑔2, 𝑔3, 𝑔4 — заданi перiодичнi функцiї iз
простору Соболєва H𝑞(Ω), 𝑞 ∈ R — довiльне фiксоване.
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Умови спряження (3) узагальнюють класичнi умови неперервностi, вво-
дячи лiнiйний зв’язок мiж температурами з обох бокiв межi через коефi-
цiєнти ℎ1 та ℎ2. Таке узагальнення дає змогу врахувати тепловий опiр або
наявнiсть контактного шару мiж двома середовищами.

Умови iснування та єдиностi розв’язку цiєї задачi тiсно пов’язанi з вла-
стивостями визначника ∆(𝑘) для цiлих значень 𝑘, де

∆(0) = ℎ1𝜅2(𝑥1 − 𝑥0) + ℎ2𝜅1(𝑥2 − 𝑥1),

∆(𝑘) =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑒𝛽1𝑘𝑥0 𝑒−𝛽1𝑘𝑥0 0 0

0 0 𝑒𝛽2𝑘𝑥2 𝑒−𝛽2𝑘𝑥2

ℎ1𝑒
𝛽1𝑘𝑥1 ℎ1𝑒

−𝛽1𝑘𝑥1 −ℎ2𝑒
𝛽2𝑘𝑥1 −ℎ2𝑒

−𝛽2𝑘𝑥1

𝜅1𝛽1𝑘𝑒
𝛽1𝑘𝑥1 −𝜅1𝛽1𝑘𝑒

−𝛽1𝑘𝑥1 −𝜅2𝛽2𝑘𝑒
𝛽2𝑘𝑥1 𝜅2𝛽2𝑘𝑒

−𝛽2𝑘𝑥1

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

=

=
√
𝛼𝑗𝛽𝑗𝑘(𝑏1 + 𝑏2)𝑒Λ𝑘

(︁
1 + 𝑏1−𝑏2

𝑏1+𝑏2
𝑒2𝛽1𝑘(𝑥0−𝑥1) − 𝑏1−𝑏2

𝑏1+𝑏2
𝑒2𝛽2𝑘(𝑥1−𝑥2) − 𝑒−2Λ𝑘

)︁
,

де

Λ𝑘 = 𝛽1𝑘(𝑥1 − 𝑥0) + 𝛽2𝑘(𝑥2 − 𝑥1),

𝛽𝑗𝑘 =
√︁

|𝑘|
2𝛼𝑗

(1 + sgn(𝑘)𝑖) , 𝑘 ̸= 0, 𝑗 = 1, 2,

𝑏1 = 𝜅1ℎ2√
𝛼1
, 𝑏2 = 𝜅2ℎ1√

𝛼2
.

Показано, що визначник ∆(𝑘) не дорiвнює нулю для всiх цiлих чисел 𝑘,
i для достатньо великих значень |𝑘| задовольняє оцiнку знизу вигляду
|∆(𝑘)| > 𝑐0|𝑘|1/2𝑒ReΛ𝑘 > 0 iз деякою сталою 𝑐0 > 0. Цей результат викори-
стано для доведення наступної теореми про iснування єдиного розв‘язку.

Теорема 1. Якщо 𝑔1, 𝑔2, 𝑔3 ∈ H𝑞, 𝑔4 ∈ H𝑞−1/2, 𝑞 ∈ R, то в просторi
C2(𝒟1;H𝑞)×C2(𝒟2;H𝑞) iснує єдиний розв’язок 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) задачi (1)–(3),
компоненти якого 𝑢1 i 𝑢2 неперервно залежать вiд функцiй 𝑔𝑠, 𝑠 = 1, .., 4.
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ФУНКЦIЯ ГРIНА ЗАДАЧI ПРО ОБМЕЖЕНI
IНВАРIАНТНI МНОГОВИДИ

Н.В. СТЕПАНЕНКО

Розглядаються системи диференцiальних рiвнянь
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎(𝑥),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑏(𝑥)𝑦, (1)

де позначено 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚), 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛). Вектор-функцiя 𝑎(𝑥) =
{𝑎1(𝑥), . . . , 𝑎𝑚(𝑥)}, 𝑚 > 1, визначена на всьому просторi 𝑅𝑚, є обмеженою
на 𝑅𝑚 i локально задовольняє умову Лiпшица, 𝑎(𝑥) ∈ 𝐶𝐿𝑖𝑝 (𝑅𝑚). Матри-
ця 𝑏(𝑥) є 𝑛 × 𝑛-вимiрною, 𝑛 > 1, елементами якої є неперервнi, дiйснi,
скалярнi функцiї, визначенi й обмеженi на 𝑅𝑚, 𝑏(𝑥) ∈ 𝐶0 (𝑅𝑚). Розв’язок
задачi Кошi 𝑑𝑥

𝑑𝑡 = 𝑎(𝑥), 𝑥|𝑡=0 = 𝑥0 позначаємо через 𝑥(𝑡;𝑥0). Матрицант
лiнiйної системи 𝑑𝑦

𝑑𝑡 = 𝑏(𝑥(𝑡;𝑥0))𝑦 з вектором параметрiв 𝑥0, позначимо
через Ω𝑡𝜏 (𝑥0). Вiн є нормованим в точцi 𝑡 = 𝜏 : Ω𝑡𝜏 (𝑥0)|𝑡=𝜏 = 𝐼𝑛, де 𝐼𝑛 –
одинична 𝑛-вимiрна матриця.

Будемо використовувати означення i позначення аналогiчнi як в робо-
тах [1]–[2]. Нагадаємо основнi означення i твердження.

Означення 1. Система (1) має функцiю Грiна 𝐺0(𝜏, 𝑥) задачi про обме-
женi iнварiантнi многовиди, якщо iснує така матриця 𝐶(𝑥) ∈ 𝐶0(𝑅𝑚), при
якiй функцiя

𝐺0(𝜏, 𝑥) =

{︃
Ω0
𝜏 (𝑥)𝐶(𝑥(𝜏 ;𝑥)), 𝜏 6 0,

Ω0
𝜏 (𝑥) [𝐶(𝑥(𝜏 ;𝑥))− 𝐼𝑛] , 𝜏 > 0.

(2)

задовольняє оцiнцi ‖𝐺0 (𝜏, 𝑥)‖ 6 𝐾 exp {−𝛾 |𝜏 |}, де 𝐾, 𝛾 = const > 0.

Означення 2. Система (1) називається регулярною, якщо для неї iснує
єдина функцiя Грiна. Якщо ж iснує безлiч рiзних таких функцiй, то си-
стему (1) називають слабо регулярною.

Поряд з системою рiвнянь (1) розглядаємо спряжену систему
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎(𝑥),

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= −𝑏𝑇 (𝑥)𝑧. (3)

Теорема ([1]). Нехай iснує квадратична форма ⟨𝑆(𝑥)𝑧, 𝑧⟩, 𝑧 ∈ 𝑅𝑛, 𝑆(𝑥) ∈
𝐶 ′(𝑅𝑚; 𝑎), 𝑆𝑇 (𝑥) ≡ 𝑆(𝑥), похiдна якої вздовж розв’язкiв спряженої си-
стеми (3) є додатно визначеною, тобто виконується нерiвнiсть:

⟨[︁
𝑆̇(𝑥)− 𝑆(𝑥)𝑏𝑇 (𝑥)− 𝑏(𝑥)𝑆(𝑥)

]︁
𝑧, 𝑧
⟩
> ‖𝑧‖2.
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Тодi система (1) має функцiю Грiна (2). Причому якщо det𝑆(𝑥) ̸= 0 ∀𝑥 ∈
𝑅𝑚, то система (1) буде регулярною, якщо ж det𝑆(𝑥) = 0 при деяких
значеннях 𝑥 ∈ 𝑅𝑚, то система (1) буде слабо регулярною.

Зауваження. Кожну слабо регулярну систему (1) можна доповнити до
регулярної:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑎(𝑥),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑏(𝑥)𝑦,

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑦 − 𝑏𝑇 (𝑥)𝑧, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅𝑛. (4)

Причому похiдна вздовж розв’язкiв системи (4) невиродженої квадрати-
чної форми 𝑝 ⟨𝑦, 𝑧⟩+⟨𝑆(𝑥)𝑧, 𝑧⟩ при достатньо великому значеннi параметра
𝑝 > 0 буде додатно визначеною.

Однiєю з важливих i цiкавих задач є знаходження функцiї Грiна (2)
для слабо регулярної системи (1).

У випадку коли в системi (1) 𝑏(𝑥) = 𝑏(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) – скалярна функцiя
неперервна й обмежена на 𝑅𝑚, припускаємо, що iснує скалярна функцiя
𝑠(𝑥) ∈ 𝐶 ′(𝑅𝑚; 𝑎), для якої виконується нерiвнiсть 𝑠̇(𝑥) − 2𝑠(𝑥)𝑏(𝑥) > 1.
Крiм цього нехай при деяких 𝑥 = 𝑥 ∈ 𝑅𝑚 скалярна функцiя 𝑠(𝑥) приймає
нульове значення. Тодi система (1) буде слабо регулярною. Розглядаючи
розширену систему (4), яка уже буде регулярною, можна записати єдину
функцiю Грiна (2) у виглядi 2× 2-вимiрної матрицi. Знаходячи блок цiєї
матрицi, який знаходиться у верхньому лiвому кутi, отримуємо скалярну
функцiю 𝐶(𝑥) для слабо регулярної системи (1):

𝐶(𝑥) =

∫︀ 0

−∞ exp
{︀

2
∫︀ 𝜏
0
𝑏(𝑥(𝜎;𝑥))𝑑𝜎

}︀
𝑑𝜏

∫︀ +∞
−∞ exp

{︀
2
∫︀ 𝜏
0
𝑏(𝑥(𝜎;𝑥))𝑑𝜎

}︀
𝑑𝜏

(5)

при тих значень 𝑥 ∈ 𝑅𝑚, для яких виконуються одночасно двi умо-
ви lim𝑡→+∞ exp

{︀∫︀ 𝑡
0
𝑏(𝑥(𝜎;𝑥))𝑑𝜎

}︀
= 0 i lim𝑡→−∞ exp

{︀∫︀ 𝑡
0
𝑏(𝑥(𝜎;𝑥))𝑑𝜎

}︀
= 0.

Якщо ж при деякому значеннi 𝑥 = 𝑥̃ одна iз записаних границь не вико-
нується, то функцiю (5) доповнюємо в цiй точцi 𝑥̃ по неперервностi.
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GAUSSIAN STOCHASTIC PROCESSES AND THEIR
PROJECTION COEFFICIENTS

I. BODNARCHUK, YU. MISHURA

The problem of linear prediction in stochastic processes exhibiting memory
presents considerable analytical challenges. We focus on resolving the projec-
tion problem for the Gaussian-Volterra process with a linear kernel, defined
by the stochastic integral

𝑋𝑡 =

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝑠)𝑑𝑊𝑠, (1)

where 𝑊 is a Wiener process.
More precisely, in [1] we find the predictor for the first increment, ∆1 =

𝑋1−𝑋0, based on 𝑛 subsequent, non-overlapping increments, ∆𝑖 = 𝑋𝑖−𝑋𝑖−1

for 2 6 𝑖 6 𝑛+ 1. For this Gaussian process it is equivalent to the conditional
expectation:

E(∆1|∆2, ...,∆𝑛+1) =
𝑛+1∑︁

𝑘=2

𝑐(𝑘)𝑛 ∆𝑘.

The primary goal was to calculate the projection coefficients {𝑐(𝑘)𝑛 } and try
to understand how the properties of the process affect the properties of the
coefficients. Unexpectedly, we established that the coefficients {𝑐(𝑘)𝑛 } change
their sign. For example,

𝑐
(2)
2 =

15

31
and 𝑐

(3)
2 = − 3

31
.

At the same time, increments of the process (1) across non-overlapping
intervals are positively correlated. Thus, we can make the conclusion that
a positive correlation of increments does not guarantee the positivity of the
projection coefficients.

The similar problem for fBm 𝐵𝐻𝑡 was studied in [2]. The following hypoth-
esis was investigated there:

for 𝐻 > 1/2 all projection coefficients are strictly positive.
This hypothesis was checked in [2] numerically and analytically for small 𝑛.

However, it was not proved analytically. The projection problem is also still
unsolved for the general Gaussian–Volterra process.

The two-sided (bilateral) projections of the fractional Gaussian noise ∆𝑘 =
𝐵𝐻𝑘 − 𝐵𝐻𝑘−1, 𝑘 > 1, are studied in [3]. In particular, the coefficients of this
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projection are investigated numerically and analytically. We made a rather
unexpected observation: while all the coefficients of one-sided projection re-
main positive (see [4]), with a two-sided projection one of the coefficients
steadily becomes negative, but quite small in absolute value.
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DYNAMICS OF A NON-AUTONOMOUS STOCHASTIC
MUTUALISM MODEL WITH JUMPS

O.D. BORYSENKO, O.V. BORYSENKO

In nature, we can find many examples where the interaction of two or more
species is to the advantage of all. Mutualism occurs when one species provides
some benefit in exchange for some benefit. Population systems may suffer
abrupt environmental perturbations, such as epidemics, fires, earthquakes,
etc. So, it is natural to introduce Poisson noises into the population model
to describe such discontinuous systems. In this presentation, we consider
the stochastic mutualism model with jumps generated by centered and non-
centered Poisson measures. This model is driven by the system of stochastic
differential equations

𝑑𝑥𝑖(𝑡)=𝑥𝑖(𝑡)

[︂
𝑟𝑖(𝑡)−

𝑏𝑖(𝑡)𝑥𝑖(𝑡)

𝐾𝑖(𝑡)+𝑥3−𝑖(𝑡)
−𝑐𝑖(𝑡)𝑥𝑖(𝑡)

]︂
𝑑𝑡+𝜎𝑖(𝑡)𝑥𝑖(𝑡)𝑑𝑤𝑖(𝑡) +

∫︁

R
𝛾𝑖(𝑡, 𝑧)𝑥𝑖(𝑡

−)𝜈1(𝑑𝑡, 𝑑𝑧)+

∫︁

R
𝛿𝑖(𝑡, 𝑧)𝑥𝑖(𝑡

−)𝜈2(𝑑𝑡, 𝑑𝑧), 𝑥𝑖(0) = 𝑥𝑖0 > 0,

(1)

𝑖 = 1, 2, where 𝑥1(𝑡) and 𝑥2(𝑡) denote population densities of each species at
time 𝑡, 𝑥𝑖(𝑡−), 𝑖 = 1, 2 are the left limits of 𝑥𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, 𝑤𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2 are
independent standard one-dimensional Wiener processes, 𝜈1(𝑡, 𝐴) = 𝜈1(𝑡, 𝐴)−
𝑡Π1(𝐴), 𝜈𝑖(𝑡, 𝐴), 𝑖 = 1, 2 are independent Poisson measures, which are inde-
pendent on 𝑤𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, 𝐸[𝜈𝑖(𝑡, 𝐴)] = 𝑡Π𝑖(𝐴), 𝑖 = 1, 2, Π𝑖(𝐴), 𝑖 = 1, 2 are
finite measures on the Borel sets 𝐴 in R.

We will use the notations 𝑋(𝑡) = (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)), 𝑋0 = (𝑥10, 𝑥20), |𝑋(𝑡)| =√︀
𝑥21(𝑡) + 𝑥22(𝑡), R2

+ = {𝑋 ∈ R2 : 𝑥1 > 0, 𝑥2 > 0},

𝛽𝑖(𝑡) = 𝜎2
𝑖 (𝑡)/2+

∫︁

R
[𝛾𝑖(𝑡, 𝑧)− ln(1+𝛾𝑖(𝑡, 𝑧))]Π1(𝑑𝑧)−

∫︁

R
ln(1+𝛿𝑖(𝑡, 𝑧))Π2(𝑑𝑧),

𝑖 = 1, 2. For the bounded, continuous functions 𝑓𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ [0,+∞), 𝑖 =
1, 2, let us denote 𝑓𝑖 sup = sup𝑡>0 𝑓𝑖(𝑡), 𝑓𝑖 inf = inf𝑡>0 𝑓𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, 𝑓max =
max{𝑓1 sup, 𝑓2 sup}, 𝑓min = min{𝑓1 inf , 𝑓2 inf}. We need the following assump-
tion.
Assumption 1. It is assumed that 𝑟𝑖(𝑡) > 0, 𝑏𝑖(𝑡) > 0,𝐾𝑖(𝑡) > 0, 𝑐𝑖(𝑡) > 0,
𝜎𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2 are bounded, continuous on 𝑡 functions, 𝑐min > 0,𝐾min > 0,
𝛾𝑖(𝑡, 𝑧), 𝛿𝑖(𝑡, 𝑧), 𝑖 = 1, 2 are continuous on 𝑡 functions, and ln(1+𝛾𝑖(𝑡, 𝑧)), ln(1+
𝛿𝑖(𝑡, 𝑧)) are well-defined and bounded, Π𝑖(R) <∞, 𝑖 = 1, 2.
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In what follows, we will assume that Assumption 1 holds.

Theorem 1. There exists a unique global solution 𝑋(𝑡) to the system (1) for
any initial value 𝑋(0) = 𝑋0 ∈ R2

+, and P{𝑋(𝑡) ∈ R2
+} = 1.

Definition 1. The solution 𝑋(𝑡) to the system (1) will be said stochastically
ultimately bounded, if for any 𝜀 ∈ (0, 1), there is a positive constant 𝜒 =
𝜒(𝜀) > 0, such that for any initial value 𝑋0 ∈ R2

+, the solution to the system
(1) has the property that lim sup𝑡→∞ P {|𝑋(𝑡)| > 𝜒} < 𝜀.

Theorem 2. The solution 𝑋(𝑡) to the system (1) is stochastically ultimately
bounded for any initial value 𝑋0 ∈ R2

+.

Definition 2. The solution 𝑋(𝑡) to equation (1) is said to be stochastically
permanent if for any 𝜀 > 0, there are positive constants 𝐻 = 𝐻(𝜀), ℎ = ℎ(𝜀)
such that lim inf𝑡→∞ P{𝑥𝑖(𝑡) 6 𝐻} > 1− 𝜀, lim inf𝑡→∞ P{𝑥𝑖(𝑡) > ℎ} > 1− 𝜀
for 𝑖 = 1, 2, for any initial value 𝑋0 ∈ R2

+.

Theorem 3. If min{(𝑟1 − 𝛽1)inf , (𝑟2 − 𝛽2)inf} > 0, then the solution 𝑋(𝑡) to
the system (1) is stochastically permanent for any initial value 𝑋0 ∈ R2

+.

Theorem 4. If for 𝑖 = 1, 2 we have 𝑝*𝑖 = lim sup𝑡→∞
1
𝑡

∫︀ 𝑡
0
𝑝𝑖(𝑠)𝑑𝑠 < 0, where

𝑝𝑖(𝑠) = 𝑟𝑖(𝑠)− 𝛽𝑖(𝑠), then the solution 𝑋(𝑡) to the system (1) with the initial
condition 𝑋0 ∈ R2

+ will be extinct: lim𝑡→∞ 𝑥𝑖(𝑡) = 0, 𝑖 = 1, 2 a.s.

Theorem 5. If 𝑝*𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, then the solution 𝑋(𝑡) to the system (1) with
initial condition 𝑋0 ∈ R2

+ will be non-persistent in the mean:
lim𝑡→∞ 1

𝑡

∫︀ 𝑡
0
𝑥𝑖(𝑠)𝑑𝑠 = 0 a.s., 𝑖 = 1, 2.

Theorem 6. If 𝑝*𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 2, then the solution 𝑋(𝑡) to the system (1)
with initial condition 𝑋0 ∈ R2

+ will be weakly persistent in the mean: 𝑥̄*𝑖 =

lim sup𝑡→∞
1
𝑡

∫︀ 𝑡
0
𝑥𝑖(𝑠)𝑑𝑠 > 0, 𝑖 = 1, 2, a.s.

Theorem 7. If 𝑝𝑖* = lim inf𝑡→∞ 1
𝑡

∫︀ 𝑡
0
𝑝𝑖(𝑠)𝑑𝑠 > 0, 𝑖 = 1, 2, where 𝑝𝑖(𝑡) =

𝑟𝑖(𝑡) − 𝛽𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 2, then 𝑥̄𝑖* = lim inf𝑡→∞ 1
𝑡

∫︀ 𝑡
0
𝑥𝑖(𝑠)𝑑𝑠 > 𝑝𝑖*

𝑚𝑖
, a.s., where

𝑚𝑖 = 𝑏𝑖 inf

𝐾𝑖 inf
+ 𝑐𝑖 sup, 𝑖 = 1, 2. Therefore, the solution 𝑋(𝑡) to the system (1)

with initial value 𝑋0 ∈ R2
+ will be strongly persistent in the mean: 𝑥̄𝑖* > 0

a.s., 𝑖 = 1, 2.
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INTERPOLATION OF PERIODICALLY CORRELATED
STOCHASTIC PROCESSES WITH MISSING OBSERVATIONS

I.I. GOLICHENKO, M.P. MOKLYACHUK

We study the problem of mean square optimal linear estimation of the
functional

𝐴𝑠𝜁 =

𝑠−1∑︁

𝑙=0

∫︁ 𝑀𝑙+𝑁𝑙+1

𝑀𝑙

𝑎(𝑡)𝜁(𝑡)𝑑𝑡

which depends on the unknown values of a periodically correlated stochas-
tic process 𝜁(𝑡), [1]. The estimation is based on observations of the process
𝜁(𝑡) + 𝜃(𝑡) at points 𝑡 ∈ R ∖ 𝑆, 𝑆 =

⋃︀𝑠−1
𝑙=0 [𝑀𝑙,𝑀𝑙 + 𝑁𝑙+1], 𝑀𝑙 =

∑︀𝑙
𝑘=0(𝑁𝑘 +

𝐾𝑘), 𝑁0 = 𝐾0 = 0, where 𝜃(𝑡) is uncorrelated with 𝜁(𝑡) periodically corre-
lated stochastic process.

We assume that the length of each interval of observations is a multiple
of the period 𝑇 and the length of each interval of missed observations is a
multiple of 𝑇 , what means that

𝐾1 = 𝑇 ·𝐾𝑇
1 ,𝐾2 = 𝑇 ·𝐾𝑇

2 , . . . ,𝐾𝑠−1 = 𝑇 ·𝐾𝑇
𝑠−1,

𝑁1 = 𝑇 ·𝑁𝑇
1 , 𝑁2 = 𝑇 ·𝑁𝑇

2 , . . . , 𝑁𝑠 = 𝑇 ·𝑁𝑇
𝑠 ,

respectively.
Denoting by

𝑎(𝑢+ 𝑗𝑇 ) = 𝑎𝑗(𝑢), 𝜁(𝑢+ 𝑗𝑇 ) = 𝜁𝑗(𝑢),

𝑗 ∈ ̃︀𝑆, ̃︀𝑆 =

𝑠−1⋃︁

𝑙=0

{︀
𝑀𝑇
𝑙 , ...,𝑀

𝑇
𝑙 +𝑁𝑇

𝑙+1 − 1
}︀
, 𝑢 ∈ [0, 𝑇 ),

and taking into account the decomposition of generated vector stationary
sequence {𝜁𝑗 , 𝑗 ∈ Z}, [2], the functional 𝐴𝑠𝜁 can be written as

𝐴𝑠𝜁 =
𝑠−1∑︁

𝑙=0

𝑀𝑇
𝑙 +𝑁𝑇𝑙+1−1∑︁

𝑗=𝑀𝑇
𝑙

∫︁ 𝑇

0

𝑎(𝑢+ 𝑗𝑇 )𝜁(𝑢+ 𝑗𝑇 )𝑑𝑢 =
𝑠−1∑︁

𝑙=0

𝑀𝑇
𝑙 +𝑁𝑇𝑙+1−1∑︁

𝑗=𝑀𝑇
𝑙

𝑎⃗⊤𝑗 𝜁𝑗 ,

where vectors 𝑎⃗𝑗 are of the form

𝑎⃗𝑗 = (𝑎𝑘𝑗 , 𝑘 = 1, 2, . . . )⊤ = (𝑎1𝑗 , 𝑎3𝑗 , 𝑎2𝑗 , . . . , 𝑎2𝑘+1,𝑗 , 𝑎2𝑘,𝑗 , . . . )
⊤, 𝑗 ∈ 𝑆,

where 𝑎𝑘𝑗 = 1√
𝑇

∫︀ 𝑇
0
𝑎𝑗(𝑣)𝑒−2𝜋𝑖{(−1)𝑘[ 𝑘2 ]}𝑣/𝑇 𝑑𝑣, vector sequence 𝜁𝑗 = (𝜁𝑘𝑗 , 𝑘 =

1, 2, . . . )⊤, 𝑗 ∈ ̃︀𝑆, is generated vector stationary sequence.
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In the case of spectral certainty when the spectral density matrices 𝑓𝜁(𝜆)
and 𝑓𝜃(𝜆) of the generated vector stationary sequences {𝜁𝑗 , 𝑗 ∈ Z} and {𝜃𝑗 , 𝑗 ∈
Z} are exactly known the Hilbert space projection method to estimation of
functional 𝐴𝑠𝜁 is applied.

Theorem 1. [3] Let {𝜁(𝑡), 𝑡 ∈ R} and {𝜃(𝑡), 𝑡 ∈ R} be mutually uncorre-
lated periodically correlated processes such that generated vector stationary
sequences {𝜁𝑗 , 𝑗 ∈ Z} and {𝜃𝑗 , 𝑗 ∈ Z} have spectral density matrices 𝑓𝜁(𝜆)
and 𝑓𝜃(𝜆). Assume that the matrices 𝑓𝜁(𝜆) and 𝑓𝜃(𝜆) satisfy the minimality
condition. Let coefficients {𝑎⃗𝑗 , 𝑗 = 0, 1, . . . } that determine the functional 𝐴𝑠𝜁
satisfy conditions ‖𝑎⃗𝑗‖ < ∞, ‖𝑎⃗𝑗‖2 =

∑︀∞
𝑘=1 |𝑎𝑘𝑗 |2, 𝑗 ∈ ̃︀𝑆. Then the spectral

characteristic ℎ⃗(𝑓𝜁 , 𝑓𝜃) and the mean square error ∆(𝑓𝜁 , 𝑓𝜃) of the optimal
estimate of the functional 𝐴𝑠𝜁 from observations of the process 𝜁(𝑡) + 𝜃(𝑡) at
points 𝑡 ∈ R ∖ 𝑆 are given by formulas

ℎ⃗⊤(𝑓𝜁 , 𝑓𝜃) =
(︀
𝐴⊤
𝑠 (𝑒𝑖𝜆)𝑓𝜁(𝜆)− 𝐶⊤

𝑠 (𝑒𝑖𝜆)
)︀ [︀
𝑓𝜁(𝜆) + 𝑓𝜃(𝜆)

]︀−1
=

= 𝐴⊤
𝑠 (𝑒𝑖𝜆)−

(︀
𝐴⊤
𝑠 (𝑒𝑖𝜆)𝑓𝜃(𝜆) + 𝐶⊤

𝑠 (𝑒𝑖𝜆)
)︀ [︀
𝑓𝜁(𝜆) + 𝑓𝜃(𝜆)

]︀−1
,

∆(𝑓𝜁 , 𝑓𝜃) = ⟨⃗𝑎𝑠,R𝑠𝑎⃗𝑠⟩+ ⟨𝑐⃗𝑠,B𝑠𝑐⃗𝑠⟩.
In the case of spectral uncertainty when density matrices are not exactly

known, but a class𝐷 = 𝐷𝑓×𝐷𝑔 of admissible spectral densities is specified the
minimax (robust) approach to estimation of functional 𝐴𝑠𝜁 is used. Formulas
that determine the least favorable spectral densities and the minimax spectral
characteristic of the optimal estimate of the functional 𝐴𝑠𝜁 are derived. The
estimation problem is investigated in details for classes 𝐷−

0 , 𝐷−
𝑀 of admissible

spectral densities.
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ON THE THEORY OF REPEATED RECORDS

K.H. INDLEKOFER, O.I. KLESOV, J. STEINEBACH

Let {𝑋𝑛} be a sequence of independent identically distributed random
variables. We say that 𝑛 is a record time if

𝑋𝑛 > max{𝑋1, . . . , 𝑋𝑛−1}.

We assume that the common distribution function of random variables is
continuous. It is known that the number of record times in {𝑋𝑛} is infinite
with probability one.

Another random variable of interest is the so called repeated record. Namely,
𝑛 is said to be a repeated record time if both 𝑛 and 𝑛 − 1 are record times.
In contrast to the the case of records, the number of repeated record times is
finite with probability one.

We say that a sequence of independent random variables {𝑋𝑛} is an 𝐹𝛼-
scheme if, for aome sequence of positive real numbers {𝛼𝑛}, the distribution
function of 𝑋𝑛 is 𝐹𝛼𝑛 , where 𝐹 is a given distribution function.

Below are two typical results discussed in the talk.

Theorem 1. Let {𝑋𝑛} be an 𝐹𝛼 scheme. If

∞∑︁

𝑛=1

𝛼𝑛
𝛼1 + · · ·+ 𝛼𝑛

· 𝛼𝑛+1

𝛼1 + · · ·+ 𝛼𝑛+1
=∞, (1)

then the probability of infinite number of repeated numbers in {𝑋𝑛} equals
one.

Denote by 𝜇(2)
𝑛 the number of repeated records in {𝑋1, . . . , 𝑋𝑛}. The first

of moments of 𝜇(2)
𝑛 are given by

E
[︁
𝜇(2)
𝑛

]︁
=

𝑛−1∑︁

𝑘=1

𝛼𝑘
𝛼1 + · · ·+ 𝛼𝑘

· 𝛼𝑘+1

𝛼1 + · · ·+ 𝛼𝑘+1
,

var
[︁
𝜇(2)
𝑛

]︁
=

𝑛−1∑︁

𝑘=1

(︂
𝛼𝑘𝛼𝑘+1

𝐴𝑘𝐴𝑘+1
− 𝛼2

𝑘𝛼
2
𝑘+1

𝐴2
𝑘𝐴

2
𝑘+1

)︂
.
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Note that E
[︁
𝜇
(2)
𝑛

]︁
→ ∞ does not imply var

[︁
𝜇
(2)
𝑛

]︁
→ ∞ in general while

the converse is true. However, var
[︁
𝜇
(2)
𝑛

]︁
→∞ follows, for example, from

lim sup
𝑛→∞

𝛼𝑛
𝛼1 + · · ·+ 𝛼𝑛

< 1.

Theorem 2. If condition (1) holds, then

lim
𝑛→∞

𝜇
(2)
𝑛 − E

[︁
𝜇
(2)
𝑛

]︁

var
[︁
𝜇
(2)
𝑛

]︁ = 0

almost surely.

The talk is based on the papers [1] and [2].
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A LIMIT THEOREM FOR STOCHASTIC EQUATIONS WITH
THE LOCAL TIME

I.H. KRYKUN

The stochastic differential equation that involves the local time of the pro-
cess was first investigated in [1] and [2]. Moreover, in works [2], [3], and [4],
formulae were obtained that connect solutions of stochastic equations with
local time to solutions of Itô’s stochastic equations.

It is well known that the convergence of coefficients in an Itô stochastic
equation is recognized as insufficient for guaranteeing the weak convergence
of the equation’s solutions; an additional condition is required.

We consider solutions of stochastic equations that involve local time, focus-
ing on cases where the coefficients exhibit nonregular dependence on a small
parameter 𝜀:

𝜉𝜀(𝑡) = 𝑥+𝛽𝜀𝐿
𝜉𝜀(𝑡, 0)+

∫︁ 𝑡

0

(︀
𝑏𝜀(𝜉𝜀(𝑠))+𝑔𝜀(𝜉𝜀(𝑠))

)︀
𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

0

𝜎𝜀(𝜉𝜀(𝑠))𝑑𝑤(𝑠). (1)

The primary focus is on studying the weak convergence of the solutions of
these equations (specifically, in terms of the weak convergence of the measures
generated by the processes in a certain functional space) as 𝜀→ 0.

Denote by 𝜉(𝑡) a weak solution following a stochastic equation involving a
local time (with |𝛾| < 1)

𝜉(𝑡) = 𝑥+ 𝛾𝐿𝜉(𝑡, 0) +

𝑡∫︁

0

𝑔(𝜉(𝑠))𝑑𝑠+

𝑡∫︁

0

𝜎(𝜉(𝑠))𝑑𝑤(𝑠). (2)

Let (C[0, 𝑇 ], 𝐶𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] be a space of continuous functions in the interval
[0, 𝑇 ]. Consider the measures on the functional space (C[0, 𝑇 ], 𝐶𝑡) generated
by the processes 𝜉𝜀(𝑡) and 𝜉(𝑡), respectively.

We suppose that the coefficients of the stochastic equations (1) and (2)
satisfy the following conditions: 𝛽𝜀 → 𝛽 when 𝜀 → 0, |𝛽𝜀| < 1 and |𝛽| < 1,

there exists a constant Λ > 0 such that |𝑔𝜀(𝑥)| 6 Λ, |𝑔(𝑥)| 6 Λ,
1

Λ
6 𝜎2

𝜀(𝑥) 6
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Λ,
1

Λ
6 𝜎2(𝑥) 6 Λ and for every 𝑥 ∈ R

⃒⃒
⃒⃒
∫︁ 𝑥

0

𝑏𝜀(𝑦)

𝜎2
𝜀(𝑦)

𝑑𝑦

⃒⃒
⃒⃒ 6 Λ .

Based on the research detailed in the paper [5], the following result has
been achieved.

Theorem 1. The necessary and sufficient conditions are obtained for the
weak convergence of solutions of stochastic equations (1) to the solution of
stochastic equation (2).

The detailed formulation of the necessary and sufficient conditions for con-
vergence, along with the proof of this theorem and supporting results, is
presented in a manuscript currently undergoing peer review.

Acknowledgments. The Author expresses his heartfelt gratitude to the brave
soldiers of the Ukrainian Armed Forces who have protected the lives of the
author, his family, and his friends from Russian bloody murderers since 2014.
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WEAK CONVERGENCE ANALYSIS OF DYNAMIC CUTTING
FOR LÉVY-TYPE PROCESSES

D.Y. PLATONOV

We consider a one-dimensional Lévy-driven SDE of the type:

𝑋𝑡 = 𝑋0 +

∫︁ 𝑡

0

𝑎(𝑠,𝑋𝑠) 𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑠,𝑋𝑠) 𝑑𝐵𝑠 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ ∞

−∞
𝑐(𝑠,𝑋𝑠−, 𝑧) ̃︀𝑁(𝑑𝑠, 𝑑𝑧),

where ̃︀𝑁(𝑑𝑠, 𝑑𝑧) is the compensated Poisson random measure.
A main practical obstacle is the infinite activity of many Lévy processes,

which makes the exact simulation of small jumps impossible. To address
this issue, we use a dynamic cutting (DC) technique to truncate small jumps
in a time-dependent way, while the large jumps are simulated exactly as a
time-inhomogeneous compound Poisson process.

We analyze two Euler–Maruyama schemes for handling the small jumps:
(i) they are omitted entirely or (ii) they are replaced by a Gaussian term with
matching variance.

Theorem 1. Under standard Lipschitz-growth and smoothness conditions on
the coefficients and the Lévy measure, the weak error of both schemes is of
order 𝑂(𝑛−1). This rate is achieved by choosing the scaling hyperparameter
as ℎ = 𝑛−𝛼/(𝜀(2−𝛼)) for scheme (i) and ℎ = 𝑛−𝛼/(𝜀(3−𝛼)) for scheme (ii).
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towards simulation // Journal of Applied Probability. — 2001. — V. 38, No 2. — P. 482–
493.

[2] Bossy M., Maurer P. On the 𝜀–Euler–Maruyama scheme for time inhomogeneous jump-
driven SDEs // Stochastic Processes and their Applications. — 2025. — V. 190. —
P. 104747.

[3] Ivanenko D., Knopova V., Platonov D. On Approximation of Some Lévy Processes
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ALMOST SURE BOUNDS FOR INCREMENTS
OF TEMPERED FRACTIONAL BROWNIAN MOTION

WITH STATISTICAL APPLICATIONS

O.D. PRYKHODKO, K.V. RALCHENKO

Nowadays, the theory of fractional Brownian motion (fBm) has been de-
veloping rapidly. Moreover, some of its developments have evolved into inde-
pendent branches with their own sets of results. One of them is an improved
version of fBm — a family of tempered fractional Brownian motions. This
family includes the tempered fractional Brownian motion (tfBm) and the
tempered fractional Brownian motion of the second kind (tfBmII). One ad-
vantage of tfBm and tfBmII, compared to fBm, is that they are well-defined
for all positive values of the Hurst index.

Definition 1. The tempered fractional Brownian motion 𝐵𝐼𝐻,𝜆 = {𝐵𝐼𝐻,𝜆(𝑡),
𝑡 > 0} and the tempered fractional Brownian motion of the second kind
𝐵𝐼𝐼𝐻,𝜆 = {𝐵𝐼𝐼𝐻,𝜆(𝑡), 𝑡 > 0} are stochastic processes based on the Wiener process
{𝑊𝑠, 𝑠 ∈ R} and are defined for all 𝐻,𝜆 > 0 as follows:

𝐵𝐼𝐻,𝜆(𝑡) :=

∫︁ 𝑡

−∞

(︂
𝑒−𝜆(𝑡−𝑠)+(𝑡− 𝑠)𝐻− 1

2
+ − 𝑒−𝜆(−𝑠)+(−𝑠)𝐻− 1

2
+

)︂
𝑑𝑊𝑠,

𝐵𝐼𝐼𝐻,𝜆(𝑡) := 𝐵𝐼𝐻,𝜆(𝑡) + 𝜆

∫︁ 𝑡

−∞

∫︁ 𝑡

0

(𝑢− 𝑠)𝐻− 1
2

+ 𝑒−𝜆(𝑢−𝑠)+ 𝑑𝑢 𝑑𝑊𝑠.

These processes were introduced by Meerschaert and Sabzikar [1], and by
Sabzikar and Surgailis [2], respectively.

For the tfBm and tfBmII, many properties have already been proved by
mathematicians. For example, the scaling property, upper bounds and co-
variance functions have been established. However, there remain many unex-
plored problems related to tfBm and tfBmII.

We have established upper bounds for the increments of both processes.
Let 𝑍(t), t = (𝑡1, 𝑡2), denote the increment of either 𝐵𝐼𝐻,𝜆 or 𝐵𝐼𝐼𝐻,𝜆, that is,

𝑍(t) = 𝐵𝐼𝐻,𝜆(𝑡1)−𝐵𝐼𝐻,𝜆(𝑡2) or 𝑍(t) = 𝐵𝐼𝐼𝐻,𝜆(𝑡1)−𝐵𝐼𝐼𝐻,𝜆(𝑡2).
Theorem 1. Let 𝛽 = 𝐻 ∧ 1 if 𝐻 ̸= 1, and let 𝛽 ∈ (0, 1) be arbitrary if
𝐻 = 1. For any 𝛿 > 0 and 𝑝 > 2, there exists a nonnegative random variable
𝜂 = 𝜂(𝛿, 𝑝) such that, for all 0 6 𝑡2 < 𝑡1 6 𝑡2 + 1,

|𝑍(t)| 6 (𝑡𝛿1 ∨ 1)(𝑡1 − 𝑡2)𝛽
(︀
| log(𝑡1 − 𝑡2)|𝑝 ∨ 1

)︀
𝜂, a.s.,
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and there exist constants 𝐶1 = 𝐶1(𝛿, 𝑝) > 0 and 𝐶2 = 𝐶2(𝛿, 𝑝) > 0 such that,
for all 𝑢 > 0,

P(𝜂 > 𝑢) 6 𝐶1 exp(−𝐶2𝑢
2).

In addition to their interesting theoretical features, many studies have
shown that tfBm and tfBmII are useful for practical applications. Thus, fur-
ther investigations of various models involving these processes are required.

We consider a Langevin-type equation driven by either tfBm or tfBmII.
This equation takes the following form:

𝑌𝑡 = 𝑦0 + 𝜃

∫︁ 𝑡

0

𝑌𝑠𝑑𝑠+ 𝜎𝑋𝑡, 𝑡 > 0, (1)

where 𝑦0 is an arbitrary real initial value, and 𝜃 and 𝜎 are positive constants.
In our case, 𝑋 denotes either tfBm or tfBmII. We are interested in studying
a strongly consistent estimator of the parameter 𝜃.

For a continuous trajectory {𝑌𝑡, 𝑡 > 0}, we consider the following estimator:

̂︀𝜃𝑇 =
𝑌 2
𝑇 − 𝑦20

2
∫︀ 𝑇
0
𝑌 2
𝑡 𝑑𝑡

. (2)

To construct discrete-time observations from the interval [0, 𝑛𝑚−1], with
𝑛,𝑚 > 1, we choose the points 𝑡𝑘 = 𝑘 · 𝑛−1, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛𝑚. Then, the
discrete-time version of ̂︀𝜃𝑇 is

̃︀𝜃𝑛(𝑚) =
𝑛
(︀
𝑌 2
𝑡𝑛𝑚
− 𝑦20

)︀

2
∑︀𝑛𝑚−1
𝑘=0 𝑌 2

𝑡𝑘

. (3)

We have proved that the estimators ̂︀𝜃𝑇 and ̃︀𝜃𝑛(𝑚) are strongly consistent
for the continuous and discrete cases, respectively. Moreover, a simulation ex-
periment has been conducted for the discrete case, and the obtained estimates
̃︀𝜃𝑛(𝑚) confirm the theoretical results.

References

[1] Meerschaert M.M., Sabzikar F. Tempered fractional Brownian motion // Statistics &
Probability Letters — 2013. — V. 83, No 10. — P. 2269—2275.

[2] Sabzikar F., Surgailis D. Tempered fractional Brownian and stable motions of second
kind // Statistics & Probability Letters — 2018. — V. 132. — P. 17—27.

Taras Shevchenko National University of Kyiv, Kyiv, Ukraine
Email address: prykhodkood@gmail.com

Taras Shevchenko National University of Kyiv, Kyiv, Ukraine, and Univer-
sity of Vaasa, Vaasa, Finland

Email address: kostiantynralchenko@knu.ua

Секцiя 3. Теорiя ймовiрностей та математична статистика

139



OPTIMIZING MULTIVARIATE SAMPLE ALLOCATION
USING AUXILIARY VARIABLES IN STRATIFIED SAMPLING

D. PUMPUTIS

The study focuses on improving sample allocation methods in stratified
surveys involving multiple study variables. When a population is divided into
homogeneous strata, an optimal distribution of samples across these strata
is crucial for achieving high precision of the estimators used, while minimiz-
ing survey cost. Traditional approaches such as Neyman allocation [5] often
perform suboptimally when multiple correlated variables are studied simulta-
neously. To address this, the paper explores several optimization-based meth-
ods that account for both survey cost and precision while leveraging auxiliary
variables — readily available variables correlated with the study variables —
to enhance estimation accuracy.

The study compares seven algorithms for multivariate optimal sample al-
location: the integer programming algorithm (IPA) [2], Bethel’s algorithm
(BA) [1], generalized simulated annealing (GSAA) [8], constrained optimiza-
tion by linear approximations (COBYLA) [6], particle swarm optimization
(PSO) [4], biased random key genetic algorithm (BRKGA) [3], and differen-
tial evolution optimization (DEO) [7]. These methods are applied to simu-
lated and real survey populations with varying correlation strengths between
auxiliary and study variables.

Simulation results show that all algorithms perform well when the corre-
lations between auxiliary and study variables are high, but required sample
sizes increase substantially as correlations weaken. The IPA achieves the exact
global minimum cost and serves as a benchmark for comparison. Among the
heuristic methods, DEO performs most consistently, achieving results clos-
est to the global minimum in 86% of the tested cases, followed by BRKGA
and PSO.

In addition to efficiency, the paper investigates algorithmic convergence be-
havior, assessing how rapidly and reliably each method reaches its optimal or
near-optimal solution. DEO shows stable convergence and low sensitivity to
parameter tuning, while GSAA and PSO occasionally exhibit slower conver-
gence or premature stagnation. COBYLA performs well for smooth objective
functions but can miss the global minimum in multimodal cases.

Overall, the findings highlight that using correlated auxiliary variables im-
proves estimation precision and reduces survey cost in multivariate stratified
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sampling. Moreover, metaheuristic optimization methods — especially differ-
ential evolution (DEO) — combine high convergence reliability with compu-
tational robustness, making them suitable for large, complex survey designs.
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DISTRIBUTIONAL PROPERTIES OF POISSON PROCESSES
OF ORDER 𝑘 WITH TIME CHANGE

ARTEM STOROZHUK, LYUDMYLA SAKHNO

Let 𝑁𝑘(𝑡) denote the Poisson process of order 𝑘 (PPoK), introduced in [1],
with the probability mass function (PMF) given by

𝑝𝑁
𝑘

𝑛 (𝑡) = P(𝑁𝑘(𝑡) = 𝑛) =
∑︁

𝑋=Ω(𝑘,𝑛)

𝑒−𝑘𝜆𝑡
(𝜆𝑡)𝜁𝑘

Π𝑘!
,

where Ω(𝑘, 𝑛) = {𝑋 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) | 𝑥1 + 2𝑥2 + . . . + 𝑘𝑥𝑘 = 𝑛}, 𝜁𝑘 = 𝑥1 +
. . .+ 𝑥𝑘, and Π𝑘 = 𝑥1! . . . 𝑥𝑘!.

This talk focuses on the distributional properties of PPoK models with
time change, i.e., processes of the form 𝑁𝑘(𝐻(𝑡)), where 𝐻(𝑡) is an inde-
pendent subordinator. We extend previous results by considering a wider
class of subordinators. The time-change processes 𝐻(𝑡) investigated include:
compound Poisson-Gamma process; inverse compound Poisson-Exponential
process; Bessel subordinator; Gamma process subordinated to a Poisson pro-
cess with a drift; Bessel transform of a Gamma process; Inverse Gaussian
process.

For each of these models, we derive explicit expressions for their probability
mass functions, the governing systems of difference-differential equations, and
their first two moments. The resulting distributions are expressed in closed
form in terms of special functions, such as the generalized Wright function,
the Mittag–Leffler function, and modified Bessel functions.

This talk is based on the paper [2].
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DYNAMICALLY WEIGHTED MIXTURE OF EXPONENTIAL
AND ERLANG DISTRIBUTIONS WITH INDEPENDENT

RATE PARAMETERS

H.YA. TULUCHENKO

Mixture models of Exponential and Erlang distributions with identical rate
parameters are widely known [1, 2]. However, these models exhibit limited
flexibility when modeling processes characterized by high variability in the
initial phase followed by a monotonic decrease of intensity.

The proposed dynamically weighted Mixture has two key differences that
constitute the scientific novelty:

(1) Independent rate parameters (𝜆 ̸= 𝛽) for the components.
(2) The use of a sigmoid function (𝜔(𝑥)) as a dynamic weighting coeffi-

cient.
Dynamic weights provide adaptive switching of component influence. This

allows the model to fit data where each phase of the process requires individual
decay rates, which is unattainable in static mixtures.

The model is a combination of:
(1) The Exponential distribution with rate parameter 𝜆. Its density func-

tion is
𝑓1(𝑥) = 𝜆𝑒−𝜆𝑥, 𝑥 > 0.

(2) The Erlang distribution (second order, 𝛼 = 2) with rate parameter 𝛽.
Its density function is

𝑓2(𝑥) = 𝛽2𝑥𝑒−𝛽𝑥, 𝑥 > 0.

The dynamics of the transition are governed by the weighting coefficient
𝜔(𝑥):

𝜔(𝑥) =
𝜇

1 + exp(−𝑘𝑥)
,

where 𝑘 > 0, 0 6 𝜇 6 1.
The unnormalized probability density function 𝑓*(𝑥) takes the form:

𝜔(𝑥)𝑓1(𝑥) + (1− 𝜔(𝑥))𝑓2(𝑥).

To obtain the true PDF, the normalizing constant 𝐶 is defined as:

𝐶 = 1 +

∫︁ ∞

0

𝜔(𝑥)[𝑓1(𝑥)− 𝑓2(𝑥)] 𝑑𝑥.
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The analytical calculation of the integral is performed by reducing it to the
Lerch transcendent function Φ(𝑧, 𝑠, 𝑎):

𝐶 = 1 +
𝜇𝜆

𝑘
Φ

(︂
−1, 1,

𝜆

𝑘

)︂
− 𝜇𝛽2

𝑘2
Φ

(︂
−1, 2,

𝛽

𝑘

)︂
.

Thus, the true PDF of the dynamically weighted mixture is:

𝑓(𝑥) =
1

𝐶
(𝜔(𝑥)𝑓1(𝑥) + (1− 𝜔(𝑥))𝑓2(𝑥)). (1)

Found the expression Cumulative Distribution Function (CDF):

𝐹 (𝑥) =
1

𝐶

∫︁ 𝑥

0

[𝜔(𝑡)𝑓1(𝑡) + (1− 𝜔(𝑡))𝑓2(𝑡)]𝑑𝑡 =

=
1

𝐶

(︀
1− (1 + 𝛽𝑥) exp(−𝛽𝑥)− 𝜇𝛽2𝑄(𝑥, 1, 𝛽, 𝑘) + 𝜇𝜆𝑄(𝑥, 0, 𝜆, 𝑘)

)︀
,

where

𝑄(𝑥, 0, 𝜆, 𝑘) =
1

𝑘

(︂
Φ

(︂
−1, 1,

𝜆

𝑘

)︂
− exp(−𝜆𝑥) · Φ

(︂
− exp(−𝑘𝑥), 1,

𝜆

𝑘

)︂)︂
,

𝑄(𝑥, 1, 𝛽, 𝑘) =
1

𝑘2

(︃
Φ

(︂
−1, 2,

𝛽

𝑘

)︂
−

− exp(−𝛽𝑥)

(︂
Φ

(︂
− exp(−𝑘𝑥), 2,

𝛽

𝑘

)︂
+ 𝑘𝑥Φ

(︂
− exp(−𝑘𝑥), 1,

𝛽

𝑘

)︂)︂)︃
,

𝑘 > 0, 𝜆 > 0, 𝛽 > 0.

In the complete study, analytical expressions for the raw moments, the
expected value, and the variance were also derived. The behavior of func-
tions in 𝑥 = 0 is analyzed. Examples demonstrating the approximation of
experimental distributions using the distribution (1) were considered.
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OPTIMAL CONTROL OF ENVIRONMENTAL SYSTEMS VIA
PDE GAMES WITH BROWNIAN SHEET

O.A. TYMOSHENKO

Environmental pollution control is inherently multi-regional: neighbor-
ing jurisdictions act on a shared spatial domain and interact through the
physics of dispersion and the timing of interventions. Uncertainty enters
both temporally and spatially due to variable emissions, transport, and mea-
surement noise. These features make stochastic partial differential equations
(SPDEs) with spatio-temporal noise (modeled here by a Brownian sheet) nat-
ural; strategic interdependence motivates differential games rather than a
single-agent problem. This extended abstract presents a nonzero-sum SPDE
game on a rectangle 𝑅𝑍 = [0, 𝑇 ]× [0, 𝑋] in the time-space plane and derives
maximum-principle conditions for Nash equilibria.
State dynamics and objectives. Let 𝑧 = (𝑡, 𝑥) and 𝑅𝑧 = [0, 𝑡]× [0, 𝑥]. The
environmental state 𝑌 (𝑧) (e.g., pollutant concentration or cumulative load)
evolves according to

𝑌 (𝑧) = 𝑌 (0) +

∫︁

𝑅𝑧

𝛼(𝜁, 𝑌 (𝜁), 𝑢1(𝜁), 𝑢2(𝜁)) d𝜁 +

∫︁

𝑅𝑧

𝛽(𝜁, 𝑌 (𝜁), 𝑢1(𝜁), 𝑢2(𝜁))𝐵(d𝜁),

(1)

where 𝐵 is a Brownian sheet and 𝑢𝑖 are admissible regional controls (effort, abate-
ment, or regulation intensity), and d𝜁 = d𝑡d𝑥. Player 𝑖 ∈ {1, 2} minimizes

𝐽𝑖(𝑢1, 𝑢2) = E
[︂∫︁

𝑅𝑍

𝑓𝑖
(︀
𝜁, 𝑌 (𝜁), 𝑢1(𝜁), 𝑢2(𝜁)

)︀
d𝜁 + 𝑔𝑖

(︀
𝑌 (𝑍)

)︀]︂
. (2)

A pair (𝑢̂1, 𝑢̂2) is a (open-loop) Nash equilibrium if for all admissible 𝑢1,𝑢2

𝐽1(𝑢̂1, 𝑢̂2) 6 𝐽1(𝑢1, 𝑢̂2) and 𝐽2(𝑢̂1, 𝑢̂2) 6 𝐽2(𝑢̂1, 𝑢2).

Hamiltonian, adjoint variables, and the sheet operator. For each player
𝑖 = 1, 2, define the Hamiltonian

𝐻𝑖(𝑧, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2, 𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝐿𝑖) = 𝑓𝑖(𝑧, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2) + 𝛼(𝑧, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2) 𝑝𝑖(𝑧)

+ 𝛽(𝑧, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2) 𝑞𝑖(𝑧) + 𝒦[𝐿𝑖, 𝛼(·, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2)] (𝑧),

where 𝑝𝑖, 𝑞𝑖 are scalar adjoint processes on 𝑅𝑍 , and 𝐿𝑖 : 𝑅𝑍 → R is an additional
adjoint induced by the Brownian sheet. The operator 𝒦[𝐿,𝛼] is the convolution-like
term specific to 2D stochastic integration:

𝒦[𝐿,𝛼](𝑧) :=

∫︁ 𝑥

0

∫︁ 𝑇

𝑡

(︀
𝐿(𝑧)𝛼(𝜁′, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2) + 𝐿(𝜁′)𝛼(𝑧, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2)

)︀
d𝜁′, 𝑧 = (𝑡, 𝑥).
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Adjoint equations (BSPDEs). The adjoint triple (𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑟𝑖) and the process 𝐿𝑖

satisfy

𝐿𝑖(𝑧) = − 𝜕𝑦𝐻𝑖(𝑧, 𝑌 (𝑧), 𝑢1(𝑧), 𝑢2(𝑧), 𝑝𝑖(𝑧), 𝑞𝑖(𝑧), 𝐿𝑖(𝑧)) , (3)

𝑝𝑖(d𝑧) = − 𝜕𝑦𝐻𝑖(𝑧, 𝑌 (𝑧), 𝑢1(𝑧), 𝑢2(𝑧), 𝑝𝑖(𝑧), 𝑞𝑖(𝑧), 𝐿𝑖(𝑧)) d𝑧

+ 𝑞𝑖(𝑧)𝐵(d𝑧) +𝑀𝑟𝑖
𝑖 (d𝑧), (4)

𝑝𝑖(𝑍) = 𝜕𝑦𝑔𝑖
(︀
𝑌 (𝑍)

)︀
, (5)

where the term 𝑀𝑟𝑖
𝑖 denotes the second-order (double) stochastic integral

𝑀𝑟𝑖
𝑖 (𝑅𝑧) =

∫︁∫︁

𝑅𝑧×𝑅𝑧

𝑟𝑖(𝜁, 𝜁
′)𝐵(d𝜁)𝐵(d𝜁′).

Stochastic maximum principle on the time–space plane.

Theorem 1. Assume: (i) the coefficients 𝛼, 𝛽, 𝑓𝑖, 𝑔𝑖 are continuously differentiable
in (𝑦, 𝑢1, 𝑢2) with linear growth; (ii) admissible sets 𝑈𝑖 ⊂ R are convex; and (iii) the
state (1) admits a unique square-integrable solution for any admissible control pair.
Then:

Necessity. If (𝑢̂1, 𝑢̂2) is an open-loop Nash equilibrium with associated state 𝑌
and adjoints (𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑟𝑖, 𝐿̂𝑖) solving (3)–(5), then for a.e. 𝑧 ∈ 𝑅𝑍 ,

𝜕𝑢𝑖𝐻𝑖

(︀
𝑧, 𝑌 (𝑧), 𝑢̂1(𝑧), 𝑢̂2(𝑧), 𝑝𝑖(𝑧), 𝑞𝑖(𝑧), 𝐿̂𝑖(𝑧)

)︀
·
(︀
𝑢𝑖 − 𝑢̂𝑖(𝑧)

)︀
> 0.

Sufficiency. Suppose in addition that 𝑦 ↦→ 𝑔𝑖(𝑦) is convex and, for almost every
𝑧, the mapping (𝑦, 𝑢𝑖) ↦→ 𝐻𝑖

(︀
𝑧, 𝑦, 𝑢1, 𝑢2, 𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝐿𝑖

)︀
is jointly convex in (𝑦, 𝑢𝑖) for

each 𝑖 (with the opponent’s control held fixed). If a control pair (𝑢̃1, 𝑢̃2) together
with admissible adjoints satisfies the pointwise minimization

𝐻𝑖

(︀
𝑧, 𝑌 (𝑧), 𝑢̃1(𝑧), 𝑢̃2(𝑧), 𝑝𝑖(𝑧), 𝑞𝑖(𝑧), 𝐿̃𝑖(𝑧)

)︀

= min
𝑢𝑖∈𝑈𝑖

𝐻𝑖

(︀
𝑧, 𝑌 (𝑧), 𝑢1(𝑧), 𝑢2(𝑧), 𝑝𝑖(𝑧), 𝑞𝑖(𝑧), 𝐿̃𝑖(𝑧)

)︀
,

for 𝑖 = 1, 2 and almost every 𝑧 ∈ 𝑅𝑍 , then (𝑢̃1, 𝑢̃2) is a Nash equilibrium.

This talk is based on joint work with B. Øksendal, N. Agram, F. Proske [1], [2].

References

[1] Agram N., Øksendal B., Proske F., Tymoshenko O. Optimal control of SPDEs driven
by time–space Brownian motion // SIAM J. Control Optim. — 2025. — V. 63, No 1. —
P. 546–570.

[2] Agram N., Øksendal B., Proske F., Tymoshenko O. SPDE games driven by a Brownian
sheet with applications to pollution minimization // arXiv:2503.04993 — 2025. — DOI:
10.48550/arXiv.2503.04993.

Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute, Kyiv, Ukraine, and University of
Oslo, Norway

Email address: otymoshenkokpi@gmail.com

XX Мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка Михайла Кравчука

146



METHODS OF CONSTRUCTING MULTIVARIATE POWER
SERIES DISTRIBUTIONS

O. VOLKOV, YU. VOLKOV

The paper proposes methods for constructing multivariate power series
distributions (PSD) with natural parameterization, which generalize the one-
dimensional case ( [1] and [2]) to the 𝑚-dimensional space.

Let 𝑘 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑚) be a multi-index with non-negative integer coordi-
nates, and let the series

𝜔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) =
∑︁

𝑘1>0,...,𝑘𝑚>0

𝑎𝑘1 . . . 𝑎𝑘𝑚 𝑦
𝑘1
1 . . . 𝑦𝑘𝑚𝑚 ,

where 𝑎𝑘1 > 0, . . . , 𝑎𝑘𝑚 > 0, converge in the polycylinder

𝑌 := {𝑦1 | 0 6 𝑦1 < 𝑅} × · · · × {𝑦𝑚 | 0 6 𝑦𝑚 < 𝑅}.
The distribution of a random vector 𝜉 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝑚) with coordinate prob-

abilities

𝑃{𝜉1 = 𝑘1, . . . , 𝜉𝑚 = 𝑘𝑚} =
𝑎𝑘1 . . . 𝑎𝑘𝑚𝑦

𝑘1
1 . . . 𝑦𝑘𝑚𝑚

𝜔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚)
, 𝑘1 > 0, . . . , 𝑘𝑚 > 0

is called the power series distribution (PSD) of the function 𝜔.
The Generating Function is:

𝑃 (z) =
∑︁

k

(𝑧1𝑦1)
𝑘1 . . . (𝑧𝑚𝑦𝑚)𝑘𝑚

𝜔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚)
𝑎𝑘1 . . . 𝑎𝑘𝑚 =

𝜔(𝑧1𝑦1, . . . , 𝑧𝑚𝑦𝑚)

𝜔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚)
.

For such a distribution

E[𝜉] =
𝜕 log𝜔

𝜕 log 𝑦
, Cov(𝜉) =

𝜕2 log𝜔

(𝜕 log 𝑦)2
.

On the convex domain 𝑌 , the mapping 𝑦 ↦→ 𝑥 is one-to-one and has an
inverse function 𝑦 = 𝑓(𝑥).

Theorem 1. The following relation holds:

𝜕𝑃

𝜕𝑥
𝑉 (𝑥)− 𝜕𝑃

𝜕𝑧
𝑧 + 𝑥𝑃 = 0, 𝑃 (1, . . . , 1, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) = 1,

𝑃 = 𝑃 (𝑧1, . . . , 𝑧𝑚, 𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚), . . . , 𝑓𝑚(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)),
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𝜕𝑃

𝜕𝑥
=

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑥1
, . . . ,

𝜕𝑃

𝜕𝑥𝑚

)︂
,
𝜕𝑃

𝜕𝑧
=

(︂
𝜕𝑃

𝜕𝑧1
, . . . ,

𝜕𝑃

𝜕𝑧𝑚

)︂
, 𝑧 =

⎛
⎜⎝
𝑧1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 𝑧𝑚

⎞
⎟⎠ ,

where 𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) is the probability function constructed in the natural pa-
rameterization, and 𝑉 (𝑥) is the covariance matrix of 𝜉, expressed in terms of
𝑥.

In the correctness of the theorem one can be convinced by direct verifica-
tion.

To construct specific PSD functions, we shall make use of power series in
the one-dimensional case.

Example 1. 𝜔(𝑦) = (1 + 𝑦)𝑛, 𝑛 ∈ N. We have

𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑛− 𝑥,
𝜔(𝑦)

𝜔′(𝑦)
=

1 + 𝑦

𝑛
,

(︂
𝜔(𝑦)

𝜔′(𝑦)

)︂′
=

1

𝑛
,

hence, for the elements of the covariance matrix of the PCP function 𝜔(𝑦1 +
. . .+ 𝑦𝑚) we get:

𝜈𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝑥𝑖 − 𝑥𝑖𝑥𝑗𝑛−1, det𝑉 (𝑥) = 𝑥1 . . . 𝑥𝑚(1− |𝑥|𝑛−1).

If we denote 𝑝1 = 𝑥1/𝑛, . . . , 𝑝𝑚 = 𝑥𝑚/𝑛, then

𝑃{𝜉1 = 𝑘1, . . . , 𝜉𝑚 = 𝑘𝑚} =
𝑛!

𝑘1! . . . 𝑘𝑚!(𝑛− |𝑘|)! 𝑝
𝑘1
1 . . . 𝑝𝑘𝑚𝑚 (1− 𝑝1 − . . .− 𝑝𝑚)𝑛−|𝑘|

Example 2. 𝜔(𝑦) = exp 𝑦. In this case, 𝑓(𝑥) = 𝑥, and for the elements of
the covariance matrix of the PSD function 𝜔(𝑦1)𝜔(𝑦1𝑦2) . . . 𝜔(𝑦1𝑦2 . . . 𝑦𝑚) we
obtain 𝜈𝑖𝑗 = 𝑥𝑖, if 𝑖 > 𝑗 and 𝜈𝑖𝑗 = 𝑥𝑗 , if 𝑖 < 𝑗, det𝑉 (𝑥) = (𝑥1 − 𝑥2)(𝑥2 −
𝑥3) . . . (𝑥𝑚−1 − 𝑥𝑚)𝑥𝑚.
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SUB-GAUSSIAN RISK PROCESSES WITH
HETEROGENEOUS TIMINGS OF INSURANCE CLAIMS AND

CONTRACT INCEPTIONS

R. YAMNENKO, V. LEVCHENKO

In this paper, Sub-Gaussian risk processes were developed and investi- gated,
taking into account different timings of insurance events and contract inceptions.
Following results were obtained for surplus process (1):

Lemma 1. Let the surplus process be

𝑈𝑡 = 𝑢+
𝑛∑︁

𝑏=1

(𝑐𝑏(min{𝑡, 𝑧𝑏})−
𝑁𝑏(min{𝑡,𝑧𝑏})∑︁

𝑖=1

𝑌𝑖) +

𝑀𝑡∑︁

𝑒=1

(𝑑𝑒(min{𝑡, 𝑡𝑒} − 𝑠𝑒)−
𝑃𝑒(min{𝑡,𝑡𝑒}−𝑠𝑒)∑︁

𝑘=1

𝑌𝑘), 𝑡 > 0,

(1)
with the mutual independence assumptions from the model statement. Assume

∙ the claim sizes 𝑌𝑖 are i.i.d. sub-Gaussian with parameter 𝜏𝑌 , i.e. 𝐸𝑒𝜃𝑌1 6
exp(

𝜃2𝜏2
𝑌

2
) for all 𝜃 ∈ R;

∙ each initial policy has claim intensity 𝛼 (so 𝐸[𝑁𝑏(𝑡)] = 𝛼𝑡), each new policy
has claim intensity 𝛾 (so 𝐸[𝑃𝑒(𝑡)] = 𝛾𝑡), and new policies arrive according
to 𝑀𝑡 with 𝐸[𝑀𝑡] = 𝛽𝑡.

∙ the random premium/exposure integrals (the terms of the form 𝑐𝑏 min{𝑡, 𝑧𝑏}
and 𝑑𝑒(min{𝑡, 𝑡𝑒}−𝑠𝑒)) admit uniform sub-Gaussian controls with constants
𝑏 and 𝑑 respectively (if these integrals are deterministic the statement below
simplifies accordingly).

Then for every 𝜆 ∈ R we have the bound

𝐸[𝑒𝜆𝑈𝑡 ] 6 exp(𝜆𝑢) · exp
{︁
exp

(︁
𝜆𝑡

𝑛∑︁

𝑏=1

𝑐𝑏
)︁
exp

(︀
𝜆2𝑏2

2

)︀
− 1

}︁

· exp
{︁(︁

exp
(︀
𝜆2𝑑2

2

)︀
− 1

)︁
𝛽𝑡

}︁
· exp

{︁(︁
exp

(︀𝜆2𝜏2
𝑌

2

)︀
− 1

)︁
𝛼𝑡

}︁
.

(2)

Theorem 1. Under the assumptions of Lemma 1, for every 𝑥 > 0 and every 𝜆 > 0
we have the Chernoff bound

𝑃 (𝑈𝑡 < −𝑥) 6 exp(−𝜆𝑥)𝐸[𝑒𝜆𝑈𝑡 ]. (3)

Combining (3) with (2) yields the explicit bound

𝑃 (𝑈𝑡 < −𝑥) 6 exp(−𝜆𝑥+ 𝜆𝑢) · exp
{︁
exp

(︁
𝜆𝑡

𝑛∑︁

𝑏=1

𝑐𝑏
)︁
exp

(︀
𝜆2𝑏2

2

)︀
− 1

}︁

· exp
{︁(︁

exp
(︀
𝜆2𝑑2

2

)︀
− 1

)︁
𝛽𝑡

}︁
· exp

{︁(︁
exp

(︀𝜆2𝜏2
𝑌

2

)︀
− 1

)︁
𝛼𝑡

}︁
,

valid for every 𝜆 > 0.
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Theorem 2. Consider the surplus process described in Lemma 1
Assume further that the random premium/exposure integrals admit Poisson-

type controls:

E exp
{︁
𝜃

𝑛∑︁

𝑏=1

𝑐𝑏 min{𝑡, 𝑧𝑏}
}︁
6 exp

{︀
𝑚𝐼(𝑒

𝜃 − 1)
}︀
,

E exp
{︁
𝜃 𝑑𝑒(min{𝑡, 𝑡𝑒} − 𝑠𝑒)

}︁
6 exp

{︀
𝑚𝑁 (𝑒𝜃 − 1)

}︀
,

for some constants 𝑚𝐼 ,𝑚𝑁 > 0 and all 𝜃 ∈ R.
Define the claim correction terms

𝜅𝐼(𝜆) := 𝛼(𝜓𝑌 (−𝜆)− 1), 𝜅𝑁 (𝜆) := 𝛾(𝜓𝑌 (−𝜆)− 1),

and let 𝐵 ⊂ [0,∞) be a compact index set (time horizon), with covering numbers
𝒩 (𝜀) under an admissible semimetric 𝑑(·, ·) and effective measure |𝐵|.

Then, for every 𝜆 > 0 and 𝑥 > 0, the following exponential tail bounds hold:

Pr
(︁
sup
𝑡∈𝐵

(𝑈𝑡 − 𝑓(𝑡)) > 𝑥
)︁
6 𝑍(𝑥, 𝜆,𝐵),

Pr
(︁
sup
𝑡∈𝐵

(𝑈𝑡 − 𝑓(𝑡)) < −𝑥
)︁
6 𝑍(𝑥, 𝜆,𝐵),

Pr
(︁
sup
𝑡∈𝐵

|𝑈𝑡 − 𝑓(𝑡)| > 𝑥
)︁
6 𝑍(𝑥, 𝜆,𝐵),

where
𝑍(𝑥, 𝜆,𝐵) = exp(−𝜆𝑥+ 𝜆𝑢) exp

{︀
𝑚𝐼(𝑒

𝜆 − 1)
}︀
· exp

{︀
𝛽|𝐵|(exp(𝑚𝑁 (𝑒𝜆 − 1))− 1)

}︀

· exp
{︀
𝛼|𝐵|(𝜓𝑌 (−𝜆)− 1)

}︀
· exp

{︁ ∞∑︁

𝑗=0

log𝒩 (𝜀𝑗)
𝜆Δ𝑗(𝜆)

2

}︁
,

for any decreasing sequence 𝜀𝑗 ↓ 0 and increment control terms

Δ𝑗(𝜆) := sup
𝑑(𝑠,𝑡)6𝜀𝑗−1

E[|Ξ𝑠,𝑡,𝑗 |]

associated with the process increments in the chaining decomposition.
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AI-DRIVEN MULTI-STAGE FRAMEWORK FOR
FORECASTING VAR AND CVAR IN FINANCIAL TIME

SERIES

V.F. ZRAZHEVSKA, G.M. ZRAZHEVSKY

Forecasting financial risks ranks among the most pressing challenges cap-
tivating economists, mathematicians, and finance experts worldwide. Among
the key tools for quantifying these risks are Value-at-Risk (VaR) and Condi-
tional Value-at-Risk (CVaR), which enable the assessment of potential losses
and facilitate proactive measures to avert substantial financial setbacks. Nu-
merous techniques and algorithms have been developed for computing and
predicting these metrics. However, conventional econometric approaches to
VaR and CVaR frequently overlook critical features of contemporary financial
time series, such as abrupt regime shifts and fat-tailed distributions.

The study in [1] focuses on advancing methodologies for estimating dy-
namic VaR and CVaR measures. It employs a heteroscedastic time series
model as its foundational framework. These approaches are tailored to gen-
erate predictive estimates of risk metrics for highly volatile series, explicitly
accounting for long-range dependencies.

Artificial intelligence (AI) significantly enhances time series forecasting by
effectively capturing complex patterns, non-linear relationships, and abrupt
changes in data that traditional econometric models often miss. Machine
learning algorithms, such as neural networks and ensemble methods, adapt
to volatile and high-dimensional datasets, improving prediction accuracy for
applications like financial risk assessment and demand forecasting [2].

We propose an AI-driven multi-stage framework that integrates anomaly
detection with large pretrained probabilistic forecasting models to improve
the estimation of risk measures.

We propose an AI-driven multi-stage framework that integrates anomaly
detection with large pretrained probabilistic forecasting models to improve
the estimation of risk measures.

The framework consists of three main stages. First, anomaly detection is
applied to financial returns using autoencoder-based time-series models [3],
identifying high-risk regimes where extreme losses are more likely. Focus-
ing on anomalies is crucial, since unconditional estimation across calm and
crisis periods dilutes tail risk information, leading to underestimated VaR
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and CVaR. Second, the Chronos-Bolt model [4], a powerful pretrained trans-
former for time-series forecasting, is fine-tuned on historical return data re-
stricted to anomalous periods. Fine-tuning, as opposed to using Chronos in
a zero-shot fashion, enables the model to learn domain-specific heavy-tailed
dynamics and conditional dependence on stress regimes. Data preparation in-
cludes constructing sliding windows of returns, attaching anomaly indicators
as exogenous features, and generating supervised training targets for quan-
tile distributions. Third, from Chronos’s probabilistic outputs, Monte Carlo
samples

{︀
𝑥
(𝑖)
𝑡

}︀𝑁
𝑖=1

are generated to compute:

VaR𝛼(𝑡) = Quantile𝛼
(︁{︀
𝑥
(𝑖)
𝑡

}︀𝑁
𝑖=1

)︁
,

CVaR𝛼(𝑡) =
1

⌊𝛼𝑁⌋
𝑁∑︁

𝑖=1

𝑥
(𝑖)
𝑡 1
(︁
𝑥
(𝑖)
𝑡 6 VaR𝛼(𝑡)

)︁
.

Backtesting uses Kupiec’s unconditional coverage test, Christoffersen’s in-
dependence test, and the Fissler–Ziegel framework [1] for joint VaR/ CVaR
evaluation. This methodology highlights the importance of restricting train-
ing to anomalous periods, leveraging the representational power of large AI
models such as Chronos–Bolt, and systematically fine-tuning them to domain-
specific financial data. We tested the framework on Tesla (TSLA) daily re-
turns, where anomaly-aware fine-tuned Chronos produced significantly im-
proved VaR exception rates and more stable CVaR estimates compared to
unconditional Chronos and GARCH baselines, demonstrating the effective-
ness of the proposed AI-based approach.

References

[1] Zrazhevska V., Zrazhevsky G. Generalized Approach for Estimatingand Forecasting of
Dynamical VaRand CVaR Based on Metalog Distribution // In: Babichev, S., Lytvy-
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ЗАСТОСУВАННЯ БУТСТРЕП-МЕТОДУ ДЛЯ
ОЦIНЮВАННЯ СТРАХОВИХ РЕЗЕРВIВ

А.В. IЛЬЧЕНКО, О.I. ВАСИЛИК

Страховi резерви є одним iз ключових елементiв фiнансової стiйкостi
страхової компанiї. Вони формуються для забезпечення майбутнiх виплат
страхових вiдшкодувань, виступаючи гарантiєю виконання зобов’язань
перед страхувальниками. Рацiональне управлiння резервами забезпечує
платоспроможнiсть, стабiльнiсть i конкурентоспроможнiсть страховика.
В Українi формування та облiк технiчних резервiв регулюються Законом
України «Про страхування» [1] та нормативно-правовими актами Нацiо-
нального банку України. Положення НБУ визначає перелiк актуарних
методiв, дозволених до використання пiд час оцiнки резервiв збиткiв, що
виникли, але не заявленi (IBNR). Серед них — метод ланцюгових схо-
дiв, метод Борнхюттера—Фергюсона, метод Кейп–Код та Мюнхенський
ланцюговий метод. Проте класичнi детермiнованi пiдходи не враховують
стохастичну природу страхових збиткiв i варiацiю даних. Тому сучасна
актуарна практика все частiше звертається до стохастичних методiв, се-
ред яких бутстреп-метод посiдає важливе мiсце.

Технiчнi резерви — це грошова оцiнка зобов’язань страховика за дого-
ворами ризикового страхування [1]. Вони подiляються на резерв незаро-
блених премiй (РНП) та резерв збиткiв (РЗ), який включає:

∙ резерв заявлених, але не виплачених збиткiв (RBNS) — зобов’язан-
ня за вiдомими, проте ще не врегульованими вимогами;
∙ резерв збиткiв, що виникли, але не заявленi (IBNR) — оцiнка ви-

плат за страховими випадками, про якi на звiтну дату ще не вi-
домо.

Одним iз найпоширенiших методiв оцiнки IBNR є метод ланцюгових
сходiв (Chain-Ladder), який ґрунтується на аналiзi iсторичних закономiр-
ностей розвитку збиткiв. Метод передбачає побудову трикутникiв збиткiв
i використання коефiцiєнтiв розвитку для прогнозування майбутнiх ви-
плат за припущень сталостi портфеля та стабiльностi збиткiв у часi [2].

Стохастичне узагальнення цього пiдходу запропонував Томас Мак, ство-
ривши модель Мака (Mack Model, 1993). Вона дозволяє не лише оцiнити
очiкувану величину резерву, а й вимiряти невизначенiсть прогнозу через
дисперсiю збиткiв [3].
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Бутстреп-метод є стохастичним пiдходом до оцiнювання невизначено-
стi страхових резервiв, який ґрунтується на багаторазовому випадковому
вiдборi даних. Його застосування дозволяє отримати емпiричний розпо-
дiл можливих значень резерву, побудувати довiрчi iнтервали та оцiнити
ризик недостатностi резервiв [3].

Основна iдея методу полягає у формуваннi певної кiлькостi𝐵 бутстреп-
вибiрок зi спостережених залишкiв моделi, на основi яких повторно оцi-
нюються резерви. Для кожного 𝑏 = 1, 2, . . . , 𝐵 отримується нове значе-
ння оцiнки резерву 𝑅̂*(𝑏), а сукупнiсть таких оцiнок формує бутстреп-
розподiл:

𝑅̂*(1), 𝑅̂*(2), . . . , 𝑅̂*(𝐵).

Алгоритм бутстреп-методу складається з таких етапiв:
∙ побудова моделi (наприклад, iз застосуванням методу ланцюгових

сходiв) i розрахунок залишкiв;
∙ випадковий вiдбiр залишкiв iз поверненням;
∙ генерацiя нових «бутстреп-трикутникiв» i повторне оцiнювання

резервiв;
∙ формування емпiричного розподiлу та оцiнювання показникiв не-

визначеностi.
Перевагою бутстреп-методу є вiдсутнiсть потреби в припущеннях щодо

форми розподiлу даних. Вiн базується лише на iнформацiї, що мiститься у
вибiрцi, i тому ефективний при обмежених даних. Комбiнацiя класичних
методiв (наприклад, методу ланцюгових сходiв) iз бутстреп-методом дає
можливiсть отримати повну картину розподiлу резервiв та ймовiрнiснi
оцiнки їх достатностi. Його застосування пiдвищує точнiсть розрахункiв,
обґрунтованiсть рiшень i прозорiсть фiнансової звiтностi страховика.
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ГРАНИЧНI ТЕОРЕМИ ДЛЯ ДОВГОВIЧНИХ ЛИСТКIВ У
ВИПАДКОВИХ РЕКУРСИВНИХ ДЕРЕВАХ

О.А. ГАЛГАНОВ

Нехай (𝒯𝑛, 𝑛 ∈ N) — послiдовнiсть випадкових рекурсивних дерев з
афiнним преференцiйним приєднанням з параметром 𝑎 > 0 (напр., [2]), а
(𝑏𝑘, 𝑘 ∈ N) — деяка послiдовнiсть натуральних чисел, яка строго зростає,
причому 𝑏𝑘 > 𝑘 для всiх 𝑘.

Назвемо вершину 𝑘 довговiчним листком, якщо вона була листком при-
наймнi в деревах 𝒯𝑘+1, 𝒯𝑘+2, . . . , 𝒯𝑏𝑘 . Нехай

𝑋𝑘 = 1{вершина 𝑘 є довговiчним листком},
Теорема 1. P(𝑋𝑘 = 1 н.ч.) = 1 (тобто, довговiчних листкiв нескiнченно
багато) тодi й тiльки тодi, коли

∑︀∞
𝑘=1(

𝑘
𝑏𝑘
)

1
𝑎+1 = ∞. В протилежному

випадку P(𝑋𝑘 = 1 н.ч.) = 0.

Теорема 2. Припустимо, що
(1) 𝑘

𝑏𝑘
→ 0, 𝑘 →∞,

(2)
∑︀∞
𝑘=1(

𝑘
𝑏𝑘
)

1
𝑎+1 =∞,

(3)
∑︀∞
𝑘=1

1
𝑘 (

𝑘
𝑏𝑘
)

1
𝑎+1 <∞.

Тодi 𝑆𝑛−𝜆𝑛√
𝜆𝑛

𝑑−→ 𝛾 ∼ N(0, 1), 𝑛→∞, де 𝜆𝑛 =
∑︀𝑛
𝑘=1(

𝑘
𝑏𝑘
)

1
𝑎+1 .

Варто зауважити, що випадковi величини 𝑋𝑘 є залежними. Теорему
2 доведено на основi методу Стейна [3] за допомогою побудови size-bias
coupling.
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АСИМПТОТИЧНА НОРМАЛЬНIСТЬ
КВАЗIПЕРIОДОГРАМНОЇ ОЦIНКИ ПАРАМЕТРIВ

ЧИРПОВАНОГО СИГНАЛУ

В.В. ГЛАДУН, О.В. IВАНОВ

У данiй роботi розглянуто чирпований сигнал, тобто сигнал з лiнiй-
ною частотною модуляцiєю, що спостерiгається на фонi адитивного гаус-
сiвського випадкового шуму. У якостi оцiнки для невiдомих параметрiв
чирпованого сигналу розглянуто квазiперiодограмну оцiнку (див. озна-
чення нижче). Для вiдповiдним чином нормованої квазiперiодограмної
оцiнки невiдомих параметрiв чирпованого сигналу отримано властивiсть
асимптотичної нормальностi.

Нехай спостерiгається випадковий процес

𝑋(𝑡) = 𝐴0 cos(𝜑0𝑡+ 𝜓0𝑡2) + 𝜀(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

де 𝐴0 > 0, 𝜃0 = (𝜑0, 𝜓0) ∈ Φ × Ψ = (𝜑, 𝜑) × (𝜓,𝜓), 0 < 𝜑 < 𝜑 < +∞,
0 < 𝜓 < 𝜓 < +∞; 𝜀 = {𝜀(𝑡), 𝑡 ∈ R} — випадковий шум, що задовольняє
наступнi вимоги.

A. 𝜀 — вибiрково неперервний стацiонарний гауссiвський випадковий
процес з нульовим середнiм та коварiацiйною функцiєю 𝐵(𝑡) = 𝐸𝜀(𝑡)𝜀(0),
𝑡 ∈ R, що задовольняє одну з умов:

(i) 𝐵(𝑡) = 𝐿(|𝑡|)|𝑡|−𝛼, 𝛼 ∈ (0, 1), де 𝐿 — неспадна повiльно змiнна на
нескiнченностi функцiя;

(ii) 𝐵(·) ∈ 𝐿1(R).
B.(i) Процес 𝜀, що задовольняє умову A(i), має спектральну щiльнiсть

𝑓(𝜆) = ̃︀𝐿 (1/|𝜆|) |𝜆|𝛼−1, 𝜆 ∈ R, де ̃︀𝐿 — повiльно змiнна на нескiн-
ченностi функцiя, а також 𝑓 має четвертий спектральний момент.

(ii) Спектральна щiльнiсть процесу 𝜀, що задовольняє умову A(ii),
має четвертий спектральний момент.

Надамо означення квазiперiодограмної оцiнки.

Означення. Квазiперiодограмною оцiнкою параметра 𝜃0 будемо назива-
ти такий випадковий вектор 𝜃𝑇 ∈ Φ𝑐 ×Ψ𝑐, для якого

𝜃𝑇 = max
𝜃∈Φ𝑐×Ψ𝑐

𝑄𝑇 (𝜃), 𝑄𝑇 (𝜃) =

⃒⃒
⃒⃒
⃒

2

𝑇

∫︁ 𝑇

0

𝑋(𝑡)𝑒𝑖(𝜑𝑡+𝜓𝑡
2)𝑑𝑡

⃒⃒
⃒⃒
⃒

2

.
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У той же час, оцiнку амплiтуди будемо шукати як значення 𝐴𝑇 = 𝑄
1
2

𝑇 (𝜃𝑇 ).

Сформулюємо теорему про асимптотичну нормальнiсть квазiперiодо-
грамної оцiнки параметрiв чирпованого сигналу, що є основним резуль-
татом даної роботи.

Теорема. Нехай виконуються умови A та B. Тодi випадковий вектор
(︀
𝑇 (𝐴𝑇 −𝐴0), 𝑇 2(𝜑𝑇 − 𝜑0), 𝑇 3(𝜓𝑇 − 𝜓0)

)︀* (1)

є асимптотично нормальним при 𝑇 →∞, з граничним математичним
сподiванням (︀

𝐴0𝑎2(𝜃0), 36𝑎1(𝜃0),−30𝑎1(𝜃0)
)︀*
,

𝑎1(𝜃0)
𝑎2(𝜃0)

=
1√︀
2𝜓0

[︃
cos

(︂
(𝜑0)2

2𝜓0

)︂(︃√︂
𝜋

8
− 𝑆

𝐶

(︃
𝜑0√︀
2𝜓0

)︃)︃

∓ sin

(︂
(𝜑0)2

2𝜓0

)︂(︃√︂
𝜋

8
− 𝐶

𝑆

(︃
𝜑0√︀
2𝜓0

)︃)︃]︃
,

де функцiї 𝐶(𝑥) =
∫︀ 𝑇
0

cos(𝑡2)𝑑𝑡, 𝑆(𝑥) =
∫︀ 𝑇
0

sin(𝑡2)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R.
Гранична коварiацiйна матриця вектора (1) має вигляд
⎛
⎝

4𝐺22(𝜃0) 144𝐺21(𝜃0)/𝐴0 −120𝐺21(𝜃0)/𝐴0

144𝐺21(𝜃0)/𝐴0 5184𝐺11(𝜃0)/(𝐴0)2 −4320𝐺11(𝜃0)/(𝐴0)2

−120𝐺21(𝜃0)/𝐴0 −4320𝐺11(𝜃0)/(𝐴0)2 3600𝐺11(𝜃0)/(𝐴0)2

⎞
⎠ , (2)

де матриця (2) має 𝑟𝑎𝑛𝑘 2, якщо 𝐺11(𝜃0)𝐺22(𝜃0)−𝐺2
21(𝜃0) ̸= 0. Тут фун-

кцiї 𝐺𝑖,𝑗(𝜃0), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, позначають елементи граничної коварiацiйної
матрицi (︂

𝐺11(𝜃0) 𝐺21(𝜃0)
𝐺21(𝜃0) 𝐺22(𝜃0)

)︂

випадкового вектора
(︃∫︁ 𝑇

0

𝜀(𝑡) sin(𝜑0𝑡+ 𝜓0𝑡2)𝑑𝑡,

∫︁ 𝑇

0

𝜀(𝑡) cos(𝜑0𝑡+ 𝜓0𝑡2)𝑑𝑡

)︃*

.

Доведення цiєї теореми спирається на загальну схему роботи [1].
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ТЕХНIКА КРОС-ВАЛIДАЦIЇ
ДЛЯ МОДЕЛI РЕГРЕСIЙНОЇ СУМIШI

Д.Д. ГОРБУНОВ

Розглянемо модель сумiшi зi змiнними концентрацiями [1], де кожен
об’єкт 𝑂𝑗 з вибiрки 𝑂1, . . . , 𝑂𝑛 належить до однiєї з 𝑀 популяцiй (компо-
нент сумiшi). Справжнiй номер компоненти 𝜅𝑗 , якiй належить 𝑂𝑗 вважа-
ється невiдомим, але вiдомими є iмовiрностi

P(𝜅𝑗 = 𝑚) = 𝑝
(𝑚)
𝑗:𝑛 ,

де
{︀
𝑝
(𝑘)
𝑗:𝑛

}︀
називаються концентрацiями.

Для кожного об’єкта 𝑂𝑗 спостерiгається вектор характеристик (𝑋𝑗 , 𝑌𝑗).
Залежнiсть мiж 𝑋𝑗 та 𝑌𝑗 описується непараметричною регресiйною мо-
деллю

𝑌𝑗 = 𝑔(𝜅𝑗)(𝑋𝑗) + 𝜀𝑗 , (1)

де 𝑔(𝑚) є невiдомою функцiєю регресiї для 𝑚-ої компоненти сумiшi, 𝜀𝑗
є випадковою помилкою моделi, причому розподiл 𝜀𝑗 може бути рiзним
для рiзних компонент сумiшi. Припускається, що розподiл 𝑋𝑗 | {𝜅𝑗 = 𝑚}
є абсолютно неперервним з щiльнiстю розподiлу 𝑓 (𝑚) вiдповiдно.

Для оцiнювання 𝑔(𝑚) в моделi (1), розглянемо модифiковану оцiнку
локально-лiнiйної регресiї [2]:

𝑔(𝑚)
𝑛 (𝑥0) =

𝑆
(𝑚)
2,0:𝑛𝑆

(𝑚)
0,1:𝑛 − 𝑆

(𝑚)
1,1:𝑛𝑆

(𝑚)
1,0:𝑛

𝑆
(𝑚)
2,0:𝑛𝑆

(𝑚)
0,0:𝑛 − (𝑆

(𝑚)
1,0:𝑛)

2
, (2)

де зваженi суми 𝑆(𝑚)
𝑝,𝑞:𝑛 = 𝑆

(𝑚)
𝑝,𝑞:𝑛(𝑥0) обчислюються за формулою

𝑆(𝑚)
𝑝,𝑞:𝑛(𝑥0) =

1

𝑛ℎ

𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎
(𝑚)
𝑗:𝑛 𝐾

(︂
𝑥0 −𝑋𝑗

ℎ

)︂(︂
𝑥0 −𝑋𝑗

ℎ

)︂𝑝
𝑌 𝑞𝑗 . (3)

У формулi (3), 𝐾 : R → R+ є ядром, ℎ > 0 є параметром згладжування,
а
{︀
𝑎
(𝑚)
𝑗:𝑛

}︀
є мiнiмаксними ваговими коефiцiєнтами [1].

У [2] доведено асимптотичну нормальнiсть оцiнки (2) за виконання де-
яких умов. Використовуючи асимптотичну нормальнiсть оцiнки, можна
отримати теоретично оптимальне значення параметра згладжування ℎ𝑜𝑝𝑡,
що мiнiмiзує асимптотичну середньоквадратичну похибку оцiнки. Втiм,
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ℎ𝑜𝑝𝑡 залежить вiд невiдомих параметрiв моделi, що унеможливлює безпо-
середнє використання на практицi.

Натомiсть, для вибору оптимального параметра згладжування розгля-
дається технiка крос-валiдацiї. Для вибраної компоненти сумiшi, пара-
метр згладжування обирається шляхом мiнiмiзацiї функцiоналу

CV(ℎ;𝑚) =
1

𝑛

𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎
(𝑚)
𝑗:𝑛 (𝑌𝑗 − 𝑔(𝑚)

−𝑗;𝑛(𝑋𝑗))
2 → min

ℎ>0
,

де 𝑔(𝑚)
−𝑗;𝑛(𝑥) є оцiнкою локально-лiнiйної регресiї для 𝑚-ої компоненти су-

мiшi за всiєю вибiркою, крiм 𝑗-го спостереження.
Якiсть роботи оцiнки (2) iз запропонованим вибором параметра згла-

джування продемонстровано за допомогою симуляцiй. Також цей пiдхiд
порiвнюється з навантаженим EM-алгоритмом, розглянутим у [3].
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ВЛАСТИВОСТI ОЦIНКИ ПАРАМЕТРIВ СИНГУЛЯРНОГО
РОЗПОДIЛУ, ПОРОДЖЕНОГО 𝑄𝑆-РОЗКЛАДАМИ

ДIЙСНИХ ЧИСЕЛ

Н.В. ДИВЛЯШ

Нехай 𝑄𝑠 = (𝑞0, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑠−1) , 0 6 𝑞𝑖 6 1,
∑︀𝑠−1
𝑖=0 𝑞𝑖 = 1, 𝑠 > 2.

Розглянемо випадкову величину

𝜁 = ∆𝑄𝑠
𝜂1𝜂2...𝜂𝑘...

= 𝛽𝜂1 +

∞∑︁

𝑘=2

⎛
⎝𝛽𝜂𝑘

𝑘−1∏︁

𝑗=1

𝑞𝜂𝑗

⎞
⎠ , де 𝛽𝜂𝑘 =

𝜂𝑘−1∑︁

𝑖=0

𝑞𝑖, (1)

з незалежними однаково розподiленими 𝑄𝑠 цифрами 𝜂𝑖, що набувають
значень 0, 1, ..., 𝑠−1 з iмовiрностями 𝑝0, 𝑝1, ..., 𝑝𝑠−1, 0 6 𝑝𝑖 6 1,

∑︀𝑠−1
𝑖=0 𝑝𝑖 = 1.

Функцiю розподiлу такої випадкової величини можна записати у ви-
глядi [2]

𝐹𝜁(𝑥) = 𝑏𝜂1 +
∞∑︁

𝑘=2

𝑏𝜂𝑘

𝑘−1∏︁

𝑗=1

𝑝𝜂𝑗 , (2)

де 𝑏𝜂𝑘 =
∑︀𝜂𝑘−1
𝑖=0 𝑝𝑖, 𝑏0 = 0, 𝜂𝑘 — 𝑘-та цифра у 𝑄𝑠-розкладi 𝑥.

Позначимо через 𝜌𝑖 статистичну оцiнку 𝑝𝑖, 𝑖 = 0, 𝑠− 2. Розглянемо клас
багатопараметричних розподiлiв 𝐹 (𝑥, 𝜌0, 𝜌1, . . . , 𝜌𝑠−2), а саме розподiлiв
випадкової величини 𝜁 виду (1) з незалежними однаково розподiленими
𝑄𝑠 цифрами 𝜂𝑘, прийнявши в ролi параметрiв 𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑠−2.

Для цилiндричних вiдрiзкiв [2] рангу 𝑚

∆𝑄𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 = [∆𝑄𝑠

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(0); ∆𝑄𝑠
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚(𝑠−1)]

введемо аналог функцiї правдоподiбностi.

𝐿𝑚(𝑋𝑛, 𝜌0, 𝜌1, . . . , 𝜌𝑠−2) =

𝑛∏︁

𝑖=1

𝑃{𝑥𝑖 ∈ ∆𝑄𝑠
𝛼𝑖1𝛼𝑖2...𝛼𝑖𝑚}⃒⃒

⃒∆𝑄𝑠
𝛼𝑖1𝛼𝑖2...𝛼𝑖𝑚

⃒⃒
⃒

=

=

(︂
𝜌0
𝑞0

)︂∑︀𝑛
𝑖=1𝑁0(𝑥𝑖,𝑚)

·
(︂
𝜌1
𝑞1

)︂∑︀𝑛
𝑖=1𝑁1(𝑥𝑖,𝑚)

· . . .

. . . ·
(︂
𝜌𝑠−2

𝑞𝑠−2

)︂∑︀𝑛
𝑖=1𝑁𝑠−2(𝑥𝑖,𝑚)

·
(︂

1− 𝜌0 − · · · − 𝜌𝑠−2

1− 𝑞0 − ..𝑞𝑠−2

)︂∑︀𝑛
𝑖=1𝑁𝑠−1(𝑥𝑖,𝑚)

,

де 𝑁𝑗(𝑥𝑖,𝑚) — кiлькiсть цифр 𝑘 в 𝑄𝑠-розкладi 𝑥𝑖 до 𝑚-го мiсця.
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Функцiя 𝐿𝑚(𝑋𝑛, 𝜌0, 𝜌1, . . . , 𝜌𝑠−2) є диференцiйовною по 𝜌0, 𝜌1, . . . , 𝜌𝑠−2.

Розглянемо
𝜕𝐿

𝜕𝜌𝑗
, 𝑗 = 0, 𝑠− 1. Знайдемо найменше значення по кожному

iз параметрiв 𝜌𝑗 , склавши для цього систему лiнiйних рiвнянь.
Розв’язавши цю систему рiвнянь, отримаємо оцiнки параметрiв виду

𝜌𝑗 =

∑︀𝑛
𝑖=1𝑁𝑗(𝑥𝑖,𝑚)

𝑚𝑛
, 𝑗 = 0, 𝑠− 1. (3)

Доведено наступнi твердження:

Теорема 1. Оцiнки, отриманi з формул (3), є незмiщеними та конзи-
стентними оцiнками параметрiв 𝜌𝑗, 𝑗 = 0, 𝑠− 1.

Розглянемо статистику

𝑇 (𝑋𝑛) = (𝑇0, 𝑇1, . . . , 𝑇𝑠−2), де 𝑇𝑗 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑁𝑗(𝑥𝑖,𝑚), 𝑗 = 0, 𝑠− 2. (4)

Показано, що умовний розподiл

𝑃

{︃
𝑛⋂︁

𝑖=1

(𝜁𝑖 ∈ ∆𝑄𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑚) | 𝑇 (𝜁) = 𝑘0

}︃
,

де 𝜁𝑖 — випадкова величина, що має розподiл типу (2), ∆𝑄𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑚 — ци-

лiндричний вiдрiзок рангу 𝑚, 𝑘0 = (𝑘0, 𝑘1, . . . , 𝑘𝑠−2), 𝑘𝑗 ∈ {0, 1, . . . ,𝑚𝑛},
не залежить вiд параметрiв 𝜌𝑗 , 𝑗 = 0, 𝑠− 1, тобто статистика 𝑇 (𝑋𝑛) є
достатньою для оцiнки параметрiв 𝜌𝑗 , 𝑗 = 0, 𝑠− 1.

Також доведено, що статистика 𝑇 (𝑋𝑛) є повною. Цей факт було вико-
ристано пiд час доведення наступної теореми.

Теорема 2. Оцiнки, отриманi з формул (3), є ефективними оцiнками
параметрiв 𝜌𝑗, 𝑗 = 0, 𝑠− 1.
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ПРО ОЦIНКИ ТОЧНОСТI МОДЕЛЮВАННЯ ЗВУЖЕННЯ
БРОУНIВСЬКОГО ЛИСТА НА ЕКСПОНЕНЦIАЛЬНУ

КРИВУ

Н.В. КРУГЛОВА, O.O. ДИХОВИЧНИЙ

Означення 1 ([1]). Дiйсне сепарабельне гауссiвське поле 𝑋(𝑡1, 𝑡2) нази-
вається броунiвським листом, якщо воно задовольняє такi умови:

(1) 𝑋(0, 𝑡2) = 𝑋(𝑡1, 0) = 0 для довiльних 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 1];
(2) 𝐸[𝑋(𝑡1, 𝑡2)] = 0 для довiльних (𝑡1, 𝑡2) ∈ [0, 1]2;
(3) 𝐸[𝑋(𝑡1, 𝑡2)𝑋(𝑠1, 𝑠2)] = min{𝑡1, 𝑠1}min{𝑡2, 𝑠2} для довiльних (𝑡1, 𝑡2),

(𝑠1, 𝑠2) ∈ [0, 1]2.

Розглянемо звуження 𝑌 (𝑡) броунiвського листа 𝑋(𝑡, 𝑦) на криву 𝑦 =
𝑒−𝛼𝑡, де 𝑎 > 0. Тодi 𝑌 (𝑡) = 𝑋(𝑡, 𝑒−𝛼𝑡). Дослiдження розподiлiв функцiо-
налiв вiд процесу 𝑌 (𝑡) має практичне значення в багатьох прикладних
науках. Наприклад, у фiзицi процес 𝑌 (𝑡) описує коливання температури
вздовж охолоджувальної поверхнi, коли температура спадає експоненцi-
ально з часом. В матерiалознавствi цей процес може визначати розподiл
мiкродефектiв вздовж поверхнi, в якої з часом зменшується товщина (на-
приклад, внаслiдок тертя). У фармокiнетицi процес 𝑌 (𝑡) моделює флу-
ктуацiї концентрацiї деякої речовини у тканинах з часом.

З [2] отримуємо, що процеси 𝑌 (𝑡) i 𝑒−𝛼𝑡𝑤(𝑡𝑒𝛼𝑡), де 𝑤(𝑡) — вiнерiвський
процес, — стохастично еквiвалентнi. Розiб’ємо iнтервал [0; 1] на 𝑀 рiвних
частин. Нехай 𝑡𝑗 = 𝑗

𝑀 , 𝑗 = 1,𝑀 − 1, i

𝑆𝑀 (𝑡𝑗) = 𝑒−𝛼𝑡𝑗
𝑗∑︁

𝑖=1

𝜂𝑖
√︀
𝑡𝑖𝑒𝛼𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1𝑒𝛼𝑡𝑖−1 , (1)

де 𝜂𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀 − 1, — незалежнi однаково розподiленi стандартнi гауссiв-
ськi величини. Позначимо

𝑆𝑀 (𝑡) =

𝑀−1∑︁

𝑗=1

𝐼[𝑡𝑗 ;𝑡𝑗+1)(𝑡)𝑆𝑀 (𝑡𝑗), (2)

де 𝐼𝐴(𝑡) =
{︂
1, 𝑡 ∈ 𝐴
0, 𝑡 /∈ 𝐴.

Теорема 1. Процес 𝑆𝑀 (𝑡) збiгається за розподiлом до процесу 𝑌 (𝑡).
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Використаємо алгоритм, представлений в [3], та формули (1)–(2) i зге-
неруємо 2000 реалiзацiй процесу. На рисунку 1 зображено графiки емпi-
ричних та теоретичних характеристик процесу.

Рис. 1. Теоретичнi та емпiричнi дисперсiя i мат. сподiвання

Для випадкового процесу 𝑌 (𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], будемо позначати ‖𝑌 (𝑡)‖𝑆𝑃
норму в Гiльбертовому просторi таку, що ‖𝑌 (𝑡)‖𝑆𝑃 =

√︁∫︀ 𝑇
0
𝐸[𝑌 2(𝑡)]𝑑𝑡.

Теорема 2. Нехай 𝑌 (𝑡) = 𝑋(𝑡, 𝑒−𝛼𝑡), де 𝑋(𝑡, 𝑦) — броунiвський лист, а
𝑆𝑀 (𝑡) задається формулами (1), (2), тодi

‖𝑌 (𝑡)− 𝑆𝑀 (𝑡)‖𝑆𝑃 ∼
√︂
𝑒𝑎(1 + 𝑎)

2

1√
𝑀

при 𝑛→∞.
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ГРАНИЧНI ТЕОРЕМИ ДЛЯ РОЗВ’ЯЗКIВ АБСТРАКТНИХ
СТОХАСТИЧНИХ РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ

О.А. ЛАГОДА

Нехай 𝐵 — дiйсний або комплексний банахiв простiр, ‖ · ‖ — норма в
𝐵, 𝐿(𝐵) — простiр всiх лiнiйних обмежених операторiв, що дiють з 𝐵 в
𝐵, 𝑂 – нульовий оператор, 𝐼 — одиничний оператор в 𝐿(𝐵).

Розглянемо стохастичне рiзницеве рiвняння

𝑋𝑛 = 𝐴1𝑋𝑛−1 +𝐴2𝑋𝑛−2 + 𝑌𝑛, 𝑛 > 1, (1)

з початковими умовами 𝑋0 та 𝑋−1, якi є деякими випадковими величи-
нами з 𝐵, та послiдовнiстю {𝑌𝑛 : 𝑛 > 1} ⊂ 𝐵, елементи якої також є
випадковими величинами.

Використаємо умови, за яких для довiльної обмеженої за нормою послi-
довностi {𝑌𝑛 : 𝑛 > 1} ⊂ 𝐵 та довiльних початкових умов {𝑋0, 𝑋−1} ⊂ 𝐵
розв’язок {𝑋𝑛 : 𝑛 > 1} ⊂ 𝐵 рiвняння (1) буде обмеженим за нормою. Не-
обхiдною та достатньою умовою такої обмеженостi розв’язку є умова [1]

∀𝑧 ∈ C, |𝑧| 6 1, ∃(𝑧2𝐼 −𝐴1𝑧 −𝐴2)−1 ∈ 𝐿(𝐵). (2)

Ця ж умова виявляється корисною i для оцiнки розв’язкiв у недетер-
мiнованому випадку.

Теорема 1. Нехай виконуються наступнi умови:
1) послiдовнiсть {𝑐𝑛 : 𝑛 > 1} ⊂ R+ незростаюча i збiгається до

нуля;
2) послiдовнiсть {𝑌𝑛 : 𝑛 > 1} ⊂ 𝐵 обмежена за нормою майже

напевно;

3) sup
𝑛
𝑐𝑛

⃦⃦
⃦
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑌𝑘

⃦⃦
⃦ <∞ майже напевно;

4) справджується умова (2).
Тодi

lim
𝑛→∞

𝑐𝑛

⃦⃦
⃦⃦
⃦
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑋𝑖 − (𝐼 −𝐴1 −𝐴2)−1
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑌𝑖

⃦⃦
⃦⃦
⃦ = 0

майже напевно.

Застосуваннями теореми 1 є рiзноманiтнi граничнi теореми для сум
випадкових величин, що утворюють розв’язок рiзницевого рiвняння (1).
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Теорема 2. Нехай 𝐵 — дiйсний сепарабельний гiльбертiв простiр. Якщо
{𝑌𝑛 : 𝑛 > 1} ⊂ 𝐵 — послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених
випадкових величин з E𝑌𝑛 = 0, E‖𝑌𝑛‖2 < ∞; 𝑇 — оператор коварiацiї
та виконується умова (2), то

lim sup
𝑛→∞

⃦⃦
⃦⃦ 𝑛∑︀
𝑖=1

𝑋𝑖

⃦⃦
⃦⃦

√
𝑛 ln ln𝑛

=
√︁

2‖(𝐼 −𝐴1 −𝐴2)−1𝑇 (𝐼 −𝐴*
1 −𝐴*

2)−1‖

майже напевно.

Зауваження 1. В роботi [2] були отриманi твердження аналогiчнi до те-
орем 1 та 2 у випадку 𝐴2 = 𝑂.

Теорема 3. Нехай {𝑌𝑛 : 𝑛 > 1} — нескiнченна послiдовнiсть незале-
жних однаково розподiлених випадкових величин з 𝐵, визначених на
одному ймовiрнiсному просторi (Ω,F,P). Нехай E𝑌𝑖 = 𝜇 для всiх 𝑖 ∈ N,
та виконуються умови теореми 1.

Тодi для {𝑋𝑛 : 𝑛 > 1} ⊂ 𝐵 — розв’язку стохастичного рiзницевого
рiвняння (1) справджується, що

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑋𝑖 = (𝐼 −𝐴1 −𝐴2)−1𝜇

майже напевно.

Зауваження 2. Теорема 2 дає узагальнення закону повторного логари-
фма для розв’язку абстрактного стохастичного рiзницевого рiвняння (1).
Теорема 3 узагальнює посилений закон великих чисел для того ж рiвня-
ння. Також можливi аналогiчнi узагальнення для iнших граничних тео-
рем [3].
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ПIДСИЛЕНИЙ ЗАКОН ВЕЛИКИХ ЧИСЕЛ ДЛЯ
КIЛЬКОСТI РЕКОРДIВ У СТОХАСТИЧНIЙ МОДЕЛI З

ТРЕНДОМ ТА АЛЬФА-СХЕМОЮ

Д.О. ЛОГВИНОВ

Розглянемо стохастичну модель 𝑌𝑛 = 𝑋𝑛 + 𝑐𝑛, 𝑛 ∈ N, де 𝑐 є додатною
константою, 𝑋𝑛 — незалежними випадковими величинами з функцiєю
розподiлу 𝐹𝛼𝑛(𝑥) для фiксованої функцiї розподiлу 𝐹 . Ця стохастична
модель визначається параметрами 𝑐 > 0, функцiєю розподiлу 𝐹 та по-
слiдовнiстю додатних чисел {𝛼𝑛}𝑛∈N. Позначимо через 𝑋 випадкову ве-
личину з функцiєю розподiлу 𝐹 . Визначимо послiдовнiсть iндикаторiв
рекордiв

𝐼(1) = 1, 𝐼(𝑛) = 1𝑌𝑛>max(𝑌1,...,𝑌𝑛−1), 𝑛 > 2.

Ця стохастична модель є узагальненням моделi зi статтi [1].

Теорема 1. Нехай ∃𝑀 > 0 : |𝑋| < 𝑀м.н.,
∑︀∞
𝑛=1 E(𝐼(𝑛)) = +∞, тодi

∑︀𝑁
𝑛=1 𝐼(𝑛)∑︀𝑁

𝑛=1 E(𝐼(𝑛))
→ 1 м.н.

Також варто помiтити, що ми можемо спростити закон великих чисел
у випадку, коли 𝛼𝑛 = 1, до вигляду

Теорема 2. Нехай ∃𝑀 > 0 : |𝑋| < 𝑀м.н. та 𝛼𝑛 = 1, тодi iснує 𝑁* ∈ N :
∑︀𝑁
𝑛=1 𝐼(𝑛)

𝑛
→ E(𝐼(𝑁*)) м.н.
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УЗАГАЛЬНЕНI ЛIНIЙНI МОДЕЛI В АКТУАРНIЙ
МАТЕМАТИЦI

А.А. МОГИЛЯН, О.I. ВАСИЛИК

Пропущенi значення у страхових даних можуть виникати з рiзних при-
чин, наприклад, коли респондент вiдмовляється повiдомити сiмейний до-
хiд або пацiєнт не приходить на обстеження для здачi аналiзiв кровi тощо.
Для врахування пропускiв у даних у статистичному аналiзi були розро-
бленi спецiальнi методи.

Часто збiр i обробка даних є найбiльш трудомiстким етапом у процесi
побудови прогнозної моделi, i розробники зазвичай недооцiнюють обсяг
часу, необхiдний для цього кроку. Бiльшiсть даних є «брудними», тому
доводиться витрачати багато часу на їх очищення, заповнення пропускiв,
об’єднання з додатковими змiнними тощо. Крiм того, цi процеси часто ма-
ють iтеративний характер, оскiльки на пiзнiших етапах побудови моделi
може виявитися, що певна змiнна в наборi даних є некоректною [2].

Хоча кожна органiзацiя має свої процеси та системи збору, зберiгання
та отримання даних, iснують певнi спiльнi риси й ситуацiї, з якими має
бути знайомий кожен актуарiй. Майже завжди найбiльш придатними для
побудови тарифного плану є данi про страховi премiї (демографiчнi ха-
рактеристики полiсiв) та збитки (страховi випадки) [2].

При роботi з пропущеними значеннями одним iз можливих рiшень є
їх замiна середнiм значенням або модою. Iнший пiдхiд полягає у тому,
що б заповнити вхiднi значення для цих предикторiв, використовуючи
iнформацiю, що мiститься в iнших предикторах. Деякi спецiальнi методи
iмпутацiї, такi як заповнення середнiми значеннями, регресiйна iмпутацiя
та iншi, мають рiзний рiвень похибок

Для пiдвищення точностi рекомендується застосовувати складнiшi ме-
тоди заповнення пропускiв. Ми дослiджуємо, як можна використати уза-
гальненi лiнiйнi моделi для отримання статистично незмiщених оцiнок
цiльових параметрiв та зробити висновки на основi цих оцiнок [1].

Узагальненi лiнiйнi моделi (УЛМ) — це спосiб моделювання залежно-
стi мiж цiльовою змiнною, яку ми хочемо оцiнити (передбачити), та однi-
єю чи кiлькома пояснювальними змiнними (предикторами). У програмах
тарифоутворення страхування майна чи страхування вiд нещасних ви-
падкiв цiльовою змiнною зазвичай є одна з наступних: частота позовiв,
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сума збитку в грошовому вираженнi на один позов або випадок, нетто-
премiя, тощо. В узагальненiй лiнiйнiй моделi вважається, що результат
цiльової змiнної зумовлений як систематичною складовою, так i випадко-
вою складовою. Систематична складова вiдображає ту частину варiацiї
результатiв, яка пов’язана зi значеннями предикторiв. Наприклад, можна
припустити, що вiк водiя впливає на очiкувану частоту страхових випад-
кiв за договором особистого автострахування. Якщо вiк водiя включе-
но як предиктор у модель частоти, цей вплив є частиною систематичної
складової. Випадкова складова — це частина результату, зумовлена при-
чинами, вiдмiнними вiд предикторiв у нашiй моделi. Вона включає «чисту
випадковiсть», тобто ту частину, що визначається обставинами, якi немо-
жливо передбачити навiть теоретично, а також ту, яку потенцiйно можна
було б передбачити за допомогою додаткових змiнних, але вони вiдсутнi
у нашiй моделi.

УЛМ моделює залежнiсть мiж 𝜇𝑖 (прогнозом моделi) та предикторами:

𝑔(𝜇𝑖) = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 + 𝛽2𝑥𝑖2 + . . .+ 𝛽𝑝𝑥𝑖𝑝, (1)

тобто, деяке перетворення 𝜇𝑖 (позначене як 𝑔(𝜇𝑖)) дорiвнює вiльному чле-
ну 𝛽0 плюс лiнiйна комбiнацiя предикторiв та коефiцiєнтiв, якi позначе-
нi як 𝛽1, . . . , 𝛽𝑝. Значення вiльного члена (𝛽0) i коефiцiєнтiв (𝛽1, . . . , 𝛽𝑝)
потрiбно оцiнити. Перетворення 𝜇𝑖, яке задається функцiєю 𝑔(·) у лiвiй
частинi рiвняння (1), називається функцiєю зв’язку.

При використаннi узагальнених лiнiйних моделей для побудови страхо-
вих тарифних планiв додаткову перевагу отримують тодi, коли функцiю
зв’язку задають як натуральний логарифм, тобто 𝑔 (𝑥) = ln(𝑥). УЛМ iз
лог-зв’язком має вигляд:

ln(𝜇𝑖) = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 + 𝛽2𝑥𝑖2 + . . .+ 𝛽𝑝𝑥𝑖𝑝

Така модель формує мультиплiкативну структуру страхового тарифу:
𝜇𝑖 = exp (𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 + 𝛽2𝑥𝑖2 + ...+ 𝛽𝑝𝑥𝑖𝑝) = exp(𝛽0) exp(𝛽1𝑥𝑖1)... exp(𝛽𝑝𝑥𝑖𝑝).

Узагальненi лiнiйнi моделi мають низку недолiкiв, тому ми також роз-
глядаємо деякi модифiкацiї УЛМ.
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ДОСЛIДЖЕННЯ ВПЛИВУ ДИСТАНЦIЙНОГО
НАВЧАННЯ НА УСПIШНIСТЬ СТУДЕНТIВ

Р.Ф. ОВЧАР, А.Ю. ПОЛIЩУК

У роботi було проведено дослiдження можливого впливу дистанцiйно-
го навчання на успiшнiсть студентiв у вивченнi вищої математики. Було
проаналiзовано оцiнки з вищої математики (за 3 семестри) 259 студентiв
факультету iнформатики та обчислювальної технiки, що навчалися на
однiй спецiальностi протягом 2020–2025 рокiв. У таблицi наведено сере-
днi бали (0–100) по групах залежно вiд курсу:

Група ВМ-1 ВМ-2 ВМ-3
Група 1 80.57 85.56 87.69
Група 2 76.98 62.67 73.85
Група 3 85.69 82.45 82.74
Група 4 69.06 70.46 63.60
Група 5 63.39 67.01 67.53
Група 6 65.63 64.91 навчається
Група 7 71.21 70.37 навчається
Група 8 66.18 59.30 навчається

Тест Показник Значення Вiдмiнностi
𝜒2 Пiрсона 𝑃 = 0.0000025081 < 0.05 суттєвi
𝑡-тест (1-2) 𝑃 = 0.3949 > 0.05 незначнi
𝑡-тест (1-3) 𝑃 = 0.9831 > 0.05 незначнi

ANOVA 𝐹 = 11.78, 𝑃 = 0.0001 < 0.05 суттєвi

Для перевiрки залежностi розподiлу пiдсумкових оцiнок вiд навчаль-
ної групи було застосовано критерiй 𝜒2 Пiрсона. Отримане значення
вказує на рiзницю у розподiлах оцiнок мiж групами, отже, iснує стати-
стично значуща залежнiсть мiж роком зарахування та рiвнем успiшностi
студентiв.

Парнi 𝑡-тести Ст’юдента мiж середнiми оцiнками ВМ-1 – ВМ-2 та
ВМ-1 – ВМ-3 показали, що середнi оцiнки в межах однiєї групи суттєво
не вiдразняються в рiзних семестрах.

Однофакторний дисперсiйний аналiз (ANOVA) виявив статисти-
чно суттєвi вiдмiнностi мiж середнiми балами груп рiзних рокiв зараху-
вання з тенденцiєю погiршення.
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Отриманi результати вказують на поступове зниження середнiх балiв
студентiв у 2020–2025 рр. Це може бути пов’язано як iз переходом на ди-
станцiйне навчання, так i з iншими чинниками освiтнього процесу, вклю-
чно зi зниженням рiвня академiчної мотивацiї та доброчесностi.
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РОЗПОДIЛИ ЗНАЧЕНЬ ФРАКТАЛЬНИХ ФУНКЦIЙ

М.В. ПРАЦЬОВИТИЙ

Бiльшiсть функцiй простору 𝐶[0, 1] мають фрактальнi властивостi (ст-
руктурно або метрично). Однi мають фрактальнi графiки, iншi — множи-
ни рiвнiв, у третiх фрактальними є важливi для них множини (множини
особливостей рiзного характеру). Серед фрактальних функцiй (функцiй
з фрактальними властивостями) функцiї сингулярнi, нiде не монотоннi
та недиференцiйовнi, функцiї обмеженої та необмеженої варiацiї, функцiї
з континуальними множинами рiвнiв.

Основним об’єктом розгляду є розподiл випадкової величини 𝜉 = 𝜙(𝑋),
де 𝑋 — випадкова величина з заданим на вiдрiзку розподiлом (рiвномiр-
ним, експоненцiйним, сингулярним, зокрема канторiвського чи салемiв-
ського типiв), а 𝑦 = 𝜙(𝑥) — функцiя, що має фрактальнi множини рiвнiв.
При цьому задання випадкової величини 𝑋 узгоджене з аналiтичним за-
данням функцiї 𝜙.
Приклад 1. 𝑋 має експоненцiйний розподiл на [0; 1], 𝜙(𝑥) — Трибiн-
функцiя, аргумент якої має четвiркове зображення, а значення функцiї –
двiйкове зображення.
Приклад 2. 𝑋 має експоненцiйний розподiл на [0; 1], 𝜙(𝑥) — iнверсор
цифр 𝑄2-зображення чисел.
Приклад 3. 𝑋 має рiвномiрний розподiл на [0; 1], 𝜙(𝑥) — сингулярна
функцiя канторiвського або квазiканторiвського типу.
Приклад 4. 𝑋 має рiвномiрний розподiл на [0; 1], 𝜙(𝑥) — функцiя, озна-
чена рiвнiстю:

𝜙
(︁
𝑥 =

∞∑︁

𝑛=1

𝛼𝑛
(𝑟 + 1)𝑛

)︁
=
𝛼1

𝑠
+
𝛼2

𝑠2
+ · · ·+ 𝛼𝑛

𝑠𝑛
+ · · · ≡ ∆𝑟𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...,

де 𝑠, 𝑟 — фiксованi натуральнi числа, причому 2 6 𝑠 6 𝑟, 𝛼𝑛 ∈ {0, 1, . . . , 𝑟}.
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ГРАНИЧНА ТЕОРЕМА ДЛЯ БАГАТОРIВНЕВИХ
ТОЧКОВИХ ПРОЦЕСIВ В УЗАГАЛЬНЕНIЙ ЗАДАЧI ПРО

ДНI НАРОДЖЕННЯ

В.В. СТАМАТIЄВА

Нехай задана нескiнченна послiдовнiсть об’єктiв, що надходять послi-
довно, кожен з яких незалежно належить до одного з 𝑛 типiв з iмовiр-
нiстю 1

𝑛 . Позначимо через 𝑌 (𝑛)
𝑖,𝑟 момент часу (номер кроку), в який над-

ходить (𝑟+ 1)-ий об’єкт типу 𝑖. Одновимiрний асимптотичний аналiз для
фiксованого 𝑟 [1] не дозволяє дослiдити спiльну асимптотичну поведiнку
моментiв збiгу для рiзних рiвнiв заповнення 𝑟1 та 𝑟2. Ця робота присвяче-
на узагальненню отриманих результатiв на багатовимiрний випадок для
дослiдження спiльної збiжностi процесiв надходжень для всiх рiвнiв 𝑟
одночасно.

Для подолання проблеми залежностi мiж 𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟 ми застосовуємо ме-

тод пуассонiзацiї, розглядаючи моменти 𝑍(𝑛)
𝑖,𝑟 у вiдповiднiй схемi, де вони

є незалежними для рiзних 𝑖. Один з пiдходiв до дослiдження спiльної
асимптотики полягає у поєднаннi спiльного для всiх рiвнiв 𝑟 ∈ {0, . . . , 𝑟0}
нормування з операцiєю прорiдження. Зафiксуємо 𝑟0 > 1, введемо спiль-
ну нормуючу функцiю 𝜓

(𝑛)
𝑟0 (𝑥) = 𝑥/𝑛

𝑟0
𝑟0+1 та побудуємо для кожного рiвня

𝑟 однорiвневий процес 𝜈(𝑛)𝑟 =
∑︀𝑛
𝑖=1 𝛿𝜓(𝑛)

𝑟0
(𝑍

(𝑛)
𝑖,𝑟 )

.
Операцiя прорiдження 𝑇𝑝𝜈 полягає в тому, що кожна точка процесу 𝜈

незалежно зберiгається з iмовiрнiстю 𝑝. Позначимо ймовiрнiсть прорiдже-
ння 𝑝

(𝑛)
𝑟 = 𝑛−

𝑟0−𝑟
𝑟0+1 . Тодi головним об’єктом дослiдження є прорiджений

багаторiвневий точковий процес 𝐻(𝑛)
thin на просторi X𝑟0 =

⋃︀𝑟0
𝑟=0{𝑟}×R, що

задається як

𝐻
(𝑛)
thin

(︃
𝑟0⋃︁

𝑟=0

{𝑟} ×𝐵𝑟
)︃

=

𝑟0∑︁

𝑟=0

𝑇
𝑝
(𝑛)
𝑟
𝜈(𝑛)𝑟 (𝐵𝑟).

Одержанi результати у цьому напрямку подамо у виглядi наступної
теореми.
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Теорема 1. Нехай 𝐻 — точковий процес Пуассона на просторi X𝑟0 з
мiрою iнтенсивностi 𝜆:

𝜆

(︃
𝑟0⋃︁

𝑟=0

{𝑟} ×𝐵𝑟
)︃

=

𝑟0∑︁

𝑟=0

1

𝑟!

∫︁

𝐵𝑟

𝑥𝑟 · I{𝑥 > 0} 𝑑𝑥, 𝐵𝑟 ∈ ℬ(R).

Тодi 𝐻(𝑛)
thin

𝑣𝑑−→ 𝐻 при 𝑛→∞.

Доведена збiжнiсть дозволяє за допомогою теореми про неперервне
вiдображення знаходити спiльнi граничнi розподiли для функцiоналiв вiд
процесу. Зокрема, розглянемо вектор 𝑄

(𝑛)
𝑟,𝑚 = card{𝑖 : 𝑍

(𝑛)
𝑖,𝑟 < 𝑍

(𝑛)
(𝑚),𝑟0

},
𝑟 = 0, . . . , 𝑟0 − 1, де 𝑍(𝑛)

(𝑚),𝑟0
— 𝑚-та порядкова статистика для рiвня 𝑟0.

Спираючись на [2], справедливий наступний наслiдок.

Наслiдок 1. Нехай 𝐺𝑚 ∼ Γ(𝑚, 1). Тодi при 𝑛→∞ має мiсце збiжнiсть
за розподiлом:
(︁
𝑛−

𝑟0−𝑟
𝑟0+1𝑄(𝑛)

𝑟,𝑚, 𝑟 = 0, . . . , 𝑟0 − 1
)︁

𝑑−→
(︃

((𝑟0 + 1)!𝐺𝑚)
𝑟+1
𝑟0+1

(𝑟 + 1)!
, 𝑟 = 0, . . . , 𝑟0 − 1

)︃
.
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ДЕКОМПОЗИЦIЯ РИЗИКУ ПРОСПЕКТИВНОГО РЕЗЕРВУ
У БАГАТОСТАНОВИХ МОДЕЛЯХ СТРАХУВАННЯ

ЖИТТЯ

О.А. ТИМОШЕНКО, О.О. ПЛУГАТОР

Ми вивчаємо спосiб роздiлити загальну невизначенiсть проспективного
резерву на двi керованi складовi: (i) ризик переходiв мiж станами (смер-
тнiсть, непрацездатнiсть та iншi подiї), (ii) процентний ризик, зумовлений
коливаннями ставки дисконту.

Такий пiдхiд дозволяє вiдокремити стохастичну природу процесу, яка
походить iз життєвих змiн застрахованої особи, вiд випадковостi фiнан-
сового середовища, що визначається ринковими факторами. У результатi
ми отримуємо структурну модель, придатну як для теоретичного аналiзу,
так i для практичних розрахункiв страхових резервiв.

Iдея методу така, що якщо зафiксувати траєкторiю процентної став-
ки, то випадковiсть резерву повнiстю пов’язана лише з переходами мiж
станами, i цю частину можна вимiряти умовною дисперсiєю. Якщо ж до-
зволити ставцi змiнюватися, порiвнюючи рiзнi траєкторiї, то додатково
з’являється внесок процентного ризику, який вiдповiдає дисперсiї умов-
ного сподiвання. Таким чином, ми роздiляємо двi природи невизначеностi
— демографiчну та фiнансову — вiдповiдно до закону повної дисперсiї

Var(𝑊 ) = E[Var(𝑊 | 𝑍)] + Var(E[𝑊 | 𝑍]) . (1)

Перший доданок вiдображає ризик переходiв (смертнiсть, непрацездат-
нiсть тощо) за фiксованою кривою дисконту, а другий — процентний ри-
зик, пов’язаний iз коливаннями ставки. Це роздiлення узгоджується з iн-
туїцiєю, адже навiть за вiдомих бiометричних параметрiв змiна фiнансо-
вих умов може вплинути на фактичну величину резерву (бiльш детально
див. [1] та [2]).

Розглядається багатостановий процес 𝑋𝑡 зi станами 𝑆. Грошовий потiк
задається мiрою Стiлтьєса

𝑑𝐴(𝑡) =
∑︁

𝑖∈𝑆
𝐼𝑖(𝑡) 𝑑𝑎𝑖(𝑡) +

∑︁

𝑖̸=𝑗

𝑎𝑖𝑗(𝑡) 𝑑𝑁𝑖𝑗(𝑡),

де перша сума описує потоки у станi 𝑖 (наприклад, ануїтетнi виплати чи
премiї), а друга — потоки, пов’язанi з переходами мiж станами (напри-
клад, страховi суми при смертi чи iнвалiдностi).
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Поточна вартiсть елементарного потоку визначається як

𝑑𝑉 (𝑡, 𝐴) = 𝑣(𝑡) 𝑑𝐴(𝑡), 𝑣(𝑡) = exp

(︂
−
∫︁ 𝑡

0

𝛿(𝜏) 𝑑𝜏

)︂
,

де 𝑣(𝑡) — дисконт-фактор, що зменшує майбутнi платежi з урахуванням
поточної сили вiдсотка 𝛿(𝜏). Це дозволяє виражати майбутнi зобов’язання
у сучаснiй вартостi, що є основою для обчислення резервiв.

Проспективну вартiсть на iнтервалi [𝑡, 𝑇 ] можна записати як

𝑊 =
1

𝑣(𝑡)

∫︁ 𝑇

𝑡

𝑣(𝜏) 𝑑𝐴(𝜏),

тобто є очiкуваною приведеною до моменту 𝑡 вартiстю всiх майбутнiх
потокiв.

Для аналiзу варiативностi 𝑊 зафiксуємо траєкторiю короткої ставки
𝑍 = {𝑟𝑡, 𝑡 ∈ [𝑡, 𝑇 ]}. У цьому випадку дисконт-фактор 𝑣(·) стає детер-
мiнованим, а всi випадковi змiни резерву пов’язанi лише зi стохастикою
переходiв. Пiсля цього можна застосувати закон повної дисперсiї (1). Та-
ким чином, ризик переходiв вiдображає внутрiшню випадковiсть страхо-
вих подiй, а процентний ризик — реакцiю резерву на змiни дисконтної
ставки.

Для зручностi обчислень вводимо мiру iнтенсивностi майбутнiх виплат
𝑚(𝑑𝜏), тодi умовне сподiвання набуває вигляду

E[𝑊 | 𝑍] = 1

𝑣(𝑡)

∫︁ 𝑇

𝑡

𝑣(𝜏)𝑚(𝑑𝜏),

де𝑚(𝑑𝜏) визначає очiкувану величину майбутнiх потокiв у часi, а дисконт-
фактор 𝑣(𝜏) — знижує їхню вартiсть. Процентна частка Var(E[𝑊 | 𝑍]) за-
лежить лише вiд коварiацiй 𝑣(·), тобто вiд взаємозв’язку мiж динамiкою
ставки та моментом виплат.
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ПРО УТОЧНЕННЯ ХАРАКТЕРИЗАЦIЙНОЇ НЕРIВНОСТI
ДЛЯ НОРМ 𝜙-СУБГАУССОВИХ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН

Д.В. ТИХОНЕНКО

На просторi 𝜙-субгауссових випадкових величин можна задавати рiзнi
норми, зокрема такi як:

𝜏𝜙(𝜉) = inf{𝑎 > 0: E exp(𝜆𝜉) 6 exp(𝜙(𝑎𝜆)), 𝜆 ∈ R},

𝜃𝜙(𝜉) = sup
𝑛>2
|E𝜉𝑛| 1𝑛 𝜙

−1(𝑛)

𝑛
,

𝜈𝜙(𝜉) = sup
𝑛>2
|E𝜉𝑛| 1𝑛 𝜙

−1(𝑛)

(𝑛!)
1
𝑛

.

Для цих норм справедливi характеризацiйнi нерiвностi описанi в [1].
Частину з них отримано використовуючи вiдому оцiнку для залишкового
члена |𝜃𝑛| 6 1

12𝑛 , 𝑛 > 2, iз формули Стiрлiнга

𝑛! =
√
2𝜋𝑛(𝑛/𝑒)𝑛𝑒𝜃𝑛 .

Розглянувши межi для 𝜃𝑛, наведенi в [2, 3], та обравши найкращi з них,
було уточнено деякi з розглянутих характеризацiйних нерiвностей:

𝜈𝜙(𝜉) 6 𝑒
329227
322560 𝜃𝜙(𝜉),

𝜏𝜙(𝜉) 6 𝑆𝜙𝑒
329227
322560𝜎𝜙*(𝜉), (1)

𝜏𝜙(𝜉) 6 𝑆𝜙𝑒
329227
322560 (1 + 𝐶)𝐷.

Отриманi результати є покращенням результатiв, отриманих в [1] та
надалi у можуть бути використанi в теорiї 𝜙-субгауссових випадкових
величин.
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СУМIСНI ГРАНИЧНI ТЕОРЕМИ ДЛЯ АДИТИВНИХ
ФУНКЦIОНАЛIВ ВIД ВИПАДКОВИХ БЛУКАНЬ З

НЕПЕРЕРВНИМ ЧАСОМ

Г. ШЕВЧЕНКО, А. ЯРОШЕВСЬКИЙ

Розглянемо послiдовнiсть незалежних центрованих випадкових вели-
чин {𝜉𝑛, 𝑛 > 1}, що належить до областi притягання до 𝛼-стiйкого закону
з параметром 𝛼 ∈ (1, 2]. Визначимо випадкове блукання

𝑆𝑛 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜉𝑖, 𝑆[𝑛𝑡] =

[𝑛𝑡]∑︁

𝑖=1

𝜉𝑖, 𝑡 > 0.

Для побудови неперервного у часi аналога, введемо послiдовнiсть дода-
тних випадкових величин {𝜃𝑛, 𝑛 > 1}, якi iнтерпретуються як час очiку-
вання мiж стрибками, та незалежнi вiд {𝜉𝑛}. Позначимо

𝑁𝑡 = max
{︁
𝑘 > 0 :

𝑘∑︁

𝑖=1

𝜃𝑖 6 𝑡
}︁
, 𝑋𝑡 =

𝑁𝑡∑︁

𝑖=1

𝜉𝑖.

Процес 𝑋𝑡 називається випадковим блуканням з неперервним часом
(CTRW) та описує положення частинки у момент часу 𝑡, де стрибки вiд-
буваються у випадковi моменти.

Основнi припущення:

(A1) Послiдовнiсть стрибкiв {𝜉𝑛} складається з н.о.р. випадкових вели-
чин зi E𝜉1 = 0, якi належать до областi притягання до 𝛼-стiйкого
закону з 𝛼 ∈ (1, 2]. Це означає, що iснує послiдовнiсть норму-
вань 𝑎𝑛 = 𝑛1/𝛼𝐿(𝑛), де 𝐿 — повiльно змiнна функцiя, така що
𝑆[𝑛𝑡]

𝑎𝑛
⇒ 𝑍𝛼(𝑡), де 𝑍𝛼(𝑡) — 𝛼-стiйкий процес Левi (див. [1]).

(A2) Функцiя 𝑓 : R→ R задовольняє 𝑓 ∈ 𝐿1(R) ∩ 𝐿2(R).
(A3) Характеристична функцiя 𝜑𝜉(𝑡) = E𝑒𝑖𝑡𝜉1 є достатньо iнтегровною:

iснує 𝑁 ∈ N, для якого
∫︁ ∞

−∞
|𝜑𝜉(𝑡)|𝑁 𝑑𝑡 <∞.

(A4) Часи очiкування {𝜃𝑛} — н.о.р. додатнi випадковi величини, неза-
лежнi вiд {𝜉𝑛}, зi скiнченним середнiм E𝜃1 = 𝜇 <∞.
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За наведених припущень формулюються основнi результати, що опи-
сують сумiсну граничну поведiнку випадкового блукання та його адитив-
ного функцiонала — спершу у дискретному, а потiм з неперервним часом.

Теорема 1. Нехай виконуються припущення (A1)–(A3). Тодi скiнчен-
новимiрнi розподiли процесу⎛

⎝𝑆[𝑛𝑡]

𝑎𝑛
,
𝑎𝑛
𝑛

[𝑛𝑡]∑︁

𝑘=1

𝑓(𝑆𝑘)

⎞
⎠

збiгаються до скiнченновимiрних розподiлiв граничного процесу(︂
𝑍𝛼(𝑡),

∫︁ ∞

−∞
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 · 𝑙𝛼(𝑡)

)︂
,

де 𝑍𝛼(𝑡) є 𝛼-стiйким процесом Левi, а 𝑙𝛼(𝑡) позначає його симетричний
локальний час у нулi.

Теорема 2. Нехай виконуються припущення (A1)–(A4). Тодi у просторi
Скорохода 𝐷([0,∞), 𝐽1) маємо збiжнiсть
(︂
𝑋𝑡𝑢

𝑎𝑡
,
𝑎𝑡
𝑡

∫︁ 𝑡𝑢

0

𝑓(𝑋𝑠) 𝑑𝑠

)︂

𝑢>0

=⇒
(︂
𝜇− 1

𝛼𝑍𝛼(𝑢), 𝜇
1
𝛼

∫︁ ∞

−∞
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 · 𝑙𝛼(𝑢)

)︂

𝑢>0

,

при 𝑡 → ∞, де 𝑍𝛼(𝑢) є 𝛼-стiйкий процес Левi, а 𝑙𝛼(𝑢) позначає його
симетричний локальний час у нулi.

Iдея дослiдження походить з роботи [2, 3], однак тут отримано не ли-
ше сумiсну збiжнiсть, а й збiжнiсть у просторi Скорохода. Доведення
ґрунтується на стандартних методах збiжностi у просторi 𝐷([0,∞), 𝐽1)
(див. [2, 4, 5, 6]).
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AUTOMATED LLAMA-BASED GENERATION OF SCHOOL
TEST ITEMS: ALIGNMENT AND LOCALIZATION TO

UKRAINIAN EDUCATIONAL STANDARDS

T. HOMBOSH, P. MULESA

We present a compact system for automatically creating school test items
using Llama-class large language models (LLMs). This system is specifically
designed to meet Ukrainian state educational standards and is tailored to
the Ukrainian language and classroom context. Our contribution includes a
prompt and validation framework that: (i) connects learning outcomes to con-
tent and cognitive levels, (ii) generates age-appropriate items in Ukrainian,
(iii) packages items for Learning Management System delivery via 1EdTech
QTI 3.0, and (iv) checks quality through rule-based assessments, expert re-
views, and pilot psychometrics.
Motivation. Automated item generation (AIG) can cut down on authoring
time and expand formative assessment coverage. For K-12 in Ukraine, prac-
tical AIG must ensure the curriculum matches, has correct language, works
well with other systems, and includes measures for validity and fairness.
Standards alignment. We base our prompts on the State Standard of Pri-
mary Education (2018) and the State Standard of Basic Secondary Education
(2020) [7, 6]. Each item includes: (a) outcome identifiers and subject area,
(b) cognitive level based on the revised Bloom taxonomy [2], and (c) item
type with constraints such as notation, units, and allowed contexts. Before
generating content, we gather confirmed curricular examples to provide a solid
foundation and minimize inaccuracies.
Llama-based generation. An instruction-tuned Llama model [1] creates
items from a template that includes grade band, outcome text, item schema
(single/multiple choice, short answer, matching), and stylistic and safety lim-
its. Rejection sampling against a validator eliminates unclear keys and out-
of-scope content.
Localization.The LLM used supports localization of educational materials
in different languages, and for our study, the target language is Ukrainian.
Post-generation checks ensure that the text complies with Ukrainian spelling
and grammar rules, and that the formatting of numbering and SI units is
consistent with the requirements of the curriculum.
Interoperability (QTI, LMS). Items are serialized to 1EdTech QTI3.0 [4]
with response declarations, scoring, and metadata, including standard IDs,
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Bloom level, and estimated difficulty. Deployment uses LTI1.3 launch for
LMS integration [5].
Validation and psychometrics. Quality assurance includes: (1) schema
and rule checks (unique key, plausible distractors, no duplication, key leakage);
(2) standards audit (coverage, Bloom conformity); (3) SME review with inter-
rater agreement (Cohen’s k); (4) pilot testing (N≈60–200) to estimate item
difficulty and discrimination using IRT [3]. Items that do not meet thresholds
are revised or discarded.
Targets and outcomes. The pipeline aims to cut down the time SMEs
spend on drafting. It targets achieving SME acceptance of 50% or more after
validator triage. We want to deliver QTI-compliant items that can be used in
mainstream LMS, complete with accessibility annotations.
Conclusion. Standards-aware prompting, Ukrainian-specific linguistic val-
idation, interoperable packaging, and psychometric screening together make
Llama-based AIG useful for the Ukrainian curriculum. They provide a re-
peatable way to convert model output into a classroom-ready assessment.
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IНТЕРАКТИВНI ТЕХНОЛОГIЇ ЯК IННОВАЦIЙНИЙ ЗАСIБ
НАВЧАННЯ ТЕМИ «КОМБIНАТОРИКА ТА ТЕОРIЯ

ЙМОВIРНОСТЕЙ»

I.Л. АВДЕЙЧИК

Умови функцiонування сучасного iнформацiйного суспiльства вимага-
ють вiд особистостi нової якостi мислення — здатностi ефективно дiяти
в ситуацiях невизначеностi, аналiзувати випадковi явища, здiйснювати
ймовiрнiснi оцiнки, передбачати можливi наслiдки подiй i ухвалювати рi-
шення на основi кiлькiсно обґрунтованих даних. У зв’язку з цим особли-
вої значущостi набуває розвиток ймовiрнiсно-статистичного мислення та
засвоєння ключових понять комбiнаторики, теорiї ймовiрностей i матема-
тичної статистики [1].

Органiзацiя iнтерактивного навчання передбачає моделювання жит-
тєвих ситуацiй, використання рольових iгор i колективного розв’язання
проблемних завдань, що забезпечує глибоке занурення учнiв у контекст
практичного застосування знань. Створення таких навчальних умов фор-
мує освiтнє середовище, сприятливе для вироблення цiннiсних орiєнтацiй,
розвитку соцiальних навичок спiвпрацi та ключових компетенцiй [1, 3].

Iнтерактивнi технологiї є iнновацiйним засобом, за допомогою якого
створюються умови для активної участi учнiв у навчальному процесi, що
сприяє формуванню самостiйностi, критичного мислення, навичок коле-
ктивної взаємодiї та рефлексивної оцiнки результатiв.

Термiн «iнтерактив» (вiд англiйського interact — «взаємодiяти») вка-
зує на здатнiсть до активної комунiкацiї, дiалогу, обмiну iнформацiєю
мiж суб’єктами. У педагогiчному контекстi пiд iнтерактивним навчанням
розумiють таку органiзацiю освiтнього процесу, яка передбачає активну
взаємодiю мiж учнями, а також мiж учнями та вчителем, що реалiзує-
ться у формi дiалогу, обговорення або спiльного розв’язання навчальних
завдань [2, с. 230].

Iнтерактивне навчання як цiлiсна методична система ґрунтується на
низцi ключових принципiв, що забезпечують ефективнiсть освiтнього про-
цесу. До таких принципiв належать: активне залучення всiх учасникiв
до пiзнавальної дiяльностi; створення ситуацiї спiвпрацi, вiльного обмiну
думками; формування атмосфери взаємопiдтримки, у якiй кожен може
вiдчувати себе успiшним; варiативнiсть форм i методiв роботи; опора на
мiжособистiсну взаємодiю; спонукання до рефлексiї.
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Зважаючи на рiзноманiття цифрових освiтнiх платформ i складнiсть
їх дидактичного добору, доцiльним є представлення умовної класифiкацiї
цифрових ресурсiв.

∙ Iнтерактивнi тренажери та симулятори. Вебплатформи, якi
дають змогу виконувати комбiнаторнi обчислення та ймовiрнiснi
експерименти в iнтерактивному режимi.
∙ Онлайн-калькулятори та генератори комбiнацiй. Iнструмен-

ти для автоматичного обчислення факторiалiв, кiлькостi переста-
новок, комбiнацiй, розподiлiв ймовiрностей.
∙ Платформи для створення та перевiрки тестових завдань.

Сервiси, що пiдтримують автоматичну перевiрку знань, зокрема
з адаптивними тестами, якi пiдлаштовуються пiд рiвень учня.
∙ Програмне забезпечення для статистичного аналiзу та мо-

делювання. Використання таких пакетiв, як Microsoft Excel, Geo-
Gebra, Wolfram Alpha, Python, дає змогу виконувати складнi ма-
тематичнi операцiї, моделювати випадковi процеси, дослiджувати
статистичнi властивостi даних.
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МНОГОЧЛЕНИ ЯКОБI В ФIЛЬТРАЦIЇ СИГНАЛIВ

В.Ю. БОНДАРЧУК

Обробка сигналiв вiдiграє важливу роль у сучаснiй технiцi, зокрема
в телекомунiкацiях, електронiцi та обчислювальнiй технiцi. Одним iз ва-
жливих аспектiв обробки сигналiв є фiльтрацiя, яка дозволяє виокреми-
ти потрiбнi компоненти та позбутися небажаних шумiв. Одним iз методiв
аналiзу та проєктування фiльтрiв є використання многочленiв Якобi для
апроксимацiї їхнiх амплiтудно-частотних характеристик (АЧХ).

Як вiдомо, сигнал — це фiзичний процес, що несе iнформацiю. Сигнали
подiляються на детермiнованi та стохастичнi (випадковi). Також сигнали
можуть бути неперервними або дискретними, залежно вiд способу подачi
даних [2].

Фiльтрацiя сигналiв — це процес вiдокремлення корисної частини си-
гналу вiд небажаних компонентiв. Фiльтри класифiкують залежно вiд
дiапазону частот, якi пропускає фiльтр: фiльтри низьких частот (пропу-
скають сигнали з низькими частотами та пригнiчують високi); фiльтри
високих частот (пропускають високi частоти та пригнiчують низькi); сму-
говi фiльтри (пропускають сигнали у певному частотному дiапазонi); ре-
жекторнi фiльтри (усувають певний дiапазон частот). Фiльтри низьких
частот особливо важливi, оскiльки вони дозволяють видiляти корисну
низькочастотну компоненту сигналу та усувати високочастотнi шуми [2].

Многочлени Якобi є узагальненням ортогональних многочленiв, таких
як многочлени Лежандра, багаторазовi многочлени Чебишева першого
та другого родiв. Завдяки цьому вони є унiверсальним iнструментом для
апроксимацiї характеристик фiльтрiв та можуть бути скоригованi вiдпо-
вiдно до заданих параметрiв.

Многочлени Якобi [1] 𝑛 степеня, якi позначаються 𝑃
(𝛼,𝛽)
𝑛 (𝑥), є орто-

гональними на iнтервалi [−1, 1] вiдносно вагової функцiї Якобi 𝑤(𝛼,𝛽) =
(1− 𝑥)𝛼(1 + 𝑥)𝛽 , коли 𝛼, 𝛽 > −1.

А саме,
∫︁ 1

−1

𝑃 (𝛼,𝛽)
𝑚 (𝑥)𝑃 (𝛼,𝛽)

𝑛 (𝑥)𝑤(𝛼,𝛽)(𝑥)𝑑𝑥 = ℎ(𝛼,𝛽)𝑚 𝛿𝑛,𝑚,

де

ℎ(𝛼,𝛽)𝑚 =
2𝛼+𝛽+1

2𝑛+ 𝛼+ 𝛽 + 1

Γ(𝑛+ 𝛼+ 1)Γ(𝑛+ 𝛽 + 1)

Γ(𝑛+ 1)Γ(𝑛+ 𝛼+ 𝛽 + 1)
,
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𝛿𝑛,𝑚 — дельта-символ Кронекера, а Γ(·) — добре вiдома гамма-функцiя.
Саме ця властивiсть ортогональностi дозволяє використовувати їх у

спектральному аналiзi та фiльтрацiї сигналiв. Для цих многочленiв є вiд-
ношення симетрiї [3]:

𝑃 (𝛽,𝛼)
𝑛 (𝑥) = (−1)𝑛𝑃 (𝛼,𝛽)

𝑛 (−𝑥).

Для отримання апроксимуючої функцiї необхiдно використовувати мо-
дифiкованi многочлени Якобi:

𝐽 (𝛼,𝛽)
𝑛 (𝑥) = 𝑃 (𝛼,𝛽)

𝑛 (𝑥) + 𝑃 (𝛽,𝛼)
𝑛 (𝑥),

нормованих на деяку величину 𝐶(𝛼,𝛽)
𝑛 :

𝜓𝑛(Ω) =
𝐽
(𝛼,𝛽)
𝑛 (Ω)

𝐶
(𝛼,𝛽)
𝑛

, (1)

яка визначається як значення модифiкованого многочлена Якобi при 𝑥 =
1 i рiвна

𝐶(𝛼,𝛽)
𝑛 = 𝐽 (𝛼,𝛽)

𝑛 (1) =
1

Γ(𝑛+ 1)

[︂
Γ(𝑛+ 𝛼+ 1)

Γ(𝛼+ 1)
+

Γ(𝑛+ 𝛽 + 1)

Γ(𝛽 + 1)

]︂
.

Для нормованого фiльтра низьких частот функцiя квадрата АЧХ має
вигляд

|𝐻𝑛(𝑥)|2 =
1

1 + 𝜖2𝜓2
𝑛(𝑥)

,

де 𝑥 — частотна змiнна, 𝜓𝑛(𝑥) — характеристичний многочлен 𝑛 степе-
ня, визначений рiвнiстю (1), а 𝜖 є параметром, який вiдповiдає за нерiв-
номiрнiсть в смузi пропускання. Функцiя |𝐻𝑛(𝑥)| приймає максимальне
значення, рiвне 1, у нулях функцiї 𝜓𝑛(𝑥) i монотонно спадає за межами
iнтервалу 𝑥 ∈ [−1, 1].

Многочлени Якобi є потужним математичним iнструментом у фiль-
трацiї сигналiв. Вони дозволяють створювати фiльтри з покращеними
характеристиками, якi можна адаптувати до конкретних вимог за допо-
могою параметрiв 𝛼 i 𝛽. Використання цих многочленiв є перспективним
напрямком у створенi високоточних цифрових i аналогових фiльтрiв.
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РОЗШИРЕННЯ ФУНКЦIОНАЛЬНОСТI СИСТЕМИ LATEX
ШЛЯХОМ СТВОРЕННЯ МАКРОСIВ ДЛЯ ДЕЯКИХ

МАТЕМАТИЧНИХ СИМВОЛIВ

Г.М. ГУБАЛЬ

Система LATEX популярна серед науковцiв i освiтян, оскiльки вона дає
можливiсть здiйснювати складне форматування наукових та навчальних
публiкацiй [1, 2]. Окремо варто зазначити, що в цiй системi можна ство-
рювати складнi формули, посилання i виноски [3].

Автоматизацiю та прискорення виконання повторюваних завдань з на-
лаштовуваною функцiональнiстю у рiзних текстах, зокрема математи-
чних, можна здiйснити, створюючи новi макроси з використанням мови
програмування LATEX [3].

У цiй роботi створено новi макроси для друку таких математичних
символiв, як символ квантора довiльностi, символ кратного iнтеграла та
символи потрiйного об’єднання i потрiйного перетину. При цьому символ
квантора довiльностi масштабується до розмiрiв операторiв у математи-
чних виразах.

Створенi новi макроси:
(1) скорочують програмний код у документi LATEX;
(2) стандартизують розробку математичних символiв квантора до-

вiльностi, кратного iнтеграла, потрiйного об’єднання i потрiйного
перетину;

(3) сумiснi зi стандартними командами системи LATEX та з командами
пакетiв цiєї системи.
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ВИКОРИСТАННЯ MATHCAD В ПРОЦЕСI НАВЧАННЯ
ТЕМИ «ПОХIДНА ТА ЇЇ ЗАСТОСУВАННЯ»

А.М. ГУРИЧ

Сучаснi освiтнi стандарти Нової української школи вимагають актив-
ного впровадження комп’ютерних технологiй для формування компетен-
тностей, зокрема цифрової та математичної. Тема «Похiдна та її застосу-
вання» є ключовою для розвитку аналiтичного мислення та моделювання
реальних процесiв. Традицiйнi методи часто обмежуються рутинними об-
численнями, що знижує мотивацiю [1].

Програмою з математики для 10–11 класiв профiльного рiвня реко-
мендовано використання рiзних математичних пакетiв комп’ютерної ма-
тематики. Однiєю з таких програм є MathCad. MathCad як математи-
чний пакет дозволяє автоматизувати розрахунки, вiзуалiзувати графi-
ки функцiй та перевiряти гiпотези в реальному часi, роблячи навчання
бiльш iнтерактивним i прикладним. Програма пiдтримує символiчнi об-
числення, графiчну iнтерпретацiю та параметричне моделювання, що iде-
ально пiдходить для створення динамiчних моделей. Це сприяє не лише
розв’язуванню задач, а й розвитку дослiдницьких навичок, евристичного
пiдходу та творчого потенцiалу учнiв [2, с. 48–49].

Оптимальними етапами для iнтеграцiї MathCad у вивчення теми «По-
хiдна та її застосування» є:

∙ введення поняття похiдної через геометричний змiст (динамiчна
вiзуалiзацiя змiни положення дотичної до графiка);
∙ обчислення похiдної (символьне диференцiювання з автоматичною

перевiркою);
∙ складання рiвняння дотичної (порiвняння аналiтичного результа-

ту з графiчною побудовою);
∙ аналiз монотонностi, екстремумiв, опуклостi (знаходження похi-

дних першого та другого порядку, визначення критичних точок);
∙ повне дослiдження функцiї за схемою;
∙ розв’язування прикладних задач (моделювання швидкостi, при-

скорення, оптимiзацiї).

Такий пiдхiд дозволяє учням швидко виявляти помилки, експеримен-
тувати з параметрами та глибше розумiти зв’язок мiж аналiтичними та
графiчними методами [3].
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Системне використання MathCad при вивченнi теми «Похiдна та її за-
стосування» на профiльному рiвнi значно пiдвищує ефективнiсть навча-
ння, розвиває критичне мислення та готує учнiв до використання цифро-
вих iнструментiв в подальшiй освiтi та професiйнiй дiяльностi.
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ВИКОРИСТАННЯ IНСТРУМЕНТIВ СТАТИЧНОГО ТА
ДИНАМIЧНОГО АНАЛIЗУ ПIД ЧАС НАВЧАННЯ

ПРОГРАМУВАННЮ МОВОЮ C

I.М. ДАНИЛЮК

Ручне керування пам’яттю є фундаментальною особливiстю мови про-
грамування C, яка забезпечує високу ефективнiсть виконання програм,
але водночас створює ризики появи помилок, пов’язаних iз витоками
пам’ятi, подвiйним звiльненням або зверненням до вже звiльнених ко-
мiрок. Такi помилки часто залишаються непомiченими пiд час компiляцiї
та можуть проявлятися лише пiд час виконання програми, що ускладнює
навчання та перевiрку студентських робiт. Тому у процесi пiдготовки май-
бутнiх фахiвцiв з програмування важливо не лише пояснити принципи
динамiчного видiлення пам’ятi, а й сформувати практичнi навички ана-
лiзу, виявлення та усунення помилок.

У сучасному освiтньому процесi навчання мовою C потребує поєднання
класичних пiдходiв з iнструментами, що використовуються у професiй-
ному середовищi. Дослiдження показують, що використання статичного
аналiзу коду дозволяє виявляти значну частину помилок ще до етапу
виконання програми [1, 2]. Впровадження таких iнструментiв у навчаль-
нi курси сприяє розвитку у студентiв критичного мислення та пiдвищує
якiсть програмного коду.

Серед iнструментiв статичного аналiзу, якi доцiльно застосовувати у
навчаннi, слiд вiдзначити Cppcheck та Clang Static Analyzer. Cppcheck
аналiзує вихiдний код мов C i C++, виявляючи типовi помилки, як-от ви-
користання неiнiцiалiзованих змiнних, потенцiйнi витоки пам’ятi та пору-
шення меж масивiв. Його просто iнтегрувати у середовище Visual Studio
Code або застосовувати у сценарiях автоматизованої перевiрки студент-
ських завдань. Clang Static Analyzer здiйснює глибший аналiз шляхiв ви-
конання програми, допомагаючи студентам зрозумiти, як неправильна
логiка циклiв чи умов може призводити до втрати пам’ятi [2]. Завдяки
використанню таких засобiв студенти краще засвоюють принцип «один
malloc — один free» i вчаться писати бiльш передбачуваний та безпечний
код [1].

Окрiм статичного аналiзу, важливим компонентом пiдготовки програ-
мiстiв є навчання динамiчним методам дiагностики. Динамiчнi аналiза-
тори дослiджують поведiнку програми пiд час її виконання, дозволяючи
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виявляти помилки керування пам’яттю в реальному часi. Найбiльш по-
ширеними iнструментами є Valgrind (Memcheck) i AddressSanitizer (ASan).
Valgrind виконує програму у спецiальному вiртуальному середовищi, фi-
ксуючи всi операцiї з пам’яттю, що дає змогу точно визначати, якi блоки
не були звiльненi або використанi повторно [3]. AddressSanitizer, вбудова-
ний у компiлятори GCC та Clang, забезпечує ефективне виявлення анало-
гiчних помилок iз мiнiмальними витратами ресурсiв та створює детальнi
звiти з трасуванням помилок [4]. Використання цих засобiв у навчально-
му процесi дозволяє студентам усвiдомити механiзми роботи оперативної
пам’ятi та формує навички вiдповiдального пiдходу до написання коду [1].

Методика впровадження iнструментiв статичного та динамiчного ана-
лiзу у навчальний процес передбачає послiдовне поєднання теорiї i пра-
ктики. На першому етапi студенти ознайомлюються з принципами видiле-
ння i звiльнення пам’ятi в мовi C. Далi демонструються типовi помилки,
що призводять до витокiв, пiсля чого проводяться практичнi заняття iз
застосуванням Cppcheck i Clang Static Analyzer. Наступний етап передба-
чає роботу з Valgrind та AddressSanitizer, порiвняння звiтiв цих засобiв i
самостiйне усунення виявлених дефектiв. Такий пiдхiд сприяє розвитку
навичок тестування, вiдлагодження та самоконтролю коду, що особливо
важливо при пiдготовцi студентiв до роботи в командних або промисло-
вих проєктах.

Використання iнструментiв статичного та динамiчного аналiзу пiд час
навчання програмуванню мовою C є ефективним засобом пiдвищення
якостi пiдготовки студентiв. Воно формує у них цiлiсне розумiння взаємо-
зв’язку мiж архiтектурою комп’ютера, управлiнням пам’яттю та стабiль-
нiстю програмного забезпечення. Запропонований пiдхiд доцiльно iнте-
грувати у курси «Програмування» та «Системне програмування», що до-
зволить поєднати академiчну пiдготовку з вимогами сучасної IТ-iндустрiї.
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ЗАСТОСУВАННЯ ДОДАТКIВ, СТВОРЕНИХ У
СЕРЕДОВИЩАХ SHINY ТА WOLFRAM, НА ЗАНЯТТЯХ З

ВИЩОЇ МАТЕМАТИКИ ТА ТЕОРIЇ ЙМОВIРНОСТЕЙ

O.O. ДИХОВИЧНИЙ, Н.В. КРУГЛОВА, C.В. КАЙДАЛОВ

Одним з ефективних засобiв iнтеграцiї iнформацiйних технологiй у
процес викладання математичних дисциплiн є веб додатки, створенi ви-
кладачами для конкретних завдань чи тем. Наприклад, веб додатки мо-
жна створювати з використанням Shiny (мова програмування R) або за
допомогою Wolfram Language.

Shiny дає змогу створити власний iнтерактивний додаток, використо-
вуючи галерею прикладiв тем, без спецiальних знань HTML, CSS. Пе-
ревага пакета Shiny полягає у можливостi поєднання теорiї, обчислень,
iлюстрацiй та iнтерактивної взаємодiї користувача в одному середовищi.
Для створення Shiny-додаткiв викладачевi достатньо базових знань мови
R. Структура програми складається з двох частин: UI (User Interface) —
опис iнтерфейсу користувача; Server — обчислення, виведення результа-
тiв та реакцiй на дiї користувача. Shiny iнтегрується з RStudio та дозво-
ляє запускати програми безпосередньо в ньому або публiкувати у виглядi
вебсторiнок. Такий пiдхiд вiдкриває можливiсть створення вiртуальних
лабораторних робiт, у яких студенти можуть дослiджувати математичнi
моделi, змiнюючи параметри у режимi реального часу.

Iнше середовище — Wolfram Language — потребує бiльшої пiдготовки у
сферi програмування, однак має надзвичайно потужнi аналiтичнi можли-
востi. Його використання дає змогу створювати додатки з iнтегрованими
символьними обчисленнями, тривимiрною графiкою та моделями скла-
дних стохастичних процесiв. Крiм того, мова дозволяє публiкувати роз-
робки у Wolfram Cloud, що забезпечує доступ студентiв до iнтерактивних
моделей без необхiдностi встановлення додаткового програмного забезпе-
чення.

Вебзастосунки є методами активного навчання студентiв, якi самостiй-
но змiнюють параметри, спостерiгаючи за наслiдками та змiнами резуль-
татiв, перевiряють власнi гiпотези та аналiзують вплив параметрiв.

Вони дозволяють також проводити вiртуальнi лабораторнi роботи з ма-
тематичних дисциплiн. Наприклад, на рис. 1 показано скриншот роботи
з теорiї ймовiрностей та математичної статистики у вебдодатку на те-
му «Бiномiальний розподiл». Користувачi можуть змiнити кiлькiсть пiд-
кидань монети, порахувати точнi та наближенi ймовiрностi. В окремих
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Рис. 1. Додаток у Shiny

вкладеннях можна розмiстити короткий теоретичний матерiал, форму-
ли, довiдковi таблицi, що перетворює додаток на мiнiпiдручник.

Можна реалiзувати додатки для моделювання випадкових подiй. На-
приклад, студенти можуть вiртуально пiдкидати монету або кубик тися-
чi разiв, спостерiгаючи дiю закону великих чисел чи центральної грани-
чної теореми. Для користувачiв створення простих симуляцiй не потре-
бує знань мов програмування, проте дозволяє провести та проаналiзувати
стохастичнi експерименти.

Важливою перевагою є можливiсть iнтеграцiї таких вебдодаткiв у си-
стему Moodle. Це забезпечує єдине навчальне середовище, у якому студен-
ти можуть переглядати теорiю, виконувати iнтерактивнi експерименти та
одразу надсилати результати викладачевi.

Таким чином, використання Shiny та Wolfram Language у процесi ви-
кладання вищої математики та теорiї ймовiрностей пiдвищує мотивацiю
студентiв, сприяє глибшому засвоєнню матерiалу та формує сучаснi ци-
фровi компетентностi.
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ЗАСТОСУВАННЯ ШТУЧНОГО IНТЕЛЕКТУ ТА
IНСТРУМЕНТIВ WOLFRAM, GEOGEBRA ДЛЯ

СТВОРЕННЯ ШАБЛОНIВ ТЕСТОВИХ ЗАВДАНЬ З
ВИЩОЇ МАТЕМАТИКИ НА ПЛАТФОРМI MOODLE

Н.В. КРУГЛОВА, O.O. ДИХОВИЧНИЙ, C.В. КАЙДАЛОВ

В умовах вiйни та частої змiни форми навчання українськi виклада-
чi потребують ефективних iнструментарiїв для автоматизацiї контролю
знань студентiв. Особливо це актуально для точних дисциплiн, де тестовi
задання мають перевiряти не лише кiнцеву вiдповiдь, але й певнi етапи
розв’язання задачi.

Однiєю з найпоширенiших дистанцiйних навчальних платформ в суча-
сних унiверситетах є платформа Moodle. Проте, створення якiсного банку
завдань потребує вiд викладачiв не тiльки тривалих часових затрат, але й
певних технiчних навичок та вмiнь. Iнтеграцiя можливостей штучного iн-
телекту, програми Wolfram Language та iнструменту GeoGebra вiдкриває
новi можливостi для розробки варiативних, адаптивних тестових завдань
з автоматизованою перевiркою результатiв.

Роль штучного iнтелекту у створеннi тестових завдань полягає в: гене-
рацiї формулювань задач на основi заданих тем i параметрiв; автомати-
чному створеннi шаблонiв однотипних варiантiв завдань зростаючої скла-
дностi; створеннi HTML файлу у вiдповiднiй категорiї завдань; аналiзi
типових помилок та формуваннi персоналiзованих рекомендацiй; а в пи-
таннях множинного вибору — створення варiативних дистракторiв, якi
генеруються на основi типових помилок.

Wolfram Language забезпечує: шаблони для генерацiї умови та розв’язку
тестових завдань; перевiрку правильностi вiдповiдi, генерацiю покроко-
вих розв’язкiв, якi можна використати для зворотного зв’язку.

GeoGebra дозволяє: створювати iнтерактивнi геометричнi iлюстрацiї,
якi можна використовувати в ролi шаблонiв завдань з аналiтичної гео-
метрiї та лiнiйної алгебри; вiзуалiзувати графiки функцiй з динамiчними
параметрами; iнтегрувати графiчнi зображення безпосередньо в завдання
Moodle.

Для проєктування шаблону потрiбно спочатку визначити дидактичну
мету, рiвень складностi завдання, видiлити змiннi параметри та визна-
чити їх допустимi дiапазони. Потiм, за допомогою ШI, можна створити
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шаблон тестового завдання у потрiбнiй програмi, який, у свою чергу, зге-
нерує варiант тестового завдання та забезпечить його перевiрку.

Застосування засобiв IКТ дозволяє зменшити час генерацiї одноти-
пних варiантiв валiдних завдань, збiльшити кiлькiсть унiкальних варi-
антiв контрольних робiт, покращити якiсть зворотного зв’язку, зменшити
кiлькiсть технiчних та арифметичних помилок при створеннi тестових
завдань.

Результати впровадження такої iнтегрованої технологiї показали змен-
шення часу викладача на апеляцiї студентiв, пониження середнього балу
в експериментальнiй групi в порiвняннi з контрольною групою. Це мо-
жна пояснити бiльшою варiативнiстю завдань, створених засобами ШI,
та новизною формулювань тестових питань, генерацiєю пояснень вiд ШI
до кожного завдання.

Iнтеграцiя штучного iнтелекту та спецiалiзованих математичних iн-
струментiв, таких як Wolfram та GeoGebra, у платформу Moodle запрова-
джує новий рiвень автоматизацiї тестування з вищої математики, забез-
печуючи варiативнiсть завдань, об’єктивнiсть оцiнювання та персоналiзо-
ваний зворотний зв’язок. Запропонована методика створення програмних
шаблонiв для тестових завдань забезпечує баланс мiж автоматизацiєю
та педагогiчною доцiльнiстю, дозволяючи генерувати унiкальнi завдан-
ня, зберiгаючи при цьому їхню однакову складнiсть.

Перспективи подальших дослiджень полягають у розробцi адаптивних
алгоритмiв тестування з використанням машинного навчання для авто-
матичного пiдбору оптимальної траєкторiї оцiнювання кожного студента,
а також у вивченнi можливостей використання великих мовних моделей
для перевiрки завдань з розгорнутою вiдповiддю та впровадженнi вико-
ристання STACK плагiну для аналiтичних перевiрок.
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ВИКОРИСТАННЯ IКТ ТА ЕЛЕКТРОННИХ ЖУРНАЛIВ
НА УРОКАХ МАТЕМАТИКИ

Н.I. МIЗИРНЮК

Сучасна освiта неможлива без активного впровадження iнформацiйно-
комунiкацiйних технологiй (IКТ). Вони стають не лише допомiжним [1]
iнструментом, а й необхiдною умовою якiсного навчання. Особливо ва-
жливим це є для урокiв математики — предмета, що потребує логiчного
мислення, вiзуалiзацiї абстрактних понять i розвитку аналiтичних нави-
чок.

Використання IКТ дає змогу зробити урок математики цiкавiшим, на-
очним i доступним для кожного учня. Замiсть сухих формул i складних
обчислень на дошцi учнi можуть бачити процес розв’язання задач [2] у
динамiцi, експериментувати з параметрами та самостiйно робити виснов-
ки. Це сприяє розвитку дослiдницьких умiнь i формує стiйку мотивацiю
до навчання.

Учитель, застосовуючи мультимедiйнi презентацiї, вiдеофрагменти, си-
муляцiї або iнтерактивнi геометричнi середовища (наприклад, GeoGebra,
Desmos, Mathcad), може показати учням, як математичнi закономiрностi
працюють у реальному життi. Такi iнструменти допомагають пояснити
складнi теми — наприклад, графiки функцiй, перетворення фiгур, побудо-
ву тiл обертання чи статистичний аналiз даних. Одним iз найважливiших
напрямiв використання IКТ у школi є застосування електронних освiтнiх
платформ. Пiсля пандемiї COVID-19 бiльшiсть закладiв освiти актив-
но iнтегрували у навчальний процес сервiси Google Classroom, Moodle,
Microsoft Teams, «Всеосвiта», «На Урок», державну платформу «Єдина
школа», зокрема у нашiй громадi освiтня iнформацiйна система «SMART
школа».

Такi ресурси дозволяють учителю створювати iнтерактивнi завдання,
тести, тренажери та контролювати навчальнi досягнення учнiв у режимi
онлайн. Наприклад, на уроках математики можна розмiщувати вiдеоiн-
струкцiї до розв’язування задач, створювати вiртуальнi дошки для гру-
пової роботи, проводити математичнi марафони чи змагання.

Для учнiв це — можливiсть навчатися у власному темпi, отримувати
миттєвий зворотний зв’язок, повторювати матерiал у зручний час. Крiм
того, електронна платформа формує у школярiв цифрову компетентнiсть
— одну з ключових навичок XXI столiття.

Секцiя 4. Iнформацiйнi системи та технологiї в освiтi

195



Важливою складовою цифровiзацiї освiтнього процесу є електроннi
журнали та щоденники. Вони забезпечують прозорiсть оцiнювання, зру-
чнiсть у спiлкуваннi мiж учителем, учнями й батьками. Учнi можуть у
будь-який момент переглянути свої оцiнки, побачити коментарi вчителя,
перевiрити пропущенi теми. Це сприяє бiльшiй вiдповiдальностi за ре-
зультати власного навчання.

ОIС «SMART школа» вже активно працює в закладах освiти України,
поєднуючи педагогiку з iнструментами сучасного цифрового менеджмен-
ту. Також вона пропонує своїм користувачам освiтню цифрову платфор-
му, яка максимально розкриє їхнiй освiтнiй потенцiал. Вони прямувати-
муть шляхом, на якому будуть критично мислити та з легкiстю долати усi
виклики стандартiв освiти сьогодення, пiдвищувати [3] якiсть освiтнього
процесу.

SMART школа — це бiльше, нiж журнал. Це:

∙ електронний щоденник iз можливiстю комунiкацiї з батьками;
∙ онлайн-журнал, що вiдповiдає вимогам Державного стандарту та

концепцiї Нової української школи;
∙ журнал для початкової школи з iнтегрованими освiтнiми галузя-

ми та iндивiдуальними характеристиками учнiв;
∙ модуль аналiтики, що дозволяє адмiнiстрацiї глибше оцiнювати

освiтнiй процес;
∙ система, що трансформує освiтнiй простiр вiдповiдно до запитiв

сучасностi.

Учителi ж отримують можливiсть швидко аналiзувати успiшнiсть кла-
су, виявляти [4] труднощi у засвоєннi матерiалу, коригувати темп викла-
дання. Таким чином, електронний журнал стає не просто засобом фiксацiї
оцiнок, а елементом педагогiчної аналiтики.

На практицi iнформацiйнi технологiї можна ефективно застосовувати
для:

∙ вiзуалiзацiї матерiалу — створення графiкiв функцiй за допомо-
гою GeoGebra чи Desmos;
∙ самостiйної роботи — виконання iнтерактивних тестiв у Google

Forms або на платформi LearningApps;
∙ проєктної дiяльностi — створення мiнiдослiджень iз використан-

ням Excel або Google Sheets для аналiзу статистичних даних.

Такi iнструменти дозволяють враховувати iндивiдуальнi особливостi
кожного учня, формувати компетентностi, потрiбнi у сучасному цифро-
вому суспiльствi.

Отже, використання iнформацiйних технологiй на уроках математи-
ки не є даниною модi, а необхiднiстю сучасної освiти. Вони допомагають
зробити процес навчання бiльш ефективним, мотивуючим i вiдкритим.
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Електроннi журнали, освiтнi платформи та iнтерактивнi ресурси створю-
ють умови для формування цифрової грамотностi, розвитку критичного
мислення i самостiйностi учнiв.

Майбутнє шкiльної математики — за творчим поєднанням традицiйних
методiв i сучасних технологiчних рiшень, якi вiдкривають для вчителя й
учня новi горизонти пiзнання.
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IНТЕРАКТИВНI МЕТОДИ ТА ЦИФРОВI IНСТРУМЕНТИ У
ВИКЛАДАННI ТРИГОНОМЕТРIЇ В СУЧАСНIЙ ШКОЛI

О.I. ОЛАСЮК

Сучасна освiта зазнає значних змiн завдяки використанню цифрових
технологiй та iнтерактивних методiв навчання. Тригонометрiя, як один iз
фундаментальних роздiлiв математики, вiдiграє важливу роль у форму-
ваннi математичних компетенцiй учнiв. Однак традицiйнi методи викла-
дання iнодi не вiдповiдають потребам сучасного поколiння, яке зростає в
умовах цифрової епохи. Тому використання iнтерактивних технологiй та
цифрових iнструментiв у навчальному процесi стає нагальною необхiднi-
стю [1].

Завдяки сучасним технологiям вчителi можуть створювати iнтерактив-
нi уроки, що допомагають краще розумiти складнi математичнi концепцiї.
Доступ до цифрових ресурсiв розширює можливостi навчання як у класi,
так i поза ним. Використання вiзуалiзацiй, динамiчних моделей та онлайн-
платформ робить вивчення тригонометрiї бiльш доступним i цiкавим для
учнiв [2].

1. Iнтерактивнi методи у викладаннi тригонометрiї. Iнтерактив-
нi методи навчання передбачають активну участь учнiв у процесi навча-
ння, що сприяє кращому розумiнню та засвоєнню матерiалу [3]. Серед
найбiльш ефективних методiв можна виокремити:

∙ Метод проєктiв — передбачає самостiйну або групову роботу над
проєктами, пов’язаними з тригонометрiєю. Наприклад, учнi мо-
жуть створити макет моста або будiвлi, використовуючи тригоно-
метричнi розрахунки для визначення кутiв нахилу конструкцiй.
∙ Iгровий пiдхiд — використання iгрових елементiв у навчально-

му процесi. Наприклад, учитель може органiзувати математичний
квест, де учнi шукають прихованi пiдказки у класi, розв’язуючи
тригонометричнi рiвняння.
∙ Дискусiї та проблемне навчання — спрямованi на активiзацiю ми-

слення та аналiз складних математичних проблем. Наприклад,
учитель може запропонувати задачу на визначення висоти недо-
ступного об’єкта (дерева чи будiвлi) за допомогою тiнi та триго-
нометричних функцiй.
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2. Цифровi iнструменти для вивчення тригонометрiї. Сучаснi
цифровi технологiї вiдкривають широкi можливостi для покращення ви-
кладання тригонометрiї. Серед найпопулярнiших цифрових iнструментiв
можна видiлити [4]:

∙ Графiчнi калькулятори та програми для побудови графiкiв (Geo-
Gebra, Desmos) — дозволяють вiзуалiзувати тригонометричнi фун-
кцiї у виглядi графiкiв. Наприклад, учнi можуть самостiйно по-
будувати графiк синусоїди та дослiдити, як змiнюються її пара-
метри при змiнi коефiцiєнтiв.
∙ Онлайн-платформи та навчальнi ресурси (Khan Academy, Wolfram

Alpha) — надають доступ до iнтерактивних урокiв, тестiв, вiдео-
лекцiй та практичних завдань. Наприклад, на Khan Academy учнi
можуть пройти курс з тригонометрiї, виконуючи вправи з авто-
матичною перевiркою вiдповiдей.
∙ Програмування та STEM-пiдхiд — застосування мов програмува-

ння (Python, Scratch) для моделювання тригонометричних проце-
сiв. Наприклад, учнi можуть написати програму, яка анiмує рух
маятника або моделює поширення звукових хвиль у просторi.

Використання iнтерактивних методiв та цифрових iнструментiв у ви-
кладаннi тригонометрiї значно покращує якiсть навчального процесу. По-
єднання сучасних технологiй iз традицiйними пiдходами сприяє кращому
засвоєнню матерiалу, пiдвищенню мотивацiї учнiв та розвитку аналiти-
чного мислення. Завдяки цифровим iнструментам учнi мають змогу не
лише засвоювати теоретичнi знання, а й застосовувати їх у реальних си-
туацiях.
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СТАТИСТИЧНИЙ АНАЛIЗ ЯКОСТI ПОКРОКОВИХ
КОМП’ЮТЕРНИХ ТЕСТIВ У СИСТЕМI STACK З

МАТЕМАТИЧНИХ ДИСЦИПЛIН

I.В. ОРЛОВСЬКИЙ, В.С. МИКИТЕНКО

У цифровiй освiтi ефективнiсть навчання визначається не лише до-
ступом до онлайн-платформ, а i якiстю методiв оцiнювання, особливо у
математичних дисциплiнах, де важливо оцiнювати не лише кiнцевий ре-
зультат, а й хiд мiркувань студента.

Платформа Moodle — один iз найпоширенiших засобiв дистанцiйно-
го навчання, що дає змогу створювати структурованi курси, проводити
контрольнi заходи й аналiзувати успiшнiсть студентiв. Зокрема, Moodle
пiдтримує достатньо широкий спектр тестових завдань. Використовую-
чи тип запитання Embedded answer та мову розмiтки HTML, на кафедрi
математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей (МАтаТЙ) КПI iм. Iгоря
Сiкорського розробляються так званi покроковi тести (Step-by-Step tests),

(a) (б)

Рис. 1. Приклад покрокового тесту: (а) стандартного, (б) STACK

якi оцiнюють не лише кiнцевий результат, а й процес розв’язання за-
дач (Рис. 1а), що пiдвищує об’єктивнiсть контролю. Їх розробка потребує
алгоритму, який враховує технiчнi можливостi Moodle [1]. У КПI такi те-
сти створено для всiх тем курсу «Вища математика», i вони вже понад
шiсть рокiв успiшно застосовуються в освiтньому процесi.
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Покроковi тести перевiряють не лише кiнцевий результат, а й логiку
розв’язання задач, що робить оцiнювання об’єктивнiшим i наближає його
до традицiйного письмового контролю. Їх створення потребує врахування
технiчних особливостей Moodle. Окрiм контролю, такi тести можна ви-
користовувати як навчальнi тренажери для вiдпрацювання розв’язання
типових задач — студенти отримують зворотний зв’язок i формують на-
вички послiдовного мислення. Головною перевагою є можливiсть оцiню-
вати логiку мiркувань i зменшувати ймовiрнiсть випадкових вгадувань.
Недолiками є чутливiсть до синтаксичних помилок i складнiсть введення
складних математичних виразiв. Це змушує викладачiв створювати спе-
цiальнi правила запису вiдповiдей (Рис. 1а) i перiодично оновлювати базу
правильних варiантiв, що пiдвищує трудомiсткiсть розробки тестiв.

Для усунення цих обмежень кафедра МАтаТЙ почала впровадження
плагiна STACK (System for Teaching and Assessment using a Computer
Algebra Kernel) — iнструмента символьної перевiрки математичних вира-
зiв. STACK забезпечує автоматичну перевiрку рiвнянь, обчислень i графi-
кiв у режимi реального часу, генерує рiзнi варiанти завдань та пiдтримує
покрокове тестування. Студенти отримують миттєвий зворотний зв’язок
i пояснення, що сприяє самокорекцiї та глибшому розумiнню матерiалу.
Завдяки можливостi аналiзувати не лише кiнцеву вiдповiдь, а й промiжнi
кроки, STACK iстотно пiдвищує об’єктивнiсть i зменшує рутинне наван-
таження викладача (Рис. 1б).

Розгляд особливостей i функцiональне порiвняння обох типiв тестiв
наведено у [2]. У цiй доповiдi здiйснено статистичний аналiз їх якостi на
основi положень Класичної теорiї тестiв. Результати дозволяють порiв-
няти ефективнiсть покрокових i STACK-тестiв, визначити їх сильнi та
слабкi сторони й надати рекомендацiї щодо вдосконалення оцiнювання.
Аналiз спрямований на пiдвищення надiйностi контролю та подальший
розвиток цифрових технологiй навчання у математичнiй освiтi.
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RAISE SPECIFICATION LANGUAGE ЯК IНСТРУМЕНТ
ОСВIТИ В ПРИКЛАДНIЙ МАТЕМАТИЦI

О.Г. ПIСКУНОВ, Н.П. ТУПКО

Важливим аспектом у галузi iнформацiйних систем i технологiй є по-
треба в описi та поясненнi алгоритмiв. Рiзнi автори вирiшують це по-
рiзному. Наприклад, Кнут розробив власний асемблер. Кормен [1] для
цього використовує псевдокод. А Макконнелл [2] використанню псевдо-
коду присвятив окрему главу.

З другого боку iснують формальнi методи, що вважаються корисни-
ми пiд час розробки ПЗ. Однак у численних оглядах, присвячених їх
застосуванню (наприклад, Парнас [3]), наголошується, що їх практичне
впровадження досi недостатнє. Серед причин цiєї ситуацiї називають не
лише вiдносну складнiсть цих методiв, але й вiдсутнiсть потрiбної кiль-
костi вiдповiдних iнженерiв.

Базовим елементом будь-якого формального методу є вiдповiдна мова,
що отримала назву мови формальних специфiкацiй. Варто вiдзначити,
що лише Б. Мейєру вдалося у його мовi Eiffel поєднати мову формальної
специфiкацiї з мовою програмування. У бiльшостi ж випадкiв мови фор-
мальної специфiкацiї вiдрiзняються вiд мов програмування, що потребує
додаткового часу на їхнє опанування. До таких мов належать, зокрема,
Z [4] та Raise Specification Language (RSL) [5].

При цьому слiд зауважити: опанування мови є значно простiшим, нiж
засвоєння методу формальної розробки. Сама така мова оперує понят-
тями аксiом, кванторiв загальностi та iснування, предикатiв, функцiй,
областей визначення тощо. З огляду на це, для студентiв математичних
спецiальностей опанування мови формальної специфiкацiї не становитиме
суттєвих труднощiв.

Пiсля аналiзу обох мов для навчальних цiлей було обрано RSL. Вибiр
цiєї мови зумовлений наявнiстю стабiльно працюючої утилiти для пере-
вiрки синтаксису та узгодженостi типiв i вбудованого типу дiйсних чисел.
Зокрема можна вiдзначити, що:

(1) RSL пiдтримує кiлька стилiв формальної специфiкацiї: вiд абстра-
ктного алгебраїчного до iмперативного. Це дозволяє використо-
вувати її для V-подiбної розробки ПЗ, що добре пiдходить для
невеликих навчальних проєктiв.
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(2) Алгебраїчний стиль дозволяє застосовувати RSL для пояснення
абстрактних типiв даних згiдно розробцi по контракту Б. Мейєра
i, загалом, робить роботу подiбною до дiяльностi математикiв [6].

(3) Також алгебраїчний стиль дозволяє на початкових етапах розроб-
ки формулювати умови тестування ПЗ. Це дає змогу використову-
вати його для курсiв з тестування i користуватися особливостями
розроблення через тестування, уникаючи рефакторингу.

(4) Можливiсть використання рiзних областей визначення i множин
значень дозволяє iлюструвати такi важливi для ООП поняття, як
ко- i контраварiантнiсть.

(5) Iмперативний стиль дозволяє записувати будь-якi алгоритми на
рiвнi звичних операторiв та використовувати цi записи як комен-
тарi в програмах (як це пропонується в [2]).

(6) Крiм того, утилiта для перевiрки синтаксису дає змогу додатково
перевiряти вiдповiднiсть алгебраїчної та iмперативної специфiка-
цiй.

Пiсля проходження кiлькох курсiв з використанням мови RSL (зокре-
ма, з модульного тестування, ООП, методiв обчислень тощо) майбутнi
розробники зможуть застосовувати елементи формальних методiв. Це
сприятиме пiдвищенню надiйностi ПЗ та покращенню його якостi. Зазна-
чимо, що таким чином реалiзується пропозицiя Д. Парнаса, яка передба-
чає поступове навчання методам формальної розробки та наближення їх
до практичного використання. Даний пiдхiд був впроваджений в учбовий
процес для студентiв кiлькох курсiв спецiальностi «Прикладна математи-
ка».
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FROM THE EXPERIENCE OF TEACHING MATHEMATICAL
DISCIPLINES IN MULTINATIONAL ACADEMIC GROUPS

OF KAI

O.W. KARUPU, T.A. OLESHKO, V.V. PAKHNENKO, V.K. REPETA

The State University “Kyiv Aviation Institute” (KAI) was formed on the
7th of November 2024 as a result of the reform of the National Aviation Uni-
versity, which was a descendant of the Kyiv Aviation Institute, established in
1933. KAI is a reputable international center for training specialists for avia-
tion and other industries, which enrolls both Ukrainian and foreign students.
Students from different countries study at KAI — Turkey, Nigeria, Egypt,
and others. Most students study on technical specialties, so the curricula for
training future specialists in all engineering and IT fields include the study of
mathematical disciplines.

Since 1999, the university has been implementing English-language edu-
cation, when all subjects are taught in English. Since English is one of the
official languages of ICAO (International Civil Aviation Organization), the
opportunity to receive professional education in English is very important for
future aviation specialists. Since 2007, we have been conducting research on
the methodology of teaching mathematical subjects to foreign and Ukrainian
students within the framework of the English Language Education Project
(see [1, 2]).

Methodological support of the educational process is provided by numerous
textbooks on mathematical disciplines authored by our university teachers, in-
cluding authors. In particular, we are the authors and co-authors of a number
of textbooks on mathematical disciplines in English, including mathematical
analysis, probability theory and mathematical statistics, and some other areas
(for example, English in mathematical practice), etc. (see [3, 4, 5]).

It should be noted that the work of a teacher in multinational academic
groups including both Ukrainian and foreign students, has certain peculiar-
ities. Certain features of teaching mathematical disciplines to students of
technical specialties in multinational academic groups were studied in (see
[6, 7]).

The specifics of using electronic resources in teaching mathematical disci-
plines was considered in (see [7, 8, 9]).
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DIDACTIC POTENTIAL OF THE SKEW LINES DISTANCE
PROBLEM IN THE CONTEXT OF TRAINING

ENGINEERING SPECIALISTS

B.S. TSYBAN, H.YA. TULUCHENKO

The problem of finding the shortest distance between skew lines is funda-
mental in the course of analytical geometry; however, its teaching is often
reduced to demonstrating purely computational methods. This approach di-
minishes the educational value of the topic and hinders students’ appreciation
of its engineering applications.

It is methodologically effective to introduce students to the key methods
for solving the skew lines distance problem (vector, parallel planes, common
perpendicular, projection, and geometric), with most of these methods suit-
able for independent study. This approach optimizes classroom time while
ensuring the development of essential professional competencies. The corner-
stone of this methodology is presenting each analytical method in the context
of its practical application.

The Vector Method (using the scalar triple product) is the fastest analytical
approach, where the distance is defined as the height of the parallelepiped
constructed on the lines’ direction vectors and the vector connecting them.
This formula is ideal for rapid calculations in space navigation and air traffic
control [1]. The method is used to calculate the minimum separation distance
between the linear segments of satellite or aircraft trajectories.

The Parallel Planes Method is based on a geometric principle: the distance
between skew lines equals the distance between two parallel planes that con-
tain these lines. This approach is applied in architecture and construction to
determine the minimum safe clearance between parallel structural elements,
such as bridge beams [2].

The Common Perpendicular Method is the most fundamental and the only
one that enables determining the coordinates of the closest points 𝑃 and 𝑄 on
the lines. Determining these points facilitates precise evaluation of whether
the movable links of a manipulator are at a safe distance, constituting the
basis for its design [3].

The Geometric Method (via projection construction) is based on projecting
space onto a plane perpendicular to one of the lines. The distance is reduced
to the distance from a point to a line on this plane. This approach is key in 3D
rendering algorithms and Collision Detection in computer graphics and games,
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as the transition to 2D projection significantly simplifies the calculation of the
minimum distance between objects [4].

The Vector Projection Method (Scalar Projection) provides the geometric
justification for the scalar triple product formula. The distance is considered
the length of the scalar projection of the vector connecting the lines (

−→
𝐴𝐶) onto

the direction of the common perpendicular 𝑛⃗. This method is widely used in
geodesy and cartography for calculating the shortest distance between two
non-intersecting utility lines (e.g., power lines) when designing mainline net-
works. It is also applied in the oil and gas industry to calculate the minimum
permissible distance between existing and new skew pipelines [5, 6].

An integrated approach, emphasizing the practical value of each analyt-
ical method, significantly enhances the quality of specialist training. This
approach fosters the development of systemic thinking, as students learn to
select the optimal mathematical apparatus based on the requirements of a
specific engineering problem. Structured exploration of diverse applications,
alongside analytical methods and visual tools, equips students to apply the
mathematical apparatus effectively in engineering.
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ВИКЛИКИ ЩОДО ФУНДАМЕНТАЛЬНОЇ ПIДГОТОВКИ
СТУДЕНТIВ IНЖЕНЕРНИХ СПЕЦIАЛЬНОСТЕЙ В

УКРАЇНI

О.I. БАЛIНА, I.С. БЕЗКЛУБЕНКО, О.В. БОГДАНОВ, Ю.П. БУЦЕНКО

У технiчних вишах зменшення кiлькостi набраних на перший курс сту-
дентiв у бiльшостi випадкiв викликає, разом з iншими обставинами, урi-
зання годин, що видiляються на фундаментальну пiдготовку, i це за об-
ставин, коли першокурсники виявляються з кожним роком усе гiрше мо-
тивованi та пiдготовленi до навчання! З великими проблемами йде омоло-
дження викладацької спiльноти, молодь не тiльки не виявляє особливого
бажання починати займатись педагогiчною дiяльнiстю, але й просто по-
лишає її за найменшої нагоди. Необхiднiсть «збереження контингенту»,
викликає серйознi конфлiкти у викладацькому середовищi, не кажучи
вже про якiсть пiдготовки таких фахiвцiв. На цьому фонi наразi прояв-
ляється не тiльки дефiцит фахiвцiв iнженерних спецiальностей, але й про-
сто безпомiчнiсть у багатьох випадках щодо можливостей їх залучення —
випускники бакалаврату вiдмовляються навiть вiд спiвбесiд з серйозними
роботодавцями, одночасно вiдмовляючись вiд навчання у магiстратурi. У
процесi ж навчання все бiльше студентiв намагаються ухилитись вiд до-
тримання принципiв академiчної доброчесностi. Причини такої ситуацiї
добре зрозумiлi: бiльшiсть студентiв мають пiсля шкiл недостатнiй рi-
вень знань та умiнь, переважно вiдсутнi навички ефективного засвоєння
навчального матерiалу та практичного його застосування. Iстотну час-
тку їх, до того ж, складають тi, хто травмований вимушеним переїздом
з мiсця постiйного проживання або iснуючою загрозою для їх рiдних та
близьких. У воєнний час, помiтно збiльшився вiдсоток студентiв (навiть
на молодших курсах), якi поєднують навчання на стацiонарi з роботою,
у тому числi на повний робочий день. Усi цi обставини негативним чином
впливають на ефективнiсть навчального процесу.

По-перше, нам видається безальтернативним збереження як опцiї ди-
станцiйної форми навчання. Йдеться саме про опцiональний характер та-
кої форми навчання, розрахований на можливiсть збереження у студент-
ських колективах тих, для кого вона є безальтернативною у зв’язку з
перелiченими вище обставинами.

По-друге, студенти першокурсники повиннi мати можливiсть належ-
ним чином адаптуватись до вимог, якi забезпечують належний рiвень
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засвоєння ними фундаментальних дисциплiн, попри, ймовiрно, недоста-
тню шкiльну пiдготовку. Це вимагає як додаткових годин на вивчення
таких дисциплiн, так i наявностi спецiальних адаптацiйних курсiв, мо-
жливо, платних. Така практика, наприклад, характерна для КПI iменi
Iгоря Сiкорського.

По-третє, навiть за умови реалiзацiї перших двох заходiв, неодмiнно
має iснувати практика надання студентам максимально гнучких iндивi-
дуальних графiкiв навчання, до того ж iз жорстким їх дотриманням.

Нарештi, по-четверте, пiдтримання належного рiвня мотивацiї у сту-
дентiв неможливе без тiсного зв’язку навчальних курсiв з практикою за-
стосування набутих знань, вiдсутнiсть чого є, на наш погляд, принципо-
вим недолiком шкiльної освiти в Українi. Йдеться не тiльки про контакти
з дослiдницькими, проєктно-конструкторськими та виробничими пiдпри-
ємствами, але й про якомога швтдше використання вивченого студентами
у наступних навчальних курсах, наприклад, навичок програмування та
експлуатацiї програмних продуктiв у курсах математики, фiзики, при-
кладної геометрiї тощо.

Анотацiя. У роботi розглядаються питання фундаментальної пiдго-
товки у технiчному ВНЗ України на сучасному етапi. Аналiзуються про-
блеми, пропонуються принциповi пiдходи до органiзацiї навчального про-
цесу, орiєнтованi на пiдготовку фахiвцiв у необхiдних кiлькостях та аде-
кватної викликам часу якостi.

Ключовi слова: профорiєнтацiйна робота, фундаментальна пiдготов-
ка, дистанцiйна форма навчання, мотивацiя.
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ЗАСТОСУВАННЯ ПЕРЕТВОРЕННЯ ФУР’Є У
МАТЕМАТИЧНОМУ АНАЛIЗI НЕПЕРЕРВНИХ СИГНАЛIВ

К.Ю. БАРАНОВА

Перетворення Фур’є є одним iз найважливiших iнструментiв матема-
тичного аналiзу, що здiйснює перехiд вiд часової областi до частотної.
Це дозволяє подати довiльну iнтегровну функцiю 𝑓(𝑡) як суперпозицiю
нескiнченної кiлькостi гармонiчних коливань рiзних частот:

𝐹 (𝜔) =

∫︁ +∞

−∞
𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡 𝑑𝑡,

де 𝐹 (𝜔) — спектральна функцiя, що характеризує частотний склад си-
гналу.

Обернене перетворення має вигляд

𝑓(𝑡) =
1

2𝜋

∫︁ +∞

−∞
𝐹 (𝜔)𝑒𝑖𝜔𝑡 𝑑𝜔.

Якщо 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿2(R), то виконується рiвнiсть Парсеваля:
∫︁ +∞

−∞
|𝑓(𝑡)|2 𝑑𝑡 = 1

2𝜋

∫︁ +∞

−∞
|𝐹 (𝜔)|2 𝑑𝜔,

що вiдображає збереження енергiї сигналу при переходi з часової областi
у частотну.

Перетворення Фур’є часто використовується у задачах аналiзу непе-
рервних сигналiв, оскiльки дозволяє видiлити їхнi частотнi характери-
стики. Це особливо важливо в електронiцi, акустицi, телекомунiкацiях та
цифровiй обробцi зображень. Наприклад, при фiльтрацiї сигналiв викори-
стовують властивiсть, що згортка у часовiй областi вiдповiдає множенню
у частотнiй:

ℱ{𝑓 * 𝑔} = ℱ{𝑓} · ℱ{𝑔}.
Крiм того, перетворення Фур’є переводить операцiю диференцiювання у
множення:

ℱ{𝑓 ′(𝑡)} = 𝑖𝜔𝐹 (𝜔),

що спрощує розв’язування диференцiальних рiвнянь iз постiйними кое-
фiцiєнтами.

У математичному аналiзi перетворення Фур’є цiнне тим, що дозволяє
не лише вивчати внутрiшню структуру функцiй, але й аналiзувати їхню
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динамiку та властивостi у частотному просторi. Тому воно є фундамен-
том спектральних методiв, якi застосовуються для розв’язання ключових
рiвнянь математичної фiзики, що описують, наприклад, теплопровiднiсть
або хвильовi процеси. Фактично, воно слугує основою для цiлого ряду
методiв розкладання функцiй за ортогональними базисами, будучи тiсно
пов’язаним iз класичними рядами Фур’є.

Перетворення Фур’є — це унiверсальний механiзм для аналiзу непе-
рервних сигналiв. Його ключова перевага полягає у здатностi переводити
данi з часової у частотну область, що значно полегшує роботу з диферен-
цiальними рiвняннями та забезпечує глибоке розумiння розподiлу енергiї
в сигналi. Цей метод слугує фундаментальною базою як для академiчних
дослiджень, так i для численних практичних розробок у сучаснiй iнже-
нерiї та науцi.
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РОЗВ’ЯЗАННЯ ДЕЯКИХ КЛАСIВ ФУНКЦIОНАЛЬНИХ
РIВНЯНЬ МЕТОДОМ ПIДСТАНОВОК

Д.М. БУШЕВ

Питання про розв’язування функцiональних рiвнянь — одне з найста-
рiших у математицi.

Диференцiальнi та iнтегральнi рiвняння вивчаються у вiдповiдних кур-
сах вищої математики. Функцiональним рiвнянням, якi не є диференцi-
альними та iнтегральними, придiляється значно менше уваги, як у курсi
математичного аналiзу, так i в курсi функцiонального аналiзу, хоча цi
рiвняння часто пропонуються для розв’язування на математичних змага-
ннях: олiмпiадах, турнiрах, конкурсах.

Метод пiдстановок — найбiльш поширений i найбiльш дiєвий спосiб
розв’язування функцiональних рiвнянь. Вiн дає змогу розв’язування фун-
кцiональних рiвнянь звести до розв’язування рiвнянь вiдомих типiв, зок-
рема алгебраїчних рiвнянь та їх систем. Однак конкретних рекомендацiй,
коли i як його можна використати, не iснує.

При розв’язуваннi багатьох функцiональних рiвнянь методом пiдста-
новок розв’язки спочатку вгадують, а потiм пiдбирають потрiбнi пiдста-
новки для їх одержання. В деяких випадках, навiть вгадавши розв’язки,
зовсiм непросто пiдбирати потрiбнi пiдстановки щоб їх одержати. Успiшне
розв’язування одного рiвняння, аж нiяк не гарантує успiху при розв’язу-
ваннi iншого. Наша робота — спроба змiнити ситуацiю хоча б для деяких
функцiональних рiвнянь (зрозумiло, що не для всiх).

Суть методу пiдстановок полягає у виборi потрiбних пiдстановок для
розв’язування функцiонального рiвняння. Оскiльки алгоритми вибору по-
трiбних пiдстановок для розв’язування багатьох функцiональних рiвнянь
невiдомi, розглянемо рiвняння, за загальним виглядом яких можна запи-
сати множину всiх його розв’язкiв.

Встановлено, що до таких рiвнянь вiдносяться функцiональнi рiвняння
виду 𝑎(𝑢, 𝑣)𝑓𝑛(𝑢) + 𝑏(𝑢, 𝑣)𝑓𝑛(𝑣) = 0 i 𝑎(𝑢, 𝑣)𝑓𝑛(𝑢) + 𝑏(𝑢, 𝑣)𝑓𝑛(𝑣) = 𝑔(𝑢, 𝑣),
де 𝑎(𝑢, 𝑣), 𝑏(𝑢, 𝑣), 𝑔(𝑢, 𝑣) — довiльнi заданi дiйснi функцiї вiд двох дiйсних
змiнних, 𝑓(𝑡) — невiдомi функцiї та розв’язки цих рiвнянь в загальному
випадку, на нашу думку, пропонуються вперше.

Позначимо через 𝑀0(𝑓) = {𝑓 : 𝑎(𝑢, 𝑣)𝑓𝑛(𝑢)+𝑏(𝑢, 𝑣)𝑓𝑛(𝑣) = 0} множину
всiх розв’язкiв однорiдного функцiонального рiвняння.

В [2] була сформульована теорема 1.
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Наслiдок 1. Для множини розв’язкiв функцiонального рiвняння

𝜑𝑚(𝑣)𝑓𝑛(𝑢)− 𝜑𝑛(𝑢)𝑓𝑚(𝑣) ≡ 0

справедливi твердження (а)—(д), тобто (𝜑𝑚(𝑣)𝑓𝑛(𝑢)−𝜑𝑛(𝑢)𝑓𝑚(𝑣) ≡ 0)∧
(𝑀0(𝑓) = {𝑓 : 𝜑𝑚(𝑣)𝑓𝑛(𝑢)− 𝜑𝑛(𝑢)𝑓𝑚(𝑣) ≡ 0}) ⇒ (a)–(д).

а. (𝑛−𝑚 = 2𝑙 − 1)⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝑓(𝑡) ≡ 0, 𝑓1(𝑡) = 𝜑(𝑡)}).
б. (𝑛 = 2𝑠−1+𝑚 = 2𝑙−1)⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝑓(𝑡) ≡ 0, 𝑓1(𝑡) = 𝜑(𝑡), 𝑓2(𝑡) =
−𝜑(𝑡)}).

в. (𝑛 = 2𝑠 + 𝑚 = 2𝑙) ⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝑓(𝑡) ≡ 0} ∪ 𝑀∞
0 = {𝑓(𝑡) ≡

0} ∪ {𝑓𝜉(𝑡) ≡ 0, 𝑡 ∈ 𝐸,≡ {−𝜑(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐷(𝜑)}𝐸 : (∀𝐸 ⊆ 𝐷(𝜑))}).
г. (𝑛−𝑚 = 2𝑙 − 1)⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝑓(𝑡) ≡ 𝐾𝜑(𝑡) : 𝐾 ∈ R}).
д. (𝑛 = 𝑚 = 2𝑠) ⇒ 𝑀0(𝑓) = {𝐾𝑓𝜉(𝑡) = {𝐾𝜑(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐸,−𝐾𝜑(𝑡), 𝑡 ∈
𝐷(𝜑) ∖ 𝐸} : (∀𝐸 ⊆ 𝐷(𝜑))(𝐾 ∈ R)}.

Наведемо приклад застосування цього наслiдку. Розв’язати функцiо-
нальнi рiвняння.

Приклад 1. 𝑣𝑛𝑓𝑛(𝑢)− 𝑢𝑛𝑓𝑛(𝑣) ≡ 0. Оскiльки 𝜑(𝑡) ≡ 𝑡, то за наслiдком 1
маємо:

а. (𝑛−𝑚 = 2𝑙 − 1)⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝑓(𝑡) ≡ 0, 𝑓1(𝑡) ≡ 𝑡}).
б. (𝑛 = 2𝑠 − 1 +𝑚 = 2𝑙 − 1) ⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝑓(𝑡) ≡ 0, 𝑓1(𝑡) ≡ 𝑡, 𝑓2(𝑡) ≡
−𝑡}).

в. (𝑛 = 2𝑠+𝑚 = 2𝑙)⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝑓(𝑡) ≡ 0} ∪𝑀∞
0 = (𝑀∞

0 = {𝑓(𝑡) ≡
0, 𝑓𝜉(𝑡) = 𝑡, 𝑡 ∈ 𝐸,−𝑡, 𝑡 ∈ R ∖ 𝐸 : (∀𝐸 ⊆ R)})).

г. (𝑛−𝑚 = 2𝑙 − 1)⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝑓(𝑡) ≡ 𝐾𝑡 : 𝐾 ∈ R}).
д. (𝑛 = 𝑚 = 2𝑠) ⇒ (𝑀0(𝑓) = {𝐾𝑓𝜉(𝑡) = {𝐾𝑡, 𝑡 ∈ 𝐸,−𝐾𝑡, 𝑡 ∈ R ∖ 𝐸} :

(∀𝐸 ⊆ R)(𝐾 ∈ R)}).
Матерiал наших дослiджень покликаний допомогти вчителю у прове-

деннi позакласної роботи з учнями, якi бажають досконало, поглиблено i
всебiчно вивчати шкiльну математику, допомогти розширити їх матема-
тичний кругозiр, пiдготувати до участi в математичних змаганнях. Вiн
буде корисний студентам, учням, якi захоплюються математикою, а та-
кож учителям закладiв загальної середньої освiти, керiвникам гурткiв i
факультативiв.
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АКАДЕМIК МИХАЙЛО КРАВЧУК — ЗАЧИНАТЕЛЬ
ОЛIМПIАДНОГО РУХУ З МАТЕМАТИКИ В УКРАЇНI

Н.М. ЗАДЕРЕЙ, Г.Д. НЕФЬОДОВА, Т.Д. СТАДНIЙЧУК, М.О. ХОХОТВА

Мiй скарб — це знайденi таланти. Помiтити їх,
не дати зiв’янути — хiба це не честь для патрiота?

М. П. Кравчук

У 2025 роцi, пiд час вiйни, у стiнах КПI iменi Iгоря Сiкорського вiдбу-
вається XX Мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка Михайла
Кравчука. Перша така конференцiя з iнiцiативи професора кафедри мате-
матичного аналiзу та теорiї ймовiрностей Нiни Вiрченко пройшла у 1992
роцi.

Михайло Кравчук, видатний український математик, науковець, педа-
гог, громадський дiяч, завiдувач кафедри вищої математики КПI (1934–
1938) натхненно розбудовував українську науку та освiту, допоки не був
знищений тоталiтарним радянським режимом. Плiдна i вагома дiяльнiсть
Михайла Пилиповича в освiтнiй галузi тривала понад 20 рокiв. Його нау-
ковi та педагогiчнi досягнення є прикладом високої наукової культури та
патрiотизму. Слiд зазначити, що важливою сторiнкою освiтницької дiяль-
ностi академiка Михайла Кравчука була органiзацiя першої математичної
олiмпiади в Українi. Ця подiя вiдбулася рiвно 90 рокiв тому i започатку-
вала математичний олiмпiадний рух в Українi.

Перша Київська математична олiмпiада була проведена в Київському
державному унiверситетi iменi Тараса Шевченка 4-5 червня 1935 року за
активної участi академiка Кравчука. Михайло Пилипович очолив журi
олiмпiади та виступив на її вiдкриттi перед учнями та вчителями київ-
ських шкiл з доповiддю «Про завдання i методи математичних наук».
На жаль, доповiдь не збереглася, оскiльки, як i усi роботи вченого, була
вилучена з усiх бiблiотек пiсля арешту Михайла Кравчука. Метою олiм-
пiади було розвинути у школярiв iнтерес до самостiйного математичного
мислення, виховати любов до науки, вiдчути свої творчi можливостi.

Олiмпiаднi завдання були спiльними для учнiв 9–10 класiв. Кожному
учаснику олiмпiади було запропоновано 13 задач, з них три обов’язковi
й десять задач на вибiр. Завдання охоплювали рiзнi роздiли математики.
Iнформацiя про кiлькiсть учасникiв та пiдсумки олiмпiади не зберегла-
ся [1].
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Задачi олiмпiади 1935 ро-
ку є актуальними i донинi.
Наприклад, однi з найбiльш
квалiфiкованих педагогiв-ма-
тематикiв України А. Мер-
зляк, Д. Номiровський, В. По-
лонський та М. Якiр розгля-
дали зi школярами деякi олiм-
пiаднi задачi та помiстили їх в
один зi своїх пiдручникiв [2].
Педагоги пропонують учням
спробувати сили у розв’язаннi
задач цiєї олiмпiади.

Академiк Кравчук започаткував традицiю високого рiвня викладання
математики в київськiй полiтехнiцi, вчений поєднував у собi видатного
науковця, талановитого педагога, блискучого лектора. Його лекцiї вiд-
значалися чiткiстю, логiчнiстю, естетичною довершенiстю. Вiдомо, що
Михайло Пилипович сприяв розвитку талановитої молодi, яку запалював
своїм ентузiазмом. Один з його талановитих учнiв Олександр Смогоржев-
ський лише завдяки Михайлу Кравчуку отримав можливiсть займатися
наукою, надалi професор О. Смогоржевський був завiдувачем кафедри
вищої математики, а згодом кафедри математичної фiзики КПI (1944–
1967).

Перша Київська математична олiмпiада у 1935 роцi стала початком
олiмпiадних змагань з математики. Українськi школярi здобувають зна-
чних досягнень на Мiжнародних математичних олiмпiадах. Сучасний олi-
мпiадний рух, зорiєнтований на розвиток самостiйного мислення та дослi-
дницького пiдходу, продовжує справу, розпочату генiєм української ма-
тематики — Михайлом Кравчуком.
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МУЗЕЙ МИХАЙЛА КРАВЧУКА У СЕЛI ЧОВНИЦЯ

Н.М. ЗАДЕРЕЙ, Г.Д. НЕФЬОДОВА, Т.Д. СТАДНIЙЧУК, М.О. ХОХОТВА

Iм’я академiка Михайла Кравчука по-
сiдає особливе мiсце в iсторiї української
науки. Його працi з теорiї ймовiрностей,
ортогональних полiномiв, алгебри, теорiї
функцiй, диференцiальних рiвнянь закла-
ли пiдвалини багатьох напрямiв сучасної
математики.

Трагiчна доля українського вченого —
репресiї, арешт 1938 року, засудження на
20 рокiв як активного учасника нацiоналi-
стичної органiзацiї, заслання та загибель

на Колимi у 1942 роцi — це приклад тотального знищення iнтелектуаль-
ної української елiти в часи радянського тоталiтаризму. Реабiлiтацiя та
повернення iменi вченого з небуття стали можливими завдяки багаторi-
чним зусиллям українських науковцiв, освiтян та краєзнавцiв, зокрема,
Миколи Сороки, Нiни Вiрченко, Галини Ситої.

Музей академiка Кравчука було вiдкрито 13.06.1987 р. у загальноосвi-
тнiй школi I–III ступенiв села Човниця на Волинi. Iнiцiаторами стали
директор школи Степан Лукашук, його дружина Євгенiя та донька Леся.
Впродовж багатьох рокiв ними здiйснювалася значна пошукова, науково-
просвiтницька та музейна робота.

Поштовхом до заснування музею стало звернення у 1967 р. редакто-
ра журналу «Знання та праця» Миколи Сороки до педагогiв школи з
проханням зiбрати матерiали про уродженця села Човниця — академiка
Кравчука. Школярi разом з учителькою iсторiї Євгенiєю Лукашук вiдтво-
рили спогади землякiв, зокрема Анни Соколюк, яку виховувала родина
Кравчукiв. Поступово вiдшукали родичiв ученого, отримали вiд них фо-
тографiї та документи. Племiнниця вченого Софiя Момотюк передала
свiтлину хати, у якiй народився М. Кравчук, вказала мiсце її розташу-
вання. Нинi там встановлено пам’ятний знак. Першим керiвником музею
був Степан Лукашук, з 2005 року його справу продовжили дружина та
донька. Євгенiя Лукашук присвятила музею понад 40 рокiв, нинi музей
очолює Леся Лукашук-Свиновей.
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Фонд музею Михайла Кравчука налiчує 1205 оригiнальних експонатiв:
прижиттєвi видання праць Кравчука, наприклад «Про деякi перетворе-
ння кратних iнтегралiв» (1927), рукописи, особистi документи, науковi
книги французькою мовою, якими послуговувався вчений, оригiнальне
фото М. Кравчука iз сином (08.01.1928) з дарчим пiдписом Марiї Iщен-
ковiй. Неабияку цiннiсть складають матерiали з домашнього архiву пи-
сьменника Миколи Сороки, який усе життя по крихтi збирав вiдомостi
про життя i творчiсть математика. На подвiр’ї школи, поруч iз музеєм,
вiдкрито перший у свiтi пам’ятник академiку Кравчуку, а перший запис
у книзi вiдгукiв зробила онука вченого Iрина Кравчук.

Музей Михайла Кравчука став визнаним центром збереження науко-
вої пам’ятi та популяризацiї української математики, вiн прийняв понад
10 тисяч вiдвiдувачiв з рiзних куточкiв свiту (Польщi, Францiї, Австрiї,
Австралiї та iнших). Музей має вiдзнаку всеукраїнського рiвня, звання
«Зразковий музей», є переможцем конкурсу громадських музеїв у номi-
нацiї «Видатний земляк».

Попри складнi умови — закриття початкової школи, воєнний стан,
обмежене фiнансування — музей продовжує працювати завдяки громад-
ськiй iнiцiативi. Директорка музею Леся Лукашук-Свиновей проводить
екскурсiї, органiзовує онлайн-заходи та долучається до конференцiй iме-
нi академiка Михайла Кравчука у КПI.

Втiм музей вкрай потребує матерiальної пiдтримки: бракує тепла, еле-
ктроенергiї, обладнання для оновлення експозицiй i технiчних засобiв.
Проблеми благоустрою територiї та реставрацiї пам’ятника досi залиша-
ються невирiшеними.

Музей Михайла Кравчука в Човницi — це унiкальний науково-культур-
ний осередок, що поєднує українську iсторiю, освiту, нацiональну свiдо-
мiсть. Музей сприяє вихованню нового поколiння українських науковцiв,
формує повагу до вiтчизняної науки, є зразком вiдновлення справедли-
востi, зразком повернення у суспiльну свiдомiсть наших спiввiтчизникiв,
знищених ганебним радянським тоталiтарним режимом.

В умовах сучасних викликiв музей залишається символом стiйкостi
української науки i пам’ятi, продовжує справу, яку сам Михайло Кравчук
вважав найвищою честю для патрiота — «помiчати таланти й не дати їм
зiв’янути».
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МЕТОДОЛОГIЯ ВИКЛАДАННЯ ДИСЦИПЛIНИ
«КВАНТОВЕ ПРОГРАМУВАННЯ» У СУЧАСНИХ

УНIВЕРСИТЕТАХ

С.О. КIОСОВА, А.В. СИРОТЕНКО

Актуальнiсть. Надпотужнi квантовi комп’ютери обробляють великi об-
сяги iнформацiї ефективнiше й швидше, застосовуються в рiзних сферах
науки. Актуальнiсть теми зумовлена потребою якiсного надання освiти з
цiєї дисциплiни в унiверситетах.
Мета дослiдження. Метою дослiдження є аналiз та визначення резуль-
тативних пiдходiв i методiв викладання дисциплiни для успiшного засво-
єння.
Сутнiсть дослiдження. Квантове програмування застосовує новi обчи-
слювальнi парадигми, заснованi на iдеях квантової механiки: квантовiй
заплутаностi, iнтерференцiї, суперпозицiї; математицi, зокрема на лiнiй-
нiй i векторнiй алгебрi, теорiї ймовiрностей, тензорному численнi; iнфор-
матицi [1].

Ефективною стратегiєю є паралельне комбiнування практичних зав-
дань, самостiйного опрацювання матерiалу та iнтерактивного навчання.
На всiх етапах ознайомлення з концепцiєю квантового програмування за-
лучаються рiзнi види пам’ятi, асоцiативне мислення та вiзуалiзацiя, шля-
хом дослiдження квантових процесiв на прикладних задачах. Для закрi-
плення пройденого матерiалу, надається завдання для домашнього само-
опрацювання [3].

Пiд час практичних та лекцiйних занять вiдбувається поглиблення
знань з фундаментальних понять квантової механiки, що виступає осно-
вою процесiв у квантових комп’ютерах. Пропонується ознайомлення з по-
няттям кубiта [1].

Важливим роздiлом є iсторiя розвитку квантових обчислювальних си-
стем. Предмет надає краще розумiння iсторичної основи формування га-
лузi, основних напрямкiв та задач якi потребують вирiшення.

Концепцiї матриць та векторiв з лiнiйної алгебри дозволяють предста-
вити стан кубiтiв у виглядi векторiв, описати лiнiйну суперпозицiю через
базиснi вектори, дають розумiння того, як працюють квантовi вентилi, та-
кi як однокубiтнi, двокубiтнi вентилi CNOT, Адамара, Тоффолi та iншi.
Це, надалi, стане основою для розумiння тензорного добутку [1, 2].
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Вiдбувається ознайомлення зi спецiальними квантовими алгоритмами,
якi не є притаманними для класичних комп’ютерiв, такими як алгоритми
Шора та Гровера [2].

Пiд час навчання закладається база понять з класичного програмува-
ння, зокрема: булева логiка, архiтектура комп’ютера, основи двiйкових
чисел. Завдяки цьому здобутi знання класичного програмування полег-
шують розумiння квантового, оскiльки нова iнформацiя подається у зна-
йомому середовищi [1].

Здобуття практичних навичок у квантових мовах програмування та
бiблiотеках frameworks може розпочатися з таких платформ: Microsoft
Quantum Development Kit; Pennylane для гiбридного програмування, що
поєднує машинне навчання з квантовим програмуванням; Qiskit на IBM
Quantum Platform. Перевага полягає в можливостi реалiзувати квантовi
коди через програми на Python, а також у безкоштовному доступi. Надалi
студенти працюють практично з цiєю програмою, дослiджуючи стандар-
тнi квантовi структурнi схеми та вентилi. Студенти ознайомлюються з
Open Quantum Assembly Language (openQASM), а також з компiляцiєю
коду [3].

Коли дисциплiна викладається на 1 курсi з урахуванням низької поча-
ткової обiзнаностi у цiй сферi, здобуття навичок на перших етапах роз-
починається зi спрощених практичних задач, якi не потребують знань з
квантової механiки, але здатнi продемонструвати квантовi обчислення на
практицi [1]. Важливою складовою є вивчення апаратного забезпечення
квантових комп’ютерiв [3].
Висновки. Курс поєднує паралельне вивчення як теоретичного, так i
практичного матерiалу з декiлькох точних наук. Це стає ключовим для
якiсної освiти з дисциплiни «квантове програмування».
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IДЕЇ М. П. КРАВЧУКА ЩОДО ВДОСКОНАЛЕННЯ
ПРОФЕСIЙНОЇ ПIДГОТОВКИ МАЙБУТНIХ УЧИТЕЛIВ

МАТЕМАТИКИ

О.М. КРАВЧУК

Вражає далекогляднiсть i перспективнiсть iдей академiка Кравчука,
який майбутнє держави пов’язував iз якiстю пiдготовки молодого поко-
лiння. У вступному словi, яке вiн виголосив у 1930 роцi на засiданнi Ма-
тематичної комiсiї, стверджує: «Держава, пiднiсши... освiту i науку... на
височiнь, незрiвнянну з попереднiми перiодами, має право i пiдстави спо-
дiватися у ближчому майбутньому... таких наукових кадрiв, що зроблять
нашу школу осередком свiтового значення».

Пiдготовка майбутнього вчителя математики на факультетi iнформа-
цiйних технологiй i математики Волинського нацiонального унiверситету
iменi Лесi Українки здiйснюється у тiсному зв’язку з педагогiчною спад-
щиною найвизначнiшого українського математика XX сторiччя, всесвi-
тньо вiдомого вченого, академiка, нашого земляка Михайла Пилиповича
Кравчука.

Погляди Михайла Кравчука на професiйне становлення майбутнiх учи-
телiв пiдтверджуються їх вiдповiднiстю змiсту сучасної освiтньої паради-
гми, домiнантою якої визначено особистiсть студента як суб’єкта навчан-
ня. Iндивiдуальний стиль педагогiчної взаємодiї М.П. Кравчука зi студен-
тами характеризувався вiдкритiстю, щирiстю, повагою, довiрою, пiдтрим-
кою молодi, сприйняттям студента як найвищої цiнностi. Вiн досконало
володiв педагогiкою спiвробiтництва [1, c. 334] та [4].

Михайло Кравчук, як методист-математик вiдзначав недолiки у тради-
цiйному пiдходi до викладання математики: недостатнiй розгляд мiжпре-
дметних зв’язкiв, дублювання окремих теоретичних положень у рiзних
математичних дисциплiнах, недоречне подрiбнення матерiалу в межах
одного предмету. За умов iнформацiйного перевантаження сучасного на-
вчального процесу такий пiдхiд заслуговує на увагу у професiйнiй пiдго-
товцi майбутнiх педагогiв.

М.П. Кравчук розумiв, що студенти сприймають та оцiнюють його з
позицiї майбутньої професiйної дiяльностi, тому намагався пов’язати ви-
вчення математичних дисциплiн iз профiлем майбутнього фахiвця. На-
вчаючи математикiв, Михайло Пилипович викладав усi питання таким
чином, щоб студент мiг використати цей матерiал (хоча б частково) у
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своїй педагогiчнiй роботi: на уроках або заняттях шкiльного математи-
чного гуртка [3].

На факультетi iнформацiйних технологiй у ВНУ працює гурток «По-
стать академiка Михайла Кравчука крiзь призму науково-педагогiчної
дiяльностi», який сприяє збагаченню знаннями та формуванню професiй-
них якостей майбутнього вчителя математики, використовуючи багатий
освiтньо-педагогiчний спадок видатного вченого.

Як педагог, Михайло Пилипович привчав студентiв бачити у кожному
школяревi творчу особистiсть, вмiти органiзовувати навчальну дiяльнiсть
з талановитими дiтьми, виявляти обдарованих. Саме з його iнiцiативи
вiдбулася перша в Українi математична олiмпiада (1935 р.) [2, c. 179].

У Луцьку щорiчно проводиться математична олiмпiада, присвячена
М.П. Кравчуку. У закладах загальної середньої освiти сьогоднi вчителi
математики, нашi випускники, широко використовують методичнi прийо-
ми, пропонованi М. Кравчуком, виявляють талановитих учнiв, проводячи
математичнi iгри та розваги (ранок хитромудрих задач, година цiкавої
математики) з розв’язанням задач, складених М. Кравчуком, читацька
конференцiя — за романом М.О. Сороки «Михайло Кравчук».

Значну увагу також придiляв М. П. Кравчук питанням дидактики:
оновлення змiсту математичної освiти; удосконалення процесу навчання;
методичне забезпечення процесу навчання; популяризацiя математичних
знань iз перспективою на їх використання для прискорення економiчного
розвитку держави.

Використання досвiду i методичних порад М.П. Кравчука сприятиме
пiдготовцi творчого вчителя, який не лише володiє професiйними знан-
нями, а й вiдрiзняється стiйкою мотивацiєю до педагогiчної дiяльностi та
стiйким прагненням до самовдосконалення.
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IДЕЯ НАЦIОНАЛЬНОЇ IДЕНТИЧНОСТI В ОСВIТНIЙ
ДIЯЛЬНОСТI М. КРАВЧУКА

О.М. КРАВЧУК, О.В. ГНЕПА

У скрутнi для України часи завжди були патрiоти, громадськi дiячi,
науковцi, педагоги, якi вiдстоювали нацiональнi iнтереси нашої держа-
ви. Серед них особливе мiсце займає Михайло Кравчук, який докладав
чимало зусиль до розбудови нацiональної освiти та науки.

Перiод 1917-1920 рокiв характеризується визначальними полiтичними
змiнами у життi нашого народу, боротьбою за створення власної держави.
У березнi 1917 року з метою органiзацiї українського шкiльництва у Києвi
було створене громадське Товариство шкiльної освiти. 5–6 квiтня цього ж
року ТШО органiзувало Перший всеукраїнський учительський з’їзд, на
якому було створено Всеукраїнську учительську спiлку. Учасники з’їзду
доручили ТШО видання україномовних пiдручникiв, перегляд наявних
i розробку української термiнологiї. При ТШО працювала математична
комiсiя, де важливу роль вiдiгравав Кравчук. Вчений подав на розгляд
комiсiї проєкти геометричної та алгебраїчної термiнологiї, якi були опу-
блiкованi у 1917 роцi видавництвом ТШО. 14 серпня цього ж року Крав-
чук звернувся у Генеральний Секретарiат Освiти з проханням про посаду
вчителя математики в українськiй школi [1]. Невдовзi вiн отримав дозвiл
на роботу у київських Першiй та Другiй українських гiмназiях. Україн-
ськi школи, пiдтримуючи та пропагуючи нацiональну iдею, формували
та розвивали нацiонально свiдому молодь — майбутню iнтелiгенцiю.
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ВНЕСОК М.П. КРАВЧУКА У ВИВЧЕННЯ КРИВИХ
ДРУГОГО ПОРЯДКУ В АНАЛIТИЧНIЙ ГЕОМЕТРIЇ

О.М. КРАВЧУК, О.С. МАТЯЩУК

Аналiтична геометрiя — частина математики, яка, застосовуючи коор-
динатний метод, дослiджує геометричнi об’єкти засобами алгебри.

М.П. Кравчук акцентував на тому, що аналiтичне рiвняння не можна
розглядати лише як сукупнiсть коефiцiєнтiв i символiв. Воно є носiєм
геометричного змiсту, який розкривається через перетворення координат
i дослiдження iнварiантiв рiвняння.

Вiн зауважував, що значення визначника, складеного з коефiцiєнтiв
при старших членах загального рiвняння кривої другого порядку на пло-
щинi має не лише аналiтичне, а й глибоке геометричне значення, вiдобра-
жає форму та властивостi кривих другого порядку, дає змогу геометру
«бачити» рiвняння — тобто уявляти, як розташована крива [1].

Михайло Пилипович Кравчук запропонував ефективнi методи визна-
чення типу кривої за її рiвнянням, застосовуючи перетворення координат
i використовуючи симетрiю рiвнянь для спрощення обчислень [2].

Вiн впровадив методику зведення рiвнянь другого порядку до канонi-
чного вигляду, яка ґрунтувалася на iдеї обертання осей координат для
усунення члена з добутком xy. Це дозволило значно спростити процес
класифiкацiї кривих i дало можливiсть розглядати їхнi властивостi в унi-
фiкованiй формi. Методичний ефект полягає у тому, що на кожному етапi
виконання завдання не лише розв’язують рiвняння, а й усвiдомлюють йо-
го геометричний змiст.

Михайло Пилипович Кравчук зробив вагомий внесок у розвиток аналi-
тичної геометрiї. Методичнi пiдходи вченого ефективно застосовуються,
зокрема, при вивченнi кривих другого порядку.
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УЗАГАЛЬНЕННЯ ТА ВАРIАЦIЇ IНТЕРПОЛЯЦIЙНИХ
ФОРМУЛ НЬЮТОНА

С.О. КУХАРУК

Iнтерполяцiя є одним iз ключових методiв чисельного аналiзу, що за-
безпечує вiдновлення неперервної залежностi за обмеженим набором дис-
кретних даних. Пiсля появи формул Ньютона i Лагранжа, якi заклали
основу побудови iнтерполяцiйних полiномiв [1], розвиток цiєї теорiї про-
довжився у напрямi вдосконалення точностi, стабiльностi та симетрiї об-
числень. У XVIII–XIX столiттях було запропоновано низку варiацiй кла-
сичних пiдходiв, якi зробили iнтерполяцiю ефективним iнструментом для
практичних розрахункiв у фiзицi, астрономiї та геодезiї [2].

Пiсля узагальнення iнтерполяцiйної формули Iсаком Ньютоном з’яви-
лися її численнi модифiкацiї [3]. Однiєю з найвiдомiших стала формула
Ньютона–Стерлiнга, створена на основi методу скiнченних рiзниць:

𝑓(𝑥0 + 𝜉𝑇 ) = 𝑓(𝑥0) + 𝜉
∆𝑓(𝑥0) + ∆𝑓(𝑥0 − 𝑇 )

2
+

1

2!
𝜉2∆2𝑓(𝑥0 − 𝑇 )

+
1

3!
𝜉(𝜉2 − 1)

∆3𝑓(𝑥0 − 𝑇 ) + ∆3𝑓(𝑥0 − 2𝑇 )

2

+
1

4!
𝜉2(𝜉2 − 1)∆4𝑓(𝑥0 − 2𝑇 ) + . . .

де ∆𝑘𝑓(𝑥0) — рiзницi 𝑘-го порядку, а 𝑇 — крок таблицi. Симетричнiсть
побудови ряду вiдносно центрального вузла зменшувала похибку при рiв-
номiрному розташуваннi вузлiв, що зробило формулу зручною для табли-
чних обчислень у практичних задачах.

Важливим кроком уперед стали дослiдження Карла Фрiдрiха Гауса,
який у 1812 роцi розробив власну центральну формулу iнтерполяцiї:

𝑓(𝑥0 + 𝜉𝑇 ) = 𝑓(𝑥0) + 𝜉∆𝑓(𝑥0) +
1

2!
𝜉(𝜉 − 1)∆2𝑓(𝑥0 − 𝑇 )

+
1

3!
(𝜉 + 1)𝜉(𝜉 − 1)∆3𝑓(𝑥0 − 𝑇 )

+
1

4!
(𝜉 + 1)𝜉(𝜉 − 1)(𝜉 − 2)∆4𝑓(𝑥0 − 2𝑇 ) + . . .

Вона забезпечувала двосторонню побудову iнтерполяцiйного ряду i висо-
ку точнiсть вiдновлення функцiй на рiвномiрних сiтках, що мало значення
для обробки астрономiчних спостережень.
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У XIX столiттi розвиток цих iдей продовжився у працях Фрiдрiха Бес-
селя, який у 1824 роцi запропонував власну формулу центральної iнтер-
поляцiї:

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0)+𝜉∆𝑓(𝑥0)+
𝜉(𝜉 − 1)

2!
∆2𝑓(𝑥0)+

(𝜉 − 1)𝜉(𝜉 + 1)

3!
∆3𝑓

(︀
𝑥0−

1

2
𝑇
)︀
+. . .

Вона вiдзначалася пiдвищеною точнiстю й зручнiстю для практичних об-
числень у геодезiї, астрономiї та навiгацiї. Незалежно вiд Бесселя подiбну
конструкцiю запропонував Лiдстоун, який уточнив структуру централь-
них рiзниць для кращої збiжностi ряду.

Наприкiнцi XIX – на початку XX столiття з’явилися новi модифiкацiї
iнтерполяцiйних формул. Серед них особливе мiсце посiдає пiдхiд Ше-
парда (або Еверетта) [3], який описував центрально-симетричну iнтерпо-
ляцiю другого порядку:

𝑓(𝑥0 + 𝜉𝑇 ) = 𝐹 (𝜉, 𝛿)𝑓(𝑥0 + 𝑇 ) + 𝐹 (1− 𝜉, 𝛿)𝑓(𝑥0),

де

𝐹 (𝜉, 𝛿) = 𝜉 +
1

3!
𝜉(𝜉2 − 1)𝛿2 +

1

5!
𝜉(𝜉2 − 1)(𝜉2 − 22)𝛿4 + . . .

Цей пiдхiд враховував лише парнi рiзницi функцiї, що зменшувало нако-
пичення похибки й забезпечувало чисельну стабiльнiсть.

Застосування центральних рiзниць парного порядку стало основою для
створення методу породжувальних функцiй, запропонованого Лапласом у
1820 роцi [3]. Цей пiдхiд дав змогу компактно описувати рiзницевi спiввiд-
ношення у виглядi функцiональних залежностей. На його основi згодом
були розробленi узагальненi iнтерполяцiйнi методи: iнтерполяцiя Ермi-
та, що враховує значення похiдних у вузлах, та iнтерполяцiя Чебишева,
спрямована на зменшення максимальної похибки апроксимацiї.

Таким чином, варiацiї формули Ньютона — вiд Стерлiнга до Гауса, Бес-
селя, Лiдстоуна та Шепарда — стали промiжною ланкою мiж класичними
аналiтичними та сучасними чисельними методами. Вони заклали основу
для розвитку iнтерполяцiй Ермiта, Чебишева та подальших сплайнових
алгоритмiв, що поєднують точнiсть, гладкiсть i високу ефективнiсть об-
числень.
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IНТЕГРАЛЬНI ПЕРЕТВОРЕННЯ ГIЛЬБЕРТА ТА
ФРЕНЕЛЯ, ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ

I.С. ЛАСКIН, О.Г. БIЛИЙ

У курсi «Вища математика» в освiтньому компонентi МА-3 в КПI на
багатьох факультетах, наприклад, РТФ, ФЕЛ, IСЗЗI та iнших, досить
повно й детально розглядається тема iнтегральних перетворень Фур’є та
Лапласа: їх застосування, переваги та недолiки. Однак на спецiальних
дисциплiнах не менш активно використовуються й iншi iнтегральнi пе-
ретворення, ознайомлення студентiв iз якими було б дуже корисним i в
загальному курсi МА-3. Розглянемо деякi iнтегральнi перетворення та
покажемо, де i як вони ефективно застосовуються.

1. Iнтегральне перетворення Гiльберта. Продемонструємо його за-
стосування на прикладi аналiзу дiйсного модульованого сигналу, знахо-
дження його амплiтудних, фазових та частотних характеристик. Нехай
𝑢1(𝑡) — дiйсний модульований сигнал зi спектральною щiльнiстю 𝐺1(𝜔).
Побудуємо вiдповiдний йому комплексний сигнал

𝑢(𝑡) = 𝑢1(𝑡) + 𝑖𝑢2(𝑡) =
1

𝜋

∫︁ ∞

0

𝐺1(𝜔) 𝑒𝑖𝜔𝑡 𝑑𝜔,

спектральна щiльнiсть якого 𝐺(𝜔) = 2𝐺1(𝜔)𝜂(𝜔), де 𝜂(𝜔) — одинична
функцiя Хевiсайда. Тут 𝐺2(𝜔) = 2𝐺1(𝜔)

(︀
𝜂(𝜔)− 1

2

)︀
= 2𝐺1(𝜔)𝛾(𝜔), де 𝛾(𝜔)

— функцiя стрибка. Оскiльки функцiї 𝐺1(𝜔) вiдповiдає сигнал 𝑢1(𝑡), а
для 𝛾(𝜔) вiдповiдає сигнал 1

2𝜋𝑡 , то за теоремою про згортку маємо, що
щiльностi 𝐺2(𝜔) вiдповiдає сигнал 𝑢2(𝑡) = 1

𝜋

∫︀∞
−∞

𝑢1(𝜏)
𝑡−𝜏 𝑑𝜏 (iнтеграл у сенсi

головного значення). Це i є iнтегральне перетворення Гiльберта сигналу
𝑢1(𝑡). Але 𝐺1(𝜔) = 𝐺2(𝜔) · 1

2𝛾(𝜔) = 𝐺2(𝜔) · 2 𝛾(𝜔), тому

𝑢1(𝑡) =
𝑖

𝜋

∫︁ ∞

−∞

𝑖 𝑢2(𝜏)

𝑡− 𝜏 𝑑𝜏 = − 1

𝜋

∫︁ ∞

−∞

𝑢2(𝜏)

𝑡− 𝜏 𝑑𝜏

— обернене перетворення Гiльберта. Таким чином, 𝑢(𝑡) = 𝑢1(𝑡) + 𝑖𝑢2(𝑡) =

|𝑢(𝑡)| · 𝑒𝑖𝜙(𝑡), де 𝐴(𝑡) = |𝑢(𝑡)| — амплiтуда, 𝜙(𝑡) = arg 𝑢(𝑡) = arctan 𝑢2(𝑡)
𝑢1(𝑡)

—

фаза, 𝜔(𝑡) = 𝑑𝜙(𝑡)
𝑑𝑡 – частота.

У випадку, якщо 𝑢1(𝑡) = sin𝜔0𝑡
𝑡 , маємо для спектральної щiльностi

𝐺1(𝜔): 𝐺1(𝜔) =
∫︀∞
−∞

sin𝜔0𝑡
𝑡 𝑒−𝑖𝜔𝑡 𝑑𝑡 = 𝜋(𝜂(𝜔+𝜔0)− 𝜂(𝜔−𝜔0)). Тодi оберне-

не перетворення Фур’є вiд 𝐺1(𝜔) лише по додатних частотах дає 𝑢(𝑡) =
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𝜋 · 1
𝜋

∫︀∞
0

(𝜂(𝜔 + 𝜔0) − 𝜂(𝜔 − 𝜔0)) 𝑒𝑖𝜔𝑡 𝑑𝜔 =
∫︀ 𝜔0

0
𝑒𝑖𝜔𝑡 𝑑𝜔 = 𝑒𝑖𝜔0𝑡−1

𝑖𝑡 , тобто
𝑢(𝑡) = sin𝜔0𝑡

𝑡 + 𝑖 1−cos𝜔0𝑡
𝑡 = 2

𝑡 sin 𝜔0𝑡
2 𝑒𝑖

𝜔0𝑡
2 , звiдки 𝐴(𝑡) =

√︀
𝑢21(𝑡) + 𝑢22(𝑡) =

2
⃒⃒
sin (𝜔0𝑡/2)

𝑡

⃒⃒
, 𝜙(𝑡) = arctan 𝑢2(𝑡)

𝑢1(𝑡)
= 𝜔0𝑡

2 , 𝜔(𝑡) = 𝑑𝜙(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝜔0

2 — знайдено основ-
нi спектральнi характеристики сигналу. Тобто 𝑢(𝑡) будуємо так, що 𝑢1(𝑡)
— дiйсна його частина, а уявна частина 𝑢2(𝑡) — це iнтегральне перетво-
рення Гiльберта цiєї дiйсної частини.

2. Iнтегральне перетворення Френеля. Визначається наступним
чином:

Φ(𝑥) =

∫︁ ∞

−∞
𝑓(𝜉) 𝑒−𝑖

(𝑥−𝜉)2
2 𝑑𝜉; 𝑓(𝑥) =

1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
Φ(𝜉) 𝑒𝑖

(𝑥−𝜉)2
2 𝑑𝜉.

Це iнтегральне перетворення застосовується у радiооптицi також часто й
ефективно як i перетворення Фур’є для розв’язання рiзного роду задач.

Реальний фiзичний простiр взаємодiє з хвилями, що розповсюджу-
ються в ньому, саме узгоджено з цими iнтегральними перетвореннями.
Якщо, наприклад, на пластинку в просторi у вибранiй площинi 𝑋𝑂𝑌 па-
дає плоска електромагнiтна хвиля в напрямку 𝑂𝑍, то простiр за пласти-
ною по координатi 𝑍 можна роздiлити на двi частини. Одна, ближча до
пластини — це область Френеля, i тут електромагнiтне поле пiсля взаємо-
дiї з пластинкою описується перетворенням Френеля, а далi, пiсля певної
межi, йде область Фраунгофера, де поле дiє згiдно з перетворенням Фур’є.
Для опису дифракцiї на щiлинi або на краю екрана застосовуються також
sin- та cos-iнтеграли Френеля та спiраль Корню. Перетворення Френеля
має багато цiкавих прикладiв застосування i в iнших галузях науки та
технiки.
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IСТОРIЯ ТЕОРIЇ ЙМОВIРНОСТЕЙ В IСПАНIЇ

Т.В. МАЛОВIЧКО

Хуан Карамуель i Лобковiц (1606–1682), цистерцiанець, дуже освiчена
людина, що знав 20 мов, включив у свою двотомну роботу «Mathesis bi-
seps (vetus et nova)» (1670) трактат «Kybeia, quae comhinatoriae genus est,
de alea et lud́ıs fortunae serio d́ısputans» на 24 сторiнки. У цьому трактатi
вiн за допомогою комбiнаторики розв’язував задачi, пов’язанi з азартни-
ми iграми, та рiшуче наполягав, що всi iгри неодмiнно мають бути че-
сними. Карамуель описує рiзнi iгри, розглядає розподiл ставок, коли гра
переривається до її завершення, а також встановлює правило множення.
На останнiх 10 сторiнках вiн вiдтворює роботу Гюйгенса, хоча помилково
приписує її Лонгомонтану [1].

Оскiльки Карамуель помилився в задачi про розподiл ставки мiж трьо-
ма гравцями, у листi до Монмора М. Бернуллi дуже суворо критикує його:
«Єзуїт на iм’я Карамуель, якого я цитував у своїй дисертацiї, хотiв за-
глибитись в цi питання i навiть критикував Гюйгенса в трактатi, який вiн
називає Kybeia...; але оскiльки все, що вiн наводить, — це лише маса пара-
логiзмiв, я його зовсiм не розумiю» ([2], с. 387). Проте аналогiчну задачу
для двох гравцiв i деякi iншi задачi Карамуель розв’язав правильно.

Тадео Лопе i Агiлар (1753–1800), вiйськовий i професор математики, в
1795 р. опублiкував другий том «Курсу математики», що мiстить трактат
з теорiї ймовiрностей на 118 сторiнках. Окрiм означень понять ймовiр-
ностi, незалежних подiй, вiн мiстив поняття математичного сподiвання,
обчислення ймовiрностi складних подiй та подiй, якi повторюються в 𝑛
випробуваннях. Також розглядались ануїтети та страхування життя [1].

Бенiто Байлс (1730–1797) у своєму курсi математики висловлює захо-
плення iноземними дослiдниками теорiї ймовiрностей, але сам присвячує
їй лише 7 сторiнок з дуже простими вправами. Хосе Марiано Ваєхо (1779–
1846) в 1819 р. включив до «Compendio de Matemáticas» теорiю ймовiр-
ностей i на 12 сторiнках розглянув її основнi поняття [1].

У 1867 р. Агустiн Мартiнес Альсiбар публiкує пiдручник «Елементи те-
орiї ймовiрностей», де демонструє чудове знання праць з теорiї ймовiрно-
стi та статистики практично всiх європейських авторiв i пiсля викладення
основних понять аналiзує багато азартних iгор, обговорює застосування
закону великих чисел i вводить поняття математичного сподiвання [1].
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У 1879 р. Дiєго Ольєро Кармона (1839–1907), артилерист та професор
Академiї артилерiї, опублiкував «Tratado de Cálculo de Probabilidades»
— перший сучасний пiдручник iспанською мовою з теорiї ймовiрностей,
що використовує диференцiальне числення. Пiдручник має 5 роздiлiв.
Перший мiстить iнформацiю, необхiдну надалi: формулу Валлiса, фор-
мулу Стiрлiнга, теорему Фур’є, дослiдження важливих iнтегралiв тощо.
Другий присвячений основним поняттям i формулам теорiї ймовiрностей
(формула повної ймовiрностi тощо), третiй — теоремi Бернуллi, четвертий
— теорiї помилок, п’ятий — методу найменших квадратiв [3].

У другiй половинi XIX ст. статистика викладалась в унiверситетах
одночасно з полiтекономiєю та/або географiєю. Кафедри полiтичної еко-
номiї та статистики почали з’являтися в юридичних школах, а кафедри
географiї та статистики в бiзнес-школах. Результатом цього стала публi-
кацiя низки робiт зi статистики, проте стосовно теорiї ймовiрностей вони
мiстили лише дуже розпливчастi та простi деталi.

У 1909 р. Королiвська академiя точних, фiзичних та природничих наук
Мадрида провела конкурс з теорiї ймовiрностей. Премiї було присуджено
Габрiелю Галану Руїсу та Мануелю Веласко де Пандо. Галан представив
досить вичерпний огляд стану справ на той час з особливим акцентом
на застосування теорiї ймовiрностей до актуарних розрахункiв. У роботi
Веласко де Пандо також розглядається теорiя ймовiрностей, але цiлий
роздiл присвячено страхуванню, а також обговорюється застосування те-
орiї ймовiрностей до аналiзу операцiй на фондовому ринку [1].

Протягом 1930-х i 1940-х рокiв на факультетах точних наук були ство-
ренi кафедри математичної статистики. Вченi почали виявляти зацiкав-
ленiсть у теорiї ймовiрностей. У 1945 р. з’явився пiдручник Олегарiо Фер-
нандеса Баньоса «Tratado de Estad́ıstica», що охоплює описову статистику
та теорiю ймовiрностей i мiстить дуже велику бiблiографiю.

Розвиток теорiї ймовiрностей в Iспанiї вiдбувався з затримкою майже
на столiття i прискорився лише пiсля 1930 р. Хоча до того iснували iспан-
ськi математики, якi займались цiєю наукою, але створити наукову школу
i забезпечити потужний розвиток теорiї ймовiрностi вони не змогли.
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IНТЕЛЕКТУАЛЬНИЙ АНАЛIЗ ДАНИХ I
СИНЕРГЕТИЧНИЙ ПIДХIД ДО МАТЕМАТИЧНОГО
МОДЕЛЮВАННЯ ЕВОЛЮЦIЇ ЗНАНЬ У ВЕЛИКИХ

ОСВIТНIХ СИСТЕМАХ

К.Ю. МАМСА, М.М. ПЕРЕСТЮК

Вступ. У сучасних умовах стрiмкого розвитку технологiй штучного iн-
телекту, аналiтики даних i системного аналiзу формується нова науково-
практична парадигма управлiння освiтнiми процесами. Її сутнiсть полягає
у створеннi концептуальних основ управлiння знаннями, що ґрунтуються
на iнтелектуальному аналiзi даних (Data Mining), методах системного
аналiзу та iнтеграцiї iнструментiв штучного iнтелекту, зокрема великих
мовних моделей (LLM). Таке поєднання вiдкриває можливостi для побу-
дови самонавчальних освiтнiх систем, що здатнi до адаптацiї, прогнозува-
ння та оптимiзацiї навчальних стратегiй на основi великих масивiв даних
i когнiтивного моделювання.

Математична модель еволюцiї колективних знань. Розроблена
модель описує динамiку розподiлу рiвня знань у великiй освiтнiй системi
з урахуванням взаємодiї чотирьох основних компонентiв: студентського,
соцiального, викладацького середовищ i системи монiторингу знань. У
математичному вираженнi цi взаємодiї подано системою рiвнянь у частко-
вих похiдних, яка описує «потiк знань» та реакцiю системи на зовнiшнi
й внутрiшнi впливи. Модель враховує неперервнi та дискретнi фактори,
що формують нелiнiйну, нестацiонарну систему з властивостями самоор-
ганiзацiї. Поведiнку системи можна описати через поняття глобального
атрактора — множини можливих станiв колективного знання.

Iнтелектуальний аналiз даних i LLM у монiторингу залишко-
вих знань. Методи Data Mining виступають iнструментом експеримен-
тальної верифiкацiї моделi та аналiтичної пiдтримки управлiнських рi-
шень. На основi багаторiчного монiторингу в НТУУ «КПI iм. Iгоря Сiкор-
ського» (понад 50 000 реєстрацiй) було виявлено феномен самоорганiзацiї
систем колективних залишкових знань. Застосування кластеризацiї, кла-
сифiкацiї, регресiйних i прогностичних алгоритмiв дозволило: видiлити
стiйкi групи студентiв за рiвнем засвоєння матерiалу та мотивацiйними
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профiлями; виявити фактори, що знижують якiсть знань; побудувати iн-
телектуальнi прогностичнi моделi рiвня залишкових знань, здатнi онов-
люватися в режимi реального часу. Великi мовнi моделi (LLM) висту-
пають новим когнiтивним шаром цiєї системи: вони аналiзують не лише
кiлькiснi данi, а й семантичнi патерни освiтнiх текстiв, вiдгукiв студентiв,
дискусiй у LMS i соцiальних мережах. Це дозволяє формувати онтологiї
освiтнiх знань, виявляти прихованi когнiтивнi зв’язки мiж темами курсiв
i персоналiзувати навчальнi траєкторiї.

Експериментальнi результати. Порiвняння експериментальної кри-
вої динамiки залишкових знань iз класичною «кривою забування Еббiнга-
уза» показало ефект стiйкої пам’ятi: обсяг залишкових знань перевищує
прогноз класичної моделi, що свiдчить про наявнiсть механiзмiв самоор-
ганiзацiї та взаємного пiдсилення знань у груповiй взаємодiї. Додатково,
аналiз текстових i поведiнкових даних за допомогою LLM виявив, що си-
нергiя колективної мотивацiї й когнiтивних стратегiй навчання формує
нелiнiйнi петлi зворотного зв’язку, якi стабiлiзують систему на рiвнi ви-
соких залишкових знань.

Висновки. Поєднання системного аналiзу, математичного моделюва-
ння, iнтелектуального аналiзу даних (Data Mining) i технологiй штучного
iнтелекту (LLM) створює нову наукову парадигму дослiдження освiтнiх
систем. Цей пiдхiд: забезпечує перехiд вiд iнтуїтивного до науково об-
ґрунтованого управлiння освiтою; вiдкриває шлях до створення iнтеле-
ктуальних систем пiдтримки управлiнських рiшень, здатних адаптувати
навчальний процес до потреб особистостi, ринку працi та суспiльства.
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МАТЕМАТИЧНИЙ ВЕБКВЕСТ
ЯК IННОВАЦIЙНА ФОРМА ОЦIНЮВАННЯ

НАВЧАЛЬНИХ ДОСЯГНЕНЬ УЧНIВ

Ю.А. ПОЖАРСЬКИЙ, О.Л. ШВАЙ

Аналiз сучасних дослiджень i публiкацiй засвiдчує посилену увагу на-
уковцiв i практикiв до створення новiтнього iнструментарiю оцiнювання,
основне призначення якого — вчасно з’ясувати iндивiдуальнi проблеми в
засвоєннi школярем математичного змiсту та запобiгти їх нашаруванню
на подальших етапах навчання. Ефективне оцiнювання повинне виходи-
ти за межi фiксацiї результату, виконуючи роль iнструменту пiдтримки
iнтелектуального зростання учнiв [1, 2].

Ураховуючи iнтерес сучасних дiтей до рiзноманiтних iнтерактивних
занять, нами дослiджено доцiльнiсть проведення вебквестiв на уроках ал-
гебри як особливої форми органiзацiї контролю й оцiнювання навчальних
досягнень учнiв 8-9 класiв.

Математичний вебквест — це особлива форма навчальної дiяльностi,
що поєднує проблемне завдання з математики, елементи рольової гри
та використання iнтернет-ресурсiв для самостiйного пошуку iнформацiї,
розв’язання задач i знаходження ключiв для досягнення мети.

Проведенi математичнi вебквести, якi були створенi на платформi Все-
освiта, надали цiнну iнформацiю для подальшої оптимiзацiї педагогiчної
дiяльностi. Можна зробити висновок, що робота в командi активiзувала
пiзнавальну активнiсть учнiв. Створення атмосфери суперництва мотиву-
вало учнiв виконувати завдання швидше та якомога точнiше, адже саме
така стратегiя дозволяє швидше вiдшукати потрiбний елемент «ключа»
для закiнчення квесту.
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МИХАЙЛО ПИЛИПОВИЧ КРАВЧУК — ГОРДIСТЬ
УКРАЇНСЬКОЇ МАТЕМАТИКИ

Л.С. СВИНОВЕЙ

Академiк Михайло Пилипович Кравчук — вчений-математик, україн-
ський методист, подвижник в науцi математицi, автор багатьох наукових
книг рiдною мовою. Першими вчителями мови Михайлика були батько
Пилип Йосипович та мати Адельфiна Фрiдрiхiвна. I хоча в гiмназiї хло-
пчик нi в одному класi не вивчав української мови, проте все подальше
життя присвятив тому, щоб математику вивчали рiдною мовою. Його звi-
ти вiд наукових поїздок — твори талановитого письменника.

Ще на перших курсах унiверситету Кравчук добре усвiдомив, що мо-
ва є основою науки. I вже старшокурсником працював над створенням
української математичної термiнологiї. Михайло Кравчук викладав укра-
їнською мовою предмети в новостворених першiй i другiй українських
гiмназiях Києва, рiзнi математичнi курси у вищих навчальних закладах.
Вiн член Українського наукового товариства у Києвi, спiвробiтник ство-
реної у 1918 роцi Української академiї наук, а з початку 20-х рокiв — член
комiсiї математичної термiнологiї при Iнститутi наукової мови Всеукра-
їнської Академiї наук (ВУАН).

Учений — перший корiнний українець, котрий успiшно репрезентував
вiтчизняну математику на мiжнародному рiвнi. Роль Михайла Кравчука
в iсторiї української науки полягала не тiльки в його особистих досягнен-
нях, а й у тому, що вiн створив основу для розвитку математичної думки
та науки в цiлому через впорядкування термiнологiї та пiдготовку нового
поколiння науковцiв.

Як член НТШ у «Збiрнику» товариства опублiкував 17 наукових праць.
У 1935 роцi органiзував першу в Українi математичну олiмпiаду для

школярiв.
З 1916 року гурток київських математикiв-українцiв, очолюваних М.П.

Кравчуком, проводив пiдготовчу роботу до викладання в українськiй
школi. Збирали та упорядковували народну лексику, записували мову рi-
зних працiвникiв, видавались невеликi галузевi словники.

Товариство шкiльної освiти спiльно з Українським науковим товари-
ством видало проєкт алгебраїчної та геометричної термiнологiї роботи
М.П. Кравчука.
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Видано пiдручник українською мовою «Математика для сiльського-
сподарських профшкiл» М. Кравчука i I. Бiлика.

Кiлькарiчна праця пiд головуванням Михайла Кравчука завершилась
виданням тритомного математичного словника. Про роботу вченого ре-
цензент пише: «Термiнологiя найкраще уложена: знати руку фаховика».

У 1925 роцi видано «Словник математичної термiнологiї» Ф. Калинови-
ча, над яким працював Михайло Кравчук. Ця праця увiчнює українську
математичну термiнологiю та сприяє її унормуванню. Має велике iстори-
чне значення, оскiльки вона вiдображає пошуки та знахiдки в розвитку
української наукової мови у 20-тi роки минулого столiття.

Михайло Пилипович розробив математичнi курси українською мовою,
що заборонялось законом.

Геометрiю в Саварцi Богуславського району викладав за власним пiд-
ручником.

1920 року вийшли за його участi «Геометрiя для семирiчних трудових
шкiл» (96 рукописних сторiнок), «Робочi книжки з математики для V–VII
рокiв навчання».

1926 рiк. Кравчук склав програму курсу «Елементи вищої математики
в пристосуваннi до сiльського господарства», «Програми з математики
для сiльськогосподарських профшкiл рослинознавства».

1932–1934 роки. Виданi пiдручники «Вступ до вищої математики», «Ел-
ементи теорiї визначникiв», «Диференцiальнi рiвняння та їх застосування
в природознавствi i технiцi», «Вибранi питання з основ аналiзу нескiнчен-
них малих», посiбник «Вища математика».

Вiдомо, що академiк Кравчук написав понад 180 наукових праць з рi-
зних галузей математики, якi вiдомi не лише в Українi, але i за кордоном
у науковому свiтi.

Дяка i шана тим науковцям, котрi вiдшукують матерiали про вченого
i вiдстоюють чесне iм’я нашого земляка академiка Михайла Кравчука.

Слова видатного українського вченого Iвана Пулюя «Немає бiльшого
гонору для iнтелiгентного чоловiка, як берегти свою i нацiональну честь
та без нагороди вiрно працювати для добра свого народу, щоб забезпечити
йому кращу долю. За тим народом перемога, в кого вища освiта» напряму
вiдносяться до академiка Михайла Кравчука, тому що його життєве кредо
— «Моя любов — Україна i математика».
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Email address: m.kravchuk@ukr.net

Секцiя 5. Iсторiя i методика викладання математики та iнформатики

235



IНВАРIАНТИ В КУРСI АНАЛIТИЧНОЇ ГЕОМЕТРIЇ.
IСТОРIЯ ТА МЕТОДИЧНI АСПЕКТИ

Н.П. СЕЛЕЗНЬОВА, Т.В. АВДЄЄВА, Т.О. РУДИК

В аналiтичнiй геометрiї вiдомi афiнна та метрична класифiкацiя кри-
вих другого порядку. Класи кривих характеризуються певним набором
iнварiантiв. Iнварiанти в аналiтичнiй геометрiї — величини, якi залишаю-
ться незмiнними при певних геометричних перетвореннях, таких як пара-
лельне перенесення, поворот. Елементарними iнварiантами є, наприклад,
вiдстань мiж двома точками, площа плоскої фiгури та об’єм тiла. В роботi
[1] проведено класифiкацiю трикутникiв з точки зору проєктивної геоме-
трiї, шляхом введення певного проєктивного iнварiанта, що характеризує
трикутник. Визначено довiльний трикутник на евклiдовiй площинi через
iнварiант проєктивного перетворення — складне вiдношення чотирьох то-
чок на прямiй. Знайдено значення такого iнварiанта в загальному виглядi
для довiльного трикутника та в окремих випадках. Отриманi результати
можна застосовувати, використовуючи принцип двоїстостi для визначен-
ня iнварiантiв бiльш складних об’єктiв.

В курсi аналiтичної геометрiї кривими другого порядку називають та-
кi лiнiї, рiвняння яких в декартових координатах будуть рiвняннями II
степеню. Загальне рiвняння кривої другого порядку вiдносно змiнних 𝑥
та 𝑦 має вигляд:

𝑎11𝑥
2 + 2𝑎12𝑥𝑦 + 𝑎22𝑦

2 + 2𝑎13𝑥+ 2𝑎23𝑦 + 𝑎33 = 0 (1)

(тут хоча б один iз коефiцiєнтiв 𝑎11, 𝑎12, 𝑎22 вiдмiнний вiд нуля). Для за-
гального рiвняння (1) лiнiї другого порядку вiдносно перетворення де-
картової системи координат назвемо функцiю 𝐼(𝑎11, 𝑎12, 𝑎22, 𝑎13, 𝑎23, 𝑎33)
iнварiантом, якщо, її значення не змiнюється при переходi до нової де-
картової системи. Для рiвняння (1) вiдомi п’ять iнварiантiв перетворення
повороту осей координат:

𝐼1 = 𝑎11 + 𝑎12; 𝐼2 =

⃒⃒
⃒⃒𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

⃒⃒
⃒⃒ ; 𝐼3 =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒ ;

𝐼4 = 𝑎213 + 𝑎223; 𝐼5 = 𝑎33.

Зокрема, коефiцiєнти в рiвняннi (1) є iнварiантами перетворення па-
ралельного перенесення. Отже, 𝐼1, 𝐼2 також є iнварiантами перетворення
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паралельного перенесення. За допомогою iнварiантiв легко розв’язується
задача визначення типу та класу лiнiї, що задана загальним рiвнянням
(1), та визначення коефiцiєнтiв зведених рiвнянь цих лiнiй.

Визначення типу деяких кривих за допомогою вище вказаних iнварi-
антiв:
𝐼2 > 0, 𝐼1 · 𝐼3 < 0 — елiпс; 𝐼2 > 0, 𝐼1 · 𝐼3 > 0 — уявний елiпс;
𝐼2 > 0, 𝐼3 = 0 — вироджений елiпс (пара уявних прямих, що перетина-

ються в дiйснiй точцi);
𝐼2 < 0, 𝐼3 ̸= 0 — гiпербола; 𝐼2 = 0, 𝐼3 ̸= 0 — парабола;
𝐼2 < 0, 𝐼3 = 0 — пара дiйсних прямих, що перетинаються.
Iсторiя вiдкриття iнварiантiв кривих другого порядку тiсно пов’язана

з дослiдженнями самих кривих, якi вивчались ще за часiв Стародавньої
Грецiї. Так, Аполлонiй Пергський класифiкував їх як перерiзи конуса.
Його дослiдження заклали основу для вивчення властивостей кривих,
якi не змiнюються при перетвореннях, що зберiгають певну структуру.
Пiзнiше Карл Фрiдрiх Гаусс (1777–1855) в працi Disquisitiones Arithmeti-
cae (1801), що стосувалася бiнарних квадратичних форм, отримав деякi
результати щодо алгебраїчних iнварiантiв. Цi результати стали однiєю з
вiдправних точок для подальшого розвитку теорiї iнварiантiв. Також слiд
вiдзначити внесок наступних математикiв у розвиток теорiї iнварiантiв.
Джордж Буль (1815–1864) та його публiкацiї у 1841 роцi вважаються по-
чатком сучасної теорiї iнварiантiв. Цi роботи надихнули Артура Кейлi
(1821–1895), у статтi якого 1845 року започатковано класичну теорiю iн-
варiантiв. Також вiн дав назву «iнварiанти» алгебраїчним виразам, що
не змiнюються при лiнiйних перетвореннях. Джеймс Джозеф Сильвестр
(1814–1897) був одним iз ключових британських математикiв, що розви-
вали теорiю iнварiантiв. У 1850-х роках вiн разом з Кейлi та Джорджем
Салмоном сформулювали основнi поняття теорiї iнварiантiв.

Слiд зазначити, що iнварiанти кривих другого порядку широко вико-
ристовуються в комп’ютернiй графiцi, механiцi, фiзицi та iнших науках.
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МЕТОДИЧНI АСПЕКТИ ВИКЛАДАННЯ
ТЕМИ «ГРАНИЦЯ ПОСЛIДОВНОСТI»

У ЗАКЛАДАХ ВИЩОЇ ОСВIТИ

О.П. ТОМАЩУК, П.Ф. САМУСЕНКО, О.Л. ЛЕЩИНСЬКИЙ

Для курсiв вищої математики та математичного аналiзу ключовим по-
няттям є поняття границi. Такi важливi поняття цих дисциплiн як грани-
ця функцiї, неперервнiсть функцiї, похiдна функцiї, рiзнi види iнтегралiв
вводяться, спираючись саме на операцiю граничного переходу. Формува-
ння у студентiв поняття границi краще здiйснювати на прикладi поняття
границi послiдовностi.

Iснують кiлька означень поняття границi числової послiдовностi: на
основi поняття нескiнченно малої величини, мовою околiв, мовою «𝜀–𝑛0»,
на основi поняття часткової границi, аксiоматичне за Фреше. У запропо-
нованому нами дослiдженнi [1] пропонується методика формування по-
няття границi послiдовностi, що ґрунтується на використаннi двох озна-
чень: мовою околiв i мовою «𝜀–𝑛0». Послiдовнiсть ознайомлення студентiв
з цими означеннями може бути рiзною. Розглянемо варiант, коли споча-
тку буде введено поняття границi послiдовностi мовою «𝜀–𝑛0», а потiм —
мовою околiв.

Поняття границi послiдовностi доцiльно вводити конкретно-iндуктив-
ним методом, розглянувши при цьому приклади кiлькох послiдовностей.
Наприклад, можна вибрати послiдовностi iз загальними членами 𝑥𝑛 = 2𝑛,
𝑦𝑛 = 1

𝑛 , 𝑧𝑛 = 2𝑛−1
𝑛 , 𝑔𝑛 = (−1)𝑛. Зобразивши члени цих послiдовностей на

координатних прямих, потрiбно звернути увагу студентiв на послiдовно-
стi (𝑦𝑛) i (𝑧𝑛) та запропонувати їм виявити ту властивiсть, яка притаманна
цим послiдовностям, i якої не мають послiдовностi (𝑥𝑛) i (𝑔𝑛). Керуючись
iлюстрацiями, студенти помiчають ту особливiсть, що члени послiдовно-
стi (𝑦𝑛) зi зростанням їх номерiв все ближче i ближче наближаються до
числа 0, а члени послiдовностi (𝑧𝑛) — до числа 2. У зв’язку з цим не-
обхiдно наголосити на необхiдностi «переведення» виявленої властивостi
послiдовностей (𝑦𝑛) i (𝑧𝑛) на математичну мову, тобто на необхiдностi
сформулювати строге означення границi послiдовностi.

У подальших викладках доцiльно перейти до розгляду лише однiєї по-
слiдовностi, наприклад, (𝑦𝑛). Те, що зi зростанням номерiв члени цiєї по-
слiдовностi все ближче i ближче наближаються до числа 0 означає, що
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вiдстань вiд 𝑦𝑛 до 0 стає все меншою, тобто зi зростанням номерiв значен-
ня виразу |𝑦𝑛−0| стає все меншим. Тому це значення може бути меншим,
наприклад, за 𝜀 = 0.1; 𝜀 = 0.01. Вибираючи конкретнi значення 𝜀 (на-
приклад, 𝜀 = 0.1; 𝜀 = 0.06) викладач показує, що для кожного вибраного
значення 𝜀 можна вказати номер 𝑛0 (вiдповiдно 𝑛0 = 10 i 𝑛0 = 16) такий,
що для всiх 𝑛 > 𝑛0 виконуватиметься нерiвнiсть |𝑦𝑛 − 0| < 𝜀. Цi факти
доцiльно проiлюструвати графiчно, наприклад, за допомогою таблично-
го процесора Microsoft Excel. Пiсля цього викладач формулює означення
границi послiдовностi мовою «𝜀–𝑛0».

Увiвши поняття околу скiнченної точки та околу плюс (мiнус) нескiн-
ченно-вiддаленої точки, можна переходити до введення поняття границi
послiдовностi мовою околiв. Викладач зазначає, що нерiвнiсть |𝑦𝑛−𝑎| < 𝜀
можна записати так: −𝜀 < 𝑦𝑛 − 𝑎 < 𝜀. Отже, 𝑎 − 𝜀 < 𝑦𝑛 < 𝑎 + 𝜀 для всiх
𝑛 > 𝑛0, тобто члени послiдовностi 𝑦𝑛, номери яких є бiльшими за 𝑛0,
потрапляють в 𝜀-окiл точки 𝑎. Причому це справедливо для всiх 𝜀 > 0.
Цей факт доцiльно продемонструвати на вiдповiдному рисунку.

На основi проведених мiркувань студенти самостiйно або за допомогою
викладача зможуть сформулювати таке означення границi послiдовностi
мовою околiв: число 𝑎 називають границею послiдовностi (𝑦𝑛), якщо в
будь-якому околi точки 𝑎 мiстяться всi члени цiєї послiдовностi, почина-
ючи з деякого номера, тобто в будь-якому околi точки 𝑎 мiститься нескiн-
ченна кiлькiсть членiв послiдовностi (𝑦𝑛), а за межами кожного такого
околу знаходиться не бiльше, нiж скiнченна їх кiлькiсть.

Особливостями запропонованої методики формування поняття грани-
цi послiдовностi є те, що припущення, висунутi на основi мiркувань на-
очностi, одержують вiдповiдне аналiтичне обґрунтування, студенти са-
мостiйно приходять до формулювання рiзних означень поняття границi
послiдовностi. Це забезпечує свiдоме опанування студентами цих понять.
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MODEL OF INFORMATION DISSEMINATION WITHIN A
NETWORK LIMITED BY A QUADRANT OF THE PLANE

M.E. DUDKIN, O.Y. DYUZHENKOVA, O.M. DUDKIN

We establish a connection between the dissemination model of informa-
tion within a plane-parallel network, which is located in a quadrant of the
real plane and the real two-dimensional moment problem. The real two-
dimensional moment problem on the plane is associated with two block tri-
diagonal Jacobi-type matrices (the size of the blocks increases). The plane-
parallel model of information dissemination leads to two matrices, which are
a special case of the matrices corresponding to the real two-dimensional mo-
ment problem. A generalization of the model with additional communication
channels is also considered. Thus, the study of the information dissemination
model can now be carried out using appropriate methods of moment prob-
lems, that is, using the studied objects: block matrices, measures on real
planes and associated polynomials of two variables.
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АНАЛIЗ ФАКТОРIВ, ЩО ЙМОВIРНО СПРИЯЮТЬ
ВИНИКНЕННЮ ПТСР

Є.А. БУЛАТ, Р.Р. АНДРIЄВСЬКИЙ, О.В. МУЛИК

Актуальнiсть. Посттравматичний стресовий розлад (ПТСР), що за-
чiпає жiнок репродуктивного вiку, є вагомою соцiомедичною проблемою.
Вплив ПТСР на жiноче здоров’я, особливо на здатнiсть до дiтонародже-
ння, досi не отримав належного наукового осмислення. Для з’ясування
потенцiйних чинникiв формування ПТСР були вiдiбранi вiдповiдi жiнок
вiком вiд 18 до 50 рокiв з анкетування, яке було проведено серед людей
зi звiльнених територiй України. Всього учасникiв опитування було 1101,
вiк респондентiв коливався вiд 16 до 72 рокiв, опитуванi вiдповiли на 100
запитань, з яких для дослiдження вiдiбрали 54 запитання.

Мета та метод дослiдження. Визначити фактори, якi найбiльше
впливають на ймовiрнiсть розвитку посттравматичного стресового роз-
ладу у жiнок репродуктивного вiку за допомогою алгоритму машинного
навчання Random Forest. Всi статистичнi аналiзи та побудова графiкiв в
дослiдженнi проводились з використанням статистичної платформи JASP
0.19.3.

У Machine Learning статистичної платформи JASP 0.19.3 було засто-
совано модуль Random Forest Classification. Навчальний набiр даних роз-
подiлено як 64% —16% — 20% (див. Табл.1.) Конфiгурацiя моделi пiд-
биралась з умови попередньо отриманих результатiв логiстичної регресiї
на данiй вибiрцi (Accuracy 70%). Найкраща точнiсть моделi досягалась
при кiлькостi дерев 190–350, причому на етапi кожного подiлу випадково
вибиралися 5 прогностичних змiнних, кожне дерево навчалося на випад-
ковiй пiдмножинi (63.2%) тренувальних даних з поверненням. Розшире-
ння навчальної вибiрки за допомогою бутстреп-ресемплiнгу призвело до
зменшення розкиду кривих i пiдвищення їх узгодженостi всерединi груп.
Це свiдчить про покращення стабiльностi моделi та чiткiше вiдображення
вiдмiнностей мiж групами PTSD=0 та PTSD=1.

Найвища загальна точнiсть моделi була 75.2% (AUC = 0.79) на тестовiй
вибiрцi (𝑛 = 121). Модель краще виявляє негативний клас (0): чутливiсть
89%, F1 = 0.81, тодi як для позитивного класу (1) — чутливiсть лише
54.2%, F1 = 0.634. Це свiдчить про помiрну здатнiсть моделi до розрi-
знення класiв, з перевагою у виявленнi вiдсутностi ПТСР. Що насправдi
неприйнятно для клiнiчного скринiнгу — високий ризик пропустити тих,
хто потребує допомоги. Показник OOB Accuracy виявився на рiвнi 49%,
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Табл. 1. Model Summary: Random Forest Classification

Trees F n(Tr) n(Val) n(Test) Val Acc Test Acc OOB Acc

192 5 388 97 121 0.711 0.744 0.490
Note. The model is optimized with respect to the out-of-bag accuracy.

що, ймовiрно, може свiдчити про певну мiнливiсть чи складнiсть само-
го набору даних, але водночас не спричиняє ознак очевидного ефекту
надмiрного перенавчання.

Рис. 1. Характеристики моделi Random Forest

Висновки. Проведений аналiз за допомогою алгоритму Random Forest
Classification у середовищi JASP наводить доцiльнiсть розширення стан-
дартного опитувальника для дiагностики ПТСР. Додавання змiнних, що
вiдображають особливостi харчової поведiнки та якiсть сну, може пiдви-
щити точнiсть класифiкацiї та сприяти глибшому розумiнню взаємозв’язку
мiж соматичними та психологiчними факторами посттравматичного стре-
сового розладу.
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ПЕРЕТВОРЕННЯ ГАФА У ПИТАННЯХ АНАЛIЗУ
ОРIЄНТАЦIЇ СТРУКТУРНИХ КОМПОНЕНТ НА

ПРИКЛАДI СТРУКТУРИ МЕТАЛУ

Д.Ю. КОРОЛЕНКО, O.O. ШТОФЕЛЬ, В.В. ГОЛОВКО, Т.В. АВДЄЄВА

Для аналiзу зображення на орiєнтацiю структурних компонент було
застосовано Standard Hough Transform (SHT) для виявлення меж зерен
на зображеннях мiкроструктури та Principal Component Analysis (PCA)
— для визначення орiєнтацiї кожного окремого зерна [1]. SHT переводить
зображення з 𝑥, 𝑦 простору пiкселiв у параметризований простiр 𝜌, 𝜃 (де
𝜌 — вiдстань вiд початку координат до лiнiї, 𝜃 — кут нахилу мiж 𝑥 i
перпендикуляром):

𝜌 = 𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃.

Для кожної точки фото i кожного 𝜃 отримуємо карту 𝐴(𝜌, 𝜃) найбiльш
вiрогiдних лiнiї, якi «промальовують» границi повертаючи зображення у
декартовi координати.

Для пошуку орiєнтацiї використовується метод PCA:

{(𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2), ..., (𝑥𝑛, 𝑦𝑛)}.
Середнє положення (центр мас) контуру:

𝑥 =
1

𝑛

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖; 𝑦 =
1

𝑛

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑦𝑖,

де 𝑥, 𝑦 — середнi координати, що вiдповiдають центру мас (центроїду)
контуру зерна, вiдносно якого далi здiйснюється центрування точок для
виключення впливу положення на площинi.

Всi точки зсуваються вiдносно цього центру мас:

𝑥′𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥 𝑦′𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑦.
На основi зсунених координат обчислюється коварiацiйна матриця —

вона вiдображає, наскiльки змiни вздовж осi 𝑥 пов’язанi зi змiнами вздовж
осi 𝑦:

∑︁[︂
𝑉 𝑎𝑟(𝑥′) 𝐶𝑜𝑣(𝑥′, 𝑦′)
𝐶𝑜𝑣(𝑦′, 𝑥′) 𝑉 𝑎𝑟(𝑦′)

]︂
=

1

𝑛− 1

[︂ ∑︀
𝑥′2

∑︀
𝑥′, 𝑦′∑︀

𝑥′, 𝑦
′ ∑︀

𝑦′2

]︂
,
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де 𝑉 𝑎𝑟(𝑥′) i 𝑉 𝑎𝑟(𝑦′) – це дисперсiї по кожнiй осi, 𝐶𝑜𝑣(𝑥′, 𝑦′) — коварiа-
цiя, що показує, наскiльки змiни по 𝑋 i 𝑌 «узгодженi». Пiсля побудови
коварiацiйної матрицi Σ виконується її власний розклад:

det (Σ− 𝜆𝐼) = 0,

де 𝐼 — одинична матриця, а 𝜆 — власнi значення, що описують ступiнь
варiацiї даних уздовж вiдповiдних напрямкiв.

Для кожного знайденого 𝜆𝑖 обчислюється вiдповiдний власний вектор
𝑣𝑖, який задовольняє рiвняння:

∑︁
𝑣𝑖 = 𝜆𝑖𝑣𝑖,

де 𝑣𝑖 — власнi вектори (напрямки), 𝜆𝑖 — власнi значення (ступiнь розкиду
даних у цьому напрямку).

Кут орiєнтацiї зерна визначається як кут мiж головною вiссю 𝑣1, що
вiдповiдає найбiльшому власному значенню 𝜆1, та вiссю 𝑥:

𝜃 = arctan 2(𝑣1𝑦, 𝑣1𝑥),

де 𝑣1𝑦 i 𝑣1𝑥 – компоненти головного вектора.
Для зручностi кут нормалiзується до iнтервалу [0∘, 360∘):

𝜃 = 𝜃 mod 360.

Даний метод [2] та отриманi результати дозволяють кiлькiсно оцiнювати
структурну однорiднiсть зварного металу та потенцiйно замiнити частину
функцiй EBSD-аналiзу.
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ВПЛИВ ДИСКРЕТИЗАЦIЇ ТА ОБМЕЖЕНОСТI
МАСШТАБУ НА ТОЧНIСТЬ ОБЧИСЛЕННЯ
ФРАКТАЛЬНОЇ РОЗМIРНОСТI ЗОБРАЖЕНЬ

С.Д. МАРКОВСЬКА, Ю.Ю. БОНДАРЕНКО, O.O. ШТОФЕЛЬ, Г.В. САМАР

В роботi розглядається застосування методу фрактального аналiзу до
зображень. Геометрична iнтерпретацiя розмiрностi [1]:

𝐷 =
log (𝑀)

log (𝐿)
, (1)

де 𝐷 — розмiрнiсть, 𝑀 — мiра, 𝐿 — розмiр.
На прикладi крижинки Коха, фрактальна розмiрнiсть для неї за гео-

метричним пiдходом (формула (1)) i аналiзом розмiрностi:

𝐷кр.Коха =
log (4)

log (1
3 )

= 1.2619.

За комп’ютерним методом [2], методом Мiнковського [1] (формула 2)
(або Box-counting method): покриваємо фрактал сiткою з квадратiв (ко-
робок) розмiром 𝜖. Рахуємо кiлькiсть коробок 𝑁(𝜖), якi мiстять частину
фракталу.

𝐷кр.Коха = lim
𝜖→0

log𝑁 (𝜖)

log 1
𝜖

, (2)

де 𝑁(𝜖) – мiнiмальне число множин дiаметра 𝜖, якими можна покрити
множину.

𝐷M
кр.Коха = 1.2195.

Результат показує деяку розбiжнiсть 𝐷кр.Коха > 𝐷M
кр.Коха, отже ∆ =

0.0341.
Фрактальний об’єкт D Розмiр зображення 𝐷𝑀 ∆
Килим Серпинського 1.8928 (122× 122) 1.7713 0.1215
Килим Серпинського 1.8928 (729× 729) 1.8456 0.0472

Вiдмiтимо причини розбiжностi в геометричному пiдходi та в комп’ютер-
ному аналiзi:
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(1) Обмеженiсть роздiльної здатностi та масштабу (дискретизацiя):
Чим менша дослiджувана дiлянка фракталу або чим менше iте-
рацiй було виконано для його побудови, тим бiльшим буде вiдхи-
лення обчисленої розмiрностi (табл. 1. Приклад Килим Серпин-
ського).

(2) Теоретичний фрактал має самоподiбнiсть на нескiнченному дiапа-
зонi масштабiв. Комп’ютерне представлення обмежене скiнченною
роздiльною здатнiстю (пiкселями, вокселями) та скiнченним чи-
слом iтерацiй або генерацiї фрактала. Це обрiзає самоподiбнiсть
на дуже малих i дуже великих масштабах. При обчисленнi, на-
приклад, методом box-counting, дiапазон розмiрiв «коробок» (ко-
мiрок) обмежений, i це впливає на точнiсть апроксимацiї.

Рiзнi чисельнi методи (наприклад, box-counting, method of capacity, ме-
тод радiуса тощо) можуть давати дещо вiдмiннi значення фрактальної
розмiрностi, особливо якщо фрактал не є строго самоподiбним або має
складну структуру.

Таким чином, теоретична розмiрнiсть — це iдеальне значення для не-
скiнченного об’єкта, а комп’ютерно обчислена — апроксимацiя, обмежена
роздiльною здатнiстю, масштабом та методом аналiзу.
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ЗАСТОСУНКИ ДОПОВНЕНОЇ РЕАЛЬНОСТI У НАВЧАННI
МАТЕМАТИКИ УЧНIВ ЗАКЛАДIВ СЕРЕДНЬОЇ ОСВIТИ

Н.В. РАШЕВСЬКА

Процес навчання в закладах загальної середньої освiти в останнi роки
все частiше здiйснюється у дистанцiйному або змiшаному форматах, що
не завжди сприяє якiсному опануванню навчального матерiалу. Особливо
це вiдчутно пiд час вивчення таких предметiв, як алгебра та геометрiя, якi
вимагають високого рiвня просторового мислення, умiння абстрагувати,
аналiзувати спiввiдношення мiж об’єктами, будувати моделi та оперувати
символiчними структурами. Досвiд педагогiв засвiдчує, що учнi часто ма-
ють труднощi з уявленням тривимiрних фiгур, побудовою геометричних
тiл на площинi, розумiнням функцiональних залежностей та графiчним
поданням математичних об’єктiв.

Одним iз перспективних напрямiв розв’язання означених проблем є
використання у процесi навчання iмерсивних технологiй, зокрема допов-
неної реальностi (AR). Технологiї AR забезпечують поєднання вiртуаль-
них об’єктiв iз реальним середовищем, що створює ефект занурення та
пiдсилює наочнiсть. У математичнiй освiтi це означає можливiсть «ожи-
вити» абстрактнi поняття — побачити, як формула перетворюється на
геометричну фiгуру, а рiвняння — на реальний графiк у просторi. Таке
вiзуально-iнтерактивне подання сприяє розвитку просторового мислен-
ня, пiдвищенню мотивацiї та зменшенню когнiтивного навантаження на
учнiв.

Видiляють двi основнi групи мобiльних та вебзастосункiв для викла-
дання математики з використанням 3D-вiзуалiзацiї та AR:

1. Застосунки для вiзуалiзацiї функцiй (Math3D, FunctionGraphsPlot-
ter, 3D FunctionsPlotter, 3D GraphingCalculator, CalcPlot3D). Цi
iнструменти орiєнтованi на переведення складних алгебраїчних
концепцiй у наочний формат. Наприклад, FunctionGraphsPlotter
зосереджений на двовимiрних графiках, дозволяючи дослiджува-
ти вплив коефiцiєнтiв на криву, тодi як 3D FunctionsPlotter та 3D
GraphingCalculator надають можливiсть будувати функцiї двох
змiнних у рiзних системах координат та дослiджувати складнi 3D-
поверхнi й вектори. CalcPlot3D додатково пiдтримує навчання,
забезпечуючи просторовi обертання та масштабування моделей.
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2. Застосунки для стереометрiї та розвитку просторової уяви на базi
AR (Geometria RA, RA AugmentedPolyhedrons, Sólidos RA, Geomet-
riaRealidadAumentada). Цi iнструменти використовують маркери
(QR-коди) для вiртуалiзацiї геометричних тiл (призми, пiрамi-
ди, тiла обертання) у реальному середовищi. Наприклад, Sólidos
RA має розширений функцiонал, що включає модулi «Плануван-
ня» (для вивчення розгорток тiл), «Створення» (для комбiнуван-
ня геометричних тiл у 3D-системi координат) та «Моделювання»
(для перетворення плоских фiгур у багатогранники). Це надає мо-
жливiсть компенсувати вiдсутнiсть фiзичних макетiв та забезпе-
чити iнтерактивну роботу учнiв iз 3D-об’єктами. Застосунки типу
Arloon Geometry пропонують комплекснi платнi рiшення з дина-
мiчними моделями, формулами та тестовими завданнями.

Методична iнтеграцiя AR-застосункiв передбачає їх використання на
всiх етапах уроку: вiд наочної демонстрацiї нового матерiалу та анiмацiї
процесiв до закрiплення знань через iнтерактивнi експерименти. Вони є
ефективними iнструментами для iндивiдуальної та групової роботи, ви-
конання дослiдницьких i проєктних завдань.

Таким чином, використання мобiльних застосункiв 3D-вiзуалiзацiї та
доповненої реальностi:

∙ покращує розумiння складних i абстрактних математичних кон-
цепцiй;
∙ сприяє розвитку просторового мислення, критичного аналiзу та

навичок вiзуального моделювання;
∙ пiдвищує зацiкавленiсть i мотивацiю учнiв, роблячи процес вивче-

ння стереометрiї та аналiзу функцiй бiльш захоплюючим i зро-
зумiлим.
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МОНIТОРИНГ ФАКТОРIВ ПОВ’ЯЗАНИХ З ПТСР
МЕТОДАМИ МАШИННОГО НАВЧАННЯ

Д.П. РОЖЕНКО, О.В. МУЛИК, Т.Г. ПРИГАЛIНСЬКА

Актуальнiсть. Посттравматичний стресовий розлад (ПТСР) є однi-
єю з найбiльш поширених психiчних реакцiй у людей, якi зазнали впливу
воєнних дiй. За даними метааналiзу, вiдсоток осiб iз симптомами ПТСР у
зонах бойових дiй сягає вiд 23% до 30% [1, 3]. В умовах тривалого збройно-
го конфлiкту в Українi значно зросло навантаження на психiчне здоров’я
населення, зокрема на жiнок репродуктивного вiку [2]. Це зумовлює необ-
хiднiсть глибшого аналiзу факторiв, що визначають наявнiсть ПТСР, для
удосконалення скринiнгу та пiдвищення точностi прогнозуючих моделей.

Мета. Виявити ключовi латентнi фактори, що зумовлюють розвиток
ПТСР у жiнок репродуктивного вiку, та надати практичнi рекомендацiї
щодо оптимiзацiї опитувальникiв.

Методи. Застосовано метод головних компонент (Principal Component
Analysis, PCA) у статистичному середовищi JASP (модуль Factor). При-
датнiсть даних для факторного аналiзу була оцiнена за допомогою крите-
рiю Кайзера–Мейера–Олкiна (KMO). Отримане загальне значення KMO
0.737 є прийнятним показником i свiдчить про наявнiсть достатньої коре-
ляцiї мiж змiнними (> 0.7).

Результати. Для аналiзу було використано вибiрку з 606 жiнок зi
звiльнених територiй України вiком вiд 18 до 50 рокiв, серед яких 36.6%
виявили ознаки ПТСР. Опитувальник мiстив 54 показники, що описують
соцiально-демографiчнi характеристики, поведiнковi звички, стан здоро-
в’я, особливостi сну та психоемоцiйний стан.

За допомогою факторного аналiзу (РСА) видiлено 8 компонент з вла-
сними числами бiльшими за одиницю.

Рис. 1. Характеристики головних компонент за резуль-
татами факторного аналiзу (JASP)
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Видiлено декiлька головних компонент, якi пояснюють значну час-
тку загальної дисперсiї. Зокрема, найбiльшi власнi значення має перша
(5.894, 10.7% дисперсiї), друга (3.862, 7.0%), третя (3.228, 6.0%) та четверта
(2.788, 5.1%) компоненти. Вони найвпливовiшi, оскiльки агрегують най-
бiльшу кiлькiсть iнформацiї з початкового набору змiнних.

Компонент Назва фактора Змiннi з високим наванта-
женням

Обґрунтування значущостi

PC1 Соматичне та iнфекцiй-
не навантаження

76–82 Covid Вiдображає соматичнi симптоми пiсля
COVID-19

PC2 Фiзичне здоров’я, фун-
кцiонування

51 Hv (самооцiнка фiзичного
здоров’я)
51 V (рiвень працездатностi)

Визначає загальний фiзичний ресурс та
схильнiсть до стресової втоми.

PC3 Соцiально-емоцiйна ада-
птацiя, статус ВПО

8
VPO

Вiдображає емоцiйну адаптацiю та соцiаль-
нi наслiдки вимушеного перемiщення.

PC4 Психофiзiологiчнi проя-
ви

46 Sleep (порушення сну)
46 A (виснаження)

Вiдображає психофiзiологiчнi порушення,
характернi для ПТСР: розлади сну та ви-
снаження.

Табл. 1. Iнтерпретацiя головних компонент факторного
аналiзу змiнних, пов’язаних iз ПТСР

Дослiджено найбiльш iнформативнi чотири компоненти (PC1–PC4),
якi охоплюють понад 28% варiацiї даних. Iншi компоненти (PC5–PC8) ма-
ють незначну частку дисперсiї та мiстять змiннi, що дублюють або слабо
корелюють iз клiнiчними показниками ПТСР.

Висновки. Факторний аналiз (PCA) 54-х змiнних у статистичному
середовищi JASP дозволив видiлити 8 компонент, якi охоплюють як пси-
хiчну, так i поведiнкову/соматичну сфери. Зроблений аналiз допоможе
удосконалити опитувальник видiленням ключових блокiв, де деякi ком-
поненти можуть бути виключенi без втрати iнформативностi. Оптимi-
зований опитувальник дозволить ефективнiше здiйснювати монiторинг i
побудову ML-моделей ризику та раннього виявлення ПТСР.
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ДИФЕРЕНЦIЙОВАНИЙ ПIДХIД У НАВЧАННI
МАТЕМАТИКИ В ЗАКЛАДАХ СЕРЕДНЬОЇ ОСВIТИ

Ю. В. ЦIВЧИК

Диференцiйований пiдхiд в освiтньому процесi з математичної освiти
посiдає важливе мiсце в сучаснiй педагогiцi, адже вимагає високого рiвня
абстрактного мислення, логiки, аналiтичних здiбностей й нерiдко викли-
кає труднощi у здобувачiв освiти. Водночас це обґрунтовує необхiднiсть
впровадження диференцiйованого пiдходу в освiтньому процесi для вра-
хування рiзного рiвня здiбностей учасникiв освiтньої дiяльностi [1, с. 12].

У закладах середньої освiти вивчення математичної освiтньої галузi
входить до рiзних напрямiв – математичного, гуманiтарного, природни-
чого. Це обґрунтовується не лише суспiльною значущiстю математичної
освiти, а й її роллю у формуваннi логiчного мислення, пiзнавальної са-
мостiйностi та загальної культури здобувачiв освiти. Дослiдники (А. По-
кусай [2], Л. Шелестова [3]) пропонують систему рiзних рiвнiв складностi
у навчаннi математики в закладах середньої освiти: I – загальнокультур-
ний, II – прикладного спрямування, III – поглиблений.

I напрям орiєнтований на здобувачiв освiти, для яких освiтня галузь
«Математика» є елементом загальної освiти. Його мета – розвиток iнтеле-
ктуальних здiбностей, розумiння ролi математики в життi та опанування
базових умiнь для орiєнтацiї у сучасному свiтi. II напрям адресований
здобувачам освiти природничих i гуманiтарних профiлiв, де дисциплi-
на виконує допомiжну функцiю, забезпечуючи опанування iнструментiв
для вивчення закономiрностей у вiдповiдних науках. III напрям – най-
складнiший, призначений для майбутнього ґрунтовного вивчення фiзико-
математичних та технiчних напрямiв. Вiн передбачає системне засвоєння
математичних знань i формування iнтелектуальної культури [1, с. 13].

Змiст навчальної дисциплiни має враховувати рiзний рiвень здiбностей
здобувачiв освiти. Для тих, хто швидше опановує абстрактне та логiчне
мислення, доцiльно передбачати бiльш складнi завдання з алгебри та гео-
метрiї, а для тих, хто потребує додаткової пiдтримки — бiльш наочнi та
практично орiєнтованi вправи. Такий пiдхiд дозволяє адаптувати освi-
тнiй процес до iндивiдуальних можливостей здобувачiв освiти та сприяє
формуванню їхнiх когнiтивних i аналiтичних навичок [2, с. 45].
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Практика диференцiйованого пiдходу включає: рiвневу диференцiа-
цiю, що реалiзується через рiзнi форми: подiл за рiвнями пiдготовки, орга-
нiзацiю групових й iндивiдуальних завдань, варiативнiсть методiв роботи.
Поширеною є рiвнева диференцiацiя, що дає змогу кожному здобувачу
освiти обирати завдання вiдповiдно до своїх можливостей; диференцiа-
цiю за самостiйнiстю, коли однi працюють пiд керiвництвом педагога, а
iншi виконують завдання самостiйно; диференцiацiю за складнiстю зав-
дань, яка передбачає поступове ускладнення вправ залежно вiд досягнень
здобувачiв освiти [3, с. 234].

Важливим аспектом ефективної диференцiацiї є органiзацiя контро-
лю знань. Система перевiрки має вiдповiдати обраному рiвню навчання,
оскiльки контроль виконує керiвну функцiю у освiтньому процесi. Пра-
вильно побудований контроль не лише фiксує досягнення здобувачiв се-
редньої освiти, а й сприяє розвитку їхнього логiчного мислення, самостiй-
ностi та вiдповiдальностi.

Отже, диференцiйований пiдхiд в освiтньому процесi вивчення мате-
матичної освiтньої галузi виступає дiєвим засобом реалiзацiї особистiсно
орiєнтованого навчання. Його впровадження в закладах середньої освiти
створює умови для пiдвищення якостi освiти, розвитку iнтелектуального
потенцiалу здобувачiв освiти та забезпечення наступностi мiж загальною
та профiльною пiдготовкою.
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