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Конференцiя «Математика в сучасному
технiчному унiверситетi» як вiдображення
змiнення тенденцiй в математичнiй освiтi

I. В. Алєксєєва1, Л. Б. Федорова1

1КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна

alexir1@ukr.net, fedorova_lb@yahoo.com.ua

Анотацiя

Розглянуто iсторiю органiзацiї та проведення конференцiй МСТУ, змiнення
важливих аспектiв пiдготовки майбутнiх фахiвцiв у контекстi сучасних реформ
освiти i викликiв сьогодення. Вшановується пам’ять про органiзатора конференцiї,
математика, педагога В.О. Гайдея.

Ключовi слова: конференцiя; дистанцiйна освiта; тестування; iсторiя i мето-
дика математики.

Десята мiжнародна науково-практична конференцiя «Математика в сучасному
технiчному унiверситетi», органiзована кафедрою математичного аналiзу та теорiї
ймовiрностей фiзико-математичного факультету КПI iм. Iгоря Сiкорського, вiдзна-
чає в 2025 роцi свiй перший ювiлей. Тому доречно згадати iсторiю її виникнення i
розвитку.

Iдея проведення конференцiї, присвяченої важливим аспектам математики,
застосуванню математичних методiв в iнших галузях науки i технiки, iсторичному
розвитку точних наук i пiдходам до викладання математики в закладах вищої
освiти, була запропонована завiдувачем кафедри О.I. Клесовим.

В квiтнi 2013 року вiдбулася перша така конференцiя, в якiй взяли участь 226
науковцiв з 6 країн, подано 174 статей i тез доповiдей. Матерiали конференцiї були
опублiкованих в електронному i друкованому виглядi.

Перша конференцiя проводилася в очному форматi i складалась з чотирьох
секцiй [1]:

1. Застосування математики в сумiжних науках.
2. Методика викладання математики у вищiй школi.
3. Iсторiя точних наук.
4. Сучаснi освiтнi технологiї у вищiй школi.
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Засiдання секцiй проходили в аудиторiї iменi академi-
ка Михайла Кравчука, в якiй зберiгаються матерiали про
життєвий шлях, науковi i педагогiчнi здобутки видатного
математика, завiдувача кафедри вищої математики КПI у
1930–1937 роках.

Наступнi дев’ять конференцiй проводились в заочному
форматi щороку в груднi з 2013 по 2020 роки. Щорiчно у
конференцiях брало участь понад 100 учасникiв, загалом
було опублiковано майже 900 тез i статей.

Пандемiя COVID-19 та вiйна в Українi значно вплинули
на всi сфери суспiльства, зокрема i на освiтнiй процес, змусивши адаптуватися до
нових викликiв i реалiй. Якщо першi конференцiї були присвяченi обговоренню ме-
тодики викладання певних роздiлiв математичних дисциплiн, формам проведення
лекцiй i практичних занять, дискусiям щодо спроможностi тестування адекватно
оцiнювати знання студентiв з математики, то перехiд до дистанцiйної i змiшаної
форми навчання вимагав нових пiдходiв i освiтнiх технологiй. Розвиток iнформа-
цiйних технологiй дозволив викладачам доволi швидко перебудувати навчальний
процес вiдповiдно до нових умов. Використання iнформацiйно-комунiкацiйних
програм вiдеозв’язку, таких як Zoom, Microsoft Teams, Google Meet, Discord та
iнших для проведення лекцiй i практичних занять дозволяє в синхронному режимi
пiдтримувати спiлкування зi студентами. Використання онлайн-курсiв i iнтерактив-
них платформ дає змогу студентам отримувати доступ до навчальних матерiалiв
з будь-якої точки свiту та в зручний для них час.

Найскладнiшим є питання проведення контрольних заходiв, тому саме орга-
нiзацiї контролю знань студентiв придiлялось багато уваги на останнiй дев’ятiй
конференцiї МСТУ, яка проходила вже пiд час пандемiї в груднi 2020 року. Ви-
кладачi кафедри математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей мають великий
досвiд у створеннi, проведеннi та аналiзi якостi комп’ютерних тестiв. Система
електронного навчання Moodle надає багато можливостей для створення тестових
завдань рiзного рiвня складностi, що дозволяє швидко та якiсно провести перевiрку
знань студентiв.

Вiктор Гайдей
(1973–2021)

Треба вiдзначити кропiтку працю органiзацiйного та про-
грамного комiтетiв конференцiй, постiйними членами яких
були викладачi нашої кафедри.

Згадуючи iсторiю проведення конференцiй, неможливо
не згадати одного з основних органiзаторiв як конференцiї
«Математика в сучасному технiчному унiверситетi», так i
конференцiї iм. Михайла Кравчука, нашого колегу, доцента
кафедри, математика, педагога, музейника, великого патрiо-
та України – Вiктора Олександровича Гайдея i вiддати йому
шану.
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Вiктор Олександрович пiшов з життя раптово i несподiвано 12 лютого 2021
року маючи багато планiв i задумiв. Все творче життя Вiктора Олександровича
пов’язане з математикою. Пiсля закiнчення КНУ iм. Тараса Шевченка з 1995 року
вiн працював в КПI, пройшовши шлях вiд асистента до доцента. Пiд керiвництвом
професора Н.О. Вiрченко захистив кандидатську дисертацiю. Талановитий мате-
матик, вiн все ж таки особливу увагу придiляв методицi викладання математики
в технiчному унiверситетi. Вiктор Олександрович був iнiцiатором створення нових
посiбникiв, пiдручникiв, електронних курсiв, якi мають грифи МОН i Вченої ради
КПI.

Свiй викладацький досвiд, розумiння необхiдностi навчи-
ти майбутнiх iнженерiв самостiйно працювати i мислити,
вiн втiлив у трьох томах пiдручника «Математика в технi-
чному унiверситетi», який мiстить теоретичний матерiал i
практикум з опорним конспектом у виглядi таблиць, адже iн-
женери краще розумiють таблицi i схеми, великою кiлькiстю

навчальних задач i завдань для самостiйної роботи [2].
Вiктор Олександрович дуже любив книги, цiкавився досвiдом кращих педагогiв-

математикiв минулого i сучасностi, традицiями освiтньої системи.
З 2014 року за сумiсництвом працював провiдним науковим спiвробiтником

Педагогiчного музею України, в якому займався дослiдженням педагогiчної спад-
щини українських математикiв, упорядкуванням лiтературних фондiв [3]. Вiктор
неодноразово говорив: «Працюючи в музеї, я вiдпочиваю душею».

Вiктор Гайдей є автором вiртуальних виставок про життя i творчiсть педагогiв-
новаторiв, математикiв-методистiв: Олени Дубiнчук (1919–1994), Миколи Єржкiв-
ського (1894–1967), Костянтина Лебединцева (1878–1925) i Михайла Гельфанда
(1907–1991).

Разом з директором Педагогiчного музею Олександром
Петровичем Мiхно започаткував видавничу серiю «Педа-
гогiчнi републiкацiї», перший випуск якої мiстив вибранi
працi з iсторiї та методики математики академiка Михайла
Кравчука. Вiктор Гайдей був серед укладачiв 6 випускiв
даної серiї видань. За iнiцiативи Вiктора Олександровича
започатковано серiю видань каталогiв-путiвникiв, серед яких
каталоги української дитячої книги кiнця ХIХ – початку ХХ
сторiччя.

Для Вiктора Гайдея була характерна людянiсть, тактов-
нiсть, делiкатнiсть, доброзичливiсть до колег i студентiв, готовнiсть завжди прийти
на допомогу, закоханiсть в свою роботу. Вiн був справжнiм патрiотом України,
багато часу i зусиль присвятив формуванню i збереженню нацiональної iсторичної
пам’ятi. На лекцiях завжди придiляв увагу iсторiї математики, видатним вченим-
математикам, розширюючи свiтогляд студентiв. Коло наукових i дослiдницьких
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iнтересiв Вiктора Олександровича Гайдея спiвзвучно з тематикою нашої конфе-
ренцiї. Сподiваємось на цiкавi доповiдi, обмiн досвiдом i кращими практиками в
пiдготовцi майбутнiх спецiалiстiв.
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ЗАСТОСУВАННЯ МАТЕМАТИКИ
В СУМІЖНИХ НАУКАХ

APPLICATIONS OF MATHEMATICS



Modeling of air exchange according to the
scheme “air supply from above – air exhaust

from below”

V. Isaiev1, V. Fedorenko1,2, M. Bankovskyi1, S. Palchik1

1State Academy of Civil Engineering and Architecture, Odesa, Ukraine
2Odesagaz joint-stock company, Odessa, Ukraine

isaevv5@gmail.com

Abstract

On the basis of the developed human model simulating heat and mass exchange
at its release of heat, water vapour and 𝐶𝑂2 and air coming and removed by the
supply and exhaust ventilation unit the efficiency of the general exchange ventilation
system was investigated. Applying numerical modelling ANSYS CFD (Computational
Fluid Dynamics) on the basis of continuity equations and Reynolds-Averaged Navier-
Stokes equations “RANS” (Reynolds-Averaged Navier-Stokes) monitoring and rendering
(visualization) of changes in 𝐶𝑂2 concentration, temperature and relative humidity in
the space under study by time along the room height was performed.

Keywords: mathematical model; air contaminant; aerodynamics; computational
fluid dynamics; air change scheme.

The energy efficiency of life support systems (ventilation and air conditioning) is
directly related to the regulatory constraints on indoor air parameters. The main
harmfulnesses of air, by which the performance of ventilation systems is calculated:
temperature; relative humidity; concentration of carbon dioxides.

Normed also: the speed of the air flow into the working area of the room; the
temperature difference between the temperature of the air in the working area and the
temperature of the supply air flow entering the working area (WA).

In the practice of climatotechnics, the efficiency of ventilation and air conditioning
systems is also significantly affected by the air exchange scheme.

The developed mathematical model of human impact on the air environment of
an isolated room allowed to analyse the intensity of pollution of the studied space
[Kiosak, Isaiev, Fedorenko, Gridasov, 2024]. In the same work, the study of normal-
isation of air environment parameters from the state of pollution to the normative
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parameters on 𝐶𝑂2 concentration was carried out using the air exchange scheme “air
supply from above - removal from below”. Generalisation of results of researches of
multifactor interaction:

- of a person (𝐶𝑂2, heat and water vapour emission);
- polluted space of a premise (𝐶𝑂2, heat and water vapour emission);
- supply ventilation (𝐶𝑂2, heat and water vapour emission);
- removal of air mixture by exhaust ventilation system (a person+polluted space

of a premise+supply ventilation) is presented in this paper. Various methods and
approaches have been used in the practice of calculating changes in the state of the air
environment in rooms for various purposes. Examples of successful solutions of applied
ventilation problems do not remove the question of the accuracy of the results obtained
by mathematical modelling. Nowadays, mathematical modelling methods are used in
engineering calculations, which allow obtaining an estimate of flow parameters based on
numerical solution of the Reynolds equations of stationary or unsteady Navier-Stokes
equations. (RANS/URANS: Steady/Unsteady Reynolds Averaged Navier-Stokes).

Figure 1: Dynamics of changes in 𝐶𝑂2 concentration over the time of observation.

This paper considers the efficiency of supply and exhaust ventilation according to
the scheme “air supply from above - removal from below”.

The parameters of air pollutants that are assimilated by the ventilation system are
adopted as follows: air temperature: 24∘𝐶; initial level of 𝐶𝑂2 concentration: 2100
ppm; atmospheric pressure: 101325 Pa; relative humidity: 𝜙 = 65%; average surface
temperature of a clothed person: 27∘𝐶.

Results of studies of the “air contaminant” assimilation. Scheme provides the
following constructive conditions for ventilation functioning: air supply from above
using a static chamber and a ceiling diffuser with a working diameter of ⊘150𝑚𝑚;
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Figure 2: Monitoring the distribution of
𝐶𝑂2 concentration on a vertical scale

Figure 3: Graphs of changes in temperature
and relative air humidity

consumption of supply and exhaust air: 120𝑚3/ℎ𝑜𝑢𝑟; exhaust ventilation is organized
in the lower part of the wall using a ventilation grid.

First of all, it is reasonable to consider the time required to bring the microclimate of
the room to the normative state during 𝐶𝑂2 assimilation. In turn, preliminary studies
have established that the highest concentration is concentrated in the working zone,
which is due to the physical properties of carbon dioxide compared to the surrounding
air.

There is an interest in the organization of exhaust ventilation in the lower plane
of the working area, where the extraction of polluted air has the shortest path and
the possibility of repeated ascent of carbon dioxide into the human breathing zone is
excluded. The dynamics of changes in 𝐶𝑂2 concentration at the monitoring point in a
9-minute period is presented in Fig. 1.

The value of carbon dioxide on a vertical scale during the functioning of the
ventilation system (Fig. 2) is distributed with a fluctuation within 200 ppm, which
indicates uniform assimilation of polluted air in the study area over the time of
observation.

Graphs of changes in temperature and relative air humidity are presented in Fig. 3.
On the basis of the developed mathematical model, it became possible to solve such

problems using the ANSYS software complex as: human air contaminant intake in an
isolated space; modeling of the “air contaminant” intake, scheme “air supply from above
- removal from below”.

The ANSYS mathematical apparatus allows to analyze the operation of air handling
unit to redistribute and remove the main “air contaminants” from the room (carbon
dioxide, heat, water vapor) and track the values of temperature, humidity content,
relative humidity, enthalpy, and air velocity. In particular, on the basis of the contour
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The range of changes in the Optimal parameters
Parameters indicator is from min to max when the jet enters the

in the boundary plane of the working area of the room
room WA

Value Temperature ∆𝑡, ∘𝐶 𝑣,𝑚/𝑠 𝜙,% 𝐶𝑂2,
(min-max) difference ppm

Scheme “air supply from above - removal from below” (data after 540 s)
Temperature, 𝑡∘𝐶 22.6-22.9 ∆𝑡 = 0.6− 0.9 1-1.5
Velocity, 𝑣𝑚/𝑠 0-0.4 0.1-0.2
Humidity content, 8.8-8.9
𝑑𝑔/𝑘𝑔
Relative humidity, 𝜙% 52.2-51.9 25-60
Carbon dioxide 𝐶𝑂2, 686-864 400-600
ppm

Table 1: Air parameters at the entrance of the supply jet into the working area of the
room.

distribution of the air handling unit, it became possible to evaluate and compare the
efficiency of the work of various air distribution schemes in the room WA.

Data processing of made it possible to compare the obtained results with the
regulatory requirements for the optimal parameters of the air jet entry from the ceiling
diffuser in the room WA (see Table 1).

With the use of the ANSYS software package, mathematical modeling of processes of
changing the state of the air environment has become possible. An objective opportunity
has appeared to study:

- processes of heat and mass exchange and hydrogas dynamics during the interaction
of systems (human and air handling unit operating according to various air change
schemes);

- obtain intermediate results of the efficiency of various air change schemes in the
room.

Subsequent publications will allow a comprehensive assessment and comparison of
the efficiency of all four air change schemes we have chosen, when solving the inverse
problem (bringing the parameters of the polluted air environment of the room to
optimal standard parameters by means of general exchange ventilation).
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Abstract
An analytical method for calculating the bending of a rectangular plate resting

on an inhomogeneous elastic foundation and subjected to a continuously distributed
variable transverse load is proposed. It is assumed that two parallel sides of the plate
are hinged, while the other two are fixed in any manner. The foundation reaction is
described by the Winkler model with a variable bedding coefficient.

Keywords: rectangular plate; inhomogeneous elastic foundation; Winkler hypothe-
sis; variable bedding coefficient; analytical solution.

The problem of bending a rectangular plate (0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑎; 0 ⩽ 𝑦 ⩽ 𝑏) with constant
cylindrical rigidity 𝐷 is considered, where the sides 𝑥 = 0; 𝑥 = 𝑎 are fixed in any
manner, and the sides 𝑦 = 0; 𝑦 = 𝑏 are hinged. The plate rests on an inhomogeneous
elastic foundation and is subjected to a transverse continuously distributed load with
intensity 𝑞(𝑥, 𝑦) (Fig. 1).

Figure 1: Plate on an elastic foundation under the action of a transverse load.
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In the general case, the coefficient 𝑘 is a function of the variables 𝑥 and 𝑦. However,
here it is assumed that the bedding coefficient continuously changes along the 𝑥-axis,
while remaining constant along the 𝑦-axis, i.e., 𝑘 = 𝑘(𝑥). For 𝑘(𝑥), the representation
𝑘0𝐵(𝑥) is adopted, where 𝑘0 is the value of the bedding coefficient at some characteristic
point (for example, at the point 𝑥 = 0), and 𝐵(𝑥) is a continuous dimensionless function
that expresses the law of variation of the bedding coefficient over the segment 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑎.

The equation of the elastic surface of the plate in our case will have the form

𝐷

(︂
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+

𝜕4𝑤

𝜕𝑦4

)︂
+ 𝑘0𝐵(𝑥)𝑤 = 𝑞(𝑥, 𝑦). (1)

With the aim of satisfying the boundary conditions

𝑤 = 0, 𝑀𝑦 = −𝐷

(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 𝜇

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

)︂
= 0

at the edges of the plate 𝑦 = 0 and 𝑦 = 𝑏, the solution to the equation (1) is sought in
the form

𝑤(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁

𝑚=1

𝑤𝑚(𝑥) sin
𝑚𝜋𝑦

𝑏
. (2)

The given load is also approximated by a trigonometric series

𝑞(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁

𝑚=1

𝑞𝑚(𝑥) sin
𝑚𝜋𝑦

𝑏
. (3)

For the function 𝑞𝑚(𝑥), we adopt the representation 𝑞𝑚(𝑥) = 𝑞𝑚,0𝐶𝑚(𝑥), where 𝑞𝑚,0 is
a constant dimensional factor, and 𝐶𝑚(𝑥) is a dimensionless function.

Substituting the representations (2) and (3) into equation (1) and equating the
terms of the series with the same indices, we obtain the ordinary nonhomogeneous
fourth-order differential equation

𝑤′′′′
𝑚 (𝑥)− 2𝜆2

𝑚

𝑎2
𝑤′′

𝑚(𝑥) +
1

𝑎4
(︀
𝜆4
𝑚 +𝐾𝐵(𝑥)

)︀
𝑤𝑚(𝑥) =

𝑞𝑚,0

𝐷
𝐶𝑚(𝑥), (4)

where
𝐾 =

𝑘0𝑎
4

𝐷
, 𝜆𝑚 =

𝑚𝜋𝑎

𝑏
.

The solution of the equation (4) is found using the method developed in [Krutii, 2016],
[Krutii, 2018], [Krutii, Suriyaninov, Vandynskyi 2018], [Krutii, Vandynskyi, 2019],
[Krutii, Sur’yaninov, Karnaukhova, 2021]. The corresponding formulas, after approxi-
mating the functions 𝐵(𝑥) and 𝐶𝑚(𝑥) by Maclaurin series in powers of 𝑥/𝑎, will have
the form:

𝑤𝑚(𝑥) = 𝑤𝑚(0)𝑋𝑚,1(𝑥) + 𝑤′
𝑚(0)𝑎𝑋𝑚,2(𝑥) + 𝑤′′

𝑚(0)𝑎
2𝑋𝑚,3(𝑥) + 𝑤′′′

𝑚(0)𝑎
3𝑋𝑚,4(𝑥) +

𝑞𝑚,0𝑎
4

𝐷
𝑋𝑚,5(𝑥); (5)
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𝑋𝑚,𝑛(𝑥) = 𝛼𝑚,𝑛,0(𝑥)− 𝛼𝑚,𝑛,1(𝑥)𝐾 + 𝛼𝑚,𝑛,2(𝑥)𝐾
2 − 𝛼𝑚,𝑛,3(𝑥)𝐾

3 + . . .

(𝑛 = 1, 2, 3, 4, 5);
(6)

𝛼𝑚,𝑛,𝑘(𝑥) =
(︁𝑥
𝑎

)︁𝑛+4𝑘−1
∞∑︁
𝑗=0

𝑐𝑚,𝑛,𝑘,𝑗

(︁𝑥
𝑎

)︁𝑗
(𝑛 = 1, 2, 3, 4, 5)(𝑘 = 0, 1, 2, . . .); (7)

𝑐𝑚,𝑛,0,0 =
1

(𝑛− 1)!
(𝑛 = 1, 2, 3, 4); (8)

𝑐𝑚,𝑛,0,𝑗 = 0 (𝑛 = 1, 2, 3, 4)(𝑗 = 1, 3, 5, . . .); (9)

𝑐𝑚,𝑛,0,𝑗 =

(︂
1− 𝑗

2

)︂
𝜆𝑗
𝑚

(𝑛+ 𝑗 − 1)!
(𝑛 = 1, 2)(𝑗 = 2, 4, 6, . . .); (10)

𝑐𝑚,𝑛,0,𝑗 =

(︂
1 +

𝑗

2

)︂
𝜆𝑗
𝑚

(𝑛+ 𝑗 − 1)!
(𝑛 = 3, 4)(𝑗 = 2, 4, 6, . . .); (11)

𝑐𝑚,5,0,𝑗 =
𝐶𝑚,𝑗

𝑟5,0,𝑗𝑟5,0,𝑗+2
(𝑗 = 0, 1); (12)

𝑐𝑚,5,0,𝑗 =
1

𝑟5,0,𝑗 𝑟5,0,𝑗+2

(︀
𝐶𝑚,𝑗 + 2𝜆2

𝑚𝑟5,0,𝑗 𝑐𝑚,5,0,𝑗−2

)︀
(𝑗 = 2, 3); (13)

𝑐𝑚,5,0,𝑗 =
1

𝑟5,0,𝑗 𝑟5,0,𝑗+2

(︀
𝐶𝑚,𝑗 + 2𝜆2

𝑚𝑟5,0,𝑗 𝑐𝑚,5,0,𝑗−2 − 𝜆4
𝑚𝑐𝑚,5,0,𝑗−4

)︀
(𝑗 = 4, 5, 6, . . .);

(14)

𝑐𝑚,𝑛,𝑘,𝑗 =
1

𝑟𝑛,𝑘,𝑗 𝑟𝑛,𝑘,𝑗+2

𝑗∑︁
𝑖=0

𝐵𝑗−𝑖 𝑐𝑚,𝑛,𝑘−1,𝑖

(𝑛 = 1, 2, 3, 4, 5)(𝑘 = 1, 2, 3, . . .)(𝑗 = 0, 1);

(15)

𝑐𝑚,𝑛,𝑘,𝑗 =
1

𝑟𝑛,𝑘,𝑗 𝑟𝑛,𝑘,𝑗+2

(︃
𝑗∑︁

𝑖=0

𝐵𝑗−𝑖 𝑐𝑚,𝑛,𝑘−1,𝑖 + 2𝜆2
𝑚𝑟𝑛,𝑘,𝑗 𝑐𝑚,𝑛,𝑘,𝑗−2

)︃
(𝑛 = 1, 2, 3, 4, 5)(𝑘 = 1, 2, 3, . . .)(𝑗 = 2, 3);

(16)

𝑐𝑚,𝑛,𝑘,𝑗 =
1

𝑟𝑛,𝑘,𝑗 𝑟𝑛,𝑘,𝑗+2

(︃
𝑗∑︁

𝑖=0

𝐵𝑗−𝑖 𝑐𝑚,𝑛,𝑘−1,𝑖 + 2𝜆2
𝑚𝑟𝑛,𝑘,𝑗 𝑐𝑚,𝑛,𝑘,𝑗−2 − 𝜆4

𝑚𝑐𝑚,𝑛,𝑘,𝑗−4

)︃
(𝑛 = 1, 2, 3, 4, 5)(𝑘 = 1, 2, 3, . . .)(𝑗 = 4, 5, 6, . . .),

(17)

where

𝑟𝑛,𝑘,𝑗 = (𝑛+4𝑘+𝑗−4)(𝑛+4𝑘+𝑗−3) (𝑛 = 1, 2, 3, 4, 5)(𝑘 = 0, 1, 2, . . .)(𝑗 = 0, 1, 2, . . .),
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and 𝐵𝑗 and 𝐶𝑚,𝑗 are the corresponding coefficients of the Maclaurin series.
Thus, under the specified conditions, the formulas (5)–(17) effectively define an

analytical method for calculating the bending of rectangular plates resting on an
inhomogeneous Winkler elastic foundation.
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Abstract
An exact solution of the differential oscillation equation of an Euler–Bernoulli beam

resting on an inhomogeneous continuous elastic Winkler foundation is given. Based
on the exact solution, an analytical method for the calculation of free oscillations of a
beam is developed.

Keywords: beam, inhomogeneous elastic base, analytical method.

The problem of free bending oscillations of an Euler–Bernoulli beam of constant
stiffness 𝐸𝐼 is considered, resting on an inhomogeneous continuous elastic Winkler
foundation. The general scheme of oscillations is shown in fig. 1.

Figure 1: Design diagram of beam oscillations on inhomogeneous elastic foundation
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The inhomogeneity of the elastic foundation is characterized by a variable linear
coefficient of subgrade reaction 𝑘(𝑥), which in general can be any continuous function.
For 𝑘(𝑥) submission 𝑘(𝑥) = 𝑘0𝐵(𝑥) is accepted, where 𝑘0 – is the coefficient value of
the subgrade reaction at some characteristic point of the beam (for example, at the
point 𝑥 = 0), and 𝐵(𝑥) – is a continuous dimensionless function that determines the
law of variation of the coefficient of subgrade reaction along the beam length. The
differential equation of free oscillations of a beam, written with respect to the amplitude
function of deflections 𝑣(𝑥), will have the form

𝑣′′′′(𝑥) +
1

𝑙4
(︀
𝐾𝐵(𝑥)− Ω2

)︀
𝑣(𝑥) = 0, (1)

where 𝐾 = 𝑘0𝑙
4/𝐸𝐼 , Ω2 = 𝑚𝜔2𝑙4/𝐸𝐼 , 𝑚 – distributed mass of the beam, 𝜔 – frequency

of free oscillations of the beam.
The exact solution of equation (1) is found by the direct integration method, which

was developed in the work of [Krutii, 2016]. It is defined by the following set of formulas:

𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑋1(𝑥) + 𝐶2𝑋2(𝑥) + 𝐶3𝑋3(𝑥) + 𝐶4𝑋4(𝑥); (2)

𝑋𝑛(𝑥) =
∞∑︁

𝑚=0

∞∑︁
𝑘=0

(−𝐾)𝑘Ω2𝑚𝛼𝑛,𝑚,𝑘(𝑥); (3)

𝛼𝑛,0,0(𝑥) =
1

(𝑛− 1)!

(︁𝑥
𝑙

)︁𝑛−1

(𝑛 = 1, 2, 3, 4); (4)

𝛼𝑛,𝑚,0(𝑥) =
1

(𝑛+ 4𝑚− 1)!

(︁𝑥
𝑙

)︁𝑛+4𝑚−1

(𝑚 = 1, 2, 3, . . . ); (5)

𝛼𝑛,0,𝑘(𝑥) =
1

𝑙4

∫︁ 𝑥

0

∫︁ 𝑥

0

∫︁ 𝑥

0

∫︁ 𝑥

0

𝐵(𝑥)𝛼𝑛,0,𝑘−1(𝑥) 𝑑𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑥 (𝑘 = 1, 2, 3, . . . ); (6)

𝛼𝑛,𝑚,𝑘(𝑥) =
1

𝑙4

∫︁ 𝑥

0

∫︁ 𝑥

0

∫︁ 𝑥

0

∫︁ 𝑥

0

(𝐵(𝑥)𝛼𝑛,𝑚,𝑘−1(𝑥) + 𝛼𝑛,𝑚−1,𝑘(𝑥)) 𝑑𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑥

(𝑚 = 1, 2, 3, ...)(𝑘 = 1, 2, 3, ...),

(7)

where 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 – integration constants. Variable coefficients of the series (3) here
are sequentially determined by the recurrence formulas (4)-(7).

An analytical method for integral expressions calculation has been developed (6),
(7), which is based on the function approximation 𝐵(𝑥) by the Maclaurin series

𝐵(𝑥) = 𝐵0 +𝐵1

(︁𝑥
𝑙

)︁
+𝐵2

(︁𝑥
𝑙

)︁2
+ · · ·+𝐵𝑗

(︁𝑥
𝑙

)︁𝑗
+ . . . . (8)
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As a result, for (6), (7) the power series representation is obtained

𝛼𝑛,0,𝑘(𝑥) =
(︁𝑥
𝑙

)︁𝑛+4𝑘−1
∞∑︁
𝑗=0

𝑐𝑛,0,𝑘,𝑗

(︁𝑥
𝑙

)︁𝑗
(𝑘 = 1, 2, 3, . . . ), (9)

𝛼𝑛,𝑚,𝑘(𝑥) =
(︁𝑥
𝑙

)︁𝑛+4(𝑚+𝑘)−1
∞∑︁
𝑗=0

𝑐𝑛,𝑚,𝑘,𝑗

(︁𝑥
𝑙

)︁𝑗
(𝑚 = 1, 2, 3, . . . )(𝑘 = 1, 2, 3, . . . ),

(10)
whose coefficients are calculated by recurrence formulas

𝑐𝑛,0,0,0 =
1

(𝑛− 1)!
; 𝑐𝑛,0,0,𝑗 = 0 (𝑗 = 1, 2, 3, . . . ), (11)

𝑐𝑛,𝑚,0,0 =
1

(𝑛+ 4𝑚− 1)!
; 𝑐𝑛,𝑚,0,𝑗 = 0 (𝑚 = 1, 2, 3, . . . )(𝑗 = 1, 2, 3, . . . ), (12)

𝑐𝑛,0,𝑘,𝑗 =
1

𝑝𝑛,0,𝑘,𝑗

∞∑︁
𝑖=0

𝐵𝑗−𝑖𝑐𝑛,0,𝑘−1,𝑖 (𝑘 = 1, 2, 3, . . . )(𝑗 = 0, 1, 2, . . . ), (13)

𝑐𝑛,𝑚,𝑘,𝑗 =
1

𝑝𝑛,𝑚,𝑘,𝑗

(︃
𝑐𝑛,𝑚−1,𝑘,𝑗 +

∞∑︁
𝑖=0

𝐵𝑗−𝑖𝑐𝑛,𝑚,𝑘−1,𝑖

)︃
(𝑚 = 1, 2, 3, . . . )(𝑘 = 1, 2, 3, . . . )(𝑗 = 0, 1, 2, . . . ).

(14)

Thus, an analytical method for studying free oscillations of a beam on an inhomo-
geneous continuous elastic Winkler foundation has been developed. This method is
completely determined by a set of formulas (2)-(5), (8)-(14).
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Abstract

In mathematics and classical mechanics, the Poisson bracket is a fundamental binary
operation in Hamiltonian mechanics, serving as a key component in Hamilton’s equations
of motion. This binary operation can be computed for any two physical quantities.

Keywords: Poisson bracket; Phase space; Canonical coordinates; Hamiltonian
function; Hamilton’s equations of motion.

Introduction
The Poisson bracket is a fundamental concept in Hamiltonian mechanics, used to

describe the time evolution of physical quantities. The Poisson bracket is essential in
Hamilton’s equations, aiding in the formulation of conserved quantities in dynamical
systems. It helps establish equations governing conserved quantities of motion and iden-
tify fundamental symmetries in physical systems. Moreover, it reveals the relationships
between various physical quantities and their time evolution [Goldstein, 2002].

Poisson bracket Representation of Hamiltonian Me-
chanics

The Poisson bracket of any two continuous functions of generalized coordinates
𝐹 (𝑝, 𝑞) and 𝐺(𝑝, 𝑞) is defined to be

[𝐹,𝐺]𝑞𝑝 ≡
∑︁
𝑖

(︂
𝜕𝐹

𝜕𝑞𝑖

𝜕𝐺

𝜕𝑝𝑖
− 𝜕𝐹

𝜕𝑝𝑖

𝜕𝐺

𝜕𝑞𝑖

)︂
.
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Hamilton’s canonical equations of motion describe the time evolution of the canonical
variables (𝑞, 𝑝) in phase space. Jacobi showed that the framework of Hamiltonian
mechanics can be restated in terms of the elegant and powerful Poisson bracket
formalism [Cline, 2017]. The Poisson bracket is especially useful for elucidating which
observables are constants of motion and whether any two observables can be measured
simultaneously and exactly. Using the Poisson bracket, the time evolution of a function
𝐹 (𝑥, 𝑝, 𝑡) is given by:

𝑑𝐹

𝑑𝑡
=

𝜕𝐹

𝜕𝑡
+ {𝐹,𝐻},

where 𝐻 is the Hamiltonian of the system. By incorporating Poisson brackets in physics
education, students gain deeper insight into the mathematical structure of mechanics
and enhance their problem-solving skills for more advanced topics in theoretical physics.

Poisson Brackets of Simple Harmonic Oscillator
The simple harmonic oscillator is one of the most fundamental physical systems

and is widely used in mechanics, quantum physics, and engineering. In this section, we
apply the Poisson bracket formalism to describe its dynamics [Blashievska et.al, 2011].
The Hamiltonian of a one-dimensional simple harmonic oscillator with mass 𝑚 = 1
and frequency 𝜔 = 1 (for simplicity) is given by:

𝐻 =
𝑝2

2
+

𝑥2

2
,

where 𝑥(𝑡) is the coordinate, 𝑝(𝑡) is the momentum.
We apply the Poisson bracket representation to find the time evolution of the

physical quantities of 𝑥(𝑡), 𝑝(𝑡), 𝑥(𝑡)𝑝(𝑡), 𝑝2(𝑡).

Time Evolution of Position 𝑥(𝑡) and Momentum 𝑝(𝑡)

Using the Poisson bracket, the time evolution of a function 𝑥(𝑡) is given by:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝜕𝑥

𝜕𝑡
+ {𝑥,𝐻} =

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝐻

𝜕𝑝
− 𝜕𝑥

𝜕𝑝

𝜕𝐻

𝜕𝑥

= (1)(𝑝)− (0)(𝑥) = 𝑝.

Similarly, for 𝑝(𝑡):

𝑑𝑝

𝑑𝑡
= {𝑝,𝐻} = −𝑥.
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This results in the system of differential equations:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑝,

𝑑𝑝

𝑑𝑡
= −𝑥,

which has the well-known solutions:

𝑥(𝑡) = 𝐶1 cos 𝑡+ 𝐶2 sin 𝑡

and
𝑝(𝑡) = −𝐶1 sin 𝑡+ 𝐶2 cos 𝑡,

where 𝐶1 and 𝐶2 are constants determined by the initial conditions 𝑥(0) = 𝑥0 and
𝑝(0) = 𝑝0. These solutions describe harmonic oscillations with frequency 𝜔 = 1.

Time Evolution of 𝑥𝑝
Using the Poisson brackets, we get:

𝑑(𝑥𝑝)

𝑑𝑡
= {𝑥𝑝,𝐻}

Applying the product rule for the Poisson bracket:

{𝑥𝑝,𝐻} = 𝑥{𝑝,𝐻}+ 𝑝{𝑥,𝐻}.

= 𝑥(−𝑥) + 𝑝(𝑝) = 𝑝2 − 𝑥2.

Thus,

𝑑(𝑥𝑝)

𝑑𝑡
= 𝑝2 − 𝑥2.

Substituting 𝑥(𝑡) and 𝑝(𝑡), we get

𝑝2 − 𝑥2 = (𝐶2
2 − 𝐶2

1)(cos
2 𝑡− sin2 𝑡)− 4𝐶1𝐶2 cos 𝑡 sin 𝑡,

which can be rewritten as:

𝑝2 − 𝑥2 = (𝐶2
2 − 𝐶2

1) cos 2𝑡− 2𝐶1𝐶2 sin 2𝑡,

and
𝑥(𝑡)𝑝(𝑡) = 𝐶1𝐶2 cos 2𝑡+

1

2
(𝐶2

2 − 𝐶2
1) sin 2𝑡.
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Time Evolution of 𝑝2

𝑑𝑝2

𝑑𝑡
= {𝑝2, 𝐻} = 2𝑝{𝑝,𝐻} = 2𝑝(−𝑥) = −2𝑝𝑥.

Using the previously found expression for 𝑥(𝑡)𝑝(𝑡), integrating gives:

𝑝2(𝑡) = −𝐶1𝐶2 sin 2𝑡+
1

2
(𝐶2

2 − 𝐶2
1) cos 2𝑡+

1

2
(𝐶2

2 + 𝐶2
1).

Therefore, we find explicit solutions for the quantities: 𝑥(𝑡), 𝑝(𝑡), 𝑥(𝑡)𝑝(𝑡), 𝑝2(𝑡), where
the constants 𝐶1 and 𝐶2 are determined by the initial conditions 𝑥(0) = 𝑥0 and
𝑝(0) = 𝑝0.

These results confirm the periodic nature of the system and highlight the utility of
the Poisson bracket in analyzing Hamiltonian dynamics.

Conclusion
The Poisson bracket is an elegant and powerful tool to analyze the dynamics of

Hamiltonian systems, to establish equations for conserved quantities determined by
motion, and to identify the fundamental symmetries of physical systems. The Poisson
bracket provides information on the relationships between different physical quantities
and their evolution over time. Understanding its properties provides deep insight into
the structure of classical mechanics and serves as a bridge to quantum mechanics. From
an educational perspective, it plays a crucial role in teaching advanced mechanics and
mathematical physics and enhancing problem-solving skills. By mastering the Poisson
bracket approach, students develop the ability to: analyze systems using symmetry
principles, compute equations of motion in a systematic way and identify conserved
quantities efficiently.
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Анотацiя

Використання iнформацiйних систем є невiд’ємною частиною багатьох задач
прикладного характеру, що вимагає рiзностороннього пiдходу до їх проєктуван-
ня та впровадження. Особливо цiкавим аспектом в цьому планi є дослiдження
функцiональної стiйкостi розроблюваної iнформацiйної системи. Для чисельної
оцiнки функцiональної стiйкостi iнформацiйних систем було розроблено чимало
так званих показникiв функцiональної стiйкостi, одним iз найпростiших серед яких
без сумнiву є ймовiрнiсть зв’язностi. Однак, нинi розробленi методи обчислення
ймовiрностi зв’язностi передбачають їх обчислення лише в конкретнi моменти часу.
В данiй роботi робиться спроба розробити алгоритм представлення ймовiрностi
зв’язностi як функцiї вiд часу.

Ключовi слова: функцiональна стiйкiсть, iнформацiйнi системи, архiтектура,
показник, ймовiрнiсть, передача даних, динамiка.

Коли мова йде про проєктування багатомашинних систем, зараз досить важли-
во дослiджувати так їх функцiональну стiйкiсть [Барабаш, 2004] тобто здатнiсть
виконувати поставленi задачi на фонi деградацiї, можливих негативних впливiв
тощо. Для того, щоб дослiдити функцiональну стiйкiсть багатомашинної системи
було розроблено ряд методiв, якi дозвляють функцiональну стiйкiсть описати
чисельно. Цi методи, здебiльшого, вiдомi як показники функцiональної стiйкостi.
У випадку iнформацiйних систем часто головною поставленою задачею є передача
iнформацiї. В данiй ситуацiї логiчним є використання таких показникiв функцiо-
нальної стiйкостi як ймовiрнiсть зв’язностi 𝑅𝑖𝑗 [Барабаш, Мусiєнко, Макарчук, 2023].
тобто ймовiрнiсть передачi iнформацiї мiж наперед вибраними машинами 𝑣𝑖 та 𝑣𝑗.
Обчислення даної ймовiрностi базується на iдеї, що кожен елемент розглядуваної
iнформацiйної системи є справним з певною ймовiрнiстю. Однак, головною пробле-
мою є те, що навiть якщо ми цi ймовiрностi знаємо, то вiдомi методи обчислення
𝑅𝑖𝑗 [Барабаш, Макарчук, Саланда, 2024] дозволяють обчислити дану величину
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лише в окремi моменти часу. Тому логiчною є спроба попереднє представлення
ймовiрностi справностi елемента 𝑒𝑖 як функцiї часу.
Покладемо, що ймовiрнiсть справностi елемента 𝑒𝑖 в момент часу 𝑡 рiвна 𝑝𝑒𝑖(𝑡).
Для знаходження функцiї 𝑝𝑒𝑖(𝑡) розглянемо її як розв’язок задачi Кошi

𝑑𝑝𝑒𝑖
𝑑𝑡

= −𝐾𝑒𝑖𝑐𝑒𝑖(𝑡)𝑝𝑒𝑖, 𝑝𝑒𝑖(0) = 𝑝𝑒𝑖. (1)

де 𝐾𝑒𝑖 > 0 - це швидкiсть зношення елемента 𝑒𝑖, а 𝑐𝑒𝑖(𝑡) - це вплив на цей елемент
(завантаженiсть, зовнiшнi впливи тощо). Позначимо розв’язок задачi (1) як 𝑝𝑒𝑖(𝑡).
Таким чином ймовiрнiсть справностi кожного з елементiв 𝑒𝑖 в довiльний невiд’ємний
момент часу 𝑡 можна розглянути як функцiю

𝑝𝑒𝑖(𝑡) = min(1, 𝑝𝑒𝑖(𝑡)) = min(1, 𝑝𝑒𝑖𝑒
−𝐾𝑒𝑖

(
∫︀
𝑐𝑒𝑖𝑑𝑡(0)−

∫︀
𝑐𝑒𝑖𝑑𝑡)). (2)

Таким чином, якщо використовувати (2) як ймовiрнiсть справностi елемента 𝑒𝑖 при
обчисленнi ймовiрностi зв’язностi 𝑅𝑖𝑗, можна отримати представлення ймовiрностi
зв’язностi як функцiї часу. Таким чином на етапi проєктування iнформацiйної
системи можна намагатися прослiдкувати змiну її функцiональної стiйкостi в часi,
що може бути вкрай критичним фактором у випадках типу автономного режиму
роботи цiєї iнформацiйної системи.
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Анотацiя
Розглянута задача виливання рiдини iз ємностей деяких геометричних форм

шляхом виливу через край поворотом ємностi вiдносно фiксованих осей з постiй-
ною кутовою швидкiстю. Для цилiндричного ковша знайдено закон змiни розходу
рiдини в залежностi вiд кута нахилу при обертаннi вiдносно двох рiзних осей, вико-
нано порiвняльний аналiз i запропоновано, використовуючи одержанi результати,
корегувати дiї поворотних механiзмiв так, щоб процес виливу був рiвномiрним.

Ключовi слова: ємнiсть, розхiд рiдини, осi обертання, кут нахилу, рiвномiрний
витiк.

Вивчення процесу виливу рiдини iз ємностей рiзних геометричних форм при
певних способах повороту цих ємностей вiдносно закрiплених точок або деяких
осей має не тiльки теоретичний iнтерес, але й практичне застосування. А саме, при
промисловому виливi розплавленого металу, хiмiчних токсичних речовин, скрапле-
ного газу, кислот i т. п. iз великих ємностей певних геометричних форм в меншi
стандартнi форми шляхом виливання через край. В роботах [Bilyi, Bilyi, 2022],
[Bilyi, Bilyi, 2022], [Бiлий, Бiлий, 2023] та [Бiлий, Бiлий, 2023] авторiв розглянуто
процес розливу iз ємностей пiвсферичної, параболiчної, конiчної та цилiндри-
чної форм шляхом їх повороту iз постiйною кутовою швидкiстю 𝜔 вiдносно або
закрiпленої точки або вiдносно деяких фiксованих осей. Знаходимо важливу хара-
ктеристику процесу виливу 𝑃𝜑 – розхiд рiдини (об’єм витiкаючої рiдини за одиницю
часу) в залежностi вiд кута повороту 𝜑, порiвнюємо її динамiку для рiзних способiв
розливу i надаємо рекомендацiї для коригування роботи поворотних пристроїв,
щоб виливання було близьким до рiвномiрного.

В данiй роботi розглянемо випадок ємностi – прямий круговий цилiндр з
висотою 𝐻 та радiусом основи 𝑅 вщерть наповнений рiдиною та порiвняємо два
способи розливу.
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А. Обертання вiдбувається в фронтальнiй площинi вiдносно дiаме-
тра нижньої основи, перпендикулярного до фронтальної площини з
постiйною кутовою швидкiстю 𝜔. Тодi [Bilyi, Bilyi, 2022] розхiд рiди-
ни 𝑃𝜑, який дорiвнює добутку площi поверхнi витоку 𝑆𝜑, помноженiй
на вертикальну складову 𝑣верт. швидкостi рiдини в точцi витоку має
вигляд:

I випадок. Кут нахилу 0 ⩽ 𝜑 ⩽ 𝛾 = arctg
𝐻

2𝑅
, тодi 𝑆𝜑 =

𝜋𝑅2

cos𝜑
, 𝑣верт. = 𝑣 cos𝛼 =

𝜔
√
𝑅2 +𝐻2 cos𝛼, де 𝛼 – кут мiж прямою, що проходить через точку витоку i центр

нижньої основи та площиною поверхнi виливу. Ясно, що 𝛼 + 𝜑 = 𝛽 = arctg
𝐻

𝑅
,

тобто 𝛼 = 𝛽 − 𝜑. Тодi

𝑃𝜑 = 𝑆𝜑 · 𝑣верт. =
𝜋𝑅2

cos𝜑
𝜔
√︀
𝑅2 +𝐻2 · cos𝛼 = 𝐶

cos

(︂
arctg

𝐻

𝑅
− 𝜑

)︂
cos𝜑

,

де 𝐶 = 𝜋𝑅2𝜔
√
𝑅2 +𝐻2 – константа.

Дослiдження на екстремум показують, що 𝑃 ′
𝜑 = 𝑃𝜑

𝐻(1 + tg2 𝜑)

𝑅 +𝐻 tg 𝜑
> 0, тобто

𝑃𝜑 монотонно зростає на 0 ⩽ 𝜑 ⩽ 𝛾, тодi 𝑃𝑚𝑎𝑥 = 𝑃𝜑|𝜑=𝛾 = 𝜋𝑅𝜔

(︂
𝑅2 +

𝐻2

2

)︂
,

𝑃𝑚𝑖𝑛 = 𝑃𝜑|𝜑=0 = 𝜋𝑅2𝜔
√
𝑅2 +𝐻2 cos

(︂
arctg

𝐻

𝑅

)︂
.

II випадок. a) 𝛾 < 𝜑 ⩽ 𝛽 = arctg
𝐻

𝑅
, тодi

𝑃𝜑 = 𝑆𝜑 ·𝑣верт. =

𝜔
√
𝑅2 +𝐻2 cos

(︂
arctg

𝐻

𝑅
− 𝜑

)︂
cos𝜑

(︁
𝜋𝑅2 − 𝑥𝑀 · 𝑧𝑀 −𝑅2 arcsin

𝑧𝑀
𝑅

)︁
,

де 𝑥𝑀 = 𝑅−𝐻 ctg 𝜑 < 0, 𝑧𝑀 =
√︀

𝑅2 − 𝑥2𝑀 > 0.
б) 𝛽 < 𝜑 ⩽

𝜋

2
, тодi

𝑃𝜑 = 𝑆𝜑 · 𝑣верт. =

𝜔
√
𝑅2 +𝐻2 cos

(︂
𝜑− arctg

𝐻

𝑅

)︂
cos𝜑

(︁
𝑅2 arcsin

𝑧𝑀
𝑅

− 𝑥𝑀 · 𝑧𝑀
)︁
,

де 𝑥𝑀 = 𝑅−𝐻 ctg 𝜑 > 0, 𝑧𝑀 =
√︀
𝑅2 − 𝑥2𝑀 > 0.
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Всi отриманi значення 𝑃𝜑 добре “зшиваються” при 𝜑 = 𝛾 та 𝜑 = 𝛽 (промiжнi
важливi точки). Зауважимо, що при 𝜑 =

𝜋

2
(𝜑 → 𝜋

2
− 0)

𝑃 |
𝜑=

𝜋

2

= 𝐶 · lim
𝜑→𝜋

2

𝑅2 arcsin
𝑧𝑀
𝑅

− 𝑥𝑀 · 𝑧𝑀
cos𝜑

= 0.

Iз геометричних i фiзичних мiркувань зрозумiло, що у II випадку 𝑃𝜑 ↓ вiд 𝑃𝑚𝑎𝑥 =

𝑃𝜑|𝜑=𝛾 = 𝜋𝑅𝜔

(︂
𝑅2 +

𝐻2

2

)︂
до 𝑃𝑚𝑖𝑛 = 𝑃𝜑|𝜑=𝜋

2
= 0.

Б. Якщо ж обертання буде вiдносно дiаметра верхньої основи, то:

I випадок. 0 ⩽ 𝜑 ⩽ 𝛾 = arctg
𝐻

2𝑅
, тодi 𝑆𝜑 =

𝜋𝑅2

cos𝜑
, 𝑣верт. = 𝜔𝑅 cos𝜑, тому

𝑃𝜑 = 𝑆𝜑 · 𝑣верт. = 𝜋𝜔𝑅3 – постiйно.

II випадок. a) 𝛾 ⩽ 𝜑 ⩽ 𝛽 = arctg
𝐻

𝑅
, тодi

𝑃𝜑 = 𝑆𝜑 · 𝑣верт. = 𝜔𝑅
(︁
𝜋𝑅2 − 𝑥𝑀 · 𝑧𝑀 −𝑅2 arcsin

𝑧𝑀
𝑅

)︁
, 𝑥𝑀 < 0, 𝑧𝑀 > 0.

б) 𝛽 < 𝜑 ⩽
𝜋

2
, тодi

𝑃𝜑 = 𝑆𝜑 · 𝑣верт. = 𝜔𝑅
(︁
𝑅2 arcsin

𝑧𝑀
𝑅

− 𝑥𝑀 · 𝑧𝑀
)︁
, 𝑥𝑀 > 0, 𝑧𝑀 > 0.

де i в пунктi а), i в пунктi б)

𝑥𝑀 = 𝑅−𝐻 ctg 𝜑, 𝑧𝑀 =
√︁
𝑅2 − 𝑥2𝑀 .

Дослiдження на екстремум дає, (𝐶 > 0)

𝑃 ′
𝜑 = −𝐶𝑥′𝑀 · 𝑧 = −𝐶

1

sin2 𝜑

√︀
(2𝑅−𝐻 ctg 𝜑) ctg 𝜑 ⩽ 0.

1) ctg 𝜑 = 0, 𝜑 =
𝜋

2
∈
(︁
𝛽;

𝜋

2

]︁
.

2) ctg 𝜑 =
2𝑅

𝐻
, 𝜑 = arcctg

2𝑅

𝐻
= 𝛾 ∈ [𝛾; 𝛽].

Тобто 𝑃𝜑 ↓ для 𝜑 ∈
[︁
𝛾;

𝜋

2

]︁
i маємо такий результат:

𝑃𝑚𝑎𝑥 = 𝑃𝜑|𝜑∈[0;𝛾] = 𝜋𝑅3𝜔;𝑃𝑚𝑖𝑛 = 𝑃𝜑|𝜑=𝜋
2
= 0.

Використовуючи цi данi про динамiку розходу рiдини, можна в кожному
конкретному випадку так скорегувати роботу поворотних механiзмiв, що процес
виливання стане близьким до рiвномiрного, що є дуже важливим з точки зору
забезпечення технологiї розливу в стандартнi малi форми i сприяє зменшенню
непродуктивних витрат.
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Анотацiя

Одним iз найбiльш значимих наукових вiдкриттiв двадцятого столiття, є вiдкри-
ття детермiнованого хаосу в динамiчних системах. Суть цього вiдкриття полягає в
тому, що повнiстю визначена (детермiнована) динамiчна система, за вiдсутностi
будь-яких випадкових впливiв на неї, починає поводитися непередбачено (хаотично).
Вивчення детермiнованого хаосу у системах, таких як осцилятор Чуа, вiдкриває
можливостi для розвитку стратегiй управлiння та контролю над хаотичною динамi-
кою. Це може бути важливим в аспектах стабiлiзацiї та прогнозування динамiчних
систем.

Ключовi слова: детермiнований хаос; бiфуркацiя; осцилятор Чуа; атрактор;
точка рiвноваги.

Свiт, у якому ми живемо, формувався через хаос i iснує завдяки хаосу. На-
приклад, квантовi флуктуацiї у вакуумi, броунiвський рух частинок та концепцiя
ентропiї є лише деякими прикладами того, як хаос впливає на структуру нашого
свiту. Для того, щоб дослiджувати Всесвiт, розумiти його початки та моделювати
подальший характер розвитку, необхiдно вивчати хаос та його вплив на природнi
процеси та явища.

Вивчення детермiнованого хаосу має важливi науковi та практичнi застосування
в рiзних галузях науки та технiки, адже вiн є проявом складних та нелiнiйних
динамiчних систем. Вивчення хаосу допомагає розкрити та розумiти природу
несподiваних, складних та, здавалося б, нерегульованих явищ у рiзних галузях
науки, вiд фiзики до бiологiї.

Як генератор хаосу було розглянуто схему Чуа, що є найбiльш поширеним
предметом дослiдження за рахунок простої як математичної моделi, так i схемоте-
хнiчної реалiзацiї.
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Схема генератора Чуа складається iз чотирьох лiнiйних елементiв: котушка
iндуктивностi L1, два конденсатори C1 та C2 i резистор R, а також одного нелiнiй-
ного елемента Nr. Реалiзацiя нелiнiйного елемента може бути найрiзноманiтнiшою.
Найбiльш поширеними є нелiнiйнi елементи як на двох операцiйних пiдсилювачах
(ОП), так i на ОП в сукупностi з дiодами. Саме останнiй варiант було використано
в данiй роботi.

Рис. 1: Схема генератора Чуа

Створивши в програмному середовищi Mathlab програму, яка за допомогою
методу Рунге-Кута обчислює систему диференцiальних рiвнянь опису осцилятора
Чуа (1), ми дослiдили залежнiсть фазових портретiв вiд параметрiв альфа та бета,
де 𝛼 = 𝐶2

𝐶1
, а 𝛽 = 𝐶2

𝐿𝐺2 (𝐶1 =
1
9 · 10

−3 F, 𝐶2 = 10−3 F, 𝐿 = 10
7 H, 𝐺 = 0.7 · 10−3𝜔−1 –

опiр нелiнiйного елемента Nr)⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥̇ = 𝛼(𝑦 − 𝑥− 𝑔(𝑈𝐶1

))

𝑦̇ = 𝑥− 𝑦 + 𝑧

𝑧̇ = −𝛽𝑦

(1)

Тут 𝑔(𝑈𝐶1
) – кусково-лiнiйна функцiя, що описується рiвнянням (2) (𝐸 – точки,

що вiдповiдають зламам графiку кусоково-лiнiйної функцiї):

𝑔(𝑈𝐶1
) = 𝐺𝑏𝑈𝐶1

+
1

2
(𝐺𝑎 −𝐺𝑏)(|𝑈𝐶1

+ 𝐸| − |𝑈𝐶1
− 𝐸|) (2)

Отриманi фазовi портрети:

• Атрактор “4 перiоду” (𝛼 = 8.75, 𝛽 = 15)

Рис. 2: Атрактор 4 перiоду
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• Атрактор “Ресслера” (𝛼 = 15, 𝛽 = 31)

Рис. 3: Атрактор Ресслера

• Атрактор “Чуа” (iнша назва – атрактор типу “double scroll”) (𝛼 = 15, 𝛽 = 28)

Рис. 4: Атрактор Чуа

У роботi було дослiджено процес генерування хаотичних сигналiв схемою Чуа,
побудувано фазовi портрети схеми Чуа в залежностi вiд початкових параметрiв та
проаналiзовано умови генерацiї атракторiв рiзних видiв. У результатi дослiдженння
було встановлено, що iснують конкретнi математичнi моделi, якi описують динамiку
хаотичної системи та дозволяють визначити її стан у будь-який момент часу
спостереження. Також встановлено, що динамiчнi властивостi систем генерування
хаотичних сигналiв визначаються їх чутливiстю до початкових умов, що забезпечує
можливiсть змiни режимiв роботи однiєї i тiєї ж системи.
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Анотацiя

Перетворення Фур’є є ключовим математичним iнструментом у теорiї сигналiв,
що дозволяє аналiзувати сигнали в частотнiй областi. Розглянуто основнi аспекти
перетворення Фур’є, його означення та застосування в обробцi сигналiв.

Ключовi слова: перетворення Фур’є; теорiя сигналiв; обернене перетворення
Фур’є.

Теорiя сигналiв – це роздiл прикладної математики та iнженерiї, який вивчає
способи представлення, аналiзу та обробки сигналiв. Пiд сигналом ми розумiємо
будь-якi фiзичнi або абстрактнi величини, що змiнюються в часi або просторi
[Бiлинський, 2011]. Це можуть бути рiзнi типи сигналiв, такi як звук, електрома-
гнiтне випромiнювання, зображення, а також покази датчикiв.

Одним iз фундаментальних iнструментiв аналiзу сигналiв є швидке перетворе-
ння Фур’є (FFT – Fast Fourier Transform). Це алгоритм, який перетворює сигнал в
окремi спектральнi компоненти i тим самим надає iнформацiю про частоту сигналу.
Це дає змогу дослiджувати його частотний спектр i спрощує багато завдань у
цифровiй обробцi сигналiв, телекомунiкацiях, радiотехнiцi, медичнiй вiзуалiзацiї
та iнших сферах.

Перетворення Фур’є визначається як iнтеграл:

𝐹 (𝜔) =

∫︁ +∞

−∞
𝑓(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡.

Ця формула перетворює сигнал у часовiй областi 𝑓(𝑡) у аналог 𝐹 (𝜔) у частотнiй
областi, показуючи, скiльки кожної частоти присутнє у вихiдному сигналi.

Обернене перетворення Фур’є дозволяє вiдновити оригiнальний сигнал з його
спектра:

𝑓(𝑡) =
1

2𝜋

∫︁ +∞

−∞
𝐹 (𝜔)𝑒𝑖𝜔𝑡𝑑𝜔,
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де
𝐹 (𝜔) – спектр сигналу в частотнiй областi,
𝑓(𝑡) – сигнал у часовiй областi,
𝜔 = 2𝜋𝑓 – основна гармонiчна пульсацiя (частота),
𝑖 – уявна одиниця (𝑖2 = −1).
Перетворення Фур’є часто записують 𝑓(𝑡) ←→ 𝐹 (𝜔) або 𝐹 (𝑓(𝑡)) = 𝐹 (𝜔), де

𝐹 є оператором перетворення Фур’є [Heckbert, 1995].
Наведемо приклади застосувань перетворення Фур’є в теорiї сигналiв. Одна з

ключових переваг перетворення Фур’є це можливiсть розкласти сигнал на сину-
соїдальнi компоненти. Це особливо корисно пiд час аналiзу складних сигналiв у
системах зв’язку, де рiзнi частотнi компоненти несуть рiзну iнформацiю.

Пiд час обробки сигналiв фiльтрацiя є важливою для видалення небажаних
частот iз сигналiв. Перетворення Фур’є допомагає розробляти такi фiльтри, як
фiльтри низьких частот, високочастотнi та смуговi фiльтри.

Наприклад, пiд час обробки звуку перетворення Фур’є використовується для
видалення фонового шуму з мовних сигналiв, покращуючи чiткiсть голосу. Так
само в бiомедичнiй iнженерiї перетворення Фур’є допомагає вiдфiльтрувати шум iз
сигналiв електрокардiограми (ЕКГ) для точного аналiзу стану серця [Proakis, 1996].

Перетворення Фур’є є одним iз найпотужнiших iнструментiв в аналiзi сигналiв.
Воно дозволяє перейти вiд часової областi до частотної, що спрощує обробку,
аналiзувати фiльтр сигналiв у рiзних сферах науки i технiки. Сучаснi алгоритми,
такi як FFT, дозволяють забезпечити швидку обробку сигналiв у реальному часi,
що використовується в телекомунiкацiях, цифровiй обробцi звуку та зображень,
медичнiй дiагностицi та багатьох iнших технологiях.
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Анотацiя

У роботi розглядається методика реагування на несанкцiоноване втручання в
роботу автоматизованої системи керування об’єктом критичної iнфраструктури.
Запропонований пiдхiд до вироблення рекомендацiй щодо виявлення такого втру-
чання та забезпечення вiдновлення функцiонування системи в штатному режимi.

Ключовi слова: об’єкт критичної iнфраструктури; складна технiчна система;
еволюцiйна модель; векторний параметр.

Вiдповiдно до Закону України «Про критичну iнфраструктуру» [1] до об’єктiв
критичної iнфраструктури (ОКI), зокрема, вiднесенi складнi технiчнi системи
(СТС), задiянi у сферах транспорту, зв’язку, енергетики та в iнших сферах. Осо-
бливо небезпечними є деструктивнi iнформацiйнi впливи на ОКI. Серед усiх
можливих цiлей для комп’ютерних атак особливо вразливими є автоматизованi
системи керування виробничими й технологiчними процесами, що функцiонують
у складi ОКI. Несправнiсть ОКI може бути наслiдком деструктивного iнфор-
мацiйного впливу, старiння й зношування, реалiзацiї неоптимальних алгоритмiв
функцiонування тощо. Одна з найважливiших складових систем забезпечення
безпеки ОКI – це засоби монiторингу безпеки, завданням яких є оцiнювання стану
ОКI пiд час деструктивного iнформацiйного впливу, у тому числi на деякий насту-
пний перiод часу, достатнiй для нейтралiзацiї впливу й усунення його наслiдкiв.
Прикладом може служити формування автоматизованою системою керування
неоптимальних керувальних впливiв внаслiдок низької точностi вимiрювання па-
раметрiв функцiонування в разi позаштатної експлуатацiї. Пропонована робота
присвячена пiдвищенню безпеки СТС, що функцiонує пiд керуванням ОКI в умо-
вах деструктивного впливу з використанням комплексного пiдходу до синтезу
параметризованої (залежної вiд векторного дiйсного параметра) моделi об’єкта.
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До основних особливостей функцiонування ОКI в умовах деструктивного впли-
ву слiд вiднести:

1. Спотворення iнформацiї, необхiдної для прийняття управлiнських рiшень.

2. Зростання вiдповiдальностi за прийняття управлiнських рiшень.

3. Iстотне пiдвищення значення фактора часу.

4. Необхiднiсть оцiнки наслiдкiв ухвалених рiшень iз метою виключення розви-
тку позаштатної ситуацiї припускає оцiнку стану об’єкта не тiльки в пото-
чному часi, але i його прогнозування на деякий перiод.

Модель, використовувана для розв’язку задачi оцiнки стану ОКI в умовах
деструктивного впливу, повинна вiдповiдати таким основним вимогам:

1. Використання статистичної iнформацiї, попередньо створених баз даних,
ефективних обчислювальних алгоритмiв.

2. Можливiсть одержувати результат у масштабi часу, близькому до реального,
а також прийнятна точнiсть i вiрогiднiсть одержаного результату оцiнки
стану.

3. Можливiсть застосування моделi на однотипних ОКI для розв’язання як
прямої, так i оберненої задачi (оцiнювання стану в поточний момент часу та
оцiнювання часу повернення до режиму нормального функцiонування).

4. Можливостi поповнення використовуваних баз даних та розширення множи-
ни критерiїв для оцiнювання об’єктивностi вибору параметрiв моделi.

Синтез моделi змiни стану ОКI, що забезпечує керування СТС, i використання
результатiв моделювання для органiзацiї квазiоптимального керування системою
передбачає виконання таких операцiй [2]:

• оцiнку областi можливих значень параметрiв, з урахуванням зовнiшнього
деструктивного впливу, зовнiшнього середовища, початкових та граничних
умов дослiджуваних процесiв тощо;

• одержання параметризованих значень коефiцiєнтiв зносу й дифузiї еволю-
цiйних рiвнянь, що моделюють дослiджуваний процес змiни стану ОКI, уто-
чнення їх у мiру накопичення статистичної iнформацiї про дослiджуваний
процес для всiх;

• на базi змодельованих траєкторiй еволюцiї системи оцiнити час знаходження
ОКI в працездатному станi iз заданою ймовiрнiстю;
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• високу оперативнiсть функцiонування й одержання результату оцiнюван-
ня стану, а також вироблення керувальних впливiв в умовах позаштатної
ситуацiї, викликаної деструктивним впливом;

• формування квазiоптимального плану керування СТС на основi заданих
критерiїв.

У нормальних умовах експлуатацiї ОКI забезпечує реалiзацiю деякого набо-
ру корисних функцiй керування, який визначає якiсть i (економiчнi) показники
ефективностi функцiонування СТС за вiдсутностi деструктивного iнформацiйно-
го впливу. При цьому ОКI реалiзує деякий набiр функцiй безпеки, що вимагає
певного обсягу витрати його ресурсiв. Одним з показникiв якостi (ефективностi)
функцiонування ОКI можна вважати частку його ресурсу, використовуваного на
реалiзацiю корисних (основних) функцiй призначення. У нормальних умовах у
випадку ця умова забезпечується спiввiдношенням, яке реалiзується засобами, що
виконують мiнiмально необхiдний набiр функцiй безпеки, наприклад, захист вiд
несанкцiонованого доступу. В умовах наявностi несанкцiонованого доступу частка
ресурсу, що витрачається на усунення загроз, зростає аж до втрати економiчної
ефективностi функцiонування системи або зростання до неприйнятного рiвня
ризикiв вiд надзвичайних ситуацiй [3].

Оскiльки СТС мiстить iнформацiйний та керувальний контури, то можливим є
несанкцiонований вплив як на один з них, так i на обидва. При цьому бiльш iмовiр-
ним є втручання у систему на рiвнi вiдображення показникiв її функцiонування,
тобто у iнформацiйний контур. Завданням такого втручання має бути формування
хибної iнформацiї для автоматизованої системи управлiння, наслiдком чого може
бути як виникнення аварiйної ситуацiї (аж до руйнування ОКI) з негативним впли-
вом на навколишнє середовище, так i порушення функцiональних можливостей
системи, наприклад, встановлення несанкцiонованих зв’язкiв з певними об’єктами.
На практицi єдиним способом запобiгання для такої ситуацiї є дублювання джерел
та каналiв отримання iнформацiї про функцiонування системи, у тому числi вико-
ристання «ручного» методу збору iнформацiї замiсть використання дистанцiйних
технологiй та автоматизованих систем. У той же час, для кожного такого об’єкту
iснує комплекс обмежень - фiнансових, апаратурних, часових, кадрових - щодо
запровадження такого дублювання. За цих умов пропонується така процедура
побудови дублюючої схеми (процедури) отримання iнформацiї про стан ОКI, що
мiнiмiзує використання ресурсiв [4]:

• ранжування показникiв дiяльностi системи за рiвнем їх впливу на параметри
керування системою та показники її дiяльностi (економiчнi, екологiчнi та
iншi);

• вибiр показникiв функцiонування об’єкта, якi б, з одного боку, могли спосте-
рiгатись незалежним вiд основної(автоматизованої дистанцiйної) схеми та
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максимально економним з точки зору використовуваних ресурсiв способом,
а з iншого - були пов’язанi функцiональною або принаймнi статистичною
залежнiстю з максимальною кiлькiстю параметрiв, що контролюються через
вищезгаданi iнформацiйнi канали та покриття за допомогою сукупностi цих
показникiв максимально можливої частки параметрiв у вiдповiдностi до їх
ваги, визначеної вище;

• прийняття такого регламенту функцiонування системи: на основi побудо-
ваних коефiцiєнтiв динамiчної системи моделюються траєкторiї еволюцiї
видiлених таким чином показникiв, при цьому окремо видiляються випадки,
коли реальнi траєкторiї вiдрiзняються вiд змодельованих, на основi ансамблю
таких випадкiв створюється модель навчання, що дозволяє у майбутньому
вирiзняти такi ситуацiї, у яких проявляється вiдмiннiсть вiд прогнозова-
них траєкторiй з наступним переходом до резервних джерел отримання
iнформацiї щодо усiх параметрiв, присутнiх у регресiйному спiввiдношеннi.
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Анотацiя

У роботi запропоновано рiшення для моделювання цифрових даних звукових
сигналiв на основi фрактальних функцiй. Детально описано склад параметрiв
моделi, алгоритм їх визначення та розроблену систему, яка реалiзує цей алгоритм.
Проведено порiвняння ефективностi розробленого пiдходу з апроксимацiєю гар-
монiчними функцiями, а також з алгоритмами архiвацiї та компресiї цифрових
даних. Переваги розробленого алгоритму полягають у можливостi двостороннього
перетворення та збереження високої точностi вiдновлення даних..

Ключовi слова: фрактальнi функцiї, фрактальнi моделi, цифровi данi сигналiв,
оптимiзацiя параметрiв функцiй, апроксимацiя даних функцiї, компресiя цифрових
даних.

Сучаснi цифровi звуковi сигнали (ЦДЗС) займають значний обсяг пам’ятi,
особливо у форматi амплiтудно-часового представлення. Це створює потребу в
ефективних методах їх компресiї та моделювання. У роботi запропоновано вико-
ристання фрактальних функцiй для створення моделi, яка дозволяє компактно
зберiгати данi i забезпечує можливiсть їх точного вiдновлення.

Метою дослiдження є розробка алгоритму моделювання ЦДЗС на основi фра-
ктальних функцiй, а також створення програмного модуля для реалiзацiї цього
алгоритму..

Для спектрального аналiзу звукових сигналiв зазвичай використовуються
методи, заснованi на гармонiчних функцiях, такi як перетворення Фур’є, косинусне
та вейвлет-перетворення [1]. Проте цi методи мають обмежену точнiсть для опису
складних сигналiв. Використання фрактальних функцiй дозволяє моделювати
сигнали з урахуванням їх нелiнiйної природи [2, 3].
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Функцiя Вейєрштрасса-Мандельброта обрана як основа для моделювання зав-
дяки її властивостi самоподiбностi, що вiдповiдає природi звукових сигналiв.

𝑓(𝑥) =

𝐾max∑︁
𝑘=𝐾min

1

𝑎(2−𝑏)𝑘
[1− cos

(︀
𝑎𝑘𝑥

)︀
]. (1)

де f(x) – значення функцiї,
x – зовнiшнiй параметр,
k – параметр iтератора частот,
𝐾min– нижнiй порiг iтератора суми, 𝐾min∈ R,
𝐾max– верхнiй порiг iтератора суми, 𝐾max ∈ (𝐾min; +∞),
a – внутрiшнiй коефiцiєнт
b – внутрiшнiй коефiцiєнт.

Функцiя має властивiсть перiодичного повторення коливань, що дозволяє
ефективно моделювати складнi сигнали.

Для отримання коливань вiдносно абсциси використовується флуктуацiйний
профiль:

𝑔 (𝑥𝑖) = 𝑓 (𝑥𝑖)−
∑︀𝑗max

𝑗=𝑗min
𝑓 (𝑥𝑗)

𝑗max − 𝑗min
, (2)

де i – iндекс послiдовного елементу в масивi даних функцiї 𝑓(𝑥),
𝑥𝑖 – значення абциси в точцi i, 𝑥 ∈ 𝑁 ,
L – кiлькiсть послiдовних даних точок функцiї 𝑓(𝑥),
t – розмiр вибiрки для тренду профiлю, 𝑡 ∈ [2; 𝐿2 ],
𝑗min = max

(︀
0, 𝑖− 𝑡

2

)︀
,

𝑗max = min
(︀
𝐿, 𝑖+ 𝑡

2 + 1
)︀
,

𝑔 (𝑥𝑖) – значення функцiї профiлю для точки 𝑥𝑖.

На основi функцiї Вейєрштрасса-Мандельброта було згенеровано цифровi данi,
якi вiдповiдають властивостям звукових сигналiв (рис. 1). Розроблений алгоритм
передбачає визначення параметрiв фрактальної функцiї та розмiрнiсть областi
вибiрки для створення флуктуацiйного профiлю, як параметри моделi, якi визна-
чаються для представлення цифрових даних сигналу звуку [5] (рисунок 2). Для
визначення оптимальних параметрiв моделi використовується метод Хука-Дживса,
який забезпечує ефективний пошук параметрiв для фрактальної функцiї.
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Рисунок 1 – Приклад даних функцiї Вейєрштрасса-Мандельброта на основi
деяких параметрiв та отриманi значення флуктуацiйного профiлю.

Рисунок 2 - Порiвняння дiлянки ЦДЗС голосу iз даними апроксимуючої
фрактальної моделi

Алгоритм забезпечує гнучке обчислення параметрiв фрактальної моделi для
цифрових звукових даних. Його програмний модуль включає:

1. Завантаження файлу – копiювання цифрових даних, розподiл за каналами.

2. Перетворення – фiльтрацiя, групування, конвертацiя до необхiдної дискрети-
зацiї.

3. Визначення параметрiв – обчислення параметрiв моделi, збереження у бай-
товому та табличному виглядi.

Результати порiвняння розробленого пiдходу з класичними методами наведемо
в таблицi 1. Фрактальнi моделi мають перевагу над традицiйними методами
завдяки їх здатностi описувати складнi сигнали з меншим обсягом даних. Проте
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використання методу Хука-Дживса вимагає додаткових обчислювальних ресурсiв,
що може бути обмеженням для великих масивiв даних.

Табл. 1: Порiвняльна таблиця методiв моделювання ЦДЗС
Метод Переваги Недолiки
Ряди Фур’є Простота реалiзацiї Неефективний для не-

стацiонарних сигналiв
Вейвлет-
перетворення

Ефективний для неста-
цiонарних сигналiв

Складнiсть вибору
вейвлета

Фрактальне
моделювання

Висока точнiсть для
складних сигналiв

Обчислювальна скла-
днiсть

Запропонований алгоритм моделювання ЦДЗС на основi фрактальних функцiй
забезпечує високу точнiсть вiдновлення даних та ефективне стиснення. Розро-
блений програмний модуль може бути iнтегрований у системи обробки звукових
сигналiв для зменшення обсягу збереження даних.

Подальше покращення алгоритму можливо забезпечити за рахунок оптимiзацiї
обчислювальних ресурсiв для роботи з великими масивами даних, розширення
алгоритму для роботи з багатоканальними сигналами, використання iнших фра-
ктальних функцiй для моделювання.
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У данiй роботi задача про iснування нескiнченно малої (н.м.) деформацiї першого
порядку з заданою змiною тензора Рiччi у тривимiрному евклiдовому просторi
зводиться до пошуку розв’язкiв одного диференцiального рiвняння з частинними
похiдними другого порядку вiдносно двох невiдомих. При заздалегiдь заданiй однiй
з них отримане рiвняння в загальному виглядi буде неоднорiдним диференцiальним
рiвнянням другого порядку в частинних похiдних гiперболiчного типу. Для цього
рiвняння розглянута задача Кошi. Доведено, що будь-яка регулярна поверхня
ненульових гаусової та середньої кривин допускає н.м. деформацiї першого порядку
при певних граничних умовах. Тензорнi поля при цьому залежать вiд двох функцiй,
кожна однiєї змiнної та заздалегiдь заданої регулярної функцiї.

Ключовi слова: середня кривина; гаусова кривина; тензорнi поля; нескiнченно
мала деформацiя; тензор Рiччi.

Нехай у 𝐸3-просторi задана однозв’язна регулярна поверхня 𝑆 класу 𝐶3 з радiус-
вектором 𝑟 = 𝑟(𝑥1, 𝑥2) i гомеоморфна областi 𝐺 площини 𝑥1𝑂𝑥2.

Будемо розглядати загальну н.м. деформацiю першого порядку цiєї поверхнi з
вектором зсуву 𝑦(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐶2, частиннi похiднi якого мають вид [Podousova, 2020]:

𝑦𝑖 = 𝑐𝑖𝛼(𝑇
𝛼𝛽 + 𝜇𝑐𝛼𝛽)𝑟𝛽 + 𝑐𝑖𝛼𝑇

𝛼𝑛̄.

Тут 𝑐𝑖𝛼 - дискримiнантний тензор 𝑆 (𝑐11 = 𝑐22 = 0, 𝑐12 = −𝑐21 =
√
𝑔, 𝑔 = 𝑔11𝑔22 −

𝑔212, 𝑔𝛼𝛽 - метричний тензор 𝑆), 𝑐𝛼𝛽 = 𝑔𝛼𝑖𝑔𝛽𝑗𝑐𝑖𝑗, 𝑔
𝑖𝑗 - елементи матрицi, оберненої

до матрицi ‖𝑔𝛼𝛽‖, 𝑛̄ - одиничний вектор нормалi поверхнi 𝑆, 𝑟𝛽 =
𝜕𝑟

𝜕𝑥𝛽
, 𝑇 𝛼𝛽, 𝑇 𝛼 -

деякi тензорнi поля на поверхнi 𝑆. Iндекси всюди набувають значень 1, 2.
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Вiдомо [Podousova, 2020], що iснування загальної н. м. деформацiї першого
порядку поверхонь визначається розв’язком наступної системи рiвнянь:⎧⎨⎩

𝑇 𝛼𝑖
,𝛼 − 𝑏𝑖𝛼𝑇

𝛼 = 𝜇𝛼𝑐
𝑖𝛼,

𝑏𝛼𝛽𝑇
𝛼𝛽 = −𝑇 𝛼

,𝛼,
𝑐𝛼𝛽𝑇

𝛼𝛽 = 0,
(1)

де 𝑏𝑖𝛼 = 𝑔𝛽𝑖𝑏𝛽𝛼, 𝑏𝛼𝛽 - коефiцiєнти другої квадратичної форми поверхнi 𝑆, 𝜇(𝑥1, 𝑥2) -
деяка функцiя класу 𝐶2. Комою позначено коварiантне диференцiювання на базi
𝑔𝛼𝛽.

Основна система рiвнянь загальної н.м. деформацiї першого порядку поверхонь
(1) мiстить чотири рiвняння вiдносно семи невiдомих функцiй: 𝑇 𝛼𝛽, 𝑇 𝛼, 𝜇.

Припустимо, що при цiй деформацiї варiацiї тензора Рiччi мають вид:

𝛿𝑅𝑖𝑗 = −𝐹𝑖𝑗,

де 𝐹𝑖𝑗 - заздалегiдь заданi функцiї класу 𝐶3.
Вiдомо [Вашпанова, 2023], що для iснування н.м. деформацiї першого порядку

ненульової гаусової кривини iз заздалегiдь заданою змiною тензора Рiччi необхiдно
i достатньо щоб наступна система рiвнянь⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑇 𝛼𝑖
,𝛼 + 𝜇𝛼𝑐

𝛼𝑖 = 𝑏𝑖𝛼𝑇
𝛼,

𝑏𝛼𝛽𝑇
𝑎𝑏 = −𝑇 𝛼

,𝛼,
𝑐𝛽𝛼𝑇

𝛼𝛽 = 0,
(𝑐𝑗𝛼𝑔𝑖𝛽 + 𝑐𝑖𝛼𝑔𝑗𝛽)𝑇

𝛼𝛽 = 𝐵𝑖𝑗,

(2)

мала ненульовий розв’язок вiдносно симетричного тензора 𝑇 𝛼𝛽, компонентiв ве-
ктора та функцiї 𝜇(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐶2. Тут

𝐵𝑖𝑗 =
1

𝐾
𝐹𝑖𝑗 −

1

2𝐾
𝑔𝑖𝑗𝑔

𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽. (3)

Кожний розв’язок системи рiвнянь (2) визначає н.м. деформацiю поверхнi 𝑆
ненульової гаусової кривини з наперед заданими варiацiями тензора Рiччi, яку
можна iнтерпретувати як безмоментний напружений стан рiвноваги навантаженої
оболонки [Векуа, 1988].

Якщо вектор зсуву 𝑦 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, то поверхню 𝑆 називатимемо жорсткою по
вiдношенню до даної н. м. деформацiї.

Пошук розв’язкiв системи рiвнянь (2) зводиться до дослiдження та розв’язування
одного диференцiального рiвняння в частинних похiдних вiдносно функцiй 𝜇(𝑥1, 𝑥2)
та 𝜙(𝑥1, 𝑥2).

𝜇𝛼𝛽𝜌
𝛼𝛽 −

(︀
Γ𝑠
𝛼𝛽𝜌

𝛼𝛽 +𝐾𝑐𝑠𝛽(𝑑𝑘𝛽),𝑘
)︀
𝜇𝑠 = −𝐾𝐹 (𝜙)−𝐾(𝑇 𝛼𝑖

,𝛼𝑑
𝑖𝛽),𝛽. (4)
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Де Γ𝑘
𝑖𝑗 - символи Христофеля другого роду, 𝐹 (𝜙 = (𝑑𝛼𝛽𝜙𝛼),𝛽 + 2𝐻𝜙, 𝜙 = −

𝑇 𝛼
,𝛼

2𝐻
-

заздалегiдь задана функцiя, 𝑇 11, 𝑇 12, 𝑇 22 - вiдомi регулярнi функцiї.
Зокрема, рiвняння (4) вiдносно невiдомої функцiї 𝜙(𝑥1, 𝑥2), а 𝜇(𝑥1, 𝑥2) - зазда-

легiдь задана функцiя, вивчалось у роботi [Вашпанова, 2023].
Легко впевнитись в тому, що диференцiальне рiвняння (4) вiдносно функцiї

𝜇(𝑥1, 𝑥2) буде гiперболiчного типу.
Знайдено механiчний змiст функцiй 𝜇(𝑥1, 𝑥2) та 𝜙(𝑥1, 𝑥2).
Вiднесемо поверхню 𝑆 до лiнiй кривини, тодi рiвняння (4) вiдносно функцiї

𝜇(𝑥1, 𝑥2) набуде канонiчного вигляду:

𝜇12 + 𝑡𝜇1 + 𝑠𝜇2 = − 𝐾

2𝜌12
𝐹 (𝜙)− 𝐾

2𝜌12
(︀
𝑇 𝛼𝑖
,𝛼 𝑑

𝑖𝛽
)︀
,𝛽

(5)

де

𝑡 = −

(︂
Γ1
𝛼𝛽𝜌

𝛼𝛽 +𝐾
1
√
𝑔
(𝑑22),2

)︂
2𝜌12

; 𝑠 = −

(︂
Γ2
𝛼𝛽𝜌

𝛼𝛽 −𝐾
1
√
𝑔
(𝑑11),1

)︂
2𝜌12

.

Нехай на площинi 𝑥1𝑂𝑥2 задана дуга кривої, яка перетинається не бiльше нiж
в однiй точцi з прямими, паралельними осям координат i рiвняння якої може бути
записано у виглядi: 𝑥2 = 𝑔(𝑥1).

Задамо вздовж дуги кривої значення 𝜇 та
𝜕𝜇

𝜕𝑥2
:

𝜇| 𝑥2=𝑔(𝑥1)=𝜔0(𝑥1),
𝜕𝜇

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝑥2=𝑔(𝑥1)=𝜔0(𝑥1)

(6)

та розглянемо задачу Кошi: необхiдно знайти розв’язок рiвняння (5) в деякому
околi кривої, що задовольняє умови (6). Розв’язок цiєї задачi iснує i єдиний
[Кошляков, 1970]. Тодi має мiсце наступна

Теорема. Будь яка поверхня 𝑆 класу 𝐶5 ненульових гаусової та середньої кривин
при граничних умовах (6) допускає деформацiї з заданою змiною тензора Рiччi
в класi 𝐶2 - поверхонь, а тензорнi поля залежать вiд двох функцiй кожна вiд
однiєї змiнної та заздалегiдь заданої функцiї 𝜙(𝑥1, 𝑥2) класу 𝐶3.

У випадку однозв’язної поверхнi наша геометрична задача про вiдшукування
деформацiї з заданою змiною тензора Рiччi поверхнi, еквiвалентна механiчнiй
задачi про вiдшукування безмоментного напруженого стану рiвноваги оболонки
з серединною поверхнею за умови, що поверхневе навантаження цiєї оболонки
виражено через двi функцiй 𝜇(𝑥1, 𝑥2) та 𝜙(𝑥1, 𝑥2) у формi

𝑋 =
(︀
2𝜇𝛼𝑐

𝛼𝑖 − 𝜙𝛽𝑔
𝛽𝑖
)︀
𝑟𝑖 − 2𝐻𝜙𝑛.
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Анотацiя

Встановлено точнi за порядком оцiнки колмогоровських поперечникiв класiв 𝐵Ω
𝑝,𝜃

перiодичних функцiй багатьох змiнних типу Нiкольського–Бєсова у просторi 𝐵𝑞,1

для деяких спiввiдношень мiж параметрами 𝑝 i 𝑞. Норма у просторi 𝐵𝑞,1 є бiльш
сильною, нiж 𝐿𝑞-норма.

Ключовi слова: перiодичнi функцiї багатьох змiнних; класи типу Нiкольського–
Бєсова; колмогоровськi поперечники.

В доповiдi мова буде йти про колмогоровськi поперечники класiв 𝐵Ω
𝑝,𝜃 [1]

перiодичних функцiй багатьох змiнних у просторi 𝐵𝑞,1 [2]. Норма в цьому просторi
є бiльш сильною, нiж 𝐿𝑞-норма. Надалi Ω функцiя типу модуля неперервностi
порядку 𝑙, яка задовольняє умови Барi–Стєчкiна (𝑆𝛼) та (𝑆𝑙) [3], i для певної
функцiї Ω класи 𝐵Ω

𝑝,𝜃 збiгаються з вiдомими класами Нiкольського–Бєсова 𝐵𝑟
𝑝,𝜃 [4].

Означимо апроксимацiйну характеристику, яка нами дослiджується. Нехай 𝑊 –
центрально симетрична множина у просторi 𝑋 з нормою ‖ · ‖𝑋 . Величина

𝑑𝑚(𝑊,𝑋) = inf
𝐿𝑚

sup
𝑤∈𝑊

inf
𝑢∈𝐿𝑚

‖ 𝑤 − 𝑢 ‖𝑋 ,

де 𝐿𝑚 ⊂ 𝑋 – пiдпростiр розмiрностi 𝑚, називається колмогоровським поперечни-
ком множини 𝑊 у просторi 𝑋.

Сформулюємо одержанi нами твердження стосовно величин 𝑑𝑚(𝐵
Ω
𝑝,𝜃, 𝐵𝑞,1) для

деяких спiввiдношень мiж параметрами 𝑝 i 𝑞.
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Теорема 1. Нехай 𝑑 ⩾ 2, 1 < 𝑝 < ∞, 1 ⩽ 𝜃 ⩽ ∞, а Ω(𝑡) = 𝑤(
𝑑∏︀

𝑗=1

𝑡𝑗), де

𝑤(𝜏) задовольняє умову (𝑆𝛼) з деяким 𝛼 > 0 i умову (𝑆𝑙). Тодi для будь-якої
послiдовностi 𝑚 = (𝑚𝑛)

∞
𝑛=1 натуральних чисел такої, що 𝑚 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1, справедливе

спiввiдношення
𝑑𝑚(𝐵

Ω
𝑝,𝜃, 𝐵𝑝,1) ≍ 𝑤(2−𝑛)𝑛(𝑑−1)(1− 1

𝜃 ).

Теорема 2. Нехай 𝑑 ⩾ 2, 1 ⩽ 𝑞 < 𝑝 ⩽ ∞, 1 ⩽ 𝜃 ⩽ ∞, а Ω(𝑡) = 𝑤(
𝑑∏︀

𝑗=1

𝑡𝑗), де

𝑤(𝜏) задовольняє умову (𝑆𝛼) з деяким 𝛼 > 0 i умову (𝑆𝑙). Тодi для будь-якої
послiдовностi 𝑚 = (𝑚𝑛)

∞
𝑛=1 натуральних чисел такої, що 𝑚 ≍ 2𝑛𝑛𝑑−1, справедливе

спiввiдношення
𝑑𝑚(𝐵

Ω
𝑝,𝜃, 𝐵𝑞,1) ≍ 𝑤(2−𝑛)𝑛(𝑑−1)(1− 1

𝜃 ).

Прокоментуємо одержанi результати.

1. Спiвставивши результати теорем 1, 2 з вiдповiдними оцiнками величин
𝑑𝑚(𝐵

Ω
𝑝,𝜃, 𝐿𝑞) [1] виявляємо, що за винятком випадку 𝜃 = 1, оцiнки колмо-

горовських поперечникiв класiв 𝐵Ω
𝑝,𝜃 є рiзними за порядком у просторах

𝐵𝑞,1 i 𝐿𝑞.

2. В одновимiрному випадку порядки вiдповiдних величин встановлено в [5] i
при цьому їхнi порядки є однаковими у просторах 𝐵𝑞,1 i 𝐿𝑞.
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Найкращi наближення класiв типу
Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй
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Анотацiя
Одержано точнi за порядком оцiнки найкращих наближень класiв 𝐵Ω

𝑝,𝜃 типу
Нiкольського–Бєсова перiодичних функцiй багатьох змiнних у просторi 𝐵𝑞,1. Норма
у цьому просторi є бiльш сильною, нiж 𝐿𝑞-норма.

Ключовi слова: перiодичнi функцiї багатьох змiнних; класи типу Нiкольського–
Бєсова; найкраще наближення.

Дослiджуються найкращi наближення класiв 𝐵Ω
𝑝,𝜃 перiодичних функцiй багатьох

змiнних [1], де Ω(𝑡) = 𝑤(
∏︀𝑑

𝑗=1 𝑡𝑗), а 𝑤(𝜏) – задана функцiя (однiєї змiнної 𝜏)
типу модуля неперервностi порядку 𝑙, що задовольняє умови (𝑆𝛼) та (𝑆𝑙), якi
називаються умовами Барi–Стєчкiна [2]. При певному виборi функцiй Ω(𝑡) класи
𝐵Ω

𝑝,𝜃 є аналогами вiдомих класiв Нiкольського–Бєсова 𝐵𝑟
𝑝,𝜃 [3].

Наближення класiв 𝐵Ω
𝑝,𝜃 здiйснюємо за допомогою тригонометричних полiномiв

вигляду
𝑇 (𝑄𝑛) = {𝑡 : 𝑡(𝑥) =

∑︁
𝑘∈𝑄𝑛

𝑐𝑘𝑒
𝑖(𝑘,𝑥), 𝑐𝑘 ∈ C, 𝑥 ∈ R𝑑},

де 𝑄𝑛 – схiдчастий гiперболiчний хрест (див., наприклад, [1]).
Нехай 𝑋 – деякий нормований функцiональний простiр з нормою ‖ · ‖𝑋 . Для

функцiї 𝑓 ∈ 𝑋 позначимо через

𝐸𝑄𝑛
(𝑓)𝑋 = inf

𝑡∈𝑇 (𝑄𝑛)
‖𝑓 − 𝑡‖𝑋

величину найкращого наближення функцiї 𝑓 за допомогою полiномiв iз множини
𝑇 (𝑄𝑛). Вiдповiдно для деякого функцiонального класу 𝐹 ⊂ 𝑋 покладемо

𝐸𝑄𝑛
(𝐹 )𝑋 = sup

𝑓∈𝐹
𝐸𝑄𝑛

(𝑓)𝑋 .
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Отже, в якостi 𝐹 розглядаємо класи 𝐵Ω
𝑝,𝜃, а 𝑋 – простiр 𝐵𝑞,1, норма в якому є

бiльш сильною, нiж 𝐿𝑞-норма [4].
Одержано точнi за порядком оцiнки величин 𝐸𝑄𝑛

(𝐵Ω
𝑝,𝜃)𝐵𝑞,1

для певних спiввiд-
ношень мiж параметрами 𝑝 i 𝑞.

Наведемо одержанi результати у двох важливих випадках.

Теорема 1. Нехай 𝑑 ⩾ 2, 1 < 𝑝 < 𝑞 < ∞, 1 ⩽ 𝜃 ⩽ ∞, а
Ω(𝑡) = 𝑤(

∏︀𝑑
𝑗=1 𝑡𝑗), де 𝑤(𝜏) задовольняє умову (𝑆𝛼) iз деяким

𝛼 > 1
𝑝 −

1
𝑞 i умову (𝑆𝑙). Тодi справедлива оцiнка

𝐸𝑄𝑛
(𝐵Ω

𝑝,𝜃)𝐵𝑞,1
≍ 𝑤(2−𝑛)2𝑛(

1
𝑝−

1
𝑞 )𝑛(𝑑−1)(1− 1

𝜃 ). (1)

Теорема 2. Нехай 𝑑 ⩾ 2, 1 ⩽ 𝑞 < 𝑝 ⩽ ∞, 1 ⩽ 𝜃 ⩽ ∞, а
Ω(𝑡) = 𝑤(

∏︀𝑑
𝑗=1 𝑡𝑗), де 𝑤(𝜏) задовольняє умову (𝑆𝛼) iз деяким

𝛼 > 0 i умову (𝑆𝑙). Тодi виконується спiввiдношення

𝐸𝑄𝑛
(𝐵Ω

𝑝,𝜃)𝐵𝑞,1
≍ 𝑤(2−𝑛)𝑛(𝑑−1)(1− 1

𝜃 ). (2)

Зробимо два зауваження до наведених результатiв.
Зауваження 1. Порiвнявши (1) i (2) iз вiдповiдними оцiнками величин
𝐸𝑄𝑛

(𝐵Ω
𝑝,𝜃)𝑞 [1], виявляємо, що, крiм випадку 𝜃 = 1, порядковi оцiнки найкращих

наближень класiв 𝐵Ω
𝑝,𝜃 у просторах 𝐵𝑞,1 i 𝐿𝑞 є рiзними.

Зауваження 2. В одновимiрному випадку 𝑑 = 1 порядки вiдповiдних величин
встановлено у роботi [5]. Важливо зазначити, що при цьому порядки найкращих
наближень класiв 𝐵Ω

𝑝,𝜃 є однаковими у просторах 𝐵𝑞,1 i 𝐿𝑞.
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Анотацiя

У доповiдi розглядається неперервний у часi множинний квазiчирпований си-
гнал, що спостерiгається на фонi адитивного сильно або слабко залежного випад-
кового шуму. Для оцiнювання невiдомих параметрiв цього сигналу запропоновано
метод оцiнки найменших квадратiв (ОНК). У доповiдi розглянуто асимптоти-
чнi властивостi ОНК дослiджуваного сигналу та отримано теореми про сильну
консистентнiсть та асимптотичну нормальнiсть ОНК невiдомих параметрiв квазi-
чирпованого сигналу.

Ключовi слова: квазiчирпований сигнал; оцiнка найменших квадратiв; силь-
но/слабко залежний стацiонарний гауссiвський процес; сильна консистентнiсть;
асимптотична нормальнiсть.

Моделi класичних синусоїдних сигналiв, що спостерiгаються на фонi шумiв
рiзного походження, широко використовуються в обробцi мовних текстiв, у меди-
цинi, зокрема, кардiографiї, сейсмологiї, астрономiї, теорiї передавання сигналiв
та iнших галузях. Синусоїдний сигнал можна записати у виглядi

𝑋(𝑡) =
𝑁∑︁
𝑗=1

(︀
𝐴0
𝑗 cos(𝜑

0
𝑗𝑡) +𝐵0

𝑗 sin(𝜑
0
𝑗𝑡)
)︀
+ 𝜀(𝑡), 𝑁 ⩾ 1, (1)

де 𝑡 ∈ [0,+∞] (або 𝑡 ∈ N якщо розглядаються моделi з дискретним часом), 𝐴0
𝑗 , 𝐵0

𝑗

є амплiтудами, 𝜑0𝑗 є частотами гармонiчних коливань, 𝜀 – випадковий шум, що
маскує сигнал.

Ще однiєю важливою тригонометричною моделлю в теорiї обробки сигна-
лiв є модель синусоїдного сигналу iз лiнiйною частотною модуляцiєю. В ан-
гломовнiй лiтературi модель такого сигналу називають chirp signal model (див.
[Kundu, Nandi, 2021]). В україномовнiй лiтературi можна зустрiти вiдповiдний тер-
мiн «чирпований сигнал». Сигнали такого типу застосовуються у радарнiй технiцi
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у якостi зондуючих iмпульсiв. Чирпований сигнал можна записати у наступному
виглядi:

𝑋(𝑡) =
𝑁 ′∑︁
𝑗=1

(︀
𝐶0
𝑗 cos(𝜑

0
𝑗𝑡+ 𝜓0

𝑗 𝑡
2) +𝐷0

𝑗 sin(𝜑
0
𝑗𝑡+ 𝜓0

𝑗 𝑡
2)
)︀
+ 𝜀(𝑡), 𝑁 ′ ⩾ 1. (2)

У порiвняннi з моделлю (1), тут присутнi додатковi параметри 𝜓0
𝑗 , якi в англо-

мовнiй лiтературi називаються chirp rates. Цi параметри контролюють швидкiсть
зростання початкових частот коливань 𝜑0𝑗 .

Важливою модифiкацiєю моделей (1) та (2) є модель вигляду

𝑋(𝑡) =
𝑁∑︁
𝑗=1

(︀
𝐴0
𝑗 cos(𝜑

0
𝑗𝑡) +𝐵0

𝑗 sin(𝜑
0
𝑗𝑡)
)︀
+

𝑁 ′∑︁
𝑘=1

(︀
𝐶0
𝑘 cos(𝜓

0
𝑘𝑡

2) +𝐷0
𝑘 sin(𝜓

0
𝑘𝑡

2)
)︀
+ 𝜀(𝑡),

(3)
що є сумою синусоїдного сигналу (1) та чирпованого сигналу (2) з початковими
частотами 𝜑0𝑗 = 0. У формулi (3) 𝐴0

𝑗 , 𝐵0
𝑗 , 𝐶0

𝑘 , 𝐷
0
𝑘 – амплiтуди, 𝜑0𝑗 – частоти, 𝜓0

𝑘 –
chirp rates, якi ми будемо називати темпами частот.

Модель (3) розглядається у роботi [Grover, Kundu, Mitra, 2021]. Автори на-
зивають дану модель chirp-like signal model. Ми будемо називати такий сигнал
квазiчирпованим. Такий вибiр моделi автори вказаної роботи зробили завдяки
наступним обставинам. По-перше, стверджується, що модель (3) демонструє той са-
мий фiзичний ефект, що i модель (2). Таким чином, ця модель може бути так само
добре застосована у прикладних статистичних задачах, як i модель (2). По-друге,
модель (3) можна також розглядати як узагальнення моделi (1), якщо покласти
𝐶0
𝑘 = 𝐷0

𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 𝑁 ′.
У нашiй доповiдi ми розглядаємо модель квазiчирпованого сигналу з неперерв-

ним часом для випадку 𝑁 = 𝑁 ′ та отримуємо властивостi консистентностi та
асимптотичної нормальностi ОНК параметрiв цього сигналу.

Отже, нехай спостерiгається випадковий процес

𝑋(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝜃0) + 𝜀(𝑡), 𝑡 ∈ R+,

де

𝑔(𝑡, 𝜃0) =
𝑁∑︁
𝑗=1

(︀
𝐴0
𝑗 cos(𝜑

0
𝑗𝑡) +𝐵0

𝑗 sin(𝜑
0
𝑗𝑡) + 𝐶0

𝑗 cos(𝜓
0
𝑗 𝑡

2) +𝐷0
𝑗 sin(𝜓

0
𝑗 𝑡

2)
)︀
,

𝜃0 =
(︀
𝐴0

1, 𝐵
0
1 , 𝜑

0
1, 𝐶

0
1 , 𝐷

0
1, 𝜓

0
1, ..., 𝐴

0
𝑁 , 𝐵

0
𝑁 , 𝜑

0
𝑁 , 𝐶

0
𝑁 , 𝐷

0
𝑁 , 𝜓

0
𝑁

)︀*
,(︀

𝐴0
𝑗

)︀2
+
(︀
𝐵0
𝑗

)︀2
> 0,

(︀
𝐶0
𝑗

)︀2
+
(︀
𝐷0
𝑗

)︀2
> 0, 𝑗 = 1, 𝑁 ; 𝜀 = {𝜀(𝑡), 𝑡 ∈ R} – випадковий

шум, що задовольняє наступним вимогам.
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A1. 𝜀 – вибiрково неперервний стацiонарний гауссiвський випадковий процес
з нульовим середнiм та коварiацiйною функцiєю 𝐵(𝑡) = 𝐸𝜀(𝑡)𝜀(0), 𝑡 ∈ R, що
задовольняє одну з умов:

(i) 𝐵(𝑡) = 𝐿(|𝑡|)|𝑡|−𝛼, 𝛼 ∈ (0, 1), де 𝐿 – неспадна повiльно змiнна на нескiнчен-
ностi функцiя;

(ii) 𝐵(·) ∈ 𝐿1(R).

A2.

(i) Процес 𝜀, що задовольняє умову A1(i), має спектральну щiльнiсть 𝑓(𝜆) =̃︀𝐿 (1/|𝜆|) |𝜆|𝛼−1, 𝜆 ∈ R, де ̃︀𝐿 – повiльно змiнна на нескiнченностi функцiя, а
також 𝑓 має четвертий спектральний момент.

(ii) Спектральна щiльнiсть процесу 𝜀, що задовольняє умову A1(ii), має четвер-
тий спектральний момент.

Припустимо також, що iстиннi значення амплiтуд 𝐴0
𝑗 , 𝐵

0
𝑗 , 𝐶

0
𝑗 , 𝐷

0
𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁 ,

є рiзними числами, а iстиннi значення кутових частот 𝜑0𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁 , та темпу
частот 𝜓0

𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁 , є рiзними додатними числами. Для деяких фiксованих чисел
0 ⩽ 𝜑 < 𝜑 < +∞, 0 ⩽ 𝜓 < 𝜓 < +∞ розглянемо множини

Ψ(𝜓, 𝜓) =
{︀
𝜓 = (𝜓1, ..., 𝜓𝑁) ∈ R𝑁 : 𝜓 < 𝜓1 < ... < 𝜓𝑁 < 𝜓

}︀
,

Φ(𝜑, 𝜑) =
{︀
𝜑 = (𝜑1, ..., 𝜑𝑁) ∈ R𝑁 : 𝜑 < 𝜑1 < ... < 𝜑𝑁 < 𝜑

}︀
,

такi, що 𝜑0 = (𝜑1, ..., 𝜑𝑁) ∈ Φ(𝜑, 𝜑), 𝜓0 = (𝜓1, ..., 𝜓𝑁) ∈ Ψ(𝜓, 𝜓).
Розглянемо монотонно неспаднi сiм’ї вiдкритих множин Φ𝑇 ⊂ Φ

(︀
𝜑, 𝜑

)︀
, Ψ𝑇 ⊂

Ψ
(︀
𝜓, 𝜓

)︀
, 𝑇 > 𝑇0 > 0, що мiстять вектори 𝜑0,𝜓0, такi, що

(︃ ⋃︀
𝑇>𝑇0

Φ𝑇

)︃𝑐

= Φ𝑐
(︀
𝜑, 𝜑

)︀
,(︃ ⋃︀

𝑇>𝑇0

Ψ𝑇

)︃𝑐

= Ψ𝑐
(︀
𝜓, 𝜓

)︀
, i виконується наступна вимога розрiзнення параметрiв.

B. (i) lim
𝑇→∞

inf
1⩽𝑗⩽𝑁−1
𝜑∈Φ𝑐

𝑇

𝑇 (𝜑𝑗+1 − 𝜑𝑗) = +∞, lim
𝑇→∞

inf
𝜑∈Φ𝑐

𝑇

𝑇𝜑1 = +∞;

(ii) lim
𝑇→∞

inf
1⩽𝑗⩽𝑁−1
𝜓∈Ψ𝑐

𝑇

𝑇 2 (𝜓𝑗+1 − 𝜓𝑗) = +∞, lim
𝑇→∞

inf
𝜓∈Ψ𝑐

𝑇

𝑇 2𝜓1 = +∞.

Означення. Будь-який випадковий вектор

𝜃𝑇 = (𝐴1𝑇 , 𝐵1𝑇 , 𝜑1𝑇 , 𝐶1𝑇 , 𝐷1𝑇 , 𝜓1𝑇 , ..., 𝐴𝑁𝑇 , 𝐵𝑁𝑇 , 𝜑𝑁𝑇 , 𝐶𝑁𝑇 , 𝐷𝑁𝑇 , 𝜓𝑁𝑇 )
*
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що мiнiмiзує значення функцiоналу 𝑄𝑇 (𝜃) =
∫︀ 𝑇
0 [𝑋(𝑡)− 𝑔(𝑡, 𝜃)]2 𝑑𝑡 на параметри-

чнiй множинi Θ𝑐
𝑇 ⊂ R6𝑁 , де амплiтуди 𝐴𝑗, 𝐵𝑗, 𝑗 = 1, 𝑁 , приймають будь-якi значе-

ння, а параметри 𝜑𝑗, 𝜓𝑗, 𝑗 = 1, 𝑁 приймають значення у множинi Φ𝑐
𝑇 × Ψ𝑐

𝑇 , 𝑇 >
𝑇0 > 0, називається ОНК параметра 𝜃0.

Сформулюємо теорему про консистентнiсть ОНК параметрiв квазiчирпованого
сигналу. Доведення цiєї теореми можна знайти у роздiлi 2 роботи
[Ivanov, Hladun, 2025].

Теорема 1. Нехай виконуються умови A1 та B. Тодi ОНК 𝜃𝑇 є сильно кон-
систентною оцiнкою параметра 𝜃0 у тому сенсi, що 𝐴𝑗𝑇 → 𝐴0

𝑗 , 𝐵𝑗𝑇 → 𝐵0
𝑗 ,

𝑇
(︀
𝜑𝑗𝑇 − 𝜑0𝑗

)︀
→ 0, 𝐶𝑗𝑇 → 𝐶0

𝑗 , 𝐷𝑗𝑇 → 𝐷0
𝑗 , 𝑇 2

(︀
𝜓𝑗𝑇 − 𝜓0

𝑗

)︀
→ 0 м.н., при 𝑇 →

∞, 𝑗 = 1, 𝑁 .

Далi, використовуючи теорему 1, отримуємо теорему про асимптотичну нор-
мальнiсть ОНК 𝜃𝑇 . Доведення цiєї теореми наведено у роздiлi 3 роботи
[Ivanov, Hladun, 2025].

Теорема 2. Нехай виконано умови A1, A2 та B. Тодi нормована ОНК(︁
𝑇 1/2

(︀
𝐴1𝑇 − 𝐴0

1

)︀
, 𝑇 1/2

(︀
𝐵1𝑇 −𝐵0

1

)︀
, 𝑇 3/2

(︀
𝜑1𝑇 − 𝜑01

)︀
, 𝑇
(︀
𝐶1𝑇 − 𝐶0

1

)︀
, 𝑇
(︀
𝐷1𝑇 −𝐷0

1

)︀
,

𝑇 3
(︀
𝜓1𝑇 − 𝜓0

1

)︀
,...,𝑇 1/2

(︀
𝐴𝑁𝑇 − 𝐴0

𝑁

)︀
, 𝑇 1/2

(︀
𝐵𝑁𝑇 −𝐵0

𝑁

)︀
, 𝑇 3/2

(︀
𝜑𝑁𝑇 − 𝜑0𝑁

)︀
,

𝑇
(︀
𝐶𝑁𝑇 − 𝐶0

𝑁

)︀
, 𝑇
(︀
𝐷𝑁𝑇 −𝐷0

𝑁

)︀
, 𝑇 3

(︀
𝜓𝑁𝑇 − 𝜓0

𝑁

)︀)︁*
є асимптотично нормальною

𝑁(0,Σ) при 𝑇 → ∞, де Σ є матрицею порядку 6𝑁 , що задана формулами (106)-
(109) у роботi [Ivanov, Hladun, 2025].

Зазначимо, що коварiацiйна матриця Σ є виродженою, i 𝑟𝑎𝑛𝑘(Σ) = 5𝑁 .
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Реалiзацiя сценарiю узагальненої
перемiжностi у динамiчнiй системi
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Анотацiя

Встановлено здiйснення нового сценарiю узагальненої перемiжностi типу “хаос–
хаос” в iдеальнiй детермiнованiй динамiчнiй системi Ресслера.

Ключовi слова: хаотичний атрактор; iдеальна динамiчна система; узагальнена
перемiжнiсть.

В теорiї динамiчних систем широко вiдомi три “класичних” сценарiї пере-
ходу до детермiнованого хаосу. Це сценарiї Фейгенбаума, Помо–Манневiлля та
Афраймовича–Неймарка [Skiadas, 2016]. Цi сценарiї реалiзуються при переходах
до хаосу у переважнiй бiльшостi дослiджуваних динамiчних систем. Останнi-
ми роками були описанi новi сценарiї переходiв “хаос–хаос” [Shvets, Sirenko, 2012]
[Shvets, 2021]. Пiд такими переходами розумiються переходи вiд хаотичного атра-
ктора одного типу до хаотичного атрактора iншого типу. Одним з таких нових
сценарiїв є так звана узагальнена перемiжнiсть. При здiйсненнi сценарiю перемi-
жностi за Помо–Манневiллем, за одну жорстку бiфуркацiю, вiдбувається перехiд
вiд граничного циклу до хаотичного атрактора. Причому такий перехiд включає
двi фази: ламiнарну та турбулентну. При здiйсненнi сценарiю узагальненої перемi-
жностi вiдбувається перехiд вiд хаотичного атрактора одного типу до хаотичного
атрактора iншого типу. Або навiть переходи вiд хаотичного атрактора до гiперхао-
тичного атрактора. Але замiсть ламiнарної фази виникає значно бiльш складна
груболамiнарна фаза [Shvets, 2021].

Зауважимо, що сценарiй узагальненої перемiжностi був вперше описаний при
дослiдженнi неiдеальних, за Зоммерфельдом-Кононенком, динамiчних систем
[Kononenko, 1969], [Krasnopolskaya, Shvets, 1991]. У роботi [Horchakov, Shvets, 2024]
була встановлена реалiзацiя такого сценарiю узагальненої перемiжностi i для iде-
альної динамiчної системи Лоренца.
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Метою данної роботи є встановлення реалiзацiї нового сценарiю узагальненої пе-
ремiжностi для iдеальної динамiчної системи Ресслера. Отже, розглянемо систему
Ресслера. Ця система має широке застосування у сучаснiй нелiнiйнiй динамiцi.

𝑥̇1 = −𝑥2 − 𝑥3,

𝑥̇2 = 𝑥1 + 𝑒𝑥2,

𝑥̇3 = 𝑓 + 𝑥3(𝑥1 −𝑚),

Тут 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 – фазовi змiннi, а 𝑒, 𝑓,𝑚 – параметри системи.
За допомогою ряду чисельно-аналiтичних методiв, зокрема алгоритму Бе-

неттiна та iн., методу Ено, методу Рунге–Кутти були побудованi та дослiдженi
основнi динамiчнi характеристики атракторiв системи Ресслера. На пiдставi ана-
лiзу спектрiв ляпуновських характеристичних показникiв, фазопараметричних
характеристик, фазових портретiв, перерiзiв Пуанкаре та розподiлiв природних
iнварiантних мiр були виявленi переходи “хаос–хаос” у просторi параметрiв системи
Ресслера за сценарiєм узагальненої перемiжностi. Пiдтверджена ознака можли-
востi реалiзацiї такого сценарiю, ранiше описана для системи Лоренца у роботi
[Horchakov, Shvets, 2024].

Перелiк посилань
C.H. Skiadas (2016). Handbook of Applications of Chaos Theory. Chapman and
Hall/CRC, 952 p.

A.Yu. Shvets, V.O Sirenko (2012). Peculiarities of Transition to Chaos in Nonideal
Hydrodynamics Systems Chaotic Modeling and Simulation (CMSIM) Journal, № 2.
pp. 185–192.

A.Yu. Shvets (2021). Overview of Scenarios of Transition to Chaos in Nonideal
Dynamic Systems. Springer Proceedings in Complexity. Springer, Cham., pp. 853-864,

V.O. Kononenko (1969). Vibrating system with a limited power-supply. Iliffe, London,
236 p.

T.S. Krasnopolskaya A.Yu. Shvets, (1991). Chaos in dynamics of machines with a
limited power-supply , 8-th World Congr. on the Theory of Machines and Mechanisms.
Eds. M. Okrolnick, L. Pust. Prague: Czechoslovak Acad. Sci. , Vol. 1 pp. 181–184

O.O. Horchakov, A.Yu. Shvets (2024). Generalized Scenarios of Transition to Chaos
in Ideal Dynamic Systems System research and information technologies, vol. 3,
pp. 64–75.

X Міжнародна науково-практична конференція «Математика в сучасному технічному університеті» - 62 -



Класифiкацiя навчальної поведiнки
майбутнiх iнженерiв при вивченнi
дисциплiн математичного циклу

I. М. Гураль1, Л. Р. Смоловик1

1Iвано-Франкiвський нацiональний технiчний унiверситет нафти i
газу

liliana.smolovyk@nung.edu.ua

Анотацiя

За допомогою кластерного аналiзу визначено пiдгрупи студентiв з рiзними мо-
делями мотивацiї та навчальної поведiнки при вивченнi дисциплiн математичного
циклу. За пiдсумками кластерного аналiзу отримано чотири значущо рiзнi профiлi
студентiв щодо мотивацiйних переконань, самоефективностi, стратегiй саморегу-
ляцiї, академiчних досягнень та проблем при вивченнi математичних дисциплiн.
Запропоновано метод класифiкацiї студентiв в одержанi групи.

Ключовi слова: кластерний аналiз; дискримiнантний аналiз; математика;
мотивацiя, навчальна поведiнка; профiлювання студентiв.

Процес навчання в вищому навчальному закладi в зв’язку з реалiзацiєю нових
освiтнiх програм i посиленню ролi та постiйної оптимiзацiї самостiйної роботи сту-
дентiв визначається iндивiдуальними особливостями суб’єктної позицiї студентiв у
навчаннi та професiйному розвитку. Тому важливою задачею є визначення груп
студентiв зi схожим рiвнем сформованостi навчальної дiяльностi. Таке профiлю-
вання здобувачiв освiти дозволяє викладачам краще розумiти саморегульоване
навчання студентiв для застосовування ефективних стратегiй викладання. На-
приклад, кластеризацiя профiлiв студентiв може використовуватися при розробцi
адаптивних навчальних iнструментiв (Mojarad, Essa & Baker, 2018), для визначення
уподобань в стилi навчання (Pasinaa et al., 2019).

Проведено кластерний аналiз майбутнiх iнженерiв щодо мотивацiйних пере-
конань та навчальної дiяльностi при вивченнi дисциплiн математичного циклу.
Аналiз базувався на зборi даних (анкет) виявлених власних переконань студентiв.
В анкетах пропонувалось оцiнити мотивацiйнi переконання та навчальну дiяль-
нiсть за п’ятибальною шкалою вiд 1 – повнiстю не згоден до 5 – повнiстю згоден.
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Класифiкацiя (подiл) студентiв на групи виконана за допомогою кластерного ана-
лiзу. Застосована деревовидна кластеризацiя за методом Варда (Ward’s method),
використовуючи евклiдову вiдстань (див., наприклад, Murtagh, Legendre, 2014).
Всi розрахунки виконанi з використанням програмного середовища статистичних
розрахункiв R (R Core Team, 2024) та середовища розробки RStudio.

За пiдсумками кластерного аналiзу отримано чотири значущо рiзнi профiлi сту-
дентiв щодо мотивацiйних переконань, самоефективностi, стратегiй саморегуляцiї,
академiчних досягнень та проблем при вивченнi математичних дисциплiн. Студен-
ти з 1-го кластеру зацiкавленi у вивченнi математики: вони вважають її корисною
для майбутнiх освiтнiх та кар’єрних прагнень, в них достатньо високий рiвень
знань з математики i вони впевненi в здатностi оволодiти знаннями та навичками
з математичних дисциплiн в унiверситетi. При цьому в них найнижча тривожнiсть
пiд час контрольних заходiв з математичних дисциплiн i для них математичнi
дисциплiни нескладнi. Студентами другого кластеру математичнi дисциплiни спри-
ймаються як нецiкавi, складнi. Вони до деякої мiри розумiють корисну цiннiсть
цих дисциплiн i прикладають якiсь зусилля до навчання, найбiльше хвилюються
пiд час контрольних заходiв. Але рiвень знань, як i самоефективнiсть у цих сту-
дентiв невисокi. Студенти з третього кластеру прикладають найбiльше зусиль
для вивчення дисциплiн математичного циклу, вони самоефективнi i досягають
хорошого рiвня знань. Вони вважають математику скорiше цiкавою i корисною для
майбутнiх освiтнiх та кар’єрних прагнень, хоча для них математичнi дисциплiни
достатньо складнi для опанування. Вони хвилюються пiд час контрольних заходiв.
Студенти з четвертого кластеру прикладають найменше зусиль для вивчення ма-
тематичних дисциплiн, якi вважають нецiкавими i некорисними. В них найнижчий
рiвень знань i самоефективнiсть. Вони не переживають на контрольних заходах
i не вважають математику складною. Однозначно студенти з цього кластеру не
зацiкавленi у навчаннi.

Пiсля вивчення особливостей груп, другим кроком стала побудова правила
класифiкацiї. Для класифiкацiї нового об’єкта (студента) у побудованi та вивченi
кластери використовувався лiнiйний дискримiнантний аналiз. Використовуючи
координати в просторi дискримiнантних функцiй центрiв кластерiв та середнiх
значень характеристик, можна визначити до якого кластера слiд вiднести дослi-
джуваний об’єкт.

Розумiння типологiї студентiв може дати орiєнтири для вибудовування програм
консультування та пiдтримки студентiв, а також для планування навчального
процесу та вдосконалення змiсту i методiв технiчної освiти.
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Анотацiя
У роботi представлено результати застосування фрактального аналiзу для до-

слiдження довгострокових тенденцiй на українському фондовому ринку. Проведено
емпiричне дослiдження часових рядiв iндексу UX та акцiй провiдних емiтентiв за
перiод 2009–2024 рр. iз застосуванням R/S-аналiзу та показника Херста. Виявле-
но статистично значущi закономiрностi у формуваннi довгострокових трендiв та
пiдтверджено гiпотезу щодо фрактальної природи ринкових процесiв.

Кореляцiйний аналiз пiдтвердив, що показник Херста є незалежним аналiтичним
iндикатором. Кореляцiя мiж цiнами активiв та iсторичною волатильнiстю вияви-
лася вдвiчi вищою у порiвняннi з традицiйними коефiцiєнтами. Отже, показник
Херста не є просто похiдною вiд iнших показникiв, таких як цiна чи волатиль-
нiсть, а виступає окремим iнструментом для аналiзу довгострокових ринкових
трендiв. Застосування показника Херста доцiльно для довгострокових iнвесторiв.
На короткострокових перiодах цей показник втрачає свою прогностичну силу через
високу мiнливiсть даних та екстремальнi коливання, якi часто не мають реального
зв’язку з фундаментальними економiчними факторами. Таким чином, застосу-
вання фрактального аналiзу доцiльне переважно для аналiзу тривалих часових
iнтервалiв.

Ключовi слова: показник Херста; фондовий ринок; фрактальний аналiз; iнди-
катор; довгострокове прогнозування.

Фондовий ринок є важливим об’єктом дослiдження для економiстiв, iнвесторiв
та аналiтикiв, оскiльки вiн вiдображає динамiку економiчних процесiв i ринкових
настроїв. Складнiсть ринкових механiзмiв та їхня залежнiсть вiд численних фа-
кторiв ускладнюють створення унiверсальних математичних моделей для точного
прогнозування.

У дослiдженнi представлено комплексний аналiз застосування фрактальної
методологiї для оцiнки динамiки українського фондового ринку. Емпiрично дослi-
джено часовi ряди iндексу UX та акцiй провiдних емiтентiв за перiод 2009–2024 рр.
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iз застосуванням R/S-аналiзу та показника Херста. Виявлено статистично значущi
закономiрностi у формуваннi довгострокових трендiв та пiдтверджено гiпотезу
щодо фрактальної природи ринкових процесiв, що узгоджується з дослiдженнями
Мандельброта [2].

Дослiдження ґрунтується на гiпотезi фрактального ринку (FMH), що розширює
класичну теорiю ефективного ринку [1] через врахування нелiнiйної природи фi-
нансових процесiв. Методологiчним пiдґрунтям слугує R/S-аналiз [3], розроблений
Херстом та удосконалений Мандельбротом [4].

Формалiзацiя R/S-аналiзу базується на рiвняннi:

log(𝑅/𝑆)𝑛 = log(𝑐) +𝐻 × log(𝑛) (1)

де 𝐻 – показник Херста, 𝑛 – часове вiкно спостереження, 𝑅/𝑆 – нормований
розмах варiацiї, 𝑐 – константа масштабування.

Доцiльно аналiзувати показник Херста в динамiцi, порiвнюючи його з триваю-
чим в цей час трендом українському фондовому ринку в задежностi вiд часу та
цiни в вказаний момент часу в перiод з 2009 до 2024 роки.

Проведений аналiз показав, що показник Херста за весь дослiджуваний перiод
для всiх iнструментiв знаходиться в дiапазонi вiд 0,6 до 0,82, що свiдчить про
персистентнiсть українського фондового ринку та перевагу трендових рухiв.

Табл. 1: Параметри фрактальностi дослiджуваних iнструментiв

Фiнансовий iнструмент Показник Херста (Н) Стандартне вiдхилення
Iндекс UX 0,7471 0,0324
CEEN 0,7721 0,0418
BAVL 0,8264 0,0287
DOEN 0,8115 0,0356
KVBZ 0,7883 0,0392
MHP 0,5996 0,0445

Одним iз ключових результатiв проведеного аналiзу є виявлення позитивної
тенденцiї зростання акцiй компанiї “MHP”. В кiнцi 2013 та 2016 рокiв коефiцiєнт
Херста точно спрогнозував початок та закiнчення спадаючого тренду акцiї. В 2023
роцi експонента на повiльному падiннi досягла значення в 0,39, але зi зростанням
цiни в 2024 роцi теж виросла – значення 0,7 свiдчить про ймовiрне продовження
зростання акцiй MHP, отже, вони привабливi для iнвестування.

Пiсля тривалого перiоду зниження, починаючи з 2011 року, цi акцiї демонстру-
ють ознаки стабiльного вiдновлення. Це створює сприятливi умови для довгостро-
кових iнвестицiй. Водночас акцiї Райффайзен Банку показали унiкальне значення
Показник Херста — 1,07 у 2009 роцi, що є рiдкiсним явищем на фiнансових ринках
i свiдчить про значну структурну стiйкiсть цих активiв у той перiод.
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Доцiльно аналiзувати показник Херста в динамiцi, порiвнюючи його з триваю-
чим в цей час трендом на українському фондовому ринку, а значення показника
Херста в задежностi вiд часу та цiни в перiод з 2009 до 2024 роки.

Проведене дослiдження українського фондового ринку виявило, що значення
показника Херста для рiзних фiнансових iнструментiв коливається в дiапазонi вiд
0,6 до 0,82. Такi значення є переконливим свiдченням наявностi стiйких трендових
рухiв на ринку, що пiдтверджує гiпотезу про фрактальну природу ринкових проце-
сiв. У ходi дослiдження було встановлено високу ефективнiсть показника Херста
для довгострокового аналiзу та прогнозування, проте його застосування для коро-
ткострокових перiодiв виявилося обмеженим через значну волатильнiсть даних та
наявнiсть екстремальних коливань, що не завжди корелюють з фундаментальними
економiчними факторами.

Аналiз окремих iнструментiв показав цiкавi результати. Зокрема, акцiї компанiї
“MHP” продемонстрували позитивну динамiку пiсля тривалого перiоду спаду,
що створило сприятливе середовище для довгострокових iнвестицiй. Особливо
примiтним виявилося унiкальне значення показника Херста для акцiй Райффайзен
Банку, яке досягло 1,07 у 2009 роцi, що свiдчить про виняткову структурну стiйкiсть
цього активу в зазначений перiод.

Методологiя дослiдження виявила певнi обмеження. Фрактальний аналiз пока-
зав нижчу ефективнiсть при короткострокових прогнозах через високу ринкову
волатильнiсть. Крiм того, для досягнення точнiших результатiв необхiдно врахо-
вувати специфiку ринку та часовi iнтервали дослiдження.

Перспективи подальших дослiджень охоплюють кiлька напрямкiв. По-перше,
це розробка комбiнованих моделей, що поєднують фрактальний аналiз з iнши-
ми методами, такими як машинне навчання та економетричнi моделi. По-друге,
планується розширення дослiджень на iншi сегменти фiнансового ринку України,
включаючи ринок облiгацiй та валютний ринок, а також застосування методологiї
до мiжнародних ринкiв для порiвняльного аналiзу.
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Складнi процеси вiдновлення:
асимптотична поведiнка i застосування у
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Анотацiя

Аналiз асимптотики складних процесiв вiдновлення 𝐷(𝑡) є дiєвим iнструментом
дослiдження їх можливих застосувань у фiнансах i страхуваннi та у рiзноманiтних
технiчних дисциплiнах. З цiєю метою наводимо цiлий ряд граничних теорем для
𝐷(𝑡), зокрема твердження типу «сильного принципу iнварiантностi», що дають
достатнi умови апроксимацiї процесiв 𝐷(𝑡) за допомогою вiнеровського процесу чи
стiйкого процесу i слугують пiдгрунтям для подальшого дослiдження швидкостi
зростання складних процесiв вiдновлення 𝐷(𝑡) i флуктуацiї їх приростiв.

Ключовi слова: складний процес вiдновлення; складний процес Пуассона; про-
цеси ризику; граничнi теореми; сильний принцип iнварiантностi; закон повторного
логарифму.

Процеси вiдновлення𝑁(𝑡) i складнi процеси вiдновлення – це випадковi процеси,
що тiсно пов’язанi з класичною схемою сум незалежних випадкових величин.
Нехай {𝑧𝑖, 𝑖 ⩾ 1} – невiд’ємнi незалежнi однаково розподiленi випадковi величини
(н.о.р.в.в.), 𝑍(𝑥) =

∑︀[𝑥]
𝑖=1 𝑧𝑖, 𝑥 > 0, 𝑍(0) = 0. Процес вiдновлення (рахуючий

процес) визначається як

𝑁(𝑡) = inf{𝑥 ⩾ 0 : 𝑍(𝑥) > 𝑡}.

Нехай {𝑋𝑖, 𝑖 ⩾ 1} iнша послiдовнiсть н.о.р.в.в. незалежнх вiд {𝑧𝑖, 𝑖 ⩾ 1},
𝑆(𝑡) =

∑︀[𝑡]
𝑖=1𝑋𝑖, 𝑡 > 0, 𝑆(0) = 0.
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Означення 1. Складний процес вiдновлення визначається спiввiдношенням

𝐷(𝑡) = 𝑆(𝑁(𝑡)) =

𝑁(𝑡)∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖. (1)

Складнi процеси вiдновлення в теорiї масового обслуговування, в теорiї черг та
в теорiї надiйностi часто iнтерпретують, як загальний час очiкування обслуговува-
ння на iнтервалi часу [0, 𝑡], час безвiдмовної роботи системи i т.п.; у фiнансовiй
математицi – як загальну змiну ринкової вартостi до моменту часу 𝑡; в актуарнiй
(страховiй) математицi – як загальну суму звернень до страхової компанiї на
вiдшкодування збиткiв на iнтервалi часу [0, 𝑡]. Наприклад, в класичнiй динамi-
чнiй моделi ризику Крамера – Лундберга процес ризику 𝑈(𝑇 ), що описує
змiни резервного капiталу страховика для певного портфелю страхових договорiв,
визначається як

𝑈(𝑡) = 𝑢+ 𝑐𝑡−𝐷(𝑡) = 𝑢+ 𝑐𝑡−
𝑁(𝑡)∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖, (2)

де розмiри виплат {𝑋𝑖, 𝑖 ⩾ 1} – н.о.р.в.в. з функцiєю розподiлу (ф.р.) 𝐹 (𝑥) та скiн-
ченним математичним сподiванням 𝑚 = 𝐸𝑋1, {𝑧𝑖, 𝑖 ⩾ 1} – моменти надходження
вимог на виплати, 𝑢 – початковий капiтал, 𝑐 – швiдкiсть (iнтенсивнiсть) надхо-
дження страхових внескiв, 𝑁(𝑡) – процес надходження вимог – процес Пуассона,
промiжки часу мiж надходженнями вимог мають експоненцiйний розподiл. Отже,
тут 𝐷(𝑡) – складний процес Пуассона . У бiльш загальнiй ситуацiї (модель
Спарре – Андерсена) 𝑁(𝑡) – процес вiдновлення. Подальше узагальнення моделi
колективного ризику приводить до розгляду процесiв ризику зi стохастичними
премiями :

𝑈 *(𝑡) = 𝑢+Π(𝑡)−𝐷(𝑡) = 𝑢+

𝑁1(𝑡)∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖 −
𝑁(𝑡)∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖, (3)

де 𝑁(𝑡) i 𝑁1(𝑡) – незалежнi процеси вiдновлення, 𝑁(𝑡) моделює кiлькiсть позовiв,
𝑁1(𝑡) моделює кiлькiсть страхових полiсiв, придбаних на iнтервалi часу [0, 𝑡],
{𝑋𝑖, 𝑖 ⩾ 1} – розмiри позовiв, {𝑦𝑖, 𝑖 ⩾ 1} – вартостi страхових полiсiв.

Страховика часто цiкавить знаходження такого показника як ймовiрнiсть
банкрутства 𝜓(𝑈) = 𝑃 (𝑈(𝑡) < 0 для деякого 𝑡 > 0), що впливає на визначення
обсягу резерву та вартостi страхових полiсiв. Оскiльки знайти точнi формули для
𝜓(𝑈) вдається лише в окремих випадках, потужним iнструментом дослiдження
процесу ризику i процесу сумарних виплат 𝐷(𝑡) є граничнi теореми, що дозволяють
дослiдити асимптотичну поведiнку 𝑈 *(𝑡), 𝑈(𝑡), 𝐷(𝑡) i вiдповiдно оцiнити 𝜓(𝑈) в
залежностi вiд вимог, що накладаються на випадковi величини (в.в.) {𝑋𝑖, 𝑖 ⩾ 1},
{𝑦𝑖, 𝑖 ⩾ 1} та процеси вiдновлення 𝑁(𝑡) i 𝑁1(𝑡).

Далi наведемо ряд граничних теорем, в яких сформульованi достатнi умови, що
допускають майже напевне апроксимацiю 𝐷(𝑡) i 𝑈(𝑡) за допоиогою вiнеровського
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або стiйкого процесу, де похибка апроксимацiї є невипадковою функцiєю. Клас
подiбних тверджень об’єднують спiльною назвою сильний принцип iнварiантностi.

Теорема 1. Нехай для складного процесу вiдновлення 𝐷(𝑡) виконуються умови:
(i) 𝐸|𝑋1|𝑝1 < ∞, 𝐸|𝑧1|𝑝2 < ∞, 𝐸𝑧1 = 1/𝜆 > 0, 𝑝 = min{𝑝1, 𝑝2} > 2, 𝐸𝑋1 = 𝑚,

𝑉 𝑎𝑟𝑋1 = 𝜎2, 𝑉 𝑎𝑟𝑧1 = 𝜏 2; позначимо 𝜈2 = 𝜆𝜎2 + 𝜆3𝑚2𝜏 2, тодi {𝑋𝑖} та 𝑁(𝑡)
можна побудувати на одному ймовiрнiсному просторi разом з вiнерiвським
процесом 𝑊 (𝑡) так, щоб

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

|𝑆(𝑁(𝑡))− 𝜆𝑚𝑡− 𝜈𝑊 (𝑡)| = 𝑜(𝑇 1/𝑝); (4)

(ii) якщо 𝑝 = 2, тодi права частна (4) дорiвнює 𝑜(𝑇 ln ln𝑇 )1/2;
(iii) якщо 𝐸 exp(𝑢𝑋1) < ∞, 𝐸 exp(𝑢𝑧1) < ∞ для всiх 𝑢 ∈ (0, 𝑢𝑜), то права

частина – це 𝑂(ln𝑇 ).

Далi припустимо, що {𝑋𝑖} належать областi нормального притягання 𝛼-стiйкого
закону з параметрами 1 < 𝛼 < 2, |𝛽| ⩽ 1, тодi апроксимуючий процес для
𝐷(𝑡) – це стiйкий процес 𝑌𝛼(𝑡) (умова 𝛼 > 1 забезпечує iснування скiнченного
мат.сподiвання), i будемо використовувати наступне:

Умова (C): iснують 𝑎1 > 0, 𝑎2 > 0 i 𝑙 > 𝛼 такi, що для |𝑢| < 𝑎1

|𝑓(𝑢)− 𝑔𝛼,𝛽(𝑢)| < 𝑎2|𝑢|𝑙,

де 𝑔𝛼,𝛽(𝑢) – характеристична функцiя (х.ф.) стiйкого закону з параметрами 𝛼, 𝛽,
𝑓(𝑢) – х.ф. в.в. (𝑋1 − 𝐸𝑋1), коли 1 < 𝛼 < 2, i х.ф. в.в. 𝑋1, коли 0 < 𝛼 ⩽ 1.

Теорема 2. Якщо {𝑋𝑖} задовольнє умовi (C) з 1 < 𝛼 < 2, |𝛽| ⩽ 1, 𝐸𝑧21 <∞. Тодi
{𝑋𝑖}, {𝑧𝑖}, 𝑁(𝑡) можна визначити разом з 𝛼-стiйким процесом 𝑌𝛼(𝑡) = 𝑌𝛼,𝛽(𝑡),
𝑡 ⩾ 0 так, щоб⃒⃒

𝑆(𝑁(𝑡))−𝑚𝜆𝑡− 𝑌𝛼,𝛽(𝜆𝑡)
⃒⃒
= 𝑜(𝑡1/𝛼−𝜚1), 𝜚1 ∈ (0, 𝜌0), (5)

для деякого 𝜚0 = 𝜚0(𝛼, 𝑙) > 0.

Наслiдок 1. Твердження теорем 1, 2 виконуються, коли 𝑁(𝑡) – однорiдний
процес Пуассона з iнтенсивнiстю 𝜆 > 0.

Теорема 3. Нехай {𝑋𝑖} задовольняє умовi (C) з 1 < 𝛼1 < 2, а {𝑧𝑖} задовольняє
(C) з 1 < 𝛼2 < 2, 𝛼1 < 𝛼2, тодi

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

⃒⃒
𝐷(𝑡)−𝑚𝜆𝑡− 𝑌𝛼1,𝛽1

(𝜆𝑡)
⃒⃒
= 𝑜(𝑇 1/𝛼1−𝜚2) a.s. (6)

для деякого 𝜚2 = 𝜚2(𝛼1, 𝑙) > 0.
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Наведенi твердження (4) – (6) типу сильного принципу iнварiантностi з пiд-
ходящою похибкою апроксимацiї дозволяють легко переносити вiдомi результати
стосовно асимптотики вiнерiвського або 𝛼-стiйкого процесу на асимптотичну по-
ведiнку складних процесiв вiдновлення, зокрема на складнi процеси Пуассона.
Наприклад, поєднуючи твердження теореми 1 i закон повторного логарифму
для вiнерiвського процесу, отримаємо аналог закону повторного логарифму для
складних процесiв вiдновлення:

Теорема 4. Якщо {𝑋𝑖} i {𝑧𝑖} незалежнi послiдовностi н.о.р.в.в. з 𝐸𝑋1 = 𝑚 <∞,
0 < 𝐸𝑧1 = 1/𝜆 <∞, 𝜎2 = 𝑉 𝑎𝑟𝑋1 <∞, 𝜏 2 = 𝑉 𝑎𝑟𝑧1 <∞, то м.н.

lim sup
𝑡→∞

|𝐷(𝑡)−𝑚𝜆𝑡|√
2𝑡 ln ln 𝑡

= 𝜈, 𝜈2 = 𝜆𝜎2 + 𝜆3𝑚2𝜏 2. (7)

Коли ж доданки належать областi притягання стiйкого закону 𝐺𝛼,𝛽, тодi маємо:

Теорема 5. Нехай {𝑋𝑖, 𝑖 ⩾ 1} задовольняє (C) з 1 < 𝛼 < 2 та 𝛽 = −1, а
𝐸𝑧21 <∞. Тодi м.н.

lim sup
𝑡→∞

𝐷(𝑡)−𝑚𝜆𝑡

𝑡1/𝛼(𝐵−1 ln ln 𝑡)1/𝜃
= 𝜆1/𝛼, (8)

𝐵 = 𝐵(𝛼) = (𝛼− 1)𝛼−𝜃| cos(𝜋𝛼/2)|1/(𝛼−1), 𝜃 = 𝛼/(𝛼− 1). (9)

Бiльш детально ця проблематика розглянута в роботах [Zinchenko, 2007],
[Zinchenko, 2010], [Zinchenko, 2015].

Теореми 4 – 5 (формули (7) – (9)) дають змогу дослiдити питання, стосовно
швидкостi зростання процесiв ризику i їх приростiв, як в класичних моделях
Крамера–Лундберга i Спарре–Андерсена, так i для бiльш складних моделей iз
стохастичними премiями (3). Нижче наведено один з таких результатiв, бiльше
можна знайти в [Zinchenko, 2014], [Zinchenko, 2018], [Zinchenko, 2019].

Теорема 6. Якщо в моделi (3) премiї/вартостi страхових полiсiв {𝑧𝑖}, вимо-
ги/збитки {𝑋𝑖}, промiжки мiж надходженням вимог {𝑧𝑖} та надходженням
премiй {𝑍*

𝑖 } мають скiнченнi дисперсiї, 𝐸𝑋1 = 𝑚, 𝐸𝑧1 = 1/𝜆, 𝐸𝑍*
1 = 1/𝜆*,

𝐸𝑌1 = 𝜇, 𝑉 𝑎𝑟(𝑋1) = 𝜎2𝑥, 𝑉 𝑎𝑟(𝑌1) = 𝜎2𝑦, 𝑉 𝑎𝑟(𝑧1) = 𝜏 2, 𝑉 𝑎𝑟(𝑍*
1) = 𝜏 21 , тодi м.н.

lim sup
𝑡→∞

|𝑄(𝑡)− (𝜆*𝜇− 𝜆𝑚)𝑡√
2𝑡 ln ln 𝑡

= 𝜎*,

де (𝜎*)2 = 𝜈21 + 𝜈22 , 𝜈21 = 𝜆𝜎2𝑦 + (𝜆*)3𝜇2𝜏 21 , 𝜈22 = 𝜆*𝜎2𝑥 + 𝜆3𝑚2𝜏 2.
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Оптимiзацiйнi моделi банкiвської
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Анотацiя

У доповiдi наведено основнi етапи створення математичних моделей для вирiше-
ння проблем оптимiзацiї рiзних аспектiв банкiвської дiяльностi. Наведено приклад
динамiчної оптимiзацiйної моделi банкiвської дiяльностi.

Ключовi слова: цiльовий параметр, керованi змiннi, некерованi детермiно-
ванi, стохастичнi та невизначенi змiннi.

Математичнi методи дають широкi можливостi для створення рiзноманiтних
оптимiзацiйних моделей в областi фiнансової, iнвестицiйної, зокрема банкiвської
дiяльностi. Цi моделi можуть бути загальними, якi враховують дiяльнiсть банку у
цiлому, або частковими, що дослiджують окремi аспекти банкiвської дiяльностi.
Наприклад, моделi формування оптимального портфеля активiв, моделi управлiн-
ня iнвестицiйним портфелем, модель визначення оптимальної величини власного
капiталу, модель управлiння активами та пасивами банку з метою зниження ризику
лiквiдностi банку та iншi.

Розглянемо основнi етапи такого моделювання [Волошин, Мащенко, 2006]:
1. Формулювання проблеми, яку необхiдно вирiшити.
2. Визначення цiльових показникiв (критерiїв ефективностi), оптимальне зна-

чення яких призведе до вирiшення поставленої проблеми.
3. Встановлення множини змiнних та параметрiв, що впливають на обранi

показники.
4. Розподiл змiнних на групи за такими критерiями: керованi, на якi може

впливати керiвництво банку, та некерованi – зовнiшнi щодо фiнансової устано-
ви; детермiнованi або стохастичнi; за ступенем впливу на цiльовий показник, за
можливiстю прогнозування їхнiх значень тощо.

5. Формалiзацiя оптимiзацiйної задачi, яка полягає у визначеннi функцiо-
нальних залежностей мiж цiльовими показниками та змiнними i параметрами,
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залежностями мiж рiзними групами змiнних, встановленнi множини допустимих
значень кожної змiнної.

6. Розв’язання поставленої задачi вiдповiдними математичними методами, з
використанням певного програмного забезпечення, отримання результатiв у виглядi
числових значень змiнних i цiльового показника.

7. Аналiз отриманих результатiв, оцiнка адекватностi моделi. Коригування
моделi за необхiдностi.

8. Формулювання висновкiв та рекомендацiй керiвництву банку щодо їх дiй
для досягнення поставленої мети.

Загальний вид оптимiзацiйної моделi банку може бути, наприклад, таким:
необхiдно досягти оптимального значення одного показника при прийнятних рiв-
нях iнших. Проблема полягає у тому, що залежнiсть мiж показниками призво-
дить до того, що покращення одного з них погiршує iншi. Цей зв’язок iснує мiж
основними цiльовими показниками iнвестицiйно-банкiвської дiяльностi: прибу-
тковiстю, ризиком та лiквiднiстю. Вхiднi змiннi моделi подiляють на керованi
𝑥⃗ = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), що залежать вiд керiвництва банку, та некерованi, що ха-
рактеризують зовнiшнє середовище банку, трьох типiв: 𝑦1 = (𝑦11, 𝑦12, . . . , 𝑦1𝑚) –
детермiнованi; 𝑦2 = (𝑦21, 𝑦22, . . . , 𝑦2𝑘) – стохастичнi, щодо яких вiдомi їхнi закони
розподiлу та числовi характеристики, та 𝑦3 = (𝑦31, 𝑦32, . . . , 𝑦3𝑝) – невизначенi, щодо
яких вiдома лише область їх можливих значень, але самi значення чи закони
їх розподiлу невiдомi. Наприклад, компонентами вектора 𝑥⃗ можуть бути обсяги
активiв i пасивiв банку та їх структура, процентнi ставки, розподiл прибутку
банку, розмiр дивiдендних виплат тощо. До 𝑦1 можуть входити розмiр облiкової
ставки НБУ, норми обов’язкових резервiв за рiзними видами залучених коштiв,
економiчнi нормативи щодо достатностi капiталу, кредитного ризику, та iншi нор-
мативи, встановленi Нацiональним банком. До 𝑦2 та 𝑦3 можна вiднести показники
макроекономiчної ситуацiї, у якiй працює банк, iндикатори фiнансових ринкiв,
iндекс iнфляцiї, валютний курс у визначений момент часу. У випадку динамiчної
моделi однiєю iз змiнних буде момент часу 𝑡, а частину наведених компонентiв
векторiв 𝑥⃗, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 можна вважати функцiями часу [Грушко, Iваненко, 2014].

Тодi цiльовий показник можна виразити функцiоналом: 𝑍 = 𝑍(𝑥⃗, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑡),
який, залежно вiд змiсту показника, може бути оптимiзований у рiзнi способи:
𝑍 = 𝑍(𝑥⃗, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑡) → max(min) або 𝑍 = 𝑍(𝑥⃗, 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑡){>,<,=}𝑍0. Якщо
задача полягає у максимiзацiї прибутку банку за тривалий перiод часу, то слiд вра-
ховувати основну концепцiю фiнансової математики: змiну вартостi грошей у часi,
i максимiзувати дисконтований чистий грошовий потiк, згенерований банкiвськи-
ми операцiями за цей перiод. Якщо критерiєм оптимальностi є ризик банкiвської
дiяльностi, то спочатку слiд визначити, що розумiти пiд цим поняттям: ймовiрнiсть
вiдхилення у бiк погiршення реально отриманих результатiв фiнансово-економiчної
дiяльностi банку вiд очiкуваних, або величину таких вiдхилень, або врахувати
обидва показника. Формалiзувати показник ризику можна за допомогою стан-
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дартного вiдхилення 𝜎, або дисперсiї 𝜎2, або коефiцiєнта варiацiї 𝐶𝑉 =
𝜎

𝑀(𝑃 )
,

де 𝑀(𝑃 ) – середнє очiкуване значення прибутку 𝑃 (profit). Лiквiднiсть банку
означає його здатнiсть виконати свої зобов’язання вчасно та в повному обсязi.
Ця здатнiсть забезпечується вiдповiднiстю мiж активами та пасивами банку за
строками та сумами. Тодi, для зменшення ризику лiквiдностi, банку доцiльно мати
активи з вищою лiквiднiстю, нiж зобов’язання, проте такий дисбаланс призведе
до зниження прибутковостi. Наприклад, найбiльш лiквiдним активом є касова
готiвка, але вона взагалi не приносить прибутку банку. Натомiсть довгостроковi
кредити мають найвищi кредитнi ставки, але й найнижчу лiквiднiсть.

Обмеження моделi – це записанi у математичнiй формi умови, що накладають
на змiннi, наприклад, балансове рiвняння, що встановлює рiвнiсть активiв та
пасивiв банку в кожний момент часу, умови невiд’ємностi змiнних, що випливає
з їх економiчного змiсту. Для динамiчних задач обмеження можуть бути заданi
диференцiальними рiвняннями [Вiтлiнський, Терещенко, Савiна, 2016].

При розв’язаннi оптимiзацiйних задач використовують методи з таких роздiлiв
математики: у статичних детермiнованих задачах – математичне програмування
(лiнiйне, нелiнiйного, цiлочислове); за умов ризику – методи теорiї ймовiрностей
та математичної статистики, метод Монте-Карло, стохастичне програмування; за
умов невизначеностi – теорiю iгор, у динамiчних детермiнованих задачах – методи
варiацiйного числення i теорiї оптимального керування, динамiчне програмування;
у стохастичних динамiчних задачах — теорiю випадкових процесiв.

Наведемо приклад оптимiзацiйної динамiчної моделi банкiвської дiяльностi.
Розглянемо вiдрiзок часу [𝑡0; 𝑡𝑛], де 𝑡0 – поточний момент, а 𝑡𝑛 – горизонт планува-
ння. Нехай метою банку є збiльшення вартостi власного капiталу 𝑂𝐶 (own capital)
на момент закiнчення перiоду. Тодi цiльовою функцiєю (1) оптимiзацiйної задачi
буде математичне сподiвання деякої функцiї корисностi 𝐹 власного капiталу банку.
𝐹 має бути неперервною, монотонно зростаючою та опуклою на своїй областi
визначення.

𝑍 = 𝑀
(︀
𝐹
(︀
𝑂𝐶𝑡𝑛

)︀)︀
→ max (1)

Система обмежень:

𝑂𝐶𝑡𝑛 = 𝑂𝐶𝑡0 ·
𝑛∏︁

𝑘=1

(︀
1 + 𝑃𝑡𝑘

)︀
(2)

𝑃𝑡𝑘 =
𝜋𝑡𝑘
𝑂𝐶𝑡𝑘

(3)

𝜋𝑡𝑘 =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑟𝐴𝑖𝑘 · 𝐴𝑖𝑘 −
ℎ∑︁

𝑗=1

𝑟𝐷𝑗𝑘 ·𝐷𝑗𝑘 − 𝐶
(︀
𝐴𝑖𝑘, 𝐷𝑗𝑘

)︀
(4)
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𝐴𝑖𝑘 = 𝐴𝑖𝑘−1 + ∆𝐴𝑖𝑘−1 (5)

𝐷𝑗𝑘 = 𝐷𝑗𝑘−1 + ∆𝐷𝑗𝑘−1 (6)

𝑚∑︁
𝑖=1

𝐴𝑖𝑘 ⩽
ℎ∑︁

𝑗=1

𝐷𝑗𝑘 + 𝑂𝐶𝑘 ∀ 𝑘 = 0, . . . , 𝑛 (7)

𝑟𝐴𝑖𝑘 > 0, 𝐴𝑖𝑘 > 0, 𝑟𝐷𝑗𝑘 > 0, 𝐷𝑗𝑘 > 0,

∀ 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, ∀ 𝑗 = 1, . . . , ℎ, ∀ 𝑘 = 0, . . . , 𝑛
(8)

Обмеження (2) визначає величину власного капiталу банку на кiнець перiоду.
Її отримано шляхом нарощення початкового значення власного капiталу 𝑂𝐶𝑡0 за
складними змiнними процентними ставками 𝑃𝑡𝑘 , що дiяли в 𝑘-ий перiод, протягом
𝑛 перiодiв. Ставка 𝑃𝑡𝑘 – норма прибутку на капiтал у 𝑘-му перiодi (3). 𝜋𝑡𝑘 – чистий
прибуток банку за 𝑘-ий перiод (4). Його можна обчислити як суму процентного
доходу банку за активними операцiями, зменшеному на суму процентних витрат
на залучення ресурсiв та суму операцiйних видаткiв банку. У обмеженнi (4) 𝐴𝑖𝑘

– середня сума 𝑖-го активу у 𝑘-ий перiод, 𝑟𝐴𝑖𝑘 – процентна ставка (наприклад,
кредитна) вiдповiдного активу. 𝐷𝑗𝑘 – середня сума 𝑗-го ресурсу у 𝑘-ий перiод, 𝑟𝐷𝑖𝑘 –
процентна ставка (наприклад, депозитна) вiдповiдного зобов’язання. 𝐶(𝐴𝑖𝑘, 𝐷𝑗𝑘) –
операцiйнi витрати, тобто усi iншi витрати банку, окрiм процентних, якi вiн несе
пiд час залучення та розмiщення коштiв у 𝑘-му перiодi. Змiна активiв та пасивiв
банку в кожному перiодi вiдносно попереднього вираженi обмеженнями (5) i (6).
Нерiвнiсть (7) є балансовою, i в найкращому випадку виконується як рiвнiсть. (8) —
умови невiд’ємностi, якi також визначають керованi змiннi. На практицi процентнi
ставки лише певною мiрою можна вважати керованими змiнними, оскiльки, якщо
банк працює у конкурентному середовищi, то величина ставок, у першу чергу,
диктується ринком. Але керiвництво банку може допускати певнi вiдхилення
ставок вiд середнiх по фiнансовому ринку.
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Моделювання банкiвської дiяльностi з
позицiї мiкроекономiки
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Анотацiя

У доповiдi розглянуто модель комерцiйного банку як виробничого пiдприємства,
що працює на ринку банкiвський послуг в умовах досконалої конкуренцiї, монополiї,
олiгополiї. Для кожного рiвня конкурентного середовища наведено математичну
модель максимiзацiї прибутку банку.

Ключовi слова: коефiцiєнти еластичностi, iндекс Лернера, модель Монтi-
Кляйна, рiвновага Курно.

Розглянемо банк як «виробниче пiдприємство», яке надає фiнансовi послуги.
Тобто дiяльнiсть банку – це посередництво мiж суб’єктами ринку, якi мають
тимчасово вiльнi фiнансовi ресурси, i тими, якi їх потребують. Банк купує цi ре-
сурси у перших, шляхом прийняття їх на депозити, та продає другим, шляхом
надання кредитiв або придбання цiнних паперiв. Можливостi банку з проведення
посередницьких операцiй з фiнансовими ресурсами визначає виробнича функцiя
банку, тобто функцiя, яка пов’язує його вхiднi параметри з вихiдними. Виробничi
моделi банку розглядають у контекстi ринкової конкуренцiї: 1) в умовах доскона-
лої конкуренцiї, коли банк не впливає на величину процентних ставок, вони дик-
туються ринком; 2) поведiнка монополiстичного банку (модель Монтi-Кляйна); 3)
моделi банку в умовах олiгополiї.

Розглянемо математичну модель дiяльностi банку в умовах досконалої кон-
куренцiї. У найпростiшому випадку результат його дiяльностi залежатиме вiд
двох змiнних: 𝐷 – суми коштiв, залучених на депозити, i 𝐾 – суми наданих кре-
дитiв. Тодi функцiю витрат з управлiння кредитами та депозитами позначимо
𝐶(𝐷,𝐾). Балансове рiвняння банку у спрощеному виглядi можна записати так:
𝐾+𝑅+𝑀 = 𝐷, де 𝑅 – сума обов’язкових резервiв, якi НБУ встановлює за ставкою
𝛼 вiд суми залучених на депозити коштiв, тому 𝑅 = 𝛼𝐷, а 𝑀 – чиста позицiя банку,
тобто сумарне сальдо мiж обсягами фiнансових вимог та зобов’язань. В умовах
досконалої конкуренцiї на ринку банкiвських послуг кожний банк приймає ринковi
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значення кредитних та депозитних ставок: 𝑟𝐾 та 𝑟𝐷 вiдповiдно. Тодi прибуток
банку 𝜋 може бути розрахований за формулою (1):

𝜋 = 𝑟𝐾 ·𝐾 + 𝑟 ·𝑀 − 𝑟𝐷 ·𝐷 − 𝐶(𝐷,𝐾), (1)

де 𝑟 – ставка доходу на капiтал, що дiє на мiжбанкiвському ринку. Тодi 𝑟 · 𝑀
– доходи або видатки банку по його чистiй позицiї на мiжбанкiвському ринку.
Оскiльки чиста позицiя банку 𝑀 = (1− 𝛼)𝐷 −𝐾, тодi функцiя прибутку набуде
вигляду (2):

𝜋 = (𝑟𝐾 − 𝑟) ·𝐾 +
(︀
𝑟(1− 𝛼)− 𝑟𝐷

)︀
·𝐷 − 𝐶(𝐷,𝐾). (2)

Таким чином, прибуток є функцiєю двох змiнних: 𝐷 i 𝐾, i задача його максимiзацiї
може бути розв’язана методом дослiдження функцiї на екстремум. Необхiднi умови
екстремуму мають вигляд (3):⎧⎪⎨⎪⎩

𝜕𝜋

𝜕𝐷
= (𝑟 (1− 𝛼)− 𝑟𝐷) − 𝜕𝐶(𝐷,𝐾)

𝜕𝐷
= 0,

𝜕𝜋

𝜕𝐾
= (𝑟𝐾 − 𝑟) − 𝜕𝐶(𝐷,𝐾)

𝜕𝐾
= 0.

(3)

З системи (3) знаходимо критичну точку (𝐷*, 𝐾*). За достатнiми умовами екстре-
муму можна показати, що функцiя прибутку досягає максимуму в точцi (𝐷*, 𝐾*).
З наведеної моделi можна зробити висновки щодо дiй банку в умовах досконалої
конкуренцiї: для досягнення максимального прибутку банк має залучати депозити

у такому обсязi, щоб граничнi витрати на управлiння ними
𝜕𝐶(𝐷,𝐾)

𝜕𝐷
дорiвнювали

𝑟 (1−𝛼)− 𝑟𝐷. Тодi 𝑟 (1−𝛼)− 𝑟𝐷 – норма витрат на депозитнi операцiї банку. При
цьому обсяг кредитiв, що має надавати банк, повинен бути таким, щоб граничнi

витрати на управлiння кредитами
𝜕𝐶(𝐷,𝐾)

𝜕𝐾
складали 𝑟𝐾 − 𝑟, де 𝑟𝐾 − 𝑟 – норма

доходу вiд кредитної дiяльностi.
Поведiнку банку-монополiста розглянемо на прикладi моделi Монтi–Кляйна

[Klein, 1987] [Monti, 1972]. На вiдмiну вiд умов досконалої конкуренцiї на ринку
банкiвських послуг, де змiнними є лише обсяги депозитiв та кредитiв, а процентнi
ставки по них – сталими, в умовах монополiї банк має змогу змiнювати цi ставки.
Нехай 𝐾(𝑟𝐾) та 𝐷(𝑟𝐷) – обсяги кредитiв та депозитiв, якi банк може надати або
залучити залежно вiд вiдповiдних ставок. Оскiльки процентнi ставки є цiною на
грошi, то функцiя 𝐾(𝑟𝐾) монотонно спадає, а 𝐷(𝑟𝐷) – монотонно зростає на своїй
областi визначення. Знайдемо оберненi функцiї: 𝑟𝐾(𝐾) та 𝑟𝐷(𝐷) i пiдставимо їх
у функцiю прибутку (2). У цiй моделi ставка 𝑟 є параметром, зовнiшнiм щодо
розглядуваного банку, наприклад, встановленим НБУ. Тепер функцiя прибутку (4)
виглядатиме так:

𝜋 =
(︀
𝑟𝐾(𝐾)− 𝑟

)︀
·𝐾 +

(︀
𝑟(1− 𝛼) − 𝑟𝐷(𝐷)

)︀
·𝐷 − 𝐶(𝐷,𝐾). (4)
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Необхiднi умови екстремуму (5):⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕𝜋

𝜕𝐷
= − 𝑟′𝐷

(︀
𝐷
)︀
·𝐷 +

(︁
𝑟 (1− 𝛼)− 𝑟𝐷

)︁
−

𝜕𝐶
(︀
𝐷,𝐾

)︀
𝜕𝐷

= 0,

𝜕𝜋

𝜕𝐾
= 𝑟′𝐾

(︀
𝐾
)︀
·𝐾 +

(︁
𝑟𝐾 − 𝑟

)︁
−

𝜕𝐶
(︀
𝐷,𝐾

)︀
𝜕𝐾

= 0.

(5)

Iз системи (5) знайдемо критичну точку (𝐷*, 𝐾*), з якої визначимо
(︀
𝑟*𝐷, 𝑟

*
𝐾

)︀
,

можна показати, що це точка максимуму. Розрахуємо коефiцiєнт еластичностi
попиту на кредити (6), залежно вiд кредитної ставки, та коефiцiєнт еластичностi
пропозицiї депозитiв (7), залежно вiд ставки по депозитах:

𝜀𝐾 = 𝐾 ′(︀𝑟𝐾)︀ 𝑟𝐾

𝐾
(︀
𝑟𝐾

)︀ < 0 (6)

𝜀𝐷 = 𝐷′(︀𝑟𝐷)︀ 𝑟𝐷

𝐷
(︀
𝑟𝐷

)︀ > 0 (7)

Враховуючи розв’язок системи (5) та формули (6), (7) можна отримати рiвнян-
ня (8) i (9), якi представляють собою iндекси Лернера:

− 1

𝜀𝐷
=

𝑟*𝐷 −
(︁
𝑟 (1− 𝛼) − 𝐶 ′

𝐷

)︁
𝑟*𝐷

(8)

− 1

𝜀𝐾
=

𝑟*𝐾 −
(︁
𝑟 + 𝐶 ′

𝐾

)︁
𝑟*𝐾

(9)

Iндекс Лернера 𝐿 – це вiдношення рiзницi мiж цiною та маржинальними витра-

тами до цiни: 𝐿 =
𝑃 −𝑀𝐶

𝑃
=

1

𝜀
[Базилевич, Базилевич, Iгнатюк, Слухай, 2008].

В умовах досконалої конкуренцiї iндекс Лернера дорiвнює 0 (цiна дорiвнює мар-
жинальним витратам, 𝜀 → ∞), а чим бiльших значень набуває |𝐿|, тим бiльшою є
монопольна влада банку (𝜀 → 0).

Ситуацiя, за якої на ринку банкiвських послуг працює один банк-монополiст, є
суто теоретичною. Бiльш реалiстичною є ситуацiя олiгополiї з обмеженою кiлькiстю
банкiв. Нехай у банкiвському секторi працює 𝑛 банкiв, а функцiя витрат на
управляння активами та пасивами є лiнiйною для кожного 𝑗-го банку: 𝐶𝑗(𝐷𝑗, 𝐾𝑗) =
𝑎𝐷𝑗 + 𝑏𝐾𝑗, ∀ 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑎, 𝑏 ∈ R. При цьому сума, яку всi 𝑛 банкiв можуть

залучити на депозити, 𝐷 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝐷𝑗, а обсяг кредитiв, який може надати банкiвська

система, 𝐾 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝐾𝑗. Оптимальним розв’язком для 𝑗-го банку є пара
(︀
𝐷*

𝑗 , 𝐾
*
𝑗

)︀
,

що максимiзує його функцiю прибутку (10):
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𝜋𝑗 =
(︀
𝑟𝑘(𝐾)− 𝑟

)︀
·𝐾𝑗 +

(︁
𝑟 (1− 𝛼) − 𝑟𝐷

(︀
𝐷
)︀)︁

·𝐷𝑗 − 𝐶
(︀
𝐷𝑗, 𝐾𝑗

)︀
. (10)

По банкiвськiй системi буде спостерiгатись рiвновага по Курно
[Базилевич, Базилевич, Iгнатюк, Слухай, 2008], тобто такий стан, при яко-
му кожний банк максимiзує свiй прибуток, за умови, що решта банкiв мають
обсяги депозитiв i кредитiв

(︀
𝐷*

𝑖 , 𝐾
*
𝑖

)︀
, ∀ 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑖 ≠ 𝑗. Це означає, що вектор

розмiрностi 2 × 𝑛
{︀(︀

𝐷*
𝑗 , 𝐾

*
𝑗

)︀
, 𝑗 = 1, 𝑛

}︀
задає такий стiйкий стан банкiвської

системи, при якому кожному банку не вигiдно вiдхилятись вiд нього, за умови, що
всi iншi банки також дотримуються своїх стратегiй. Позначимо частку депозитiв
та кредитiв кожного 𝑗-го банку 𝑤𝑗,

∑︀𝑛
𝑗=1𝑤𝑗 = 1, тодi 𝐷𝑗 = 𝑤𝑗 ·𝐷, 𝐾𝑗 = 𝑤𝑗 ·𝐾.

Тодi умови (5) набудуть вигляду (11):⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕𝜋𝑗
𝜕𝐷𝑗

= − 𝑟′𝐷
(︀
𝐷
)︀
· 𝑤𝑗 𝐷 + 𝑟 (1− 𝛼) − 𝑟𝐷 − 𝑎 = 0,

𝜕𝜋𝑗
𝜕𝐾𝑗

= 𝑟′𝑘
(︀
𝐾
)︀
· 𝑤𝑗 𝐾 + 𝑟𝐾 − 𝑟 − 𝑏 = 0.

(11)

Аналогiчно попереднiм перетворенням отримаємо спiввiдношення для опти-
мального розв’язку:

−𝑤𝑗

𝜀𝐷
=

𝑟*𝐷 −
(︁
𝑟 (1− 𝛼)− 𝑎

)︁
𝑟*𝐷

, (12)

−𝑤𝑗

𝜀𝐾
=

𝑟*𝐾 −
(︁
𝑟 + 𝑏

)︁
𝑟*𝐾

. (13)

Рiвностi (12) i (13) узагальнюють отриманi ранiше результати, оскiльки при
𝑤𝑗 = 1 маємо ситуацiю з банком-монополiстом, а при 𝑤𝑗 → 0 i 𝑛 → ∞ – ри-
нок досконалої конкуренцiї. Тобто спiввiдношення (12), (13) визначають ступiнь
конкурентностi у банкiвському секторi.
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Моделювання природного освiтлення
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Анотацiя

Вивчаються моделi освiтлення похилих поверхонь, побудованi на основi даних
для горизонтальних поверхонь. Порiвнюються моделi для обчислення коефiцiєнтiв
дифузiї. Розглядаються iзотропнi моделi, що застосовуються для моделювання
освiтлення похилих поверхонь.

Ключовi слова: природне освiтлення; коефiцiєнт дифузiї; iзотропна модель.

Мiста – це найважливiший суб’єкт, що формує добробут людини. У зв’язку з цим
компактнiсть забудови є загальною стратегiєю розвитку мiст. Позитивнi ефекти
ущiльнення мiст такi, як зменшення енергетичних потреб при опаленi, охолодженi
та мобiльностi, а також можливiсть ефективного використання земельних дiля-
нок, широко визнаються. Однак пiдвищення щiльностi забудови гостро ставить
проблему освiтлення будiвель та примiщень, зокрема природного освiтлення. Ви-
мiрювання освiтленостi, в основному, проводять на горизонтальних поверхнях
i рiдше на похилих. Тому необхiдна оцiнка значень сонячного випромiнювання
на похилих поверхнях за даними, якi обчисленi на горизонтальних поверхнях
[Raihani, 2025]. Аналогiчна потреба виникає при встановленнi сонячних панелей зi
стацiонарним нахилом. В свiтi розроблена достатня кiлькiсть моделей транспозицiї.
Вони залежать вiд географiчного положення мiсця, для якого ведуться обчислення.
Наприклад, сонячнi панелi зi стацiонарним нахилом встановлюють пiд кутом до
горизонталi, що дорiвнює широтi мiсця розташування.

Транспозицiйнi моделi можна подiлити на двi групи:
а) iзотропнi моделi;
б)анiзотропнi моделi.
Для iзотропних моделей iнтенсивнiсть дифузного освiтлення вважається рiвно-

мiрною. Анiзотропнi моделi розглядають з двома або трьома параметрами. Для
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Рис. 1: Mоделi для обчислення коефiцiєнта дифузiї

нахиленої до горизонтальної площини пiд кутом 𝛽 поверхнi освiтленiсть обчислює-
ться як сума прямого випромiнювання, розсiяного випромiнювання та вiдбитого
вiд землi чи iнших поверхонь

𝐼𝑔𝛽 = 𝐼ℎ𝛽 + 𝐼𝑑𝛽 + 𝐼𝑟𝛽.

Якщо звести величини до наявних даних, тобто до освiтленостi горизонтальної
площини, то формула набирає вигляду

𝐼𝑔𝛽 = 𝑟𝑏𝐼𝑏ℎ + 𝑟𝑑𝐼𝑑ℎ + 𝑟𝑟𝐼𝑔ℎ,

тут 𝑟𝑏, 𝑟𝑑, 𝑟𝑟 є коефiцiєнтами випромiнювання, дифузiї та вiдбивання вiдповiдно.
Величини 𝐼𝑏ℎ, 𝑖𝑑ℎ, 𝐼𝑔ℎ вимiрюються для горизонтальної поверхнi. Нас буде цiкавить
коефiцiєнт дифузiї 𝑟𝑑.

Розглянутi наступнi iзотропнi моделi (Рис.1) для обчислення коефiцiєнта ди-
фузiї:

𝐼. 𝑟𝑑 =

(︂
1 + cos 𝛽

2

)︂
.

Ця модель вперше була використана в 1963 роцi [Liu, Jordan, 1963].
Модель, яка називається моделлю Коронакiса [Koronakis, 1986] має вигляд

𝐼𝐼. 𝑟𝑑 =

(︂
2 + cos 𝛽

3

)︂
.

Лiнiйна модель [Tian, Davies-Colley, Gong, Thorrold, 2001] була запропонована
в 2001 роцi.
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𝐼𝐼𝐼. 𝑟𝑑 =

(︂
1− 𝛽

180

)︂
.

Бадеску [Badescu, 2002] повертається до тригонометричному вигляду моделей

𝐼𝑉. 𝑟𝑑 =

(︂
3 + cos 2𝛽

4

)︂
.

Вивчена можливiсть їх застосування в умовах України в залежностi вiд гео-
графiчної широти мiсця, для якого моделюється стан природного освiтлення.
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Анотацiя
Наведено базовi припущення та структуру узагальненої епiдемiологiчної SIR

моделi. Дослiджено ряд якiсних властивостей SIR моделi: iснування розв’язку
початкової задачi, аналiз динамiки здорових, iнфiкованих та одужавших осiб, якi
дозволяють зробити висновки про поведiнку пандемiї на макрорiвнi.

Ключовi слова: SIR модель, структура популяцiї при пандемiї, моделювання
процесiв епiдемiологiї, математичний аналiз SIR моделi.

Вступ. Поширення iнфекцiйних захворювань являє собою складне явище з
великою кiлькiстю непередбачуваних факторiв. Створення математичних моделей
поширення iнфекцiй є важливим елементом для дослiдження складної динамiки
поширення захворювання.

Найпоширенiшими моделями розповсюдження iнфекцiйних захворювань є
SIR-модель (Susceptible-Infected-Recovered) та багаточисельнi її узагальнення, якi
дiлять популяцiю на три рiзнi групи: здоровi особини, що можуть пiдхопити iнфе-
кцiю (S); зараженi особини, що переносять хворобу (I), i тi, хто одужав i перестав
розповсюджувати хворобу (R) [1, 2]. У найпростiших SIR моделях здiйснюються
базовi припущення, наприклад, що кожен має однаковi шанси пiдхопити вiрус вiд
iнфiкованої людини, оскiльки популяцiя iдеально i рiвномiрно змiшана, i що всi
люди з хворобою однаково заразнi, поки не помруть або не одужають.

Поширеним пiдходом для моделювання процесiв у епiдемiологiї є iмiтацiйне
моделювання за допомогою мультиагентного методу, який забезпечує можливiсть
експериментувати з параметрами моделi та отримати рiзнi сценарiї розвитку подiй
[3, 4].

Дослiдження SIR моделей у виглядi системи диференцiйних рiвнянь дозволяє
описати поведiнку динамiки захворювання на макрорiвнi зберiгаючи високий
рiвень абстрагування [5, 6].
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Аналiз SIR моделi. Класична модель епiдемiї виглядає наступним чином
[1, 2, 5, 6]:

𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝛽𝐼𝑆,

𝑑𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼, (1)

𝑑𝑅(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝛾𝐼,

де 𝛽 та 𝛾 – коефiцiєнти темпiв iнфiкування та одужання при епiдемiї.
Наведемо ряд якiсних властивостей SIR моделi (1), якi дозволяють зробити

висновки про поведiнку динамiки пандемiї на макрорiвнi.
Введемо позначення

𝑥 =

⎛⎝ 𝑆
𝐼
𝑅

⎞⎠ , 𝑓 =

⎛⎝ 𝑓1
𝑓2
𝑓3

⎞⎠ =

⎛⎝ −𝛽𝑖𝑆
𝛽𝑖𝑆 − 𝛾𝐼

𝛾𝑖

⎞⎠ , (2)

тодi систему диференцiальних рiвнянь (1) запишемо у виглядi

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥). (3)

Враховуючи позначення (2), якобiан для функцiї 𝑓(𝑥)

𝐼(𝑓) =

⎛⎝ −𝛽𝑖 −𝛽𝑆 0
𝛽𝑖 𝛽𝑆 − 𝛾 0
0 𝛾 0

⎞⎠ (4)

складається iз лiнiйних функцiй, якi є неперервними i обмеженими на обмеже-
нiй множинi 𝐷. Тодi функцiя 𝑓(𝑥), визначена спiввiдншенням (2), є локально
Лiпшицевою [7] i має мiсце теорема.

Теорема 1. Розв’язок початкової задачi для SIR моделi (1) iснує та єдиний.

Позначимо 𝑁 = 𝑆(0)+𝐼(0)+𝑅(0) загальну чисельнiсть популяцiї в початковий
момент часу. Додавши всi три рiвняння системи (1), маємо

𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
+

𝑑𝐼(𝑡)

𝑑𝑡
+

𝑑𝑅(𝑡)

𝑑𝑡
= 0.

Це означає, що 𝑁(𝑡) є сталою величиною.

Оскiльки
𝑑𝑆(𝑡)

𝑑𝑡
< 0 для всiх 𝑡, тодi функцiя 𝑆(𝑡) є монотонно спадною i

додатньою, отже iснує
lim
𝑡→∞

𝑆(𝑡) = 𝑆∞.
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Аналогiчно iснує
lim
𝑡→∞

𝑅(𝑡) = 𝑅∞.

Число iнфiкованих може мати немонотонну поведiнку, спочатку збiльшуватись
до деякого максимального рiвня, а потiм зменшуватись до нуля. Необхiдною i
достатньою умовою збiльшення кiлькостi iнфiкованих є умова

𝛽𝑆(0)

𝛾
> 1.

Роздiливши перше рiвняння системи (1) на другу, одержимо

𝑑𝑆

𝑑𝑅
= −𝛽

𝛾
𝑆.

Розв’язуючи одержане рiвняння, маємо

𝑆 = 𝑆(0)𝑒−
𝛽
𝛾𝑅 ⩾ 𝑆(0)𝑒−

𝛽
𝛾𝑁 > 0.

Таким чином, не всi сприйнятливi особи захворiють. Цей факт пiдтверджується
спостереженнями пiд час пандемiї COVID-19.

Проiнтегрувавши перше рiвняння системи (1), одержуємо

𝑆(0)− 𝑆∞ = 𝛽

∞∫︁
0

𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)𝑑𝑡 > 𝛽𝑆∞

∞∫︁
0

𝐼(𝑡)𝑑𝑡.

Iз останньої нерiвностi, оскiльки
∞∫︁
0

𝐼(𝑡)𝑑𝑡 збiжний, дiстаємо

lim
𝑡→∞

𝐼(𝑡) = 0.

Це означає, що епiдемiя з часом спадає i закiнчується.
У SIR моделi (1) не враховуються iндивiдуальнi властивостi об’єктiв, оскiльки

процес поширення iнфекцiї дискретний. Перевагою цiєї моделi є те, що вона описує
великомасштабну поведiнку динамiки на мiкрорiвнi. Простота SIR моделi полегшує
її як числове, так i аналiтичне дослiдження, але також, ймовiрно, надто спрощує
складнi епiдемiологiчнi процеси.
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Анотацiя

В роботi дослiджено основнi критерiї визначення розмiрностi MIRT моделей для
психологiчних тестувань: критерiй Хала, критерiй Кайзера та паралельний аналiз.
Цi методи застосовано для визначення розмiрностей моделей, якi описують данi,
отриманi на основi психологiчних опитувань “Кiлькiснi вiдношення”, “Переплутанi
лiнiї”. Подiбнi опитувальники затвердженi при психологiчно-професiйному вiдбо-
рi кандидатiв у ВВНЗ та навчальних центрах за дефiцитними спецiальностями.
Визначено розмiрностi моделей для цих опитувальникiв за кожним критерiєм та
зроблено порiвняльний аналiз.

Ключовi слова: MIRT, IRT, критерiй Хала, критерiй Кайзера, паралельний
аналiз, факторний аналiз, розмiрнiсть моделi.

Напрями застосування факторного аналiзу у психологiї

Факторний аналiз широко використовується в психологiчних дослiдженнях для
виявлення латентних конструкцiй, що лежать в основi складних поведiнкових i
когнiтивних процесiв. Серед основних напрямiв його застосування видiляють:

1. Розробка та валiдацiя психологiчних тестiв i шкал. За допомогою фактор-
ного аналiзу визначають, чи вiдповiдають завдання тесту очiкуванiй метi
опитування. Наприклад, тести Гiлфорда повиннi визначати одновимiрну
структуру.

2. Вивчення структури iнтелекту. Можна використовувати факторнi моделi,
щоб пояснити когнiтивнi здiбностi людини. Наприклад, вербальнi, математи-
чнi чи просторовi навички.
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3. Дослiдження психiчного здоров’я. Факторний аналiз застосувають для ви-
значення основних компонентiв депресiї, тривожностi, розладiв обсесивно-
компульсивного характеру на основi опитувальникiв.

4. Аналiз даних опитувань. За допомогою факторного аналiзу у складних набо-
рах даних визначаються головнi фактори, що пояснюють основнi тенденцiї у
вiдповiдях респондентiв.

5. Розумiння поведiнкових патернiв. Дослiдження латентних характеристик по-
ведiнки, таких як звички чи стратегiї реагування на навколишнi подразники,
дозволяє визначити основнi механiзми, якi визначають поведiнку людини.

6. Розробка адаптивних тестiв. У MIRT факторний аналiз є основою при створю-
ваннi тестiв, якi адаптуються до рiвня здiбностей респондентiв, покращуючи
точнiсть i ефективнiсть оцiнювання.

7. Крос-культурнi дослiдження. Факторний аналiз використовується для до-
слiдження iнварiантностi тестiв у рiзноманiтних культурах для адаптацiї
психологiчних iнструментiв.

У цiй статтi буде розглянуто методи визначення кiлькостi факторiв у факторному
аналiзi: критерiй Хала, емпiричний критерiй Кайзера та паралельний аналiз. Ми цi
критерiї будемо розглядати як один iз етапiв MIRT аналiзу для визначення розмiр-
ностей MIRT моделей. У психологiї розмiрнiсть MIRT моделi вказує на кiлькiсть
основних психологiчних характеристик особистостi, якi визначає психологiчний
опитувальник.

Опис критерiїв визначення розмiрностi моделi

Критерiй Хала [Finch, 2023] призначений для визначення кiлькостi факторiв
моделi. Використовує штрафну функцiю, яка враховує розмiр вибiрки, кiлькiсть
змiнних та параметрiв. Визначається скоригований показник вiдповiдностi за
формулою:

𝐶𝐴𝐹 (𝑘) = 𝐺𝑂𝐹 (𝑘)− (𝑛+ 𝑝− 2𝑘) ln

(︂
𝑁

2𝜋

)︂
,

де 𝐶𝐴𝐹 (𝑘) – скоригований показник вiдповiдностi, 𝐺𝑂𝐹 (𝑘) – показник вiдповiд-
ностi моделi, 𝑛 – кiлькiсть стовпчикiв у матрицi первинних балiв, 𝑝 – кiлькiсть
параметрiв моделi, 𝑘 – кiлькiсть факторiв (розмiрнiсть моделi), 𝑁 – об’єм вибiрки.
Критерiй Кайзера [Finch, 2023] являється найпростiшим та найбiльш поши-
реним методом визначення кiлькостi факторiв. Базується на такому алгоритмi:
залишати фактори з власними числами матрицi, якi бiльшi за 1. Має суттєвi
обмеження при малих вибiрках та не враховує випадкову дисперсiю та структуру
кореляцiйної матрицi.
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Паралельний аналiз [Finch, 2023] вважається найточнiшим методом визначення
кiлькостi факторiв.Порiвнюються власнi значення емпiричних даних з власними
значеннями випадково згенерованих матриць. Забезпечує найбiльш точнi резуль-
тати при достатньому об’ємi вибiрки.

Опис психологiчних методик. Основнi результати

Методика “Кiлькiснi вiдношення” [Корнiйчук, 2021] використовується для
оцiнювання логiчного мислення, коли на основi деяких вiдомих понять чи висловiв
робляться висновки про вiдношення, предмети, процеси або явища. Iспитникам
пропонується 18 логiчних завдань. Кожне питання має декiлька посилань (умов),
що визначають вiдношення мiж деякими лiтерами. Орiюєнтуючись на цi умови,
потрiбно вказати вiдношення мiж об’єктами за допомогою знакiв > чи <.
Тест на “Кiлькiснi вiдношення” виконало 793 iспитника. До матрицi первинних
балiв застосовано критерiї Кайзера, Хала, паралельний аналiз. Результати наведено
у таблицi 1.

Критерiй Розмiрнiсть моделi
Кайзера 3
Хала 3
Паралельний
аналiз

3

Табл. 1: Кiлькiснi вiдношення

Кожен критерiй визначив однакову кiлькiсть факторiв – 3. Можна видiлити
наступнi латентнi характеристики iспитникiв, якi оцiнює даний опитувальник:
здатнiсть до абстрактного узагальнення, алгоритмiчне мислення, здатнiсть до
встановлення числових закономiрностей.
Опитувальник “Переплутанi лiнiї” мiстить 15 питань. Методика оцiнює рiвень
концентрацiї та стiйкiсть уваги в умовах впливу перешкод. Цей тест виконував
781 iспитник. Результати аналiзу матрицi первинних балiв наведено у таблицi 2.

Критерiй Розмiрнiсть моделi
Кайзера 1
Хала 1
Паралельний
аналiз

1

Табл. 2: Переплутанi лiнiї

Знову всi критерiї показали однакову кiлькiсть факторiв – 1. На основi цього
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аналiзу можна визначити, що основною латентною характеристикою iспитника,
яку оцiнює опитувальник є рiвень концентрацiї уваги.

Висновки

До матриць первинних балiв результатiв тестувань на основi методик “Кiлькiснi
вiдношення” та “Переплутанi лiнiї” було застосовано EFA аналiз. Визначено, що
методика “Кiлькiснi вiдношення” оцiнює 3 латентнi характеристики iспитникiв,
а методика “Переплутанi лiнiї” – 1. Всi критерiї показали однаковi результати.
Отже, факторний аналiз можна успiшно застосовувати не тiльки у педагогiцi, а й
у психологiї як етап визначення розмiрностей MIRT i IRT моделей [Recase, 2009].
На основi проведених дослiджень можна стверджувати, що результати тестування
за методикою “Переплутанi лiнiї” краще дослiджувати за допомогою моделей
IRT, а для результатiв тестування за методикою “Кiлькiснi вiдношення” краще
застосовувати багатовимiрну теорiю тестiв (MIRT), оскiльки розмiрнiсть перевищує
одиницю.
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Анотацiя

Наведено точний розв’язок диференцiального рiвняння вiльних осесиметричних
коливань круглих суцiльних пластин, що опираються на неоднорiдну пружну
основу Вiнклера. Ґрунтуючись на точному розв’язку, розроблено аналiтичний
метод розрахунку на вiльнi коливання суцiльних круглих пластин.

Ключовi слова: суцiльна кругла пластина; неоднорiдна пружна основа; аналi-
тичний метод.

Авторами розглянуто задачу про вiльнi осесиметричнi коливання круглих
пластин радiуса 𝑎, сталої цилiндричної жорсткостi 𝐷, що опираються на суцiльну
неоднорiдну пружну основу Вiнклера. Неоднорiднiсть основи задається змiнним
коефiцiєнтом постелi 𝑘(𝑟), який у загальному випадку може являти собою будь-яку
неперервну функцiю. Для 𝑘(𝑟) прийнято подання 𝑘(𝑟) = 𝑘0𝐵(𝑟), де 𝑘0 — значення
коефiцiєнта постелi в деякiй характернiй точцi пластини; 𝐵(𝑟) — безрозмiрна
неперервна функцiя, що виражає закон змiни коефiцiєнта постелi вiд радiальної
координати 𝑟.

Математична проблема полягає в розв’язаннi вiдповiдного диференцiального
рiвняння коливань, яке в амплiтудному станi має вигляд

𝐷∆∆𝑤(𝑟) + (𝑘0𝐵(𝑟)− 𝜌ℎ𝜔2)𝑤(𝑟) = 0, (1)

де ∆ = 𝑑2/𝑑𝑟2+1/𝑟𝑑/𝑑𝑟 — оператор Лапласа, 𝑤(𝑟) — амплiтудна функцiя прогинiв,
що залежить тiльки вiд радiальної координати 𝑟, 𝜔 — невiдома частота вiльних
коливань, 𝜌 — щiльнiсть матерiалу, ℎ — товщина пластини.
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Знайшовши фундаментальнi функцiї 𝑋𝑛(𝑟), 𝑌𝑛(𝑟) (𝑛 = 1, 2) рiвняння (1),
матимемо його загальний розв’язок

𝑤(𝑟) = 𝐶1𝑋1(𝑟) + 𝐶2𝑋2(𝑟) + 𝐶3𝑌1(𝑟) + 𝐶4𝑌2(𝑟), (2)

де 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4 — сталi iнтегрування. Функцiї 𝑋𝑛(𝑟), 𝑌𝑛(𝑟) (𝑛 = 1, 2) знайдено
методом прямого iнтегрування, який розвинуто у роботi [Крутiй, 2016]. При цьому
для 𝑌𝑛(𝑟) (𝑛 = 1, 2) мають мiсце подання

𝑌𝑛(𝑟) = 𝑋𝑛(𝑟) ln
𝑟

𝑎
+ 𝑍𝑛(𝑟) (𝑛 = 1, 2).

Загалом формула (2) придатна для дослiдження коливань суцiльних та кiль-
цевих пластин. Однак дане повiдомлення присвячено саме суцiльним пластинам,
тому наразi iз умови скiнченностi прогину в центрi пластини 𝑟 = 0, матимемо
𝐶3 = 𝐶4 = 0.

Фундаментальнi функцiї 𝑋𝑛(𝑟) (𝑛 = 1, 2) визначаються наступною сукупнiстю
формул:

𝑋𝑛(𝑟) =
∞∑︁

𝑚=0

∞∑︁
𝑘=0

(−𝐾)𝑘Ω2𝑚𝛼𝑛,𝑚,𝑘(𝑟) (𝑛 = 1, 2); (3)

𝛼𝑛,0,0(𝑟) =
(︁𝑟
𝑎

)︁2𝑛−2

(𝑛 = 1, 2); (4)

𝛼𝑛,𝑚,0(𝑟) =
1

(22𝑚(𝑛+ 2𝑚− 1)!)2

(︁𝑟
𝑎

)︁2𝑛+4𝑚−2

(𝑚 = 1, 2, 3, . . . ); (5)

𝛼𝑛,0,𝑘(𝑟) =
1

𝑎4

∫︁ 𝑟

0

1

𝑟

∫︁ 𝑟

0

𝑟

∫︁ 𝑟

0

1

𝑟

∫︁ 𝑟

0

𝑟𝐵(𝑟)𝛼𝑛,0,𝑘−1(𝑟) 𝑑𝑟𝑑𝑟𝑑𝑟𝑑𝑟 (𝑘 = 1, 2, 3, . . . ); (6)

𝛼𝑛,𝑚,𝑘(𝑟) =
1

𝑎4

∫︁ 𝑟

0

1

𝑟

∫︁ 𝑟

0

𝑟

∫︁ 𝑟

0

1

𝑟

∫︁ 𝑟

0

𝑟 (𝐵(𝑟)𝛼𝑛,𝑚,𝑘−1(𝑟) + 𝛼𝑛,𝑚−1,𝑘(𝑟)) 𝑑𝑟𝑑𝑟𝑑𝑟𝑑𝑟 (7)

(𝑚 = 1, 2, 3, . . . )(𝑘 = 1, 2, 3, . . . ),

де 𝐾 = 𝑎4𝑘0/𝐷, Ω2 = 𝑎4𝜌ℎ𝜔2/𝐷.
Для простоти чисельної реалiзацiї, пiсля апроксимацiї функцiї 𝐵(𝑟) рядом

Маклорена

𝐵(𝑟) = 𝐵0 +𝐵1

(︁𝑟
𝑎

)︁
+𝐵2

(︁𝑟
𝑎

)︁2
+ · · ·+𝐵𝑗

(︁𝑟
𝑎

)︁𝑗
+ . . . (8)

iнтегральнi рекурентнi спiввiдношення (6), (7), трансформуються до степеневих
рядiв

𝛼𝑛,0,𝑘(𝑟) =
(︁𝑟
𝑎

)︁2𝑛+4𝑘−2
∞∑︁
𝑗=0

𝑐𝑛,0,𝑘,𝑗

(︁𝑟
𝑎

)︁𝑗
(𝑘 = 1, 2, 3, . . . ), (9)
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𝛼𝑛,𝑚,𝑘(𝑟) =
(︁𝑟
𝑎

)︁2𝑛+4(𝑚+𝑘)−2
∞∑︁
𝑗=0

𝑐𝑛,𝑚,𝑘,𝑗

(︁𝑟
𝑎

)︁𝑗
(10)

(𝑚 = 1, 2, 3, . . . )(𝑘 = 1, 2, 3, . . . ).

Коефiцiєнти цих рядiв обчислюються за наступними рекурентними формулами:

𝑐𝑛,0,0,0 = 1; 𝑐𝑛,0,0,𝑗 = 0 (𝑗 = 1, 2, 3, . . . ); (11)

𝑐𝑛,𝑚,0,0 =
1

(22𝑚(𝑛+ 2𝑚− 1)!)2
; 𝑐𝑛,𝑚,0,𝑗 = 0 (𝑚 = 1, 2, 3, . . . )(𝑗 = 1, 2, 3, . . . ); (12)

𝑐𝑛,0,𝑘,𝑗 =
1

𝑝2𝑛,0,𝑘,𝑗

𝑗∑︁
𝑖=0

𝐵𝑗−𝑖 𝑐𝑛,0,𝑘−1,𝑖 (𝑘 = 1, 2, 3, . . . )(𝑗 = 0, 1, 2, . . . ); (13)

𝑐𝑛,𝑚,𝑘,𝑗 =
1

𝑝2𝑛,𝑚,𝑘,𝑗

(︃
𝑐𝑛,𝑚−1,𝑘,𝑗 +

𝑗∑︁
𝑖=0

𝐴𝑗−𝑖 𝑐𝑛,𝑚,𝑘−1,𝑖

)︃
(14)

(𝑚 = 1, 2, 3, . . . )(𝑘 = 1, 2, 3, . . . )(𝑗 = 0, 1, 2, . . . ),

де
𝑝𝑛,𝑚,𝑘,𝑗 = (2𝑛+ 4(𝑚+ 𝑘) + 𝑗 − 4)(2𝑛+ 4(𝑚+ 𝑘) + 𝑗 − 2).

Таким чином, розроблено аналiтичний метод дослiдження вiльних осесиме-
тричних коливань круглих суцiльних пластин, що опираються на неоднорiдну
пружну основу Вiнклера. Даний метод повнiстю визначається формулами (2)-(5)
та (8)-(14).

Перелiк посилань
Крутiй, Ю. С. (2016). Розробка методу розв’язання задач стiйкостi i коливань
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X Міжнародна науково-практична конференція «Математика в сучасному технічному університеті» - 95 -



Метод Кьонiга-Егерварi в алгоритмах
роєвої оптимiзацiї для задач криптоаналiзу
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Анотацiя

Розглянуто приклад частотного криптоаналiзу iз застосуванням метаевристично-
го пiдходу, Показана доцiльнiсть iнтеграцiї методу Кьонiга-Егерварi до алгоритмiв
ACO.

Ключовi слова: криптоаналiз; роєвий iнтелект; задача про оптимальнi при-
значення; комбiнаторна оптимiзацiя.

Застосування алгоритмiв комбiнаторної оптимiзацiї (наприклад, еволюцiйних
та роєвих алгоритмiв) дозволяє отримувати оптимальнi/субоптимальнi розв’язки
для задач криптоаналiзу у комбiнаторно-оптимiзацiйнiй постановцi. Характерно,
що за такого пiдходу метод шифрування є малозначущим але, при цьому, по-
винен iснувати простий механiзм перевiрки якостi згенерованих оптимiзацiйним
алгоритмом кандидатiв на розв’язок задачi криптоаналiзу.

У [Кубайчук, 2023] розглянуто особливостi застосування алгоритму Ant Colony
Optimization (ACO) до деяких задач криптоаналiзу. У [Кубайчук, Iщенко, 2021]
розглядається варiант застосування ACO до криптоаналiзу блокових шифрiв.
Пiд блоком, в даному випадку, розумiється послiдовнiсть лiтер певного алфавiту
фiксованої довжини.

Для оцiнки якостi варiанту розшифрування тексту (текст певною мовою),
обирають, наприклад, функцiю Якобсена. Критерiєм оптимальностi ключа 𝑙 є
величина:

𝑅𝑙 = 𝑄𝑙 ·
𝑛−1∑︁
𝑖=1

𝑟𝑖,𝑖+1 (1)

де 𝑟𝑖,𝑖+1-ймовiрнiсть того, що за символом, який знаходиться у позицiї 𝑖 слiдує
символ позицiї 𝑖+ 1 для результату дешифрування на ключi 𝑙 (ймовiрнiсть бiграм
є цiлком визначеною для конкретної мови i її знаходять з вiдповiдних таблиць),
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𝑄𝑙-корегуючий параметр узгодженостi результату розшифрування на ключi 𝑙 з
текстом на конкретнiй мовi (значення параметра можна отримати, наприклад,
скориставшись функцiєю Якобсена). Задачу про оптимальну перестановку символiв
криптотексу запропоновано розглянути як задачу про оптимальнi призначення.

Нехай 𝐶 = ‖𝑐𝑖𝑗‖ , 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 матриця витрат, пов’язаних з призначенням 𝑖-
того виконавця на 𝑗-ту роботу. Потрiбно знайти матрицю 𝑋 = ‖𝑥𝑖𝑗‖ , 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,
що мiнiмiзує (максимiзує, тодi замiсть матрицi 𝐶 беруть матрицю −𝐶 ) цiльову
функцiю:

𝐿(𝑋) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗 (2)

при виконаннi обмежень
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑗 = 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 (3)

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖𝑗 = 1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 (4)

𝑥𝑖𝑗 = 0 або 1, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. (5)

Розв’язати задачу (2)-(5) - означає вибрати 𝑛 елементiв у матрицi 𝐶 по одному з
кожного рядка i по одному з кожного стовпчика так, щоб сума вибраних елементiв
була мiнiмальною (максимальною).

Стосовно поставленої задачi криптоаналiзу, 𝑐𝑖𝑗 - ймовiрнiсть того, що символ в
позицiї 𝑖 блоку шифротексту перейде у позицiю 𝑗.

Висновки. Розглянуто приклад частотного криптоаналiзу iз застосуванням
метаевристичного пiдходу, а саме, iз використанням одного з алгоритмiв роєвого
iнтелекту - алгоритму ACO. Результатом кожної iтерацiї алгоритму ACO є вiдпо-
вiдна матриця ймовiрностей переходу символiв блоку шифротексту. Оптимальний
варiант перестановки символiв на iтерацiї узгоджується з розв’язком задачi про
оптимальнi призначення. Для її розв’язання обрано метод Кьонiга-Егерварi.
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Використання математики в кiбербезпецi
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Анотацiя

У цiй роботi дослiджується роль математики в кiбербезпецi, розглядаються
основнi математичнi роздiли, що використовуються для захисту iнформацiйних
систем, а також аналiзуються ключовi алгоритми та теореми, якi забезпечують
безпеку даних. Особлива увага придiляється криптографiї, яка базується на те-
орiї чисел, алгебрi та модульнiй арифметицi, а також методам аналiзу загроз за
допомогою теорiї ймовiрностей i статистики. Також розглядаються застосування
теорiї графiв у моделюваннi мереж i виявленнi атак, оцiнка складностi алгори-
тмiв та методи стеганографiї. Робота пiдкреслює важливiсть глибокого розумiння
математичних методiв для створення ефективних систем кiберзахисту.

Ключовi слова: кiбербезпека, математика, криптографiя, теорiя чисел, модуль-
на арифметика, алгоритм RSA, елiптичнi кривi, теорiя ймовiрностей, статистика, н
теорiя графiв, алгоритм Дейкстри, OSPF, обчислювальна складнiсть, стеганографiя

Кiбербезпека — це одна з найбiльш динамiчних i важливих галузей сучасного
свiту, яка спрямована на захист iнформацiйних систем, мереж та даних вiд несан-
кцiонованого доступу, атак i зловживань. Успiх цiєї сфери значною мiрою залежить
вiд точного використання математичних методiв та алгоритмiв. Математика є
основою для багатьох механiзмiв, що забезпечують безпеку, зокрема криптографiї,
аналiзу вразливостей i систем виявлення вторгнень.

Метою даної роботи є дослiдження ролi математики в кiбербезпецi, розгляд
основних математичних роздiлiв, що застосовуються в цiй галузi, а також розкриття
ключових алгоритмiв та теорем, якi забезпечують захист iнформацiї.

Математика в кiбербезпецi є надзвичайно важливою, i одним iз її ключових
напрямiв є криптографiя. Вона базується на теорiї чисел, алгебрi та модульнiй
арифметицi. Наприклад, алгоритм RSA використовує великi простi числа для
шифрування даних. При цьому вибираються два великi простi числа, їхнiй добу-
ток використовується як частина вiдкритого ключа, а розшифрування можливе
лише за наявностi секретного ключа, який обчислюється за допомогою обернених
модульних операцiй. Аналогiчно, алгоритми елiптичних кривих (ECC) викори-
стовують властивостi точок на спецiальних математичних кривих, що забезпечує
високу криптографiчну стiйкiсть при меншiй довжинi ключа.
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Крiм криптографiї, важливим напрямком є теорiя ймовiрностей i статистика,
якi застосовуються для аналiзу загроз та виявлення аномалiй у мережах. Напри-
клад, якщо припустити, що поведiнка користувачiв у мережi пiдпорядковується
нормальному розподiлу, то значнi вiдхилення вiд середнього значення (бiльше
нiж на три стандартнi вiдхилення) можуть свiдчити про потенцiйну кiбератаку.
Подiбнi методи широко застосовуються в системах аналiзу поведiнки (UEBA –
User and Entity Behavior Analytics) та в алгоритмах машинного навчання для
прогнозування атак.

Ще однiєю важливою сферою є теорiя графiв, яка використовується для моде-
лювання комп’ютерних мереж, виявлення вразливостей та аналiзу шляхiв атак.
Комп’ютерна мережа може бути представлена у виглядi графа, де вершини – це
пристрої, а ребра – з’єднання мiж ними. Використовуючи алгоритм Дейкстри,
можна знайти найкоротший шлях, яким хакер може проникнути в систему, а
пошук у глибину (DFS) допомагає вiдстежити поширення шкiдливого програмного
забезпечення. Також цей алгоритм використовується в динамiчному протоколу
маршутизацiї OSPF (Open Shortest Path First). Завдяки алгоритму Дейкстри
кожен маршрутизатор може будувати свою таблицю маршрутизацiї, визначаючи
найоптимальнiшi маршрути до всiх iнших вузлiв у мережi.

Не менш важливою є оцiнка складностi алгоритмiв та методiв атак. Теорiя
обчислювальної складностi дозволяє визначити, наскiльки ефективними є методи
шифрування та наскiльки швидко їх можна зламати. Наприклад, для brute-force
атаки на пароль довжиною 8 символiв, що складається з лiтер та цифр (алфавiт
iз 62 символiв), загальна кiлькiсть комбiнацiй дуже велика (понад трильйон ва-
рiантiв), а при швидкостi перебору 1 мiльярд комбiнацiй на секунду його можна
зламати приблизно за 2,5 днi. Це показує важливiсть використання довших i
складнiших паролiв.

Ще одним математичним методом захисту є стеганографiя, яка дозволяє при-
ховувати iнформацiю в мультимедiйних файлах. Один iз найпоширенiших методiв
– LSB (Least Significant Bit), коли останнi бiти кольорових компонентiв зображення
замiнюються на бiти секретного повiдомлення. Наприклад, якщо пiксель має зна-
чення RGB (11001010, 10100110, 11100011), то можна змiнити останнiй бiт кожного
компонента для приховування iнформацiї.

Таким чином, математика вiдiграє ключову роль у кiбербезпецi, забезпечу-
ючи криптографiчний захист, аналiз загроз, виявлення атак та оцiнку ризикiв.
Глибоке розумiння математичних методiв дозволяє створювати ефективнiшi систе-
ми захисту та протистояти кiберзлочинцям. Для того, щоб стати професiоналом
у сферi кiбербезпеки, необхiдно добре володiти криптографiєю, теорiєю графiв,
ймовiрностями та алгоритмiкою..
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Анотацiя

В доповiдi розглядається ланцюгове 𝐴2-представлення з алфавiтом {𝛼1;𝛼2}
(0 < 𝛼1 < 𝛼2, 𝛼1𝛼2 = 1

2
) чисел вiдрiзку [𝛼1;𝛼2]. Здiйснюється огляд основних

результатiв та вiдкритих проблем по вiдношенню до вiдповiдного представлення.
Ключовi слова: ланцюгове 𝐴2-представлення; алфавiт; метричнi задачi; лебе-

гiвська структура.

Нехай 0 < 𝛼1 < 𝛼2, 𝛼1𝛼2 = 1
2 . Добре вiдомо [1], що для кожного 𝑡 ∈ [𝛼1;𝛼2]

iснує послiдовнiсть (𝑏𝑛) кожен член якої рiвний 𝛼1 або 𝛼2 i

𝑡 = [𝑏1, ..., 𝑏𝑛, ...].

Останнє зображення називається ланцюговим 𝐴2-зображенням. Зчисленна множи-
на (𝐴2-бiнарних) чисел 𝑡 ∈ [𝛼1;𝛼2] має вiдповiдно два 𝐴2-зображення виду

[𝑏1, ..., 𝑏𝑛, 𝛼1, (𝛼1, 𝛼2)] = [𝑏1, ..., 𝑏𝑛, 𝛼2(𝛼2, 𝛼1)],

де круглi дужки символiзують перiод, в той час як всi iншi (𝐴2-унарнi) числа
вiдрiзку [𝛼1;𝛼2] мають єдине 𝐴2-зображення.

Розглянемо вiдображення

𝑇 ([𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛, ...]) = [𝑎2, 𝑎3, ..., 𝑎𝑛+1, ...].

Для 𝐴2-бiнарних чисел домовимся використовувати 𝐴2-зображення з перiодом
(𝛼1, 𝛼2).
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Для числа 𝑥 розглянемо послiдовнiсть пiдхiдних дробiв
(︁
𝑝𝑛
𝑞𝑛

)︁
. Нехай (𝜉𝑛) —

послiдовнiсть незалежних дискретно розподiлених випадкових величин, що на-
бувають значень 𝛼1 та 𝛼2 з ймовiрностями 𝑝(𝛼1)𝑛 та 𝑝(𝛼2)𝑛 вiдповiдно. Розглянемо
випадкову величину

𝜉 = [𝜉1, 𝜉2, ..., 𝜉𝑛, ...].

Нехай 𝜆(·) — класична мiра Лебега, 𝜂(·) — мiра Лебега-Стiлтьєса, що вiдповiдає
абсолютно неперервнiй функцiї розподiлу

𝑓(𝑥) =
ln
(︁
𝑥+2𝛼1

𝑥+2𝛼2

)︁
+ ln

(︁
𝛼1+2𝛼2

3𝛼1

)︁
2 ln(𝛼1 + 𝛼2)− ln(2)

∀𝑥 ∈ [𝛼1;𝛼2],

з щiльнiстю

𝑝(𝑥) =
2𝛼2 − 2𝛼1

2 ln(𝛼1 + 𝛼2)− ln(2)
· 1

(𝑥+ 2𝛼1)(𝑥+ 2𝛼2)
∀𝑥 ∈ [𝛼1;𝛼2].

Топологiчна структура ланцюгового 𝐴2-представлення детально описана в
[Дмитренко, Кюрчев, Працьовитий, 2009]. Деякi результати по вiдношенню до ме-
тричних результатiв та лебегiвської структури випадкової величини були отриманi
в [Працьовитий, Кюрчев, 2009], [Pratsiovytyi, Kyurchev, 2009]. Сучасними резуль-
татами по вiдношенню до ланцюгового 𝐴2-представлення є наступнi

1. Задача Гаусса–Кузьмiна для ланцюгових 𝐴2-дробiв.

Теорема 1. Нехай

𝑔𝑛(𝑥) = 𝜆(𝑇−𝑛([𝛼1;𝑥])) 𝑔(𝑥) = lim
𝑛→+∞

𝑔𝑛(𝑥).

Iснує 𝐶 > 0 та 𝛾 ∈ (0; 1) такi, що

|𝑔𝑛(𝑥)− 𝑔(𝑥)| ⩽ 𝐶 · 𝛾
√
𝑛 ∀𝑛 ∈ 𝑁, 𝑥 ∈ [𝛼1;𝛼2].

𝑔(𝑥) = (𝛼2 − 𝛼1)𝜂([𝛼1;𝑥]) = (𝛼2 − 𝛼1) ·
ln
(︁
𝑥+2𝛼1

𝑥+2𝛼2

)︁
+ ln

(︁
𝛼1+2𝛼2

3𝛼1

)︁
2 ln(𝛼1 + 𝛼2)− ln(2)

2. Метричнi результати для ланцюгових 𝐴2-дробiв.

Теорема 2. Позначимо

𝐺 = −
∫︁ 𝛼2

𝛼1

ln(𝑥)𝑝(𝑥)𝑑𝑥

Для майже всiх чисел 𝑥 ∈ [𝛼1;𝛼2] виконуються умови

lim
𝑛→∞

𝑛
√
𝑞𝑛 = 𝑒𝐺,
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lim
𝑛→∞

𝑛
√︀
𝜆(Δ𝑛) = 𝑒−2𝐺

lim
𝑛→∞

𝑛

√︃⃒⃒⃒⃒
𝑥− 𝑝𝑛(𝑥)

𝑞𝑛(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
= 𝑒−2𝐺.

3. Лебегiвська структура розподiлу 𝜉.

Теорема 3. Розподiл 𝜉 є чистим причому
дискретним тодi i тiльки тодi, коли

+∞∏︁
𝑛=1

max{𝑝(𝛼1)𝑛; 𝑝(𝛼2)𝑛} > 0.

сингулярним тодi i тiльки тодi, коли

+∞∏︁
𝑛=1

max{𝑝(𝛼1)𝑛; 𝑝(𝛼2)𝑛} = 0.

Наразi вiдкритою залишається гiпотеза: для алфавiту {𝛼1 = 0, 5;𝛼2 = 1} чи ко-
жне рацiональне число вiдрiзку [0, 5; 1] є 𝐴2-бiнарним? Ланцюгове 𝐴2-представлення
може бути використане в криптографiї.
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Метод оптимального розподiлу iнвестицiй
на основi нечiткого виведення типу 2
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Анотацiя

Розподiл iнвестицiй є важливим аспектом економiчної системи, що характеризу-
ється високим рiвнем невизначеностi та нелiнiйною поведiнкою. Для ефективного
прогнозування та пiдтримки рiшень у сферi iнвестування застосовується нечiтка
логiка, зокрема системи нечiткого виводу типу 2 (T2FLS). На вiдмiну вiд класичних
методiв, вони дозволяють враховувати невизначенiсть завдяки функцiям нечiткої
приналежностi другого типу. Використання таких моделей сприяє пiдвищенню то-
чностi прийняття рiшень, оптимiзацiї iнвестицiйного процесу та зниженню ризикiв
у фiнансовiй сферi.

Ключовi слова: iнвестицiї; розподiл; прогнозування; невизначенiсть; нечiтка
логiка; нечiткi множини; фазифiкацiя; дефазифiкацiя; функцiя приналежностi;
нечiткi правила; фiнанси; економiка.

Розподiл iнвестицiй вiдiграє ключову роль в економiчнiй системi, а його прогно-
зування є важливим завданням у фiнансовiй сферi. Через нелiнiйнiсть i хаотичнiсть
цього процесу данi можуть бути невизначеними або неповними. Ефективним мето-
дом пiдтримки рiшень є нечiтка логiка, запропонована Лотфi Заде в 1960-х роках
як засiб обробки невизначеностi та двозначностi, що узагальнює класичну теорiю
множин.

З часом дослiдження виявили вдосконалення нечiткої логiки, якi краще вiд-
ображають її справжнє значення, тобто лiнгвiстичне вираження вхiдних змiнних,
включаючи невизначенiсть, що виникає через неясну або двозначну iнформацiю.
Три основнi пiдходи нечiткої логiки: нечiткi множини типу 1 (T1FS), iнтервальнi
нечiткi множини типу 2 (IT2FS) та загальнi нечiткi множини типу 2 (GT2FS).

Перший пiдхiд є найпростiшою формою нечiткої логiки, а також найбiльш по-
ширеним i застосовним. Бiльш складний пiдхiд представлений IT2FS, де вводиться
поняття невизначеностi у виглядi iнтервалiв. Незважаючи на складнiсть обчислень
порiвняно з T1FS, вони покращують загальну нечiтку модель за рахунок бiльшої
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стiйкостi до зовнiшнього шуму [Castro, Sanchez, Gonzalez, Melin, and Castillo, 2018].
Нечiтка логiка широко використовується в багатьох областях не тiльки тому, що

вона дозволяє обробляти неповнi або невизначенi данi, а й тому, що її iнструменти
були спрощенi з використанням параметризованих нечiтких систем.
Проблема невизначеностi вирiшується за допомогою систем нечiткого виводу типу
2, завдяки якiй розробляється нечiтка система для пiдтримки iнвестицiйних рiшень.
Нечiтка система 2-го типу приймає вiдкладене значення в якостi вхiдних даних,
перетворює його за допомогою функцiї-члена 2-го типу i має на увазi нечiткi
правила в нечiткiй системi.

Вихiднi данi нечiткої системи, яка представлена у виглядi функцiї нечiткої
приналежностi 2-го типу, приведеної до функцiї нечiткої приналежностi 1-го типу,
розшифровує її до точного значення i забезпечує пiдтримку прийняття рiшень для
майбутнього розвитку процесу розподiлу iнвестицiй.

Модель, створена за допомогою систем нечiткого виводу типу 2, може слугувати
iнструментом для пiдтримки прийняття рiшень iнвесторами.

Нечiтка логiка використовується в широкому спектрi задач прийняття рiшень,
таких як управлiння ризиками, фiнанси, економiка та менеджмент, а також у
прогнозуваннi погоди, фiзицi та багатьох iнших областях. Зручнiсть використання
нечiткої логiки величезна, головним чином через те, що вона дозволяє працювати
з мисленням людини, на вiдмiну вiд нейронних мереж або генетичних алгоритмiв.

Нечiтка логiка заснована на здатностi працювати з вкрай невизначеними, не-
точними або хаотичними файлами даних. Заде [Zadeh, 1968] розробив прийнятнi
методи для опису цiєї невизначеностi за допомогою нечiтких множин замiсть
складних математичних формулювань. Очевидною перевагою нечiтких моделей є
можливiсть представлення даних за допомогою лiнгвiстичних якiсних концепцiй,
а не кiлькiсних даних [Rustum, 2009]. Нечiтка логiка складається з трьох основних
механiзмiв, якими є фазифiкацiя, механiзм логiчного висновку i дефазифiкацiя.
Функцiї-члени дозволяють продемонструвати нечiтку множину. Крiм того, нечiткi
правила “якщо-то” представляють погляди i висновки експертiв у своїй областi,
якi можуть бути легко обчисленi.

Метод нечiткої логiки дозволяє системi використовувати переваги моделювання
середовища, що iмiтує когнiтивну поведiнку людини, i дозволяє використовувати
мовний ввiд для розпiзнавання невизначеностi записiв. Таким чином, мета систем
нечiткого виводу - надати людинi наочне уявлення про вирiшення проблем. Не
втрачаючи загальностi, це нечiтка множина елементiв, якi допускають для своїх
членiв рiзнi ступенi приналежностi в дiапазонi [0, 1]. Таким чином, ступiнь подi-
бностi кожної вхiдної змiнної в такiй нечiткiй множинi визначається функцiєю
приналежностi [Wan, Chen, and Dong, 2021].

Нечiтка приналежнiсть до типу 1 функцiї визначається точними i однозначними
значеннями в дiапазонi [0, 1], тодi як функцiя нечiткої приналежностi типу 2 може
бути розроблена для кожної вхiдної змiнної в областi . Бiльше того, можна ствер-
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джувати, що функцiя приналежностi до T2FLS може обробляти бiльш високий
рiвень невизначеностi порiвняно з функцiєю приналежностi до T1FLS [Khairuddin,
Hasan, Hashmani, and Azam, 2021].

Це досягається за рахунок облiку рiзних ступенiв невизначеностi (FOU) в
поєднаннi з тривимiрною природою нечiтких множин 2-го типу. Вторинна функцiя
членства пов’язана зi ступенем членства. Коли ця вторинна функцiя-член приймає
при максимальнiй невизначеностi значення 1 в певному iнтервалi [a, b], формується
нечiтка множина iнтервалу типу 2. Ключовими елементами нечiтких множин iнтер-
валу типу 2 є область невизначеностi (FOU), верхня функцiя приналежностi (UMF)
i нижня функцiя приналежностi (LMF). Максимальна невизначенiсть, виражена у
вториннiй функцiї приналежностi, дорiвнює 1, тому нечiткий набiр iнтервалiв типу
2 може бути спрощений. Нечiткi множини пов’язанi з лiнгвiстичними термiнами,
якi є частиною нечiтких правил, обумовлених твердженнями [Ferreyra, Hagras,
Kern, and Owusu, 2018].

Структура T2FLS дуже схожа на структуру T1FLS. Реальнi змiннi спочатку
перетворюються в блоцi фазифiкацiї в лiнгвiстичнi змiннi, причому лiнгвiстичнi
змiннi базуються на базових лiнгвiстичних змiнних. Зазвичай використовується
вiд трьох до семи атрибутiв цiєї базової змiнної. Ступiнь атрибута даної змiнної в
наборi представлений математичною функцiєю. У T2FLS доступно кiлька типiв
фазифiкацiї. Якщо отриманi данi є iдеальними, змодельованими у виглядi чiткого
набору, данi з шумом i данi з стацiонарним шумом моделюються як нечiткi множи-
ни типу 1, а нестацiонарний шум моделюється як нечiткi набори типу 2. Останнiй
тип фазифiкацiї не може бути виконаний в T1FLS. Системи нечiткої логiки 2-го
типу представленi можливiстю використання функцiї розподiлу, яка може бути
записана, наступним чином

𝐴 = {((𝑥, 𝑢), 𝜇𝐴(𝑥, 𝑢)) | ∀𝑥 ∈ 𝑋, ∀𝑢 ∈ 𝐽𝑥 ⊆ [0, 1]} , (1)

де 𝑥 — перша змiнна, 𝐽𝑥 ⊆ [0, 1] — перший нечiткий розподiл 𝑥, 𝑢 — друга
змiнна, i ((𝑥, 𝑢), 𝜇𝐴(𝑥, 𝑢)) є другим нечiтким розподiлом можливостей у точцi 𝑥.

Мендель [Mendel] визначає метод IT2FLS, в якому використовується узагаль-
нений iнтервальний нечiтко заданий iнтервал. Вимога для розподiлу вторинних
можливостей є умовою нормальностi, що означає, що елементiв повнiстю розподi-
ленi по x, якi визначаються наступним чином: IT2FLS – це

𝐴 = {(𝑥, 𝜇𝐴(𝑥, 𝑢)) | ∀𝑥 ∈ 𝑋, ∀𝑢 ∈ 𝐽𝑥 ⊆ [0, 1]} , (2)

де 𝑥 — перша змiнна, 𝐽𝑥 ⊆ [0, 1] — перший можливий розподiл 𝑥, 𝑢 — друга змiнна,
i (𝑥, 𝜇𝐴(𝑥, 𝑢)) — другий можливий розподiл 𝑥.

Для IT2FLS X – це верхнiй розподiл 𝜇̄(𝑥) i нижнiй розподiл – 𝜇(𝑥) - розподiли
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ймовiрностей типу 1, невизначенiсть впливу 𝑋̄(FOU(𝑋̃)) визначається як

FOU(𝑋̃) =
⋃︁
𝑥∈𝑋

𝐽𝑠 =
{︀
(𝑥, 𝑦) : 𝐽𝑋 = [𝜇̄(𝑥), 𝜇(𝑥)]

}︀
(3)

Висновок. Таким чином, системи нечiткого виведення типу 2, можуть бути
досить вагомим iнструментом для знаходження розв’язку задачi оптимального
розподiлу iнвестицiй в умовах невизначеностi. Данi системи виводу зможуть зна-
йти оптимальне рiшення, яке допоможе зробити найбiльш вигiднi iнвестицiї з
максимально можливим прибутком.
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Анотацiя

В роботi дослiджується фiзично здiйснима однорiдна лiнiйна система з iмпуль-
сною перехiдною функцiєю (IПФ), яка визначена на обмеженiй областi. Вхiдний
сигнал припускається стацiонарним гаусiвським випадковим процесом, представ-
леним як скiнченна сума з некорельованими членами. Використовується метод
сумiсної емпiричної корелограми для оцiнювання IПФ, аналiзуються його стати-
стичнi властивостi. Отриманi результати дозволяють розробити непараметричний
критерiй перевiрки IПФ.

Ключовi слова: iмпульсна перехiдна функцiя; сумiсна емпiрична корелограма;
швидкiсть збiжностi; статистичний критерiй; перевiрка гiпотез.

Розглянемо лiнiйну однорiдну систему з дiйснозначною iмпульсною перехiдною
функцiєю (IПФ) 𝐻(𝜏), визначеною на обмеженiй областi 𝜏 ∈ [0,Λ]. Вихiдний
сигнал 𝑌 (𝑡), 𝑡 ∈ R системи пов’язаний з вхiдним сигналом𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ R за допомогою
iнтегрального рiвняння:

𝑌 (𝑡) =

∫︁ Λ

0

𝐻(𝜏)𝑋(𝑡− 𝜏)𝑑𝜏, 𝑡 ∈ R,

де 𝐻(𝜏) ∈ 𝐿2([0,Λ]) – iмпульсна перехiдна функцiя системи.
Задача полягає у статистичному оцiнюваннi 𝐻(𝜏) на основi спостережень

вхiдного 𝑋(𝑡) i вихiдного 𝑌 (𝑡) сигналiв. Вхiдний процес 𝑋(𝑡) є стацiонарним гаус-
совим процесом з нульовим математичним сподiванням i може бути представлено
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у виглядi такого ряду:

𝑋𝑁(𝑢) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜉𝑘𝜙𝑘(𝑢) +
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜂𝑘𝜓𝑘(𝑢),

де {𝜙𝑘(𝑡), 𝜓𝑘(𝑡)}, 𝑘 ⩾ 1 – ортонормований базис в 𝐿2([0,Λ]), а 𝜉𝑘, 𝜂𝑘 – некорельованi
гауссовi випадковi величини.

Оцiнку для 𝐻(𝜏) в точцi 𝜏, 𝜏 > 0; визначимо у виглядi сумiсної емпiричної
корелограми мiж вхiдним та вихiдним процесами:

𝐻̂(𝜏) =
1

𝑇

∫︁ 𝑇

0

𝑌 (𝑡)𝑋(𝑡− 𝜏)𝑑𝑡,

де 𝑇 > 0 – параметр середнього. Цей пiдхiд до оцiнювання IПФ було детально
вивчено в роботах [Розора, 2018, Buldygin, Utzet, Zaiats, 2004].

Розглянемо систему функцiй{︃
1√
Λ
,

√︂
2

Λ
cos

(︂
2𝑘𝜋𝑡

Λ

)︂
,

√︂
2

Λ
sin

(︂
2𝑘𝜋𝑡

Λ

)︂
, 𝑘 ⩾ 1

}︃
яка є ортонормованим базисом у 𝐿2([0,Λ]).

Коефiцiєнти розкладу 𝐻(𝜏) у цьому базисi визначаються як:

𝑎𝑘 =

∫︁ Λ

0

𝐻(𝜏)𝜙𝑘(𝜏)𝑑𝜏 =

√︂
2

Λ

∫︁ Λ

0

𝐻(𝜏) cos

(︂
2𝑘𝜋𝜏

Λ

)︂
𝑑𝜏 𝑘 ⩾ 1,

𝑏𝑘 =

∫︁ Λ

0

𝐻(𝜏)𝜓𝑘(𝜏)𝑑𝜏 =

√︂
2

Λ

∫︁ Λ

0

𝐻(𝜏) sin

(︂
2𝑘𝜋𝜏

Λ

)︂
𝑑𝜏 𝑘 ⩾ 1.

Вхiдний сигнал 𝑋𝑁(𝑡) можна представити у виглядi ряду:

𝑋𝑁(𝑢) =

√︂
2

Λ

𝑁∑︁
𝑘=1

(︂
𝜉𝑘 cos

(︂
2𝑘𝜋𝑢

Λ

)︂
+ 𝜂𝑘 sin

(︂
2𝑘𝜋𝑢

Λ

)︂)︂
, 𝑢 ∈ R.

де 𝜉𝑘, 𝜂𝑘 — некорельованi гауссовi випадковi величини.
Розглянемо наступнi умови:
Умова A. Функцiя 𝐻(𝜏) двiчi диференцiйовна на [0,Λ]. Функцiї 𝐻(𝜏) i 𝐻 ′(𝜏)

є неперервними на [0,Λ], а також виконуються нерiвностi

𝐼0 = 𝐼0(Λ) =

∫︁ Λ

0

|𝐻(𝜏)|𝑑𝜏 <∞,

𝐼1 = 𝐼1(Λ) =

(︂∫︁ Λ

0

|𝐻 ′(𝜏)|2𝑑𝜏
)︂1/2

<∞,
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𝐼2 = 𝐼2(Λ) =

∫︁ Λ

0

|𝐻 ′′(𝜏)|𝑑𝜏 <∞.

Умова B. Виконується рiвнiсть

𝐻(0) = 𝐻(Λ).

Умова B означає, що дiя iмпульсу на вiдрiзку [0,Λ] повнiстю завершується.
Якщо ця умова не виконується, можна застосувати поворот графiка на кут
arctan 𝐻(Λ)−𝐻(0)

Λ .
Позначимо

𝑑 = |𝐻 ′(0)|+ |𝐻 ′(Λ)|.

Лема. [Kozachenko, Rozora, 2023] Нехай виконуються умови A, B. Тодi справе-
дливi оцiнки:

|𝐻*(𝜏)− E[𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏)]| ⩽
Λ(𝑑+ 𝐼2(Λ))

2𝜋2𝑁
,

Var[𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏)] ⩽
Λ3(Λ + 2)𝐼21(Λ)

𝜋4𝑇 2

(︂
2− 1

𝑁

)︂2

,

де 𝐻*(𝜏) = 𝐻(𝜏)− 𝑎0, 𝑎0 = 1√
Λ

∫︀ Λ

0 𝐻(𝜏)𝑑𝜏 , а 𝐼1(Λ) i 𝐼2(Λ) визначенi в умовi A.

Якщо 𝑇,𝑁 → ∞, то оцiнка 𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏) набуває асимптотичної незмiщеностi та
конзистентностi.

Теорема. Нехай виконуються умови A, B. Тодi для

𝜀 ⩾

(︂(︂
𝑝√
2
+

√︂(︁𝑝
2
+ 1

)︁
𝑝

)︂
Λ

1
𝑝𝛾0 + Λℎ*𝑁,Λ

)︂𝑝

справедлива оцiнка

𝑃

{︂∫︁ Λ

0

|𝐻*(𝜏)− 𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏)|𝑝𝑑𝜏 > 𝜀

}︂
⩽ 2

⎯⎸⎸⎷1 +
(𝜀

1
𝑝 − Λℎ*𝑁,Λ)

√
2

Λ
1
𝑝𝛾0

exp

{︃
−
𝜀

1
𝑝 − Λℎ*𝑁,Λ√
2Λ

1
𝑝𝛾0

}︃
.

На основi отриманих результатiв можна побудувати метод перевiрки гiпотез
про форму IПФ. Для цього було запропоновано статистичний критерiй, який
базується на теоремi про швидкiсть збiжностi в просторi 𝐿𝑝([0,Λ]) оцiнки IПФ
[Rozora, Melnyk, 2025]. Нульова гiпотеза 𝐻0: 𝐻(𝜏) = 𝐻0(𝜏) проти альтернативної
𝐻𝑎: 𝐻(𝜏) ̸= 𝐻0(𝜏). Статистика тесту має вигляд:∫︁ Λ

0

|𝐻(𝜏)− 𝐻̂𝑁,𝑇,Λ(𝜏)|𝑝𝑑𝜏 > 𝜀*,
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де 𝜀* — критичне значення, що обирається так, щоб задовольняти рiвень значущостi
𝛿.

У симуляцiйному дослiдженнi було розглянуто конкретну функцiю 𝐻(𝜏) =
𝜏(𝑒−𝜏 − 𝑒−Λ), для якої були знайденi мiнiмальнi значення параметра 𝑇 для рiзних
комбiнацiй точностi 𝜀, рiвня значущостi 𝛿 i числа членiв у рядi 𝑁 . У процесi
симуляцiй було встановлено, що необхiднi значення 𝑇 зменшуються при збiльшеннi
𝑁 , що пiдтверджує теоретичнi результати [Rozora, Melnyk, 2025].

Розроблений метод може бути застосований для аналiзу лiнiйних систем у
рiзних галузях, таких як обробка сигналiв, автоматичне управлiння, економетрика
та океанологiя. У задачах iдентифiкацiї систем можна використовувати отриманi
результати для перевiрки адекватностi моделей, що описують поведiнку реальних
процесiв.
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Проблеми обробки iнформацiї судочинства
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Анотацiя

Сучасне судочинство України стикається з рядом проблем, зокрема залежнi-
стю вiд людського чинника, обмеженою гнучкiстю, значними витратами часу та
ресурсiв. Обробка правової iнформацiї ускладнена її масштабнiстю, нестандартною
структурою та необхiднiстю постiйного оновлення. Використання NLP-технологiй
та штучного iнтелекту дозволяє автоматизувати аналiз юридичних текстiв, покра-
щити розумiння правових норм i пришвидшити судовi процеси. Запропонований
розмiрково-пошуковий алгоритм забезпечує ефективну обробку та формування
правових позицiй для пiдготовки судових рiшень.

Ключовi слова: судочинство; штучний iнтелект; NLP; автоматизацiя; правова
iнформацiя.

1 Вступ
Традицiйнi методи обробки iнформацiї судочинства мають ряд важливих недо-

лiкiв, таких як залежнiсть вiд людських ресурсiв, вiдсутнiсть гнучкостi та значне
споживання ресурсiв. Цi проблеми включають:

• Залежнiсть вiд людського прийняття рiшень. Судочинство традицiйно
спирається на рiшення суддiв, прокурорiв та адвокатiв, що включає аналiз
справи, тлумачення норм i винесення рiшень [1].

• Використання прецедентiв. Суддi використовують попереднi рiшення як
орiєнтири для ухвалення нових рiшень, що забезпечує узгодженiсть правоза-
стосування [1].

• Обмежена гнучкiсть. У випадках правової невизначеностi суддi мають
враховувати контекст для прийняття рiшення [1].
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• Затрати часу та ресурсiв. Судовi процеси вимагають значних людських,
фiнансових та iнформацiйно-комунiкацiйних ресурсiв, що затягує їх роз-
гляд [1].

2 Особливостi юридичних даних
Юридична iнформацiя має такi характернi риси:

• Неструктурованiсть. Правова iнформацiя часто представлена у виглядi
тексту, що мiстить закони, судовi рiшення, юридичнi коментарi тощо, за-
звичай у нестандартизованлму форматi. Для трансформацiї таких даних
у структурований формат застосовуються методи обробки природної мови
(NLP) [1].

• Масштабнiсть i складнiсть. Правова iнформацiя зазвичай має великий
обсяг i складну структуру. Наприклад, законодавчi акти або судовi рiшення
можуть налiчувати сотнi сторiнок. Крiм того, рiзнi правовi сфери вимагають
спецiалiзованих знань i пiдходiв до аналiзу. [1].

• Актуальнiсть. Право є динамiчною галуззю, де законодавство та судо-
ва практика постiйно змiнюються. Тому правовi бази даних потребують
регулярного оновлення, щоб вiдображати останнi змiни [1].

• Приватнiсть i безпека.Правова iнформацiя часто мiстить чутливi данi.
Це вимагає суворих заходiв iз забезпечення конфiденцiйностi, таких як
анонiмiзацiя даних i контроль доступу [1].

3 Застосування NLP та ШI в судочинствi
Встановленi проблеми та особливостi юридичних iнформацiйних ресурсiв спо-

нукають правникiв, математикiв та iнженерiв до пошуку методiв, моделей та
iнструментальних засобiв для вирiшення цих проблем.Одним iз таких пiдходiв
до вирiшення вказаних проблем можуть бути методи, моделi та iнструментальнi
засоби штучного iнтелекту [2]. Штучний iнтелект, зокрема великi мовнi моделi,
мають великий потенцiал покращити ефективнiсть i якiсть судових процесiв, що
стає особливо важливим у умовах зростаючого навантаження на суди.

• Аналiз юридичних документiв. LLM можуть перевiряти граматику,
структуру речень i видiляти ключовi елементи (спiрнi питання, норми права,
сторони, докази), спрощуючи пiдготовку до розгляду.

• Генерацiя юридичного контенту. ШI створює позови, контракти, судовi
звiти на основi базових даних, що прискорює пiдготовку документiв [1].
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• Розпiзнавання мови. Автоматизує створення протоколiв судових засiдань,
зменшуючи неточностi ручного запису [1].

• Юридичнi консультацiї. ШI надає поради на основi правових баз, знижу-
ючи навантаження на адвокатiв [1].

• Пошук оптимальних рiшень. Аналiзуючи бази рiшень, ШI пропонує
найкращi варiанти, сприяючи справедливостi [1].

• Логiчний аналiз справ. ШI оцiнює релевантнiсть доказiв i формує обґрун-
тування для судових рiшень [1].

• Автоматизацiя судових процедур. Зменшує адмiнiстративне навантажен-
ня автоматизуючи рутиннi задачi, пiдвищуючи швидкiсть розгляду справ [1].

Розмiрково-пошуковий алгоритм спрямований на формування та обробку право-
вих позицiй, а не повних текстiв судових рiшень. Такий пiдхiд дозволяє зменшити
вплив нерелевантного контенту та збiльшити кiлькiсть розглянутих ситуацiй.
Створення правової позицiї здiйснюється в декiлька етапiв.

• З кожного судового рiшення витягуються посилання на правовi норми, що
використовуються (статтi кодексiв або законiв).

• Для коректної роботи LLM створюється база даних структурованих правових
норм. Наприклад, якщо згадується “ст. 234 ч. 2 КПК”, модель отримує лише
текст, що стосується другої частини статтi 234 КПК, а не всю статтю.

• Формується правова пiдказка судового рiшення, яка складається з текстiв
використаних правових норм у судовому рiшеннi.

• Використовуючи пiдказки, LLM визначає послiдовнiсть думок щодо правових
норм, що складається з таких елементiв:

• На основi послiдовностi думок створюється висновок про коректне застосу-
вання правових норм та їх взаємодiю. Цей висновок являє собою правову
позицiю.

Розмiрково-пошуковий алгоритм використовує три основних компоненти.

1. Компонент пошуку:

• Пошук релевантних правових позицiй у зовнiшнiй базi знань за пошуко-
вим запитом користувача.

2. Компонент формування альтернатив:
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• Ранжування правових позицiй для усунення схожих позицiй i забезпе-
чення рiзноманiтностi дерева альтернатив.

• Генерацiя дерева альтернатив LLM на основi релевантних позицiй. Де-
рево зберiгається мiж iтерацiями для подальшого розширення.

• Агрегацiя дерева за допомогою LLM, що вибирає найкращу альтернати-
ву для вирiшення задачi.

3. Компонент генерацiї вiдповiдi:

• Валiдацiя дерева альтернатив LLM для видалення нерелевантних гiлок.
• Генерацiя остаточної вiдповiдi на основi валiдованого дерева.
• Агент вирiшує, чи завершувати роботу алгоритму, чи продовжувати

генерацiю.

Алгоритм циклiчно створює, обрiзає та розширює дерево альтернатив, са-
мостiйно обираючи iнструменти чи завершуючи розгляд, що забезпечує йому
саморефлексiю та адаптивнiсть у вирiшеннi правових задач.

4 Висновки
• Визначено основнi проблеми судочинства України, зокрема залежнiсть вiд

людських рiшень, високi витрати часу та складнiсть обробки юридичних
даних.

• Обґрунтовано доцiльнiсть використання NLP та штучного iнтелекту для
автоматизацiї аналiзу судових документiв i пошуку релевантних рiшень.

• Запропоновано алгоритм, що будує дерево альтернатив для ефективного
аналiзу судових рiшень, пiдвищуючи точнiсть правових позицiй.

• Порiвняльний аналiз пiдтвердив конкурентоспроможнiсть запропонованого
алгоритму та його переваги у автоматизацiї пошуку судових рiшень.
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Анотацiя

Робота присвячена дослiдженню застосування iнтелектуального аналiзу даних
в освiтнiй сферi, зокрема в контекстi персоналiзацiї навчання та прогнозування
результатiв навчання. У нiй розглядаються основнi методи та алгоритми, якi
використовують для обробки та аналiзу великих обсягiв освiтнiх даних, що дозволяє
адаптувати навчальний процес до iндивiдуальних потреб студентiв.

Ключовi слова: iнтелектуальний аналiз даних; персоналiзацiя навчання; про-
гнозування навчання.

Вступ
В сучасному свiтi, де технологiї все бiльше впливають на усi сфери нашого

життя, освiтня галузь не може залишатися поза увагою. Використання iнтелекту-
ального аналiзу даних в освiтi стає невiд’ємною складовою стратегiй розвитку
освiтнiх систем та пiдвищення якостi навчання. Новiтнi технологiї дозволяють
збирати та аналiзувати величезнi обсяги даних, що вiдкриває безлiч можливо-
стей для оптимiзацiї навчального процесу, адаптацiї до потреб кожного учня та
впровадження iнновацiйних пiдходiв до навчання та виховання.

Iнтелектуальний аналiз даних в освiтнiй сферi виходить за рамки звичайних
методiв аналiзу результатiв навчання. Вiн надає змогу збирати, обробляти та
iнтерпретувати данi про студентiв, навчальнi програми та навчальнi процеси,
щоб зрозумiти їх ефективнiсть та виявити можливостi для полiпшення. Завдяки
використанню алгоритмiв машинного навчання та штучного iнтелекту можна
робити оцiнку успiшностi, прогнозувати успiшнiсть студентiв, а також персоналi-
зувати навчання для кожного учня, сприяючи його iндивiдуальному розвитку та
досягненню найкращих результатiв. Такий пiдхiд до аналiзу даних у сферi освiти
може зробити навчання бiльш ефективним, доступним та адаптивним до потреб
сучасного суспiльства.
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Мета дослiдження полягає у окресленнi завдань сфери освiти вирiшення яких
можливе iз використанням iнтелектуального аналiзу даних.

Персоналiзацiя навчання
Персоналiзоване навчання набуває все бiльшої популярностi, особливо з розви-

тком iнформацiйних технологiй i сучасних освiтнiх ресурсiв для навчання. Кожна
людина iндивiдуальна i має рiзнi знання, рiзну пам’ять, рiзну швидкiсть навчання.
Iнтелектуальний аналiз вiдiграє важливу роль у вдосконаленнi процесiв навчання
та сприяє персоналiзацiї навчання, яка полягає в адаптацiї процесу навчання до
потреб та можливостей кожного конкретного учня. Це може бути досягнуто за
допомогою аналiзу даних про учнiв, їхнi досягнення, стилi навчання, iнтереси та
потреби [1].

З метою персоналiзацiї навчання використовуються рiзнi пiдходи, включаючи
використання адаптивних платформ, якi за допомогою iнтелектуального аналiзу
можуть аналiзувати поведiнку та вiдповiдi студентiв на завдання та тестування,
щоб iдентифiкувати їхнi сильнi та слабкi сторони. На основi цього аналiзу платфор-
ми навчання можуть автоматично адаптувати навчальний контент, пропонуючи
iндивiдуалiзованi завдання та матерiали, якi найбiльше вiдповiдають потребам
кожного учня.

Персоналiзованi рекомендацiї iз використанням iнтелектуального аналiзу даних
можуть аналiзувати iсторiю навчання та iнтереси учнiв, щоб надавати персоналiзо-
ванi рекомендацiї щодо додаткових матерiалiв, курсiв або занять, якi вiдповiдають
їхнiм потребам та iнтересам.

Iншим аспектом персоналiзацiї є iнтеграцiя соцiальних елементiв у навчальний
процес. Груповi проекти i спiвпраця мiж студентами створюють середовище, яке
пiдтримує активну участь учнiв i розвиває їхнi соцiальнi навички. Наприклад,
груповi проекти та спiвробiтництво мiж студентами можуть бути адаптованi до
iндивiдуальних стилiв навчання, що дозволяє учням взаємодiяти один з одним i
обмiнюватися знаннями. Це не лише збiльшує мотивацiю, але й збiльшує розвиток
навичок командної роботи [2].

Аналiз взаємодiї з контентом може вiдстежувати, як учнi взаємодiють з на-
вчальним контентом, таким як вiдео, текстовi матерiали або iнтерактивнi завдання
дозволяє iдентифiкувати проблемнi мiсця та надавати додаткову пiдтримку учням,
якi мають труднощi з розумiнням певних концепцiй. Автоматизований зворотнiй
зв’язок може автоматично надавати зворотний зв’язок учням щодо їхнього на-
вчального прогресу та рекомендацiї щодо подальших крокiв. Це допомагає учням
розумiти їхнi сильнi та слабкi сторони та сприяє самооцiнцi та саморозвитку [3].

Всi цi методи допомагають створити персоналiзоване навчання, яке враховує
унiкальнi потреби, iнтереси та особливостi кожного учня, пiдвищуючи ефективнiсть
навчання та стимулюючи активну участь.

Прогнозування результатiв навчання
Прогнозування результатiв навчання — це процес використання алгоритмiв
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машинного навчання та статистичних методiв для передбачення успiшностi учнiв,
їхнього навчального прогресу та iнших важливих аспектiв навчального процесу.
Цей пiдхiд дозволяє навчальним закладам оптимiзувати освiтнi програми, вдоско-
налити процеси викладання та забезпечити персоналiзовану пiдтримку студентам.

Для проведення прогнозування спочатку необхiдно зiбрати велику кiлькiсть
даних, якi включають: iнформацiя про учнiв: рiвень знань, успiшнiсть на попере-
днiх курсах, академiчнi iнтереси та характеристики навчального процесу: методи
навчання, час, витрачений на виконання завдань, оцiнки за тестовi роботи тощо.

Пiсля збору даних вони пiддаються аналiзу з використанням рiзноманiтних
моделей машинного навчання. Залежно вiд конкретної задачi можуть бути за-
стосованi: алгоритми класифiкацiї — для прогнозування того, чи зможе студент
успiшно завершити певний курс або програму навчання або регресiйнi моделi —
для прогнозування середнього балу або рiвня знань студента пiсля завершення
навчального курсу [4, 6].

Пiсля того, як модель навчиться наявним даним, її можна застосувати для
прогнозування результатiв нових студентiв або для iдентифiкацiї тих, хто може
потребувати додаткової пiдтримки. У [5] представлено iнтелектуальну модель
прогнозування результатiв навчання в контекстi електронного навчання. Останнi
дослiдження, також, вказують на потенцiал штучного iнтелекту (ШI) у вдоскона-
леннi процесiв прогнозування. Завдяки здатностi ШI аналiзувати великi обсяги
даних, навчальнi заклади можуть отримати бiльш точнi прогнози щодо успiшностi
учнiв. Наприклад, ШI може виявити тенденцiї вiдвiдуваностi та виконанi завдання,
що дозволяє вчителям реагувати на проблеми [7].

Цей пiдхiд може допомогти унiверситетам та навчальним закладам оптимiзу-
вати навчальнi програми, вдосконалювати процеси викладання та навчання, а
також забезпечувати персоналiзовану пiдтримку студентам для досягнення їхнiх
академiчних цiлей.

Висновки
Iнтелектуальний аналiз даних у сферi освiти вiдкриває новi можливостi для

персоналiзацiї навчання та покращення прогнозування результатiв, що потребує
активної iнтеграцiї технологiй у навчальнi програми та методику викладання.
Це дозволяє вчителям та навчальним закладам ефективнiше спiлкуватися зi
студентами, адаптуючи навчальнi програми для вiдповiдностi потребам кожного
учня. Персоналiзованi пiдходи до навчання можуть пiдвищити зацiкавленiсть
студентiв та їхню мотивацiю до успiху. При цьому важливо враховувати етичнi
аспекти, такi як конфiденцiйнiсть даних та справедливе використання результатiв
аналiзу. Розвиток цiєї галузi потребує подальших дослiджень i iнновацiй для
максимального використання її потенцiалу у покращеннi процесiв навчання та
результатiв освiти.

Дослiдження в областi iнтелектуального аналiзу даних в освiтнiй сферi мають
великий потенцiал для подальшого розвитку, особливо в контекстi персоналiзацiї
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навчання та прогнозування результатiв навчання.
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Анотацiя

Ми вивчаємо застосування cтохастичних диференцiальних рiвнянь в задачах
епiдемiологiї та дослiджуємо стохастичну математичну модель динамiки захворю-
вання на туберкульоз з метою покращення розумiння процесiв передачi вiрусних
iнфекцiй та прогнозування динамiки розвитку епiдемiї.

Ключовi слова: SIR-модель; диференцiальнi рiвняння; вiнерiвський процес.

Прогнозування динамiки популяцiї, змiн в смертностi та народжуваностi, змiн
довiльних соцiальних та демографiчних показникiв - є корисними для розумiння
загальної демографiчної ситуацiї та обґрунтування дiй стосовно її покращен-
ня. Загальнi моделi поширення захворювань охоплюють рiзноманiтнi пiдходи та
методологiї, якi застосовуються для аналiзу та прогнозування епiдемiологiчних
процесiв. Одними з найпоширенiших є моделi SIR (Susceptible-Infectious-Recovered),
якi дають змогу оцiнити динамiку захворюваностi, виявити критичнi точки для
втручання та моделювати ефективнiсть заходiв, таких як вакцинацiя чи карантин.

Рис. 1: Схема переходiв мiж основними класами SIR-моделi.

Результати роботи Кермака i Маккендрiка (1927) є одними з фундаментальних
дослiджень у галузi математичного моделювання епiдемiй. Ця робота стала поча-
тком систематичного застосування математичних пiдходiв до аналiзу динамiки
iнфекцiйних захворювань. Саме в [1] для базової моделi SIR, була запропонована
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система диференцiальних рiвнянь, яка описує динамiку поширення iнфекцiї в
популяцiї. ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑑𝑆(𝑡) = −𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)𝑑𝑡,

𝑑𝐼(𝑡) = (𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)− 𝛾𝐼(𝑡)) 𝑑𝑡,

𝑑𝑅(𝑡) = 𝛾𝐼(𝑡)𝑑𝑡,

(1)

Коефiцiєнт 𝛽 визначає швидкiсть передачi iнфекцiї, враховуючи ймовiрнiсть
зараження та частоту контактiв мiж сприйнятливими 𝑆 та iнфiкованими 𝐼 . Коефi-
цiєнт 𝛾 — швидкiсть одужання. Кiлькiсть сприйнятливих 𝑆 зменшується через
зараження з iмовiрнiстю 𝛽𝑆𝐼 , кiлькiсть iнфiкованих 𝐼 зростає через новi заражен-
ня i зменшується через одужання 𝛾𝐼 . Кiлькiсть одужалих 𝑅 зростає зi швидкiстю
𝛾𝐼.

Загальна чисельнiсть популяцiї постiйна: 𝑆(𝑡) + 𝐼(𝑡) +𝑅(𝑡) = 𝑁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, де 𝑁
— розмiр популяцiї.

Cистема рiвнянь (1) є основою для багатьох сучасних моделей епiдемiй i дозво-
ляє аналiзувати такi важливi для епiдемiологiї явища та величини, як пiк епiдемiї,
базове репродуктивне число 𝑅0, ефекти вакцинацiї населення тощо.

Багато науковцiв придiляли увагу SIR-моделям. У лiтературi присутнi до-
слiдження математичних моделей, що ґрунтуються на використаннi звичайних
диференцiальних рiвнянь рiзних типiв, розроблених для вивчення поширення
захворювань (див. наприклад, [2]).

У дiйсностi поширення iнфекцiйних захворювань залежить не лише вiд детер-
мiнованих закономiрностей. Випадковi фактори суттєво впливають на динамiку
епiдемiй, особливо у невеликих популяцiях або на початкових етапах спалаху
iнфекцiйної хвороби. Врахування цих факторiв дає змогу точнiше прогнозувати
розвиток епiдемiї та оцiнювати можливi сценарiї її перебiгу.

Тому поруч з математичними детермiнованими моделями епiдемiй, згодом
почали дослiджувати стохастичнi, що враховують випадковiсть у контактах мiж
людьми, мутацiї вiрусу та змiни навколишнього середовища ([3]).

Моделi iнфекцiйних захворювань з урахуванням таких випадковостей створюю-
ться шляхом модифiкацiї детермiнованих диференцiальних рiвнянь, якi описують
динамiку популяцiй. До кожного детермiнованого рiвняння системи додають стоха-
стичнi доданки, якi вiдображають випадковi коливання (волатильнiсть). Для моде-
лювання цих коливань використовують диференцiали за вiнерiвськими процесами,
що дозволяють врахувати стохастичний шум у системi. Наприклад, найпростiша
модифiкована SIR-модель (1) може виглядати так:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑑𝑆(𝑡) = −𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜎𝑆𝑆(𝑡)𝑑𝑊𝑆(𝑡);

𝑑𝐼(𝑡) = (𝛽𝑆(𝑡)𝐼(𝑡)− 𝛾𝐼(𝑡)) 𝑑𝑡+ 𝜎𝐼𝐼(𝑡)𝑑𝑊𝐼(𝑡);

𝑑𝑅(𝑡) = 𝛾𝐼(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜎𝑅𝑅(𝑡)𝑑𝑊𝑅(𝑡),

(2)

де 𝜎𝑆, 𝜎𝐼 , 𝜎𝑅 — коефiцiєнти волатильностi для вiдповiдних станiв); 𝑊𝑆,𝑊𝐼 ,𝑊𝑅 —
незалежнi Вiнерiвськi процеси, що моделюють випадковi впливи.
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На теперiшнiй час iснує багато наукових робiт, в яких на основi найпростiшої
стохастичної моделi змiни популяцiї залежно вiд типу iнфекцiї (COVID-19, вiспа,
СНIД, малярiя, туберкульоз) та з урахуванням факторiв, таких як карантин i
вакцинацiя, створюється модель, яка описує динамiку епiдемiй для конкретної
хвороби.

Однiєю з ключових задач є перевiрка коректностi моделi, зокрема визначення,
чи всi змiннi залишаються фiзично реалiстичними (додатними) в часi. Важливим
завданням є пошук стацiонарних станiв системи, якi описують стабiльний стан
популяцiї, наприклад, умови та час повного зникнення хвороби або встановле-
ння її ендемiчного рiвня. Серед актуальних проблем також видiляють аналiз
умов зникнення хвороби шляхом оцiнки базового репродуктивного числа 𝑅0, яке
показує середню кiлькiсть нових заражень, спричинених одним iнфiкованим у
сприйнятливiй популяцiї: якщо 𝑅0 < 1, iнфекцiя зникає, а якщо iнакше ( 𝑅0 > 1 ),
вона поширюється. Не менш важливим є завдання оцiнки швидкостi поширення
хвороби, що дозволяє визначити динамiку змiн кiлькостi iнфiкованих. Крiм того,
до основних задач належить визначення умов оптимального контролю, зокрема
аналiз стратегiй втручання, таких як вакцинацiя чи карантин, якi мiнiмiзують
поширення iнфекцiї. Це включає розробку оптимальних умов для зниження 𝑅0

нижче одиницi або зведення кiлькостi iнфiкованих до мiнiмуму. Усi цi аспекти є ва-
жливими для розумiння динамiки хвороби та впровадження ефективних стратегiй
боротьби з нею.

Ми дослiджуємо динамiку туберкульозу в Українi ([4]), де захворюванiсть
залишається однiєю з найвищих у свiтi. Вiйна погiршує ситуацiю, збiльшуючи ви-
падки захворювання через обмежений доступ до медичної допомоги та поширення
медикаментозно-стiйких форм.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑆 =
[︁
(1− 𝑝)𝜃 + 𝑏𝑉 + 𝛼𝑅− 𝜇1𝑆 − 𝛽𝑐𝐼

𝑁 𝑆
]︁
𝑑𝑡+ 𝜎1𝑆𝑑𝑊1,

𝑑𝑉 =
[︁
𝑝𝜃 − 𝛾𝛽𝑐𝐼

𝑁 𝑉 − (𝑏+ 𝜇1)𝑉
]︁
𝑑𝑡+ 𝜎2𝑉 𝑑𝑊2,

𝑑𝐼 =
[︁
𝛽𝑐𝐼
𝑁 𝑆 + 𝛾𝛽𝑐𝐼

𝑁 𝑉 − (𝜇1 + 𝜇2 + 𝑟)𝐼
]︁
𝑑𝑡+ 𝜎3𝐼𝑑𝑊3,

𝑑𝑅 = [𝑟𝐼 − 𝛼𝑅− 𝜇1𝑅] 𝑑𝑡+ 𝜎4𝑅𝑑𝑊4.

(3)

Тут початковi значення (𝑆(0), 𝑉 (0), 𝐼(0), 𝑅(0)) ∈ R4
+, а 𝑊𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, . . . , 4 —

незалежнi вiнерiвськi процеси. Iнтенсивностi цих процесiв позначаються через 𝜎𝑖,
а загальна чисельнiсть популяцiї визначається як 𝑁(𝑡) = 𝑆(𝑡) + 𝑉 (𝑡) + 𝐼(𝑡) +𝑅(𝑡).

Вакцинований клас 𝑉 збiльшується за рахунок народжуваностi з набуттям
часткового iмунiтету.

Вразливий клас 𝑆 збiльшується за рахунок народжуваностi, вакцинованих та
тих, хто одужав 𝑅.

Усi класи пiдлягають природнiй смертностi 𝜇1 та смертностi вiд хвороби 𝜇2.
Модель враховує ймовiрнiсть iнфiкування через контакти, ефективнiсть вакци-

нацiї та швидкiсть одужання.
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Теорема 1. Система (3), має єдиний розв’язок, (𝑆(𝑡), 𝑉 (𝑡), 𝐼(𝑡), 𝑅(𝑡)), за поча-
ткової умови (𝑆(0), 𝑉 (0), 𝐼(0), 𝑅(0)) ∈ R4

+ при 𝑡 ⩾ 0, i цей розв’язок залишиться
додатнiм з ймовiрнiстю 1.

Перевiрено, що модель коректно визначена, всi змiннi залишаються додатними з
плином часу. У подальших дослiдженнях планується визначити 𝑅0, яке забезпечить
зникнення хвороби.
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Анотацiя

У приведенiй роботi показано використання методiв штучного iнтелекту для
задач неруйнiвного контролю. На прикладi виявлення та класифiкацiї дефектiв у
моделi рейки Р50 було використано алгоритм «найближчого сусiда» для навчання
нейромережi в середовищi JASP, який показав високу ефективнiсть розпiзнавання
дефектiв. Для оптимiзацiї обробки даних було застосовано вториннi характеристики
вибiрок. Було проведено верифiкацiю отриманих результатiв шляхом використання
статистичних критерiїв, котра пiдтвердила високу ефективнiсть застосування
штучного iнтелекту у автоматизацiї процесу неруйнiвного контролю.

Ключовi слова: штучний iнтелект; неруйнiвний контроль; акустика; статисти-
чний аналiз.

Машинне навчання є одним iз способiв застосування штучного iнтелекту у
сучаснiй промисловостi, яке базується на виявленнi закономiрностей у даних,
котрi розглядаються. Алгоритми машиного навчання можуть вiдрiзнятись мiж
собою, однак загалом вони навчаються на сотнях та тисячах прикладiв. Iснує багато
моделей штучного iнтелекту, що застосовують методику «проб i помилок». Основою
машиного навчання є застосування нейроних мереж - комп’ютерних систем, якi
базуються на використаннi математичних моделей. Цi моделi застосовують у своїй
роботi велику кiлькiсть моделей нейронiв, котрi беруть за основу людськi. У
неруйнiвному контролi однiєю iз основних задач є не просто виявлення дефекту,
а й його класифiкацiя. Це може виконуватись як людиною оператором, так i
спецiально навченим на вiдповiдних даних штучним iнтелектом (машиною).

Для того, щоб провести навчання машини (штучного iнтелекту) необхiдно нада-
ти їй для навчання набiр даних, що мiстять у своєму складi характеристики рiзних
груп об’єктiв, котрi дослiджуються. Для використання пiдходять як первиннi
(отриманi напряму пiд час дослiдження або вимiрювання) так i вториннi (отриманi
пiд час обробки масиву данних статистичними або математичними методами.

У наведенiй роботi у якостi первинного масиву данних використовуються ви-
мiрювання, виконанi на моделi рейки Р50, що наявна на базi кафедри АМЕС. У
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цiй моделi розглядалися сигнали вiд наявних у моделi рейки болтового отвору та
пропилу бiля нього. Отриманi результати були зведенi у вибiрки. Загалом було
отримано 30 вибiрок. Кожна вибiрка являє собою 12 значень глибини (вiдстанi
до отвору чи пропилу) та встановленого у налаштуваннях приладу пiдсилення,
знятих на кожному мiлiметровi областi вимiрювань. Вимiрювання виконувались пе-
ретворювачем П121-2.5-45-М-003 та дефектоскопом УД3-71. Важливою перевагою
використання вторинних даних (у розглянутому випадку - мiнiмальне, максималь-
не та середнє значення кожної iз вибiрок) є менший об’єм дослiджуваних даних -
тобто зменшення вимог до пристроїв, що обробляють отриманi данi та спрощення
загальної будови приладiв, особливо при обробцi великих масивiв даних для роботи
з протяжними дефектами.

Робота iз нейромережею була виконана у програмi JASP, де було розгляну-
то метод «найближчого сусiда» для навчання нейромережi. Цей метод працює
порiвнюючи новi данi iз тим масивом, що вже вiдомий навченiй машинi. Були
використанi вториннi даннi для болтового отвору та пропилу. У методi використо-
вувався параметр k=2, тобто алгоритм визначав два найближчих зразки за двома
найближчими параметрами. Результат роботи показав стовiдсоткову ефективнiсть
навчання нейромережi, що показано на Рис 1.

Рис. 1: Отриманi результати навчання нейромережi.

Також була виконана перевiрка отриманих результатiв шляхом використання
статистичних критерiїв [1]. Було застосовано параметричний критерiй Стьюдента
(Т-тест) iз застосуванням формули (1), де

𝑡 =
𝑋̄1 − 𝑋̄2√︂
𝑠2𝑝

(︁
1
𝑛1

+ 1
𝑛2

)︁ (1)
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• 𝑋̄1, 𝑋̄2 — середнi значення двох вибiрок,

• 𝑠2𝑝 — зведена оцiнка дисперсiї, яка обчислюється за формулою (2):

,

𝑠2𝑝 =
(𝑛1 − 1)𝑠21 + (𝑛2 − 1)𝑠22

𝑛1 + 𝑛2 − 2
(2)

де:
• 𝑠21, 𝑠

2
2 — вибiрковi дисперсiї,

• 𝑛1, 𝑛2 — обсяги вибiрок.
що показав наявнiсть статистично значимої рiзницi мiж групами результатiв

для рiзних дефектiв. Можливiсть використання цього критерiю було дослiджено
шляхом, показаним у роботi [2]. Характер розподiлу величин у вибiрцi при цьому
наведено на Рис 2.

Застосування статистичних методiв аналiзу показало високу точнiсть навчання
нейромережi та пiдтвердило можливiсть її застосування для iдентифiкацiї дефектiв
рiзних типiв.

Рис. 2: Характер розподiлу даних у вибiрцi
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Проаналiзовано використання математики при формування графiчних зобра-
жень.

Ключовi слова: комп’ютерна графiка; математика; рендеринг; кватернiони;
сферична геометрiя; матричнi перетворення.

Комп’ютерна графiка (КГ) [1] вiдiграє важливу роль у сучасному свiтi. Вона
застосування в дизайнi, розвагах, науцi, медицинi та освiтi та дозволяє створювати
детальнi вiзуалiзацiї, що сприяє кращому розумiнню проектiв перед їхнiм втiлен-
ням. У iгровiй iндустрiї [2] КГ використовується для створення складних сценарiїв
та iнтерактивних свiтiв, забезпечуючи глибокий iммерсивний досвiд. У кiно та
анiмацiї [2] графiка є ключовим елементом для створення спецефектiв. В науцi
вона використовується для вiзуалiзацiї складних даних i моделей, а в медицинi [3]
для створення 3D-моделей органiв, що допомагає у плануваннi операцiй. Також
комп’ютерна графiка [1] є невiд’ємною частиною веб-дизайну [4] та iнтерфейсiв
користувача, полiпшуючи їх зручнiсть та естетику [5]. В освiтi, графiчнi симу-
ляцiї та iгри [2] використовуються для навчання та тренування, забезпечуючи
iнтерактивний та ефективний пiдхiд до здобуття знань.

Математика вiдiграє важливу роль у комп’ютернiй графiцi, забезпечуючи ме-
тоди та iнструменти, якi дозволяють створювати, манiпулювати та вiзуалiзувати
цифровi зображення та тривимiрнi сцени. Геометрiя забезпечує використання мате-
матичних принципiв, зокрема лiнiйної алгебри, для манiпулювання геометричними
формами. Це включає перетворення [1], такi як масштабування, перенесення, та
обертання об’єктiв у просторi. Iнтерполювання [5] часто використовується для
створення гладких переходiв мiж кольорами або текстурами на поверхнях [6].
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Множина математичних функцiй i алгоритмiв використовуються для iнтерполяцiї
[1] значень, щоб забезпечити плавнiсть та реалiстичнiсть зображень. Математичнi
алгоритми використовуються для перетворення векторних графiчних даних у
пiксельнi зображення, що вiдображаються на екранi. Математичнi розрахунки
використовуються для моделювання взаємодiї свiтла з об’єктами. Це включає
вирахування як пряме освiтлення, так i вiдбиття свiтла вiд одного об’єкта на
iнший. Такi моделi, як закони затухання свiтла та моделi вiдбиття, базуються на
фiзичних законах, але вираженi через математику. Математика використовується
для вiдображення текстур на тривимiрних об’єктах, що вимагає перетворення
координат текстури в координати пiкселiв.

Лiнiйна алгебра використовується для опису i манiпулювання точками, ве-
кторами, матрицями та лiнiйними перетвореннями. Це основа для перетворень в
тривимiрному просторi.

Диференцiальне та iнтегральне числення застосовується для моделювання
змiнних властивостей, таких як освiтлення i тiнi, а також для обчислення об’ємiв,
площ поверхонь та iнших атрибутiв, пов’язаних з графiчними об’єктами.

Чисельнi методи використовуються для розрахунку апроксимацiй рiшень мате-
матичних задач, якi не можуть бути розв’язанi аналiтично.

Теорiя iмовiрностей та статистика використовується в алгоритмах, якi залежать
вiд випадковостi або для аналiзу великих даних, наприклад, у методах Монте-
Карло для рендеринга.

Сферична геометрiя [6, 7] має важливе значення у комп’ютернiй графiцi, осо-
бливо у таких аспектах, як моделювання, анiмацiя та вiзуалiзацiя. У тривимiрних
сценах сферичнi координати часто використовуються для опису позицiї камер,
свiтла або iнших об’єктiв. Це дозволяє легко обчислювати кути та вiдстанi мiж
об’єктами в сценi. Сферична геометрiя може використовуватися для створення ре-
алiстичних анiмацiй руху об’єктiв у тривимiрному просторi, особливо коли об’єкти
повиннi рухатися вздовж кривих або по поверхнi сфер. У КГ сферичнi об’єкти
можуть використовуватися для створення складних об’ємних сцен, якi вимагають
точного врахування кривизни та iнших геометричних властивостей. Сферичнi
проекцiї використовуються для створення панорамних зображень, якi можуть
бути iнтегрованi в додатки вiртуальної реальностi. Технiки сферичної геометрiї
дозволяють реалiзувати складнi алгоритми освiтлення.

Iнтерполяцiя та апроксимацiя [1, 5, 8] є важливими математичними метода-
ми, якi знаходять широке застосування у КГ для створення гладких зображень,
анiмацiй, i текстур з дискретних даних. Iнтерполяцiя [1, 5, 8] використовується
для визначення промiжних значень на основi дискретного набору вiдомих даних.
Часто використовується для розрахунку кольорiв точок текстури мiж вiдомими
пiкселями, що допомагає у створеннi гладких та реалiстичних зображень на по-
верхнях об’єктiв [8]. Iнтерполяцiя дозволяє створювати плавнi анiмацiї шляхом
визначення промiжних станiв об’єктiв мiж ключовими кадрами, що забезпечує
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натуралiстичнi рухи.
Апроксимацiя використовується для створення моделей, якi найкраще вiдповiд-

ають заданому набору даних, але не обов’язково проходять через усi точки даних.
Використовується для створення поверхонь, якi описують форму об’єкта на основi
набору вимiрюваних даних, наприклад, при скануваннi реальних об’єктiв або при
створеннi тривимiрних моделей з фотографiй. Апроксимацiя може використовува-
тися для зниження складностi графiчних моделей без iстотної втрати деталiзацiї,
що допомагає пiдвищити продуктивнiсть графiчних додаткiв. Апроксимацiйнi
методи можуть бути використанi для ефективного обчислення ефектiв освiтлення,
таких як тiнi та вiдблиски, з мiнiмальними витратами обчислювальних ресурсiв.

Останнiм часом часто використовують кватернiони. Вони є частиною чоти-
ривимiрного числового простору i мають особливi властивостi, якi роблять їх
оптимальними для представлення орiєнтацiй та обертань у 3D просторi. Ква-
тернiони забезпечують плавнiсть i стабiльнiсть при анiмацiї обертань завдяки
можливостi використання сферичної лiнiйної iнтерполяцiї. Цей метод дозволяє об-
числити промiжнi обертання мiж двома орiєнтацiями так, що швидкiсть обертання
залишається постiйною. Обертання на основi кватернiонiв може бути виконано
швидше та з меншими вимогами до пам’ятi, нiж матричнi перетворення. Компону-
вання обертань за допомогою кватернiонiв можна здiйснювати простою операцiєю
множення, що є менш складною та бiльш надiйною, нiж вiдповiднi операцiї з
матрицями обертань.

Iнтегральне числення, яке разом iз диференцiальним численням становить осно-
ву математичного аналiзу, вiдiграє значущу роль в багатьох аспектах комп’ютерної
графiки. Цей роздiл математики використовується для обчислення площ, об’ємiв,
та iнших величин. Iнтегральне числення використовується для розрахунку освi-
тленостi сцен, враховуючи внесок вiд рiзних джерел свiтла та їх взаємодiю з
матерiалами поверхонь. Методи глобального освiтлення, такi як радiозiтi i методи
трасування променiв, часто використовують iнтеграли для точного обчислення
освiтленостi. Технiки Монте-Карло, якi використовують випадковi зразки для
апроксимацiї складних iнтегралiв, широко застосовуються для симуляцiї освiтле-
ння в комп’ютернiй графiцi. Це дозволяє вiзуалiзувати реалiстичнi ефекти, такi
як м’якi тiнi, глибина рiзкостi, та iндиректне освiтлення. Iнтегральне числення
використовується для моделювання та анiмацiї динамiчних систем, таких як рiди-
ни i тканини. Воно допомагає в розрахунках, пов’язаних з в’язкiстю, тиском та
об’ємними змiнами.

Матрицi в КГ використовуються для перетворення об’єктiв у 2D та 3D про-
сторах, таких як перемiщення, масштабування, обертання та iншi трансформацiї.
Матричнi операцiї лежать в основi багатьох алгоритмiв комп’ютерної графiки,
зокрема для рендерингу 3D-сцен, анiмацiй, моделювання об’єктiв i створення
вiртуальних середовищ. Вони застосовуються в рiзних аспектах розробки iгор,
включаючи графiку, фiзику, анiмацiю, i керування камерою. Матричнi операцiї у
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вiдеоiграх мають вирiшальне значення для створення динамiчних, iнтерактивних
i вiзуально привабливих iгрових сцен.

Використання математики не лише полiпшує якiсть та реалiстичнiсть вiзу-
альних ефектiв, але й забезпечує оптимiзацiю процесiв, знижуючи вимоги до
обчислювальних ресурсiв. Таким чином, математика є необхiдним iнструментом у
галузi сучасної комп’ютерної графiки, що дозволяє створювати все бiльш складнi
та реалiстичнi цифровi свiти.
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Анотацiя
Розглянута неiдеальна, за Зоммерфельдом-Кононенком, динамiчна система

“бак з рiдиною - електродвигун” з урахуванням впливу факторiв запiзнювання.
Встановлено, що наявнiсть запiзнювання може призвести до якiсної змiни типiв
атракторiв дослiджуваної системи. Так регулярнi атрактори системи можуть стати
хаотичними, а хаотичнi перетворитися у регулярнi.

Ключовi слова: запiзнювання; регулярнi атрактори; хаотичнi атрактори.

В роботi [Krasnopolskaya, Shvets, 1991] була побудована математична модель
неiдеальної динамiчної системи “бак з рiдиною - електродвигун”. Була запропоно-
вана модель такої системи з урахуванням наявностi двох факторiв запiзнювання,
яка має вигляд

𝑑𝑝1(𝜏)

𝑑𝜏
= 𝛼𝑝1(𝜏)− [𝛽(𝜏 − 𝛿) +

𝐴

2
(𝑝21(𝜏) + 𝑞21(𝜏) + 𝑝22(𝜏) + 𝑞22(𝜏))]𝑞1(𝜏)+

+𝐵(𝑝1(𝜏)𝑞2(𝜏)− 𝑝2(𝜏)𝑞1(𝜏))𝑝2(𝜏);

𝑑𝑞1(𝜏)

𝑑𝜏
= 𝛼𝑞1(𝜏) + [𝛽(𝜏 − 𝛿) +

𝐴

2
(𝑝21(𝜏) + 𝑞21(𝜏) + 𝑝22(𝜏) + 𝑞22(𝜏))]𝑝1(𝜏)+

+𝐵(𝑝1(𝜏)𝑞2(𝜏)− 𝑝2(𝜏)𝑞1(𝜏))𝑞2(𝜏) + 1;

𝑑𝛽(𝜏)

𝑑𝜏
= 𝑁3 − 𝜇1𝑞1(𝜏 − 𝜌) +𝑁1𝛽(𝜏);

𝑑𝑝2(𝜏)

𝑑𝜏
= 𝛼𝑝2(𝜏)− [𝛽(𝜏 − 𝛿) +

𝐴

2
(𝑝21(𝜏) + 𝑞21(𝜏) + 𝑝22(𝜏) + 𝑞22(𝜏))]𝑞2(𝜏)−

−𝐵(𝑝1(𝜏)𝑞2(𝜏)− 𝑝2(𝜏)𝑞1(𝜏))𝑝1(𝜏);

𝑑𝑞2(𝜏)

𝑑𝜏
= 𝛼𝑞2(𝜏) + [𝛽(𝜏 − 𝛿) +

𝐴

2
(𝑝21(𝜏) + 𝑞21(𝜏) + 𝑝22(𝜏) + 𝑞22(𝜏))]𝑝2(𝜏)−

−𝐵(𝑝1(𝜏)𝑞2(𝜏)− 𝑝2(𝜏)𝑞1(𝜏))𝑞1(𝜏).

(1)
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Фазовi змiннi 𝑝1, 𝑞1 та 𝑝2, 𝑞2 є амплiтудами коливань вiльної поверхнi рiдини за
першою i другою основними домiнантними модами вiдповiдно; фазова змiнна 𝛽
пропорцiйна швидкостi обертання вала електродвигуна; 𝜏 — безрозмiрний час; 𝛼
— коефiцiєнт в’язкого демпфування; 𝜇1 — коефiцiєнт пропорцiйностi вiбрацiйного
моменту; 𝑁1 — кут нахилу статичної характеристики електродвигуна. Параметри
𝐴 i 𝐵 є константами, що залежать вiд радiуса резервуара 𝑅 i висоти налитої в
нього рiдини −𝑑; 𝑁3 — мультипараметр, який залежить вiд радiуса резервуара,
довжини кривошипа та власної частоти основного тону коливань вiльної поверхнi
[Krasnopolskaya, Shvets, 1991]. Параметр 𝛿 це запiзнювання впливу iмпульсу еле-
ктродвигуна на бак з рiдиною, а параметр 𝜌 - запiзнювання зворотного впливу
коливань бака на функцiонування двигуна.

Метою роботи є дослiдження впливу значень параметрiв 𝛿 та 𝜌 на динамiчнi
режими системи 1. За допомогою ряду чисельно-аналiтичних методiв, таких як ме-
тод Рунге-Кутти, метод Бенеттина та iн., метод Ено, були побудованi та дослiдженi
фазовi портрети, фазо-параметричнi характеристики, спектри ляпуновських ха-
рактеристичних показникiв, карти динамiчних режимiв [Shvets, Makaseyev, 2012].
На пiдставi цих дослiджень були виявлено, що зi збiльшенням значення запiзню-
вання система може змiнити характер динамiки як з регулярного на хаотичний,
так i навпаки, з хаотичного на регулярний. Знайдено i описано реалiзацiю нових
сценарiїв переходу до хаосу [Shvets, 2021] при бiфуркацiях за запiзнюванням.
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Анотацiя
Дослiджується модель ризику, у якiй процес ризику є сумою випадкової кiль-

костi позовiв, розмiри яких задаються 𝜙-субгауссовими випадковими величинами
з певною заданою функцiєю 𝜙, а кiлькiсть позовiв описується пуассонiвським
процесом. Отримано оцiнку ймовiрностi банкрутства в такiй моделi ризику.

Ключовi слова: 𝜙-субгауссовi випадковi величини; ймовiрнiсть банкрутства;
процес ризику.

Часто в прикладних дослiдженнях для ефективного моделювання багатьох
iснуючих випадкових процесiв використовуються гауссовi випадковi процеси. Про-
те наразi вiдомо, що деякi з процесiв актуарної та фiнансової математики, якi
ранiше вважалися гауссовими, не є такими, хоч i можуть бути близькими до
них, через що виникла необхiднiсть у дослiдженнi бiльш загальних класiв випад-
кових процесiв, зокрема, класу 𝜙-субгауссових випадкових процесiв. Детально-
му викладу теорiї 𝜙-субгауссових випадкових процесiв присвячена монографiя
[Василик, Козаченко, Ямненко, 2008].

В роботах Ямненка Р.Є. зi спiвавторами [Ямненко, Василик, 2007],
[Yamnenko, 2006], [Yamnenko, Lamin, 2022] теорiя 𝜙-субгауссових випадкових ве-
личин та процесiв застосовується до задач знаходження оцiнок ймовiрностi виходу
траєкторiй випадкових процесiв за рiвень, заданий деякою кривою. Такi задачi
мають пряме застосування в теорiї масового обслуговування, наприклад, для оцi-
нювання ймовiрностi переповнення буфера для черги, та в страховiй математицi
для оцiнювання ймовiрностi банкрутства в моделях ризику.

У данiй доповiдi буде представлено деякi результати магiстерської дисертацiї
[Селiванов, 2024], в якiй продовжується дослiдження моделей ризику з 𝜙-суб-
гауссовими випадковими величинами виплат з метою оцiнювання ймовiрностi
банкрутства у випадку деякої заданої функцiї 𝜙.
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Означення 1. [Василик, Козаченко, Ямненко, 2008] Неперервна парна опукла
функцiя 𝜙 = {𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ R} називається 𝑁 -функцiєю Орлiча, якщо 𝜙(0) = 0, 𝜙(𝑥)
є монотонно зростаючою при 𝑥 > 0 та мають мiсце границi

lim
𝑥→0

𝜙(𝑥)

𝑥
= 0, lim

𝑥→∞

𝜙(𝑥)

𝑥
= +∞.

Означення 2. [Василик, Козаченко, Ямненко, 2008] 𝑁 -функцiя Орлiча задоволь-
няє умову 𝑄, якщо lim inf𝑥→0

𝜙(𝑥)
𝑥2 = 𝑐 > 0.

Нехай {Ω,F,P} – стандартний iмовiрнiсний простiр, 𝑇 — деякий параметричний
простiр.

Означення 3. [Василик, Козаченко, Ямненко, 2008] Нехай 𝜙 — 𝑁 -функцiя, яка
задовiльняє умову 𝑄. Центрована випадкова величина 𝜉 є 𝜙-субгауссовою випад-
ковою величиною, якщо E exp{𝜆𝜉} iснує для всiх 𝜆 ∈ R та iснує така стала 𝑎 > 0,
що для всiх 𝜆 ∈ R виконується нерiвнiсть

E exp{𝜆𝜉} ⩽ exp{𝜙(𝜆𝑎)}.

Якщо випадкова величина 𝜉 є 𝜙-субгауссовою, то кажуть, що вона належить
простору 𝜙-субгауссових величин Sub𝜙(Ω), використовуючи для цього таке позна-
чення:

𝜉 ∈ Sub𝜙(Ω).

Якщо 𝜙(𝑥) = 𝑥2

2 , то простiр Sub𝑥2

2

(Ω) = Sub(Ω) називається субгауссовим.

Теорема 1. [Buldygin, Kozachenko, 2000] Простiр Sub𝜙(Ω) є банаховим просто-
ром з нормою

𝜏𝜙(𝜉) = sup
𝜆>0

𝜙(−1) (lnE exp{𝜆𝜉})
𝜆

,

де 𝜙(−1) — обернена до 𝜙 функцiя.

Означення 4. [Василик, Козаченко, Ямненко, 2008]
Випадковий процес 𝑋 = {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} називається 𝜙-субгауссовим процесом,
якщо вiн задовольняє такi умови при всiх 𝑡 ∈ 𝑇 : 𝑋(𝑡) ∈ Sub𝜙(Ω), sup

𝑡∈𝑇
𝑋(𝑡) < +∞.

Розглянемо 𝑋(𝑡) — класичну модель ризику, що задається таким виразом:

𝑋(𝑡) = 𝑢+ 𝑐𝑡−
𝑁𝑡∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖 = 𝑢+ 𝑐𝑡− 𝑆(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎; 𝑏], 𝑐 = 𝐶 −𝑚𝜇 > 0, (1)

де 𝑢 —початковий капiтал, 𝐶 — iнтенсивнiсть надходження премiй, 𝑚 — середнiй

розмiр виплат, 𝑆(𝑡) =
𝑁𝑡∑︀
𝑖=1

𝑌𝑖, 𝑡 ∈ [𝑎; 𝑏], – процес ризику, та:
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1. 𝑁𝑡 — процес Пуассона, E(𝑁𝑡) = 𝜇𝑡,

2. 𝑌𝑖 є незалежними мiж собою випадковими величинами, що мають однаковий
закон розподiлу, E(𝑌𝑖) = 0,

3. 𝑁𝑡 та послiдовнiсть випадкових величин (𝑌1, 𝑌2, . . .) — незалежнi,

4. випадковi величини 𝑌𝑖 належать до простору Sub𝜙(Ω), де

𝜙(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
{︃

|𝑥|𝜔
𝜔 , якщо |𝑥| ⩾ 1,

𝑥2

𝜔 , якщо |𝑥| < 1;
якщо 2 < 𝜔 < 3,

|𝑥|𝜔
𝜔 , 𝑥 ∈ R, якщо 1 < 𝜔 ⩽ 2;

Теорема 2. [Селiванов, 2024] Нехай випадковий процес 𝑋(𝑡) задається виразом
(1) та задовольняє умови 1.-4. Тодi для всiх 𝑝 ∈ 𝐴, де

𝐴 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(0; 1), якщо 𝜏𝜙(𝑌1) >
1
4 , 𝜏𝜙(𝑌1) ⩾

(︁
𝜔𝑐
𝜇

)︁ 1
𝜔

,(︁
1−

(︀
𝜇
𝜔𝑐

)︀ 1
𝜔 𝜏𝜙(𝑌1); 1

)︁
, якщо 1

4 < 𝜏𝜙(𝑌1) ⩽
(︁
𝜔𝑐
𝜇

)︁ 1
𝜔

,

(0; 𝑝−) ∪ (𝑝+, 1), якщо
(︁
𝜔𝑐
𝜇

)︁ 1
𝜔

⩽ 𝜏𝜙(𝑌1) ⩽ 1
4 ,

((0; 𝑝−) ∪ (𝑝+, 1)) ∩
(︁
1−

(︀
𝜇
𝜔𝑐

)︀ 1
𝜔 𝜏𝜙(𝑌1); 1

)︁
, якщо 𝜏𝜙(𝑌1) ⩽ 1

4 , 𝜏𝜙(𝑌1) <
(︁
𝜔𝑐
𝜇

)︁ 1
𝜔

;

𝑝− =
1−

√︀
1− 4𝜏𝜙(𝑌1)

2
, 𝑝+ =

1 +
√︀
1− 4𝜏𝜙(𝑌1)

2
;

виконуються нерiвностi

𝑃{ sup
𝑡∈[𝑎;𝑏]

(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) > 𝑢} ⩽ 𝑍0(𝑢),

𝑃{ sup
𝑡∈[𝑎;𝑏]

(𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡) < −𝑢} ⩽ 𝑍0(𝑢),

𝑃{ sup
𝑡∈[𝑎;𝑏]

|𝑆(𝑡)− 𝑐𝑡| > 𝑢} ⩽ 2𝑍0(𝑢),

де

𝑍0(𝑢) = inf
(𝜆;𝑝)∈𝐿

𝑒2−𝑏𝜇2
2−𝑝

𝑝4−2𝑝
· exp

{︂
𝑏𝜇 exp

{︂
(𝜏𝜙(𝑌1))

𝜔

𝜔

(︂
𝜆

1− 𝑝

)︂𝜔}︂
+

+
2𝜇(𝑏− 𝑎)(𝜏𝜙(𝑌1))

𝜔

𝜔

𝑝5−𝜔

(1− 𝑝3−𝜔)(1− 𝑝)𝜔−1
𝜆𝜔 +

(𝑏− 𝑎)

2

𝑝4

1− 𝑝2
𝜆− (𝑢+ 𝑏𝑐)𝜆

}︂
,
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𝐿 — множина значень (𝜆; 𝑝) таких, що задовольняють систему нерiвностей⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜆 ⩾ (1−𝑝)𝑝

𝜏𝜙(𝑌1)

(︂
1 +

[︂(︁
𝜔𝑐

𝜇𝜏𝜙(𝑌1)
1−𝑝
𝑝𝜔−1

)︁ 1
𝜔−1 − 1

]︂
I{𝑝∈𝐾}

)︂
,

0 < 𝜆 < 1,

𝑝 ∈ 𝐴;

𝐾 =

{︂
𝑝

⃒⃒⃒⃒
𝜇𝜏𝜙(𝑌1)

𝜔𝑐
𝑝𝜔−1 + 𝑝− 1 > 0

}︂
, I{𝑝∈𝐾} =

{︃
1, якщо 𝑝 ∈ 𝐾,

0, якщо 𝑝 ̸∈ 𝐾.

Отриманi результати застосовано до процесiв ризику, у яких страховi виплати
мають субгауссовий розподiл та двостороннiй розподiл Вейбулла.
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Анотацiя

Робота присвячена застосуванню парних рангових коефiцiєнтiв Спiрмена, Кен-
далла та множинного коефiцiєнту конкордацiї при дослiдженнi мiри узгодженостi
оцiнок рiзних показникiв рейтингової успiшностi унiверститетiв свiту.

Ключовi слова: коефiцiєнт рангової кореляцiї Спiрмена; коефiцiєнт рангової
кореляцiї Кендалла; коефiцiєнт конкордацiї Кендалла; рiвень значущостi.

У випадку участi в експертизi декiлькох експертiв в їх оцiнках можуть бути
розбiжностi. Важливе значення має величина цих розбiжностей. Для аналiзу
розбiжностi та узгодженостi експертних оцiнок застосовуються коефiцiєнти
рангової кореляцiї Спiрмена, Кендалла та конкордацiї Кендалла.

Коефiцiєнт рангової кореляцiї Спiрмена. Для оцiнки сили зв’язку мiж
ознаками 𝑋 та 𝑌 у випадку, коли мiж ними iснує нелiнiйний зв’язок або вибiрковi
данi не розподiленi за нормальним законом використовують коефiцiєнт рангової
кореляцiї Спiрмена.

Припустимо, що спостерiгаються двi змiннi 𝑋 та 𝑌 i маємо 𝑛 спостережень.
Знайдемо їхнi ранги, позначаючи як (𝑅1, . . . , 𝑅𝑛) i (𝑆1, . . . , 𝑆𝑛) вiдповiдно.

За вiдсутностi однакових рангiв, коефiцiєнт кореляцiї Спiрмена обчислюється
за формулою [Телейко, Чернова, 2007]:

𝑟𝑠 = 1−
6

𝑛∑︀
𝑖=1

(𝑅𝑖 − 𝑆𝑖)
2

𝑛3 − 𝑛
= 1−

6
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑑2𝑖

𝑛3 − 𝑛
;

де 𝑑𝑖 — рiзницi мiж рангами 𝑖–го значення 𝑋 та вiдповiдного значення 𝑌 .
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Його значення змiнюється у межах вiд −1 i до +1. Коли думки експертiв
збiгаються, то коефiцiєнт буде дорiвнювати 1. Якщо ж навпаки – думки експертiв
протилежнi, то коефiцiєнт дорiвнювати −1. Чим ближче абсолютне значення
коефiцiєнта рангової кореляцiї до одиницi, тим тiснiшим є зв’язок мiж факторами.

Для перевiрки значущостi обчисленого коефiцiєнта Спiрмена застосовують
критерiй Стьюдента [Телейко, Чернова, 2007].

Коефiцiєнт рангової кореляцiї Кендалла (коефiцiєнт 𝜏 Кендалла)
Коефiцiєнти рангової кореляцiї Спiрмена i Кендалла близькi один до одного за

формулами розрахункiв i за результатами (рис.1). Коефiцiєнт Кендалла є альтер-
нативою коефiцiєнта рангової кореляцiї Спiрмена, який доцiльно застосовувати
для вибiрок малих розмiрiв або для категоризованих змiнних.

Iдея застосування коефiцiєнту рангової кореляцiї Кендалла базується на порiв-
няннi пар спостережень. Для пари спостережень (𝑥𝑖, 𝑦𝑖), (𝑥𝑗, 𝑦𝑗) кажуть, що вони
узгодженi, якщо 𝑥𝑖 < 𝑥𝑗 та 𝑦𝑖 < 𝑦𝑗 або 𝑥𝑖 > 𝑥𝑗 та 𝑦𝑖 > 𝑦𝑗. А саме, порядок (𝑖, 𝑗)
однаковий в обох змiнних. Така пара спостережень називається неузгодженою,
якщо 𝑥𝑖 < 𝑥𝑗 та 𝑦𝑖 > 𝑦𝑗 або 𝑥𝑖 > 𝑥𝑗 та 𝑦𝑖 < 𝑦𝑗. Зауважимо, що якщо iснує рiвнiсть,
то пари спостережень не є нi узгодженими, нi неузгодженими. Нехай через 𝑛𝑐 i
𝑛𝑑 позначимо кiлькiсть узгоджених i неузгоджених пар вiдповiдно. Коефiцiєнт
Кендалла обчислюється за формулою: 𝜏 = 𝑛𝑐−𝑛𝑑

1
2𝑛(𝑛−1)

.

Якщо двi змiннi додатно корельованi, то має бути бiльше узгоджених пар, нiж
неузгоджених пар. З iншого боку, якщо двi змiннi мають вiд’ємну кореляцiю, то
спостерiгатиметься бiльше неузгоджених пар, нiж узгоджених пар.

Коефiцiєнт рангової кореляцiї Кендалла приймає значення вiд −1 до 1. Чим
ближчим є значення |𝜏 | до 1, тим тiснiшим є зв’язок мiж оцiнками рiзних експертiв.

Для перевiрки значущостi зв’язку мiж ознаками необхiдно спостережуване
значення коефiцiєнта рангової кореляцiї Кендалла порiвняти з його критичним
значенням [Ольвiнська, Самотоєнкова, 2015].

Коефiцiєнт конкордацiї Кендалла. Найбiльш цiкавим практичним викори-
станням рангової кореляцiї є питання про розгляд кореляцiйного зв’язку декiлькох
ранжувальних рядiв. Для цього застосовують коефiцiєнт множинної рангової коре-
ляцiї (коефiцiєнт конкордацiї Кендалла), який оцiнює ступiнь узгодженостi думок
кiлькох експертiв про ранжування чинникiв за даною ознакою.

Якщо ранги для кожної ознаки не повторюються, то коефiцiєнт конкордацiї
Кендалла обчислюється за формулою:

𝑊 =
12𝑆

𝑚2(𝑛3 − 𝑛)
, 𝑆 =

𝑛∑︁
𝑖=1

(︃
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑟𝑖𝑗 −
𝑚(𝑛+ 1)

2

)︃2

,

де 𝑚 — кiлькiсть експертiв, 𝑛 — кiлькiсть об’єктiв, що порiвнюються; 𝑟𝑖𝑗 — ранг,
присвоєний 𝑖–му об’єкту 𝑗–им експертом.
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Якщо зустрiчаються пов’язанi ранги, тобто ранги, що повторюються, то ко-
ефiцiєнт конкордацiї розраховують з врахуванням кiлькостi таких повторень
[Legendre, 2015].

Цей коефiцiєнт змiнюється в межах 0 до 1. Чим блищим вiн є до 1, тим вищим
є ступiнь узгодженостi думок експертiв.

Значимiсть зв’язку мiж ознаками перевiряється за критерiєм 𝜒2 з (𝑛 − 1)
ступенями свободи.

Приклад 1. Файл World University Rankings 2023.csv [Данi, 2023] мiстить всесвiтнiй
рейтинг унiверситетiв i включає 1799 унiверситетiв у 104 країнах, що робить його
найбiльшим i найрiзноманiтнiшим рейтингом унiверситетiв на сьогоднi. Табли-
ця мiстить 100 перших за рейтингом унiверситетiв i базується на 13 ретельно
вiдкалiброваних показниках ефективностi, якi вимiрюють ефективнiсть закла-
ду в чотирьох сферах: викладання, дослiдження, передача знань i мiжнародна
спiвпраця.

Перша колонка визначає узагальнений рейтинг унiверситетiв за всiма пока-
зниками. Починаючи з дев’ятої колонки мiстяться рейтинги за показниками, якi
характеризують ефективнiсть закладу в чотирьох сферах, про якi згадано вище.
Перед застосуванням рiзних статистичних критерiїв, для загальної оцiнки ситуацiї,
можна вiзуалiзувати цi рейтинги для окремо взятих унiверситетiв. Для прикладу
порiвняно Оксфордський унiверситет (1-й за загальним рейтингом) i Паризький
полiтехнiчний iнститут (95-тий за рейтингом). Як бачимо, з рис.1, Оксфордський
унiверситет має всi високi бали, крiм оцiнки доходу унiверситету вiд партнерств
та комерцiйної дiяльностi. Натомiсть, Паризький iнститут має загалом низькi
бали, проте бал, що показує рiвень мiжнародної спiвпрацi ( а також iншi аспекти
глобального впливу унiверситету) оцiнюється досить високо.

Для аналiзу узгодженостi мiж загальним рейтингом та рiзними показниками
дослiджено коефiцiєнти Спiрмена та Кендалла. Використовуючи коефiцiєнт кон-
кордацiї Кендалла, дослiджено мiру узгодженостi оцiнок мiж рiзними групами
показникiв. Деякi результати виведенi на рис.1.

Як за Спiрменим (𝑟 = 0.89), так i за Кендалла (𝜏 = 0.73) iз загальним рей-
тингом найбiльш корелюється бал, що характеризує рiвень дослiдницької роботи
унiверситету. Причому ймовiрнiсний рiвень прийняття нульової гiпотези є дуже
малим, отже, приймаємо альтернативну гiпотезу i кажемо, що обидва коефiцiєнти
є значущими. Натомiсть мiж загальним рейтингом i рiвнем мiжнародної спiвпрацi
унiверситету практично вiдсутня кореляцiя, що ми i спостерiгали в частково-
му випадку на графiчних прикладах Оксфордського унiверситету i Паризького
iнституту.

Якщо дослiдити множинну рангову групову кореляцiю для всiх показникiв
(починаючи з восьмої колонки), то очiкувано одержали низький рiвень узгоджено-
стi: коефiцiєнт конкордацiї рiвний 0.34. Перевiривши за критерiєм 𝜒2 гiпотезу про
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Рис. 1: Результати аналiзу

рiвнiсть нулю цього коефiцiєнта, одержали, що потрiбно прийняти альтернативну
гiпотезу, а отже, що цей коефiцiєнт є значущим, але малим.

Натомiсть, якщо дослiдити рангову кореляцiю для трьох показникiв – загальний
бал унiверситету, що розраховується на основi сукупностi певних критерiїв, бал,
який вiдображає якiсть викладання в унiверситетi та бал, що характеризує рiвень
дослiдницької роботи унiверситету, то одержуємо високий рiвень узгодженостi
оцiнок мiж даними показниками (𝑊 = 0.75) i вiн є значущим за критерiєм 𝜒2.
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Анотацiя

У роботi дослiджено звiднi тривимiрнi псевдорiмановi простори, встановлено
їхнi тензорнi властивостi, зокрема залежностi мiж тензорами Рiччi та кривини, а
також доведено їхню рекурентнiсть. Отриманi результати можуть бути корисними
для подальших дослiджень у диференцiальнiй геометрiї та загальнiй теорiї вiдностi,
теоретичнiй механицi при моделюваннi фiзичних процесiв.

Ключовi слова: псевдорiмановi простори; тривимiрнi простори; звiднi просто-
ри; рекурентнi простори; Рiччi-рекурентнi простори.

Нехай 𝑉𝑛 — псевдорiмановий простiр з метричним тензором 𝑔𝑖𝑗, 𝑛 > 2. Рiмано-
вий простiр 𝑉𝑛 називається (локально) звiдним, якщо в деякому околi 𝐷 кожної
його точки 𝑀 може бути вибрана така система координат 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛 вiдносно
якої основна метрична форма має вигляд:

𝐼 = 𝑔𝑎𝑏(𝑥
𝑐)𝑑𝑥𝑎𝑑𝑥𝑏 + 𝑔𝛼𝛽(𝑥

𝛾)𝑑𝑥𝛼𝑑𝑥𝛽, 𝑎, 𝑏, 𝑐 = 1, 𝑘, 𝛼, 𝛽, 𝛾 = 𝑘 + 1, 𝑛.

Тут 𝑔𝑎𝑏 передбачаються залежними тiльки вiд 𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘, а 𝑔𝛼𝛽 – тiльки вiд
𝑥𝑘+1, 𝑥𝑘+2, ..., 𝑥𝑛.

Тензорною ознакою звiдностi псевдорiманового простору, яка була розглянута
у [Doikov, Kiosak, 2020], є iнснування в ньому двiчi коварiантного симетричного
коварiантно сталого iдемпотентного тензору 𝑎𝑖𝑗. Умова iнтегрування тензору 𝑎𝑖𝑗 з
урахуванням тотожностi Рiччi має вигляд

𝑎𝑖𝛼𝑅
𝛼
𝑗𝑘𝑙 + 𝑎𝛼𝑗𝑅

𝛼
𝑖𝑘𝑙 = 0, (1)

де 𝑅ℎ
·𝑖𝑗𝑘 — тензор Рiмана. З урахуванням алгебраїчної тотожностi Б’янки проци-

клювавши рiвняння (1) по iндексах 𝑖, 𝑘, 𝑙 отримаємо

𝑎𝑖𝛼𝑅
𝛼
·𝑗𝑘𝑙 + 𝑎𝛼𝑘𝑅

𝛼
·𝑗𝑙𝑖 + 𝑎𝛼𝑙𝑅

𝛼
·𝑗𝑖𝑘 = 0.
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Домножимо це рiвняння на 𝑔𝑗𝑘 та згорнемо по iндексах 𝑗, 𝑘 з урахуванням симе-
тричностi тензору 𝑎𝑖𝑗:

𝑎𝑖𝛼𝑅
𝛼
·𝑙 = 𝑎𝛼𝑙𝑅

𝛼
·𝑖.

Таким чином, має мiсце

Теорема 1. В звiдних псевдорiманових просторах тензор 𝑎𝑖𝑗 комутує з тензором
Рiччi 𝑅𝑖𝑗.

У тривимiрних псевдорiманових просторах тензор кривини записується у ви-
глядi

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑃𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘 − 𝑃𝑖𝑘𝑔𝑗𝑙 + 𝑃𝑗𝑘𝑔𝑖𝑙 − 𝑃𝑗𝑙𝑔𝑖𝑘. (2)

Домножимо це рвiняння на 𝑔𝑗𝑘 та згорнемо по iндексах 𝑗, 𝑘:

𝑅𝑖𝑙 = 𝑃𝑖𝑙 + 𝑃𝑔𝑖𝑙, 𝑃
𝑑𝑒𝑓
= 𝑃𝛼𝛽𝑔

𝛼𝛽 (3)

Рiвняння (3) домножимо на 𝑔𝑖𝑙 та згорнемо по iндексах 𝑖, 𝑙 i пiдставимо отримане
значення 𝑃 у спiввiдношення (3):

𝑃𝑖𝑙 = 𝑅𝑖𝑙 −
𝑅

4
𝑔𝑖𝑙.

Отриманий вираз для 𝑃𝑖𝑙 пiдставимо у (2)

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑅𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘 −𝑅𝑖𝑘𝑔𝑗𝑙 +𝑅𝑗𝑘𝑔𝑖𝑙 −𝑅𝑗𝑙𝑔𝑖𝑘 −
𝑅

2
(𝑔𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘 − 𝑔𝑖𝑘𝑔𝑗𝑙) (4)

а цей, далi, пiдставимо у умову iнтегрування тензору 𝑎𝑖𝑗, вiдображене у (1)

𝑎𝛼𝑖(𝑅
𝛼
·𝑙𝑔𝑗𝑘 −𝑅𝛼

·𝑘𝑔𝑗𝑙 + 𝛿𝛼𝑙 𝑅𝑗𝑘 − 𝛿𝛼𝑘𝑅𝑗𝑙 −
𝑅

2
(𝛿𝛼𝑙 𝑔𝑗𝑘 − 𝛿𝛼𝑘 𝑔𝑗𝑙))+

+𝑎𝛼𝑗(𝑅
𝛼
·𝑙𝑔𝑖𝑘 −𝑅𝛼

·𝑘𝑔𝑖𝑙 + 𝛿𝛼𝑙 𝑅𝑖𝑘 − 𝛿𝛼𝑘𝑅𝑖𝑙 −
𝑅

2
(𝛿𝛼𝑙 𝑔𝑖𝑘 − 𝛿𝛼𝑘 𝑔𝑖𝑙)) = 0.

(5)

Проальтернуємо отриману рiвнiсть по iндексах 𝑗, 𝑙, перепозначимо iндекси 𝑖 та 𝑙 та
додамо до (5). Отриману рiвнiсть домножимо на 𝑔𝑗𝑘 та згорнемо по iндексах 𝑗, 𝑘:

6𝑎𝛼𝑙𝑅
𝛼
·𝑖 − 2𝑎𝛼𝛽𝑅

𝛼𝛽𝑔𝑖𝑙 − 𝑎𝑖𝑙𝑅− 2𝑎𝑅𝑙𝑖 +𝑅𝑎𝑔𝑙𝑖 = 0 (6)

i, далi, домножимо на 𝑎𝑙𝑘 з урахуванням iдемпотентностi тензору 𝑎𝑖𝑗, згорнемо по
iндексу 𝑙 та замiнемо iндекс 𝑘 на 𝑙:

𝑎𝛼𝑙𝑅
𝛼
·𝑖 = 𝑎𝑖𝑙

1

2(3− 𝑎)
(2𝑎𝛼𝛽𝑅

𝛼𝛽 +𝑅−𝑅𝑎).
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Тобто згортка 𝑎𝛼𝑙𝑅
𝛼
·𝑖 виражається через 𝑎𝑖𝑙 з коефiцiєнтом. Врахуємо це у (6):

𝑎𝑖𝑙 = 𝑢𝑔𝑖𝑙 + 𝑣𝑅𝑖𝑙, (7)

де

𝑢 = (3− 𝑎)
2𝑎𝛼𝛽𝑅

𝛼𝛽 −𝑅𝑎

2(3𝑎𝛼𝛽𝑅𝛼𝛽 −𝑅𝑎)

𝑣 = (3− 𝑎)
𝑎

3𝑎𝛼𝛽𝑅𝛼𝛽 −𝑅𝑎
.

Таким чином, доведена

Теорема 2. Тензор 𝑎𝑖𝑙, отриманий iз тензорної ознаки звiдностi тривимiрних
псевдорiманових просторiв, має вигляд (7).

Зауважимо, що якщо 𝑣 = 0, то 𝑎𝑖𝑙 = 𝑢𝑔𝑖𝑙, що є характерним для просторiв
Ейнштейна, у яких кривизна є сталою. Однак у просторах, розглянутих у цiй
роботi, це, загалом, не виконується. Таким чином, 𝑣 ̸= 0.

У тотожнiсть (1) пiдставимо (7) з урахуванням 𝑣 ̸= 0.

𝑅𝛼𝑗𝑅
𝛼
·𝑖𝑘𝑙 = −𝑅𝛼𝑖𝑅

𝛼
·𝑗𝑘𝑙 (8)

Вираз (4) домножимо на 𝑔𝑖𝑚, згорнемо по iндексу 𝑖 та пiдставимо замiсть iндексу
𝑚 iндекс 𝑖. Отриманий вираз для тензора Рiмана пiдставимо у (8), домножимо на
𝑔𝑖𝑘, згорнемо по iндексах 𝑖, 𝑘

𝑅𝛼𝑗𝑅
𝛼
𝑙 =

1

6
(3𝑅𝑗𝑙𝑅 + 𝑔𝑗𝑙(2𝑅𝛼𝛽𝑅

𝛼𝛽 −𝑅2)) (9)

Таким чином, доведено

Наслiдок 1. Тензор Рiччi у звiдних тривимiрних псевдорiманових просторах
має вигляд (9).

При розгляданнi (7) врахуємо iдемпотентнiсть 𝑎𝑖𝑙. У отриману рiвнiсть пiдста-
вимо вираз (9)

𝑅𝑖𝑙𝑣(1− 2𝑢− 𝑣𝑅

2
) = 𝑔𝑖𝑙(𝑢

2 − 𝑢+
𝑣2

6
(2𝑅𝛼𝛽𝑅

𝛼𝛽 −𝑅2)).

Отримуємо, що тензор Рiччi виражається через метричний тензор iз деяким кое-
фiцiєнтом, що є характерним для просторiв Ейнштейна, у яких кривизна є сталою.
Однак у просторах, розглянутих у цiй роботi, це, загалом, не виконується. Таким
чином, отримана тотожнiсть справедлива лише у випадку, коли коефiцiєнти при
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метрицi та при тензорi Рiччi одночасно дорiвнюють нулю. Розглянемо коефiцiєнт
при тензорi Рiччi:

1− 2𝑢− 𝑣𝑅

2
= 0 (10)

Рiвнiсть (7) продиференцiюємо коварiантно за напрямком 𝑥𝑚 з урахуванням
коварiантної сталостi тензору 𝑎𝑖𝑙

𝑢,𝑚𝑔𝑖𝑙 + 𝑣,𝑚𝑅𝑖𝑙 + 𝑣𝑅𝑖𝑙,𝑚 = 0 (11)

та домножимо на 𝑔𝑖𝑙, згорнемо по iндексах 𝑖, 𝑙: −3𝑢,𝑚 = 𝑣,𝑚𝑅 + 𝑣𝑅,𝑚. З iншої
сторони, продиференцiюємо коварiантно за напрямком 𝑥𝑚 рiвнiсть (10): −3𝑢,𝑚 =
𝑣,𝑚𝑅 + 𝑣𝑅,𝑚. Рiзниця цих двох рiвнянь дає 𝑢,𝑚 = 0. Перша рiвнiсть у зв’язку з
𝑢,𝑚 = 0 набуває вигляду

𝑣,𝑚𝑅 + 𝑣𝑅,𝑚 = 0. (12)

Врахуємо 𝑢,𝑚 = 0 у (11)

𝑅𝑖𝑙,𝑚 = −𝑣,𝑚
𝑣
𝑅𝑖𝑙. (13)

Простори, в яких коварiантна похiдна тензорiв Рiмана або Рiччi виражається через
їх добуток з деяким iншим тензором або вектором були детально розглянутi у
статтi [Kiosak, Kusik, Isaiev, 2022]. Простори, у яких виконується (13) називають
Рiччi-рекурентними. Таким чином, доведена

Теорема 3. Тривимiрнi звiднi псевдорiмановi простори Рiччi-рекурентнi.

Рiвнiсть (4) продиференцiюємо коварiантно за напрямком 𝑥𝑚 з урахуванням
(13) та (12)

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙,𝑚 =
𝑅,𝑚

𝑅
𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙

Простори, у яких виконується (12) називають рекурентними. Таким чином, дове-
дено, що тривимiрнi звiднi псевдорiмановi простори рекурентнi.

Перелiк посилань
D. Doikov., V. Kiosak. (2020). On the Schwarzschild model for gravitati-
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Kiosak, V., Kusik, L., Isaiev, V. (2022). Geodesic Ricci-symmetric pseudo-Riemannian
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https://doi.org/10.15673/tmgc.v15i2.2224
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Властивостi екстремумiв сум зважених
випадкових процесiв iз класiв 𝑉 (𝜙, 𝜓)

Д. В. Тихоненко1, Р. Є. Ямненко1

1КНУ iм. Тараса Шевченка, Київ, Україна

tykhonenko.dmytro@gmail.com

Анотацiя

Вивчається оцiнка ймовiрностi виходу суми незалежних випадкових процесiв
{𝑋𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇}, що належать класам 𝑉 (𝜙, 𝜓), зважених деякими неперервними
функцiями 𝑤𝑖(𝑡), означених на компактнiй множинi, за рiвень 𝜖 > 0, що заданий
деякою, монотонно зростаючою кривою {𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇}.

Ключовi слова: оцiнка; незалежний випадковий процес; неперервна функцiя;
компактна множина; субгауссiвський простiр.

Оцiнка ймовiрностей є важливим процесом в багатьох сферах життя. Без неї
неможливо уявити функцiонування банкiвських установ, страхових чи фармако-
логiчних компанiй тощо.

Ми узагальнимо результати, отриманi в статтi [Kozachenko, Yamnenko, 2014],
для зваженої суми незалежних процесiв з класiв 𝑉 (𝜙, 𝜓), розглянувши наступнi
функцiонали

sup
𝑡∈𝑇

(︃
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑡)𝑋𝑖(𝑡)− 𝑓(𝑡)

)︃
, inf

𝑡∈𝑇

(︃
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑡)𝑋𝑖(𝑡)− 𝑓(𝑡)

)︃
,

де 𝑓(𝑡) є неперервною функцiєю яка, до прикладу, може описувати фiнансовi
надходження в бюджет страхової компанiї.

Теоретичнi вiдомостi щодо субгауссiвських випадкових процесiв, на якi ми
будемо опиратися надалi, були широко описанi в книзi [Buldygin, Kozachenko, 2000].

Умова 1. N-функцiя 𝜙 задовiльняє умову Q якщо lim inf
𝑥→0

𝜙(𝑥)
𝑥2 = 𝛼 > 0. Вiдзначимо

що 𝛼 може бути нескiнченною в тому числi.

Означення 1. Нехай 𝜙 є N-функцiєю Орлiча що задовiльняє умову 1. Випадкова
величина 𝜉 належить простору Sub𝜙(Ω) (простiр 𝜙-субгауссiвських випадкових
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величин), якщо вона центрована, тобто E𝜉 = 0, функцiя моментiв E exp{𝜆𝜉}
iснує для всiх 𝜆 ∈ R та iснує константа 𝑎 > 0 така що нерiвнiсть

E exp (𝜆𝜉) ⩽ exp (𝜙(𝑎𝜆))

виконується для всiх 𝜆 ∈ R.

Умова 2. Неперервна функцiя 𝑓 = {𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} задовiльняє умову 𝐹 якщо

|𝑓(𝑢)− 𝑓(𝑣)| ⩽ 𝛿(𝜌(𝑢, 𝑣)),

де 𝛿 = {𝛿(𝑠), 𝑠 > 0} є деякою монотонно зростаючою невiд’ємною функцiєю.

Умова 3. Незалежнi сепарабельнi випадковi процеси 𝑋𝑖 = {𝑋𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐵}, 𝑖 = 1, 𝑛,
з класiв 𝑉 (𝜙𝑖, 𝜓𝑖) задовiльняють умову Σ якщо норми 𝛾𝑖(𝑢) = 𝜏𝜓(𝑋𝑖(𝑢)) <∞ та
iснують такi неперервнi монотонно зростаючi функцiї {𝜎𝑖(ℎ), ℎ ⩾ 0} що 𝜎𝑖(ℎ) →
0 коли ℎ→ 0, sup

𝜌(𝑡,𝑠)⩽ℎ
𝜏𝜙𝑖

(𝑋𝑖(𝑡)−𝑋𝑖(𝑠)) ⩽ 𝜎𝑖(ℎ), and 𝜎(ℎ) = sup
1⩽𝑖⩽𝑛

𝜎𝑖(ℎ) <∞.

Умова 4. Нехай 𝑟 = {𝑟(𝑢), 𝑢 ⩾ 1} неперервна функцiя така, що 𝑟(𝑢) > 0 коли
𝑢 > 1 i функцiя 𝑠(𝑡) = 𝑟(exp{𝑡}), 𝑡 ⩾ 0, випукла. Незалежнi сепарабельнi випадковi
процеси 𝑋𝑖 = {𝑋𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐵} з класiв 𝑉 (𝜙𝑖, 𝜓𝑖) задовiльняють умову 𝑅 якщо вони
задовiльняють умову 3 та iнтеграл за ентропiєю є скiнченним для всiх 𝑝 ∈ (0, 1)

𝐼𝜎(𝛽, 𝑝) =
1

𝛽𝑝

𝛽𝑝∫︁
0

𝑟
(︁
N𝐵(𝜎

(−1)(𝑢))
)︁
d𝑢 <∞, (1)

де 𝛽 > 0 є таким числом, що 𝛽 ⩽ 𝜎

(︂
inf
𝑠∈𝐵

sup
𝑡∈𝐵

𝜌(𝑡, 𝑠)

)︂
.

Теорема 1. Нехай незалежнi сепарабельнi випадковi процеси 𝑋𝑖 = {𝑋𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐵}
з класiв 𝑉 (𝜙𝑖, 𝜓𝑖) задовiльняють умову 4 i неперервна функцiя 𝑓 = {𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇}
задовiльняє умову 2. Тодi для всiх 𝑝 ∈ (0; 1) та 𝑥 > 0 виконуються наступнi
нерiвностi

P

{︃
sup
𝑡∈𝐵

(︃
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖(𝑡)− 𝑓(𝑡)

)︃
> 𝑥

}︃
= P

{︃
inf
𝑡∈𝐵

(︃
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖(𝑡)− 𝑓(𝑡)

)︃
< −𝑥

}︃
⩽ 𝑍𝑟(𝑝, 𝛽, 𝑥),

P

{︃
sup
𝑡∈𝐵

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖(𝑡)− 𝑓(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ > 𝑥

}︃
⩽ 2𝑍𝑟(𝑝, 𝛽, 𝑥),

де 𝜃𝜓(𝜆, 𝑝) = sup
𝑢∈𝐵

(︂
(1− 𝑝)

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜓𝑖

(︁
𝜆𝛾𝑖(𝑢)
1−𝑝

)︁
− 𝜆𝑓(𝑢)

)︂
та 𝑍𝑟(𝑝, 𝛽, 𝑥) = 𝑟(−1) (𝐼𝜎(𝛽, 𝑝))×

× inf
𝜆>0

exp

{︂
𝜃𝜙(𝜆, 𝑝) + 𝑝

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜙𝑖

(︁
𝜆𝛽
1−𝑝

)︁
+ 𝜆

(︂ ∞∑︀
𝑘=2

𝛿
(︀
𝜎(−1)(𝛽𝑝𝑘−1)

)︀
− 𝑥

)︂}︂
.
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Наступнi результати були отриманi в статтi [Tykhonenko, Yamnenko, 2023] та
базуються на узагальненнi теореми 1 з [Kozachenko, Yamnenko, 2014].
Умова 5. Незалежнi сепарабельнi випадковi процеси 𝑋𝑖 = {𝑋𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐵}, 𝑖 = 1, 𝑛,
з класiв 𝑉 (𝜙𝑖, 𝜓𝑖) зваженi неперервними функцiями {𝑤𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐵} задовiльня-
ють умову 𝑊Σ якщо норми 𝛾𝑖(𝑢) = 𝜏𝜓(𝑋𝑖(𝑢)) < ∞ та iснують такi непе-
рервнi монотонно зростаючi функцiї {𝜎𝑖(ℎ), ℎ ⩾ 0} що 𝜎𝑖(ℎ) → 0 коли ℎ → 0,
sup

𝜌(𝑡,𝑠)⩽ℎ
𝜏𝜙𝑖

(𝑤𝑖(𝑡)𝑋𝑖(𝑡)− 𝑤𝑖(𝑠)𝑋𝑖(𝑠)) ⩽ 𝜎𝑖(ℎ), та 𝜎(ℎ) = sup
1⩽𝑖⩽𝑛

𝜎𝑖(ℎ) <∞.

Умова 6. Нехай 𝑟 = {𝑟(𝑢), 𝑢 ⩾ 1} неперервна функцiя така що 𝑟(𝑢) > 0 коли 𝑢 >
1 i функцiя 𝑠(𝑡) = 𝑟(exp{𝑡}), 𝑡 ⩾ 0,є випуклою. Незалежнi сепарабельнi випадковi
процеси 𝑋𝑖 = {𝑋𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐵} з класiв 𝑉 (𝜙𝑖, 𝜓𝑖) задовiльняють умову 𝑅𝑊Σ якщо
вони задовiльняють умову 5 та iнтеграл за ентропiєю (1) є скiнченним.
Теорема 2. Нехай незалежнi сепарабельнi випадковi процеси 𝑋𝑖 = {𝑋𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐵}
з класiв 𝑉 (𝜙𝑖, 𝜓𝑖) зваженi неперервними функцiями {𝑤𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐵} задовiльняють
умову 6 та неперервна функцiя 𝑓 = {𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐵} задовiльняє умову 2. Тодi для
всiх 𝑝 ∈ (0; 1) та 𝑥 > 0 виконуються наступнi нерiвностi

P

{︃
sup
𝑡∈𝐵

(︃
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑡)𝑋𝑖(𝑡)− 𝑓(𝑡)

)︃
> 𝑥

}︃
⩽ 𝑍𝑟(𝑝, 𝛽, 𝑥),

P

{︃
inf
𝑡∈𝐵

(︃
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑡)𝑋𝑖(𝑡)− 𝑓(𝑡)

)︃
< −𝑥

}︃
⩽ 𝑍𝑟(𝑝, 𝛽, 𝑥),

P

{︃
sup
𝑡∈𝐵

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖(𝑡)𝑋𝑖(𝑡)− 𝑓(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ > 𝑥

}︃
⩽ 2𝑍𝑟(𝑝, 𝛽, 𝑥),

де 𝜃𝜓(𝜆, 𝑝) = sup
𝑢∈𝐵

(︂
(1− 𝑝)

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜓𝑖

(︁
𝜆𝑤𝑖(𝑢)𝛾𝑖(𝑢)

1−𝑝

)︁
− 𝜆𝑓(𝑢)

)︂
та 𝑍𝑟(𝑝, 𝛽, 𝑥) = 𝑟(−1) (𝐼𝜎(𝛽, 𝑝))×

× inf
𝜆>0

exp

{︂
𝜃𝜓(𝜆, 𝑝) + 𝑝

𝑛∑︀
𝑖=1

𝜙𝑖

(︁
𝜆𝛽
1−𝑝

)︁
+ 𝜆

[︂ ∞∑︀
𝑘=2

𝛿
(︀
𝜎(−1)(𝛽𝑝𝑘−1)

)︀
− 𝑥

]︂}︂
.
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Анотацiя

Розглядаються напiвзвiднi псевдорiмановi простори з алгебраїчними умовами
на тензор Рiччi та тензор Рiмана. Для майже ейнштейнових та слабо рекурен-
тних просторiв знайдено вид тензорної ознаки напiвзвiдностi та вивченi деякi їх
властивостi. Дослiдження ведуться локально в тензорнiй формi.

Ключовi слова: тензор Рiмана; тензор Рiччi; напiвзвiднi простори; майже
ейнштейновi простори; слабо рекурентнi простори.

Напiвзвiдним розкладом метрики псевдорiманового простору 𝑉𝑛 (𝑛 > 2) з метри-
чним тензором 𝑔𝑖𝑗 називають її представлення в видi

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑠21(𝑥
1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑟) + 𝜎(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑟)𝑑𝑠22(𝑥

𝑟+1, 𝑥𝑟+2, . . . , 𝑥𝑛).

Тут 𝑑𝑠21 та 𝑑𝑠22 — самостiйнi метрики, що залежать вiд рiзних координат, а
функцiя 𝜎 залежить лише вiд координат 𝑑𝑠21.

Простiр 𝑉𝑛, що допускає хоча б один напiвзвiдний розклад називають напiв-
звiдним. Напiвзвiднi простори [Fedchenko, Ogorodnichuk, Ugol’nikov, 2022] узагаль-
нюють звiднi простори.

Для того, щоб псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛 був напiвзвiдним необхiдно та доста-
тньо, щоб в ньому iснував симетричний iдемпотентний тензор, не пропорцiйний
метричному, такий, що

𝑏𝛼𝑖𝑏
𝛼
𝑗 = 𝑏𝑖𝑗, (1)

𝑏𝑖𝑗,𝑘 = 𝑢𝑖𝑏𝑗𝑘 + 𝑢𝑗𝑏𝑖𝑘. (2)
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Тут 𝑢𝑖 = 𝑢,𝑖 = 𝜕𝑖𝑢 — деякий градiєнтний вектор, кома — знак коварiантної похiдної,
а 𝑏𝑖𝑗 = 𝑏𝛼𝑗𝑔

𝛼𝑖, 𝑔𝑖𝑗 — елементи оберненої матрицi до 𝑔𝑖𝑗.
Рiвняння (1) та (2) називають тензорною ознакою напiвзвiдностi псевдорiма-

нових просторiв [Doikov, Kiosak, 2020].
Розглянемо напiвзвiднi псевдорiмановi простори з умовами алгебраїчного хара-

ктеру, що накладаються на тензор Рiччi.
Тензор 𝐸𝑖𝑗 такий, що

𝐸𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 −
𝑅

𝑛
𝑔𝑖𝑗,

називають тензором Ейнштейна.
Тодi тензор 𝐷𝑖𝑗, для якого

𝐸𝑖𝑗 −𝐷𝑖𝑗 = 0,

називають тензором деформацiї тензора Ейнштейна. Для просторiв Ейнштейна
𝐷𝑖𝑗 = 0.

Простори, в яких тензор деформацiї тензора Ейнштейна має вигляд

𝐷𝑖𝑗 = 𝜆𝑖𝜆𝑗,

називають майже ейнштейновими просторами. Де 𝜆𝑖— деякий не нульовий
градiєнтний вектор [Kiosak, Savchenko, Khniunin, 2020].

Мають мiсце теореми:

Теорема 1. Для напiвзвiдних псевдорiманових просторiв 𝑉𝑛(𝑛 > 2) тензор
деформацiї тензора Ейнштейна задовольняє умовi

𝑏𝛼𝑖𝐷
𝛼
𝑙 − 𝑏𝛼𝑙𝐷

𝛼
𝑖 = 0.

Теорема 2. В напiвзвiдних псевдорiманових майже ейнштейнових просторах
вектор 𝜆𝑖 iз рiвняння

𝑅𝑖𝑗 −
𝑅

𝑛
𝑔𝑖𝑗 = 𝜆𝑖𝜆𝑗.

є власним вектором матрицi тензора 𝑏𝑖𝑗, а власне число приймає значення 0
або 1.

Теорема 3. В напiвзвiдних майже ейнштейнових псевдорiманових просторах
вектор 𝑢𝑖 iз рiвняння (2) задовольняє умовi

𝑏(𝑢𝑙,𝑖 − 𝑢𝑙𝑢𝑖) = (𝑢 𝛼
𝛼, − 𝑢𝛼𝑢

𝛼 +
𝑅

𝑛
)𝑏𝑙𝑖 + 𝑒𝜆𝑙𝜆𝑖 − 𝑏𝛼𝛽𝑅

𝛼 𝛽
𝑖𝑗 ,

де 𝑒 приймає значення 0 або 1.
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Псевдорiмановi простори, в яких виконується умова

𝜌𝑙𝑅
ℎ
𝑖𝑗𝑘 + 𝜌𝑗𝑅

ℎ
𝑖𝑘𝑙 + 𝜌𝑘𝑅

ℎ
𝑖𝑙𝑗 = 0,

називають слабо рекурентними просторами[Kiosak, Latysh, Kuz’mich, 2024].

Теорема 4. В напiвзвiдних слабо рекурентних просторах вектор 𝑢𝑖 задовольняє
однiй iз умов

𝑏(𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖𝑢𝑗) = (𝑢 𝛼
𝛼, − 𝑢𝛼𝑢

𝛼 + 𝑏𝛼𝛽𝑅𝛼𝛽)𝑏𝑖𝑗 − 𝑏𝛼𝛽𝑅
𝛼 𝛽
𝑖𝑗 ,

𝑢𝑙,𝑖 − 𝑢𝑖𝑢𝑙 + 𝑢𝛼𝑢
𝛼𝑏𝑖𝑙 = 𝑐𝜏𝑙𝜏𝑖,

𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖𝑢𝑗 + 𝑢𝛼𝑢𝛼𝑏𝑖𝑗 = 𝑏𝛼𝑖 𝑅𝛼𝑗 −𝑅𝑖𝑗.

Таким чином, знайдемо умови, яким за необхiднiстю задовольняє вектор iз
тензорної ознаки напiвзвiдностi для майже ейнштейнових просторiв та слабо
рекурентних псевдорiманових просторiв.
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Роль математичних методiв у
геоiнформацiйнiй розвiдцi (GEOINT)
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Анотацiя

Геоiнформацiйна розвiдка (GEOINT) iнтегрує географiчнi данi, iнформацiйнi
технологiї та математичнi пiдходи для опрацювання просторової iнформацiї. Ва-
жливiсть математичних методiв у цiй сферi є визначальною, адже вони дозволяють
формувати ефективнi рiшення у сферах безпеки, екологiчного монiторингу та
стратегiчного планування.

Ключовi слова: геоiнформацiйна розвiдка (GEOINT); просторовi данi; мате-
матичнi методи; нейроннi мережi; кригiнг; K-means; штучний iнтелект; супутниковi
знiмки; аналiз даних.

Геоiнформацiйна розвiдка (GEOINT) є мiждисциплiнарною галуззю, що об’єднує
математичне моделювання, географiчнi iнформацiйнi системи та алгоритми шту-
чного iнтелекту. У [Goodchild, Hill, 2008] зазначається, що основна мета GEOINT
полягає в iнтеграцiї математичних моделей i алгоритмiв для отримання та аналiзу
просторових даних, що дає змогу обґрунтовано приймати рiшення в рiзних сферах
дiяльностi, таких як безпека та екологiчний монiторинг.

Одним iз ключових напрямiв GEOINT є аналiз супутникових знiмкiв для
iдентифiкацiї змiн у мiськiй забудовi пiсля природних катастроф. Використання
нейронних мереж, зокрема Convolutional Neural Networks (CNN), забезпечує мо-
жливiсть розпiзнавання масштабних руйнувань. [Zhou, Liao, 2019] пiдкреслюють
важливiсть застосування таких iнструментiв для покращення якостi даних та
розпiзнавання змiн у ландшафтi.

Просторове моделювання вiдiграє значну роль у GEOINT. Один iз широко
застосовуваних методiв – кригiнг – допомагає прогнозувати рiвень забруднення
повiтря в регiонах iз недостатнiм числом датчикiв. Це дозволяє створювати точнi
екологiчнi карти та приймати зваженi управлiнськi рiшення. У [Sutton, Barto, 2018]
наведено приклади застосування методiв машинного навчання для прогнозування
i аналiзу просторових даних.
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Застосування математичних моделей дозволяє ефективно аналiзувати пере-
мiщення об’єктiв, таких як вiйськова технiка, морськi судна або навiть мiграцiя
тварин. Наприклад, моделi Маркова використовуються для прогнозування можли-
вих маршрутiв кораблiв та визначення ймовiрних точок їх зупинки у реальному
часi. Це має велике значення для забезпечення морської безпеки, монiторингу
торговельних шляхiв i захисту кордонiв.

Кластеризацiйнi методи, такi як алгоритм K-means, є незамiнними у виявленнi
зон пiдвищеної активностi, наприклад, у регiонах з нелегальним вирубуванням
лiсiв. Це дозволяє оперативно визначати проблемнi територiї та планувати заходи
з їх монiторингу.

Штучний iнтелект вiдiграє ключову роль у автоматизацiї аналiзу геопросторо-
вих даних. Алгоритми глибокого навчання здатнi розпiзнавати вiйськовi об’єкти
та iншi ключовi елементи на супутникових знiмках. Наприклад, сучаснi геоiн-
формацiйнi платформи, такi як Google Earth Engine, дозволяють виявляти змiни
ландшафту, прогнозувати ризики стихiйних лих (повенi, зсуви ґрунту) та сприяти
оперативному реагуванню на надзвичайнi ситуацiї.

Висновки. Математика є основою геоiнформацiйної розвiдки, адже саме
вона забезпечує можливiсть створення ефективних методiв аналiзу, вiзуалiзацiї та
прогнозування. У сучасному свiтi, де обсяг геопросторових даних стрiмко зростає,
роль математичних методiв стає дедалi важливiшою. Це вiдкриває новi перспективи
для управлiння ресурсами, забезпечення безпеки та монiторингу навколишнього
середовища.
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Abstract

Visualization plays a crucial role in understanding concepts in Differential Calculus
[Arcavi, 2003].

Maple is a comprehensive general-purpose computer algebra system. It is used
primarily in educational and scientific research in mathematics and engineering. Maple
offers many visualization tools. Using Maple, students can explore functions, analyze
their derivatives, and draw tangent lines. In this paper, we consider two problems and
their visualization in Maple by providing graphical representations of a function and its
tangent.

Keywords: Differential Calculus; Derivative; Tangent line equation; Cubic function;
Maple.

1 Find the Function Equation
Cubic functions are useful tools in learning outcomes of Differential Calculus

[Alt, 2014]. They illustrate behavior of a derivative of a function, critical points,
concavity, and inflection points. Since a cubic function has both a local maximum
and a local minimum, students can explore key concepts such as the first and second
derivative tests. Cubic functions are widely used in physics, engineering, and economics
to model real-world problems involving rates of change.

1.1 Problem 1
A cubic function has a maximum point 𝐻(0, 3). The equation of the tangent line

at the point 𝑃 (1, 𝑦𝑝) is 3𝑥+ 𝑦 = 4. Find the equation of the function.
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1.2 Solution to Problem 1
A cubic function is a polynomial function of degree 3 and is of the form 𝑓(𝑥) =

𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑, where 𝑎, 𝑏, 𝑐, and 𝑑 are real numbers and 𝑎 ̸= 0. Substituting
𝑥 = 0 into 𝑓(𝑥), we get 𝑑 = 3.

Since 𝐻(0, 3) is a maximum, the derivative 𝑓 ′(𝑥) = 3𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥+ 𝑐 must be equal
to zero at 𝑥 = 0. Setting 𝑓 ′(0) = 0, we get 𝑐 = 0.

Since the function passes through the point 𝑃 (1, 𝑦𝑝), we set 𝑓(1) = 𝑦𝑝 which must
satisfy the equation 𝑎+ 𝑏+ 3 = 1 .

Also, since the derivative at 𝑥 = 1 must be equal to the slope of the tangent, we
get the condition 3𝑎+ 2𝑏 = −3. Now we write the system of equations:{︃

𝑎+ 𝑏+ 3 = 1,

3𝑎+ 2𝑏 = −3.

Solving for 𝑎 and 𝑏, we get 𝑎 = 1, 𝑏 = −3. Thus, the function equation is
𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥2 + 3. The final visualization of the problem is presented in Fig.1.

with(plots);
f := x^3 - 3*x^2 + 3;
t := 4 - 3*x;
ft := plot([f, t], x = -3 .. 4, y = -7 .. 7,
color = [blue, magenta]);
p_PH := plot([[1, 1], [0, 3]], font = [TIMES, BOLD, 20],
style = point, color = "DarkBlue",
symbolsize = 20, symbol = solidcircle);
t_PH := textplot([[1, 1, "P"], [0, 3, "H"]], color = "DarkBlue",

’align’ = {’above’, ’right’}, ’font’ = [TIMES, BOLD, 20]);
plots[display]([ft, p_PH, t_PH]);

1.3 Problem 2
The cubic function 𝑓 : R → R, given by the equation 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐

passes through the points 𝑃 (−2,−1) and 𝑄(1, 2). The tangent to the curve 𝑓 at the
point 𝑃 has a slope of 𝑘 = 4. Find the function equation of 𝑓 .

1.4 Solution to Problem 2
Since the point 𝑃 (−2,−1) lies on the curve 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 we get

the equation 4𝑎 − 2𝑏 + 𝑐 = 7. Similarly, since the point 𝑄(1, 2) lies on the curve
𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐 we obtain the equation 𝑎+ 𝑏+ 𝑐 = 1.
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Figure 1: Visualization of Problem 1.

The condition that the derivative of 𝑓(𝑥) is 𝑓 ′(𝑥) = 3𝑥2 + 2𝑎𝑥+ 𝑏 and the slope
at the point 𝑃 (−2,−1) is 4 leads to the equation −4𝑎+ 𝑏 = −8. Then, solving the
system: ⎧⎪⎨⎪⎩

4𝑎− 2𝑏+ 𝑐 = 7,

𝑎+ 𝑏+ 𝑐 = 1,

−4𝑎+ 𝑏 = −8,

we get the values 𝑎 = 2, 𝑏 = 0, 𝑐 = −1. Thus the function equation is: 𝑓(𝑥) =
𝑥3 + 2𝑥2 − 1.

1.5 Visualization to Problem 2
To visualize problem 2, (Fig.2), we use the following Maple commands:

with(Student[Calculus1]);
f := x^3 + 2*x^2 - 1;
tf := Tangent(f, x = -2);
with(plots);
ft := plot([f, tf], x = -3 .. 2,

y = -6 .. 8, color = [blue, magenta]);
PQ := plot([[-2, -1], [1, 2]],

color = "DarkGreen",
font = [TIMES, BOLD, 10],
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Figure 2: Visualization of Problem 2.

style = point,
symbolsize = 20,
symbol = solidcircle);

sP := textplot([[-2, -1, "P"],
[1, 2, "Q"]],
’font’ = [TIMES, BOLD, 20],
style = point,
color = "DarkGreen",
’align’ = {’below’, ’right’});

plots[display]([ft, PQ, sP]);

2 Conclusion
Visualization is essential for grasping concepts of Differential Calculus. Maple allows

students to visualize 2-D and 3-D plots, and create beautiful and informative animations.
The purpose of the paper is to get students involved in learning mathematics including
graphical representation using Maple tools.
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Abstract

The technology of creating problems of increased complexity based on generalized
ordinary Bernoulli differential equations is considered.

Keywords: generalized Bernoulli equation; advanced problems.

Problems of increased complexity play a key role in the development of mathematical
abilities of students who have a high level of previous training. Such problems stimulate
students to creative search, develop their ability to abstract thinking and ingenuity.
Successfully solving complex problems increases the student’s self-esteem, his confidence
in his abilities and motivates him to further study.

When developing such tasks, the teacher must maintain a balance between com-
plexity and accessibility. The tasks should be complex enough to stimulate students’
critical thinking, but at the same time understandable for solving. A task that is too
complex can demotivate students, and one that is too simple will not produce the
desired effect.

Problems of increased complexity are of particular methodological interest when
they allow not only varying numerical parameters but also modifying the structure of
the problem itself while preserving its core idea. This potential can be fully realized
when developing advanced problems in the topic ’Ordinary Differential Equations’.

Scientists are exploring different ways to generalize Bernoulli’s ordinary differential
equation. Consider the generalization proposed in [Azevedo, Valentino, 2017]:

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃 (𝑥)ℎ(𝑦) = 𝑄(𝑥)𝑔(𝑦), (1)

where 𝑃 (𝑥) and 𝑄(𝑥) are known functions; ℎ(𝑦) and 𝑔(𝑦) are known functions from
unknown function 𝑦(𝑥).
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The authors of the aforementioned work demonstrated that given a relationship
between known functions:

ℎ(𝑦) = 𝑔(𝑦) ·
∫︁

𝑑𝑦

𝑔(𝑦)
, (2)

equation (1) can be transformed into a linear equation:

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑃 (𝑥)𝑢 = 𝑄(𝑥) (3)

by substitution:

𝑢 =
ℎ(𝑦)

𝑔(𝑦)
. (4)

To create training examples, it is recommended to choose functions such as the
function 𝑔(𝑥) for which the integral of formula (2) is calculated analytically. For
example:

(𝑎2 + 𝑦2),
𝑎2 + 𝑦2

𝑦
, cos2 𝑦,

1

ln 𝑦
,

𝑎+ exp(𝑦)

exp(𝑦)
𝑒𝑡𝑐.

The values for the coefficients 𝑃 (𝑥) and 𝑄(𝑥) should be selected from linear
equations found in abundance in various collections of higher mathematics problems.
This ensures that we obtain an equation that has an exact solution and can be solved
using the aforementioned algorithm.

Example. Solve ODE:

2 · 𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ cos𝑥 · sin 2𝑦 = sin 2𝑥 · cos2 𝑦. (5)

Solution process. From equation (5) we find that in this case:

𝑃 (𝑥) = cos(𝑥), 𝑄(𝑥) =
1

2
sin(2𝑥), ℎ(𝑦) =

1

2
sin(2𝑦), 𝑔(𝑦) = cos2 𝑦.

We verify that relation (2) holds:

cos2 𝑦 ·
∫︁

𝑑𝑦

cos2 𝑦
= cos2 𝑦 · tg 𝑦 =

1

2
sin 2𝑦 = ℎ(𝑦).

We apply the substitution (4) to the given equation:

𝑢 = tg 𝑦.

and we obtain a linear equation of the form (3):

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ cos𝑥 · 𝑢 =

1

2
sin 2𝑥.
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We solve the last equation in the traditional way and find its general solution:

𝑢 = sin𝑥− 1 + 𝐶 exp(− sin𝑥).

We return to the desired function 𝑦(𝑥) and have the general solution of the given
equation:

tg 𝑦 = sin𝑥− 1 + 𝐶 exp(− sin𝑥).

Note that the transformations omitted from this abstract have a separate educational
value for students.

A promising direction for continuing work on the topic of abstract is the creation
of an interactive application that facilitates the generation of problems based on the
generalized Bernoulli equation. The implementation of this idea together with students
who have sufficient programming skills allows for the full realization of interdisciplinary
connections and the visual demonstration of the effectiveness of the integration of
various sciences.
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Анотацiя

Побудовано рiзнi математичнi моделi випадкового дослiду для однiєї i тiєї
ж ймовiрнiсної задачi. Наведено новi приклади задач для геометричної моделi
випадкового дослiду.

Ключовi слова: математична модель випадкового дослiду; простiр елементар-
них подiй; геометрична ймовiрнiсть.

Базовим компонентом розв’язання задач з теорiї ймовiрностi є побудова мате-
матичної моделi 𝑆 випадкового дослiду, себто його ймовiрнiсного простору, який
складається з простору елементарних подiй Ω, 𝜎-алгебри U𝜎 або алгебри подiй U
та ймовiрностi 𝑃 , означенiй на нiй. Якщо розумiння третього елемента математи-
чної моделi, як правило, не складає труднощiв для студентiв, то чiтке описання
простору елементарних подiй дослiду та хоч якась згадка про 𝜎-алгеру подiй часто
вiдсутнi у їх роботах, позаяк цi елементи моделi студенти, можливо, вважають
очевидними.

Справдi, у випадку дискретного випадкового дослiду 𝜎-алгеброю його подiй, на
якiй i означають iмовiрнiсть, є сукупнiсть всiх пiдмножин простору елементарних
подiй. Тодi як сам простiр елементарних подiй Ω не є однозначно заданим i може
бути вибраним у рiзний спосiб. Розглянемо, наприклад, найпростiшу задачу.

Задача 1. Нехай студенти групи з восьми осiб у довiльному порядку утворю-
ють чергу для захисту бакалаврських дипломних проектiв. Знайти ймовiрнiсть
того, що два зазначених студента будуть захищати свої проекти один за одним.

1-й спосiб. Припишемо кожному студенту його номер за списком групи. Тодi за
елементарнi подiї у першiй моделi дослiду 𝑆(Ω,U, 𝑃 ) можна вибрати перестановки
чисел 1, 2, . . . , 8

𝜔 = (𝑥1;𝑥2; . . . ;𝑥8),
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у яких на 𝑖-му мiсцi стоїть номер 𝑥𝑖 студента, шо захищає свiй проект 𝑖-м у черзi.
2-й спосiб. За елементарнi подiї першiй моделi дослiду 𝑆 ′(Ω′,U′, 𝑃 ′) також

виберемо перестановки чисел 1, 2, . . . , 8

𝜔′ = (𝑦1; 𝑦2; . . . ; 𝑦8),

у яких на 𝑖-му мiсцi стоїть номер мiсця 𝑦𝑖 у черзi, пiд яким захищає свiй проект
𝑖-й студент за списком групи.

Хоча перестановки 𝜔 i 𝜔′ рiзнi, але мiж ними, так як i мiж всiма iншими
подiями цих моделей дослiду 𝐴 ∈ U та 𝐴′ ∈ U′, iснує взаємно однозначна попарна
вiдповiднiсть така, що

𝑃 (𝐴) = 𝑃 (𝐴′).

Отже, такi моделi 𝑆 та 𝑆 ′ можна назвати тотожними або еквiвалентними та
позначати як 𝑆 ∼ 𝑆 ′.

3-й спосiб. За елементарнi подiї третьої моделi дослiду 𝑆 ′′(Ω′′,U′′, 𝑃 ′′) виберемо,
скажiмо, упорядкованi пари

𝜔′′ = (𝑥; 𝑦),

елементи яких є тi номери мiсць, пiд якими опинилися у черзi зазначенi студенти.
Очевидно, що множина Ω′′ є повною групою подiй з алгебри U′, елементи якої
мають такi самi ймовiрностi, що i у моделi 𝑆 ′, тож модель 𝑆 ′′ можна називати
збiдненням (утисненням, укрупненням) математичної моделi 𝑆 ′ (чи 𝑆) та можна
позначати як 𝑆 ′′ ⊏ 𝑆 ′.

4-й спосiб. За елементарнi подiї четвертої моделi дослiду 𝑆 ′′′(Ω′′′,U′′′, 𝑃 ′′′), подi-
бно до попереднього випадку, виберемо неупорядкованi пари

𝜔′′′ = {𝑥; 𝑦}

номерiв мiсць, пiд якими опинилися у черзi зазначенi студенти. Тодi 𝑆 ′′′ ⊏ 𝑆 ′′.

Ще бiльша варiативнiсть математичної моделi випадкового дослiду можлива у
задачах, що допускають геометричне означення ймовiрностi. Так майже у кожному
пiдручнику з теорiї ймовiрностi можна знайти таку задачу про зустрiч.

Задача 2. Нехай двi особи 𝑋 i 𝑌 домовилися зустрiтися у промiжок часу
протягом 60 хв. (починаючи з певного моменту часу), до того ж той, хто
прийде першим, має чекати не бiльше 15 хв. Знайти ймовiрнiсть подiї 𝐴, яка
полягає у тому, що зустрiч вiдбудеться, якщо кожен з них може прибути на
мiсце зустрiчi рiвноможливо у будь-який момент часу протягом обумовленого
промiжку.

Як правило у цiй задачi пропонується за елементарнi подiї випадкового дослiду
вибрати упорядкованi пари чисел 𝜔 = (𝑥, 𝑦), де число 𝑥 – це момент появи на мiсцi
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зустрiчi особи 𝑋 , а число 𝑦 – особи 𝑌 (якщо їх вимiрювати у хвилинах, починаючи
вiд обумовленого моменту часу). Тодi матимемо

Ω = {𝜔 = (𝑥; 𝑦) : 𝑥 ∈ [0; 60], 𝑦 ∈ [0; 60]} = [0; 60]× [0; 60],

𝐴 = {𝜔 = (𝑥; 𝑦) ∈ Ω : |𝑥− 𝑦| ⩽ 15}.
У той же час за елементарнi подiї дослiду можна покласти упорядкованi пари

𝜔′ = (𝑥, 𝑦), у яких 𝑥 – це момент появи на домовленому мiсцi зустрiчi першої
людини (особи 𝑋 чи особи 𝑌 ), а 𝑦 – це час, який пройшов пiсля моменту появи на
зустрiчi першої людини до моменту появи на нiй другої. У такому разi

Ω′ = {𝜔′ = (𝑥; 𝑦) ∈ R2 : 𝑥 ⩾ 0, 𝑦 ⩾ 0, 0 ⩽ 𝑥+ 𝑦 ⩽ 60},

𝐴 = {𝜔′ = (𝑥; 𝑦) ∈ Ω : 𝑦 ⩽ 15}.
Задача 3. У пiвкрузi радiуса 𝑎 > 0 навмання вибрано точку 𝑀 . Знайти

ймовiрнiсть того, що довжина вiдрiзка [0,𝑀 ] менша за половину радiуса пiвкруга,
а гострий кут нахилу вiдрiзка до дiаметра пiвкруга менший за

𝜋

4
радiан, якщо

т. 𝑂 – це середина дiаметра.
Як i до цього, нехай 𝐴 – це подiя, що зазначена в умовi.
1-й спосiб. Проводимо вiсь абсцис вздовж дiаметра пiвкруга з центром у його

серединi, а вiсь ординат – у напрямку дуги пiвкруга. За елементарнi подiї дослiду
𝜔 вибираємо координати т. 𝑀 у побудованiй декартовiй системi координат:

Ω = {𝜔 = (𝑥; 𝑦) ∈ R2 : 𝑥2 + 𝑦2 ⩽ 𝑎2, 𝑦 ⩾ 0},

𝐴 =

{︂
𝜔 ∈ Ω : 𝑥2 + 𝑦2 ⩽

𝑎2

4
, 𝑦 ⩽ |𝑥|

}︂
.

2-й спосiб. Проводимо полярну пiввiсь вздовж дiаметра пiвкруга з центром
у його серединi. За елементарнi подiї дослiду 𝜔′ вибираємо координати т. 𝑀 у
полярнiй системi координат:

Ω′ = {𝜔′ = (𝜌;𝜙) : 0 ⩽ 𝜌 ⩽ 𝑎, 0 ⩽ 𝜙 ⩽
𝜋

2
},

𝐴 =
{︁
𝜔 ∈ Ω : 𝜌 ⩽

𝑎

2
, 𝜙 ⩽

𝜋

4

}︁
.

Цi двi моделi випадкового дослiду не тотожнi мiж собою.
Важливо зауважити, що подiя, яка, скажiмо, полягає в тому, що довжина

вiдрiзка [𝑂,𝑀 ] є рацiональним числом, не є елементом алгебри подiй дослiду, на
якiй означена ймовiрнiсть.
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Ще декiлька нових задач на геометричну модель випадкового дослiду.
Задача 4. З кiнцiв хорди 𝐴𝐵, що стягує центральний кут у 𝜙 радiан (𝜙 < 𝜋),

навмання в бiк центра кола вiдкладають хорди 𝐴𝐶 i 𝐵𝐷. Знайти ймовiрнiсть
того, що: а) хорди 𝐴𝐶 i 𝐵𝐷 перетнуться мiж собою; б) трикутник, утворений
перетином хорд, мiстить центр кола.

Задача 5. На протилежних сторонах квадрата навмання вибранi двi точки,
через якi проведено сiчну, що дiлить його на двi частини. Знайти ймовiрнiсть
того, що: a) площа хоча б однiєї частини квадрата менша третини його площi;
б) сiчна утворює зi стороною квадрата гострий кут бiльший за 𝜋

3 .

Задача 6. На прилеглих до однiєї вершини сторонах прямокутника, що
мають довжини 𝑎 та 2𝑎 одиниць, навмання вибрано по однiй точцi, через якi
проведено сiчну, яка дiлить його на двi частини. Знайти ймовiрнiсть того, що
площа утвореного трикутника менша за 𝑘𝑎2 (0 < 𝑘 < 1).

Задача 7. На сторонах 𝐴𝐵 i 𝐴𝐶 правильного трикутника навмання обира-
ють по однiй точцi 𝑀1 i 𝑀2. Знайти ймовiрнiсть того, що довжина вiдрiзка
𝑀1𝑀2 буде меншою за середню лiнiю трикутника.

Задача 8. На нижнiй сторонi квадрата зi дзеркальними сторонами навмання
обрано точку, з якої пiд навмання обраним кутом пущено свiтловий промiнь в
середину квадрата. Знайти ймовiрнiсть того, що промiнь вiдiб’ється не менше
двох разiв вiд бокової сторони квадрата до моменту перетину з верхньою, якщо
довжина сторони квадрата дорiвнює одиницi.

Задача 9. На сторонах 𝐴𝐵 i 𝐴𝐷 квадрата навмання обирають по однiй точцi
𝑀1 i 𝑀2. Знайти ймовiрнiсть того, що: а) обидва гострi кути трикутника
𝑀1𝐴𝑀2 будуть бiльшими за 𝜋

6 радiан; б) медiана 𝐴𝐸 трикутника 𝑀1𝐴𝑀2 буде
бiльшою за пiв сторони квадрата.

Розглянемо задачу на умовну ймовiрнiсть.

Задача 10. Три студентки i три студента, якi товаришують мiж собою, в
один i той же день здають екзамени: двi студентки – з функцiонального аналiзу,
два студенти – з комплексного аналiзу, а двоє iнших – з теорiї ймовiрностей.
Хтось один з них вже здав екзамен, вiдомо, що це дiвчина. Знайти ймовiрнiсть
того, що вона здавала iспит з теорiї ймовiрностей, якщо рiвноможливо це мiг
бути будь-хто з них.

Звiсно, можна розв’язати задачу, застосувавши формулу Баєса. Але простiше
побудувати за умовами задачi ймовiрнiсний простiр у такий спосiб: нехай двоє зi
студенток, скажiмо, Катерина i Оксана, мають здавати iспит з функцiонального
аналiзу, а третя, нехай буде Олена, – з теорiї ймовiрностей. Тодi, якщо вiдомо, що
iспит здала дiвчина, то з ймовiрнiстю одна третя це може бути Олена.
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Спецiалiзованi програмнi пакети та їх роль
у курсi вищої математики
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Анотацiя

Розглядається комплекс питань, пов’язаних з використанням у нормативних кур-
сах вищої математики, якi викладаюься у технiчних унiверситетах, спецiалiзованих
математичних програмних пакетiв.

Ключовi слова: курс вищої математики, математичнi програмнi пакети.

Ознайомлення студентiв зi спецiалiзованими програмними пакетами та їх вико-
ристання у курсi вищої математики, характерному для технiчних вишiв, є вiдносно
новою задачею, яка постала перед викладачами вiдповiдних курсiв лише останнiм
часом. Традицiйним є пiдхiд, який спирається на використання лише «ручки та
паперу», у крайньому разi – калькулятора та електронних таблиць для деяких
чисельних розвя’зкiв. Зрозумiло, що головною задачею викладача математики при
роботi зi студентами є ознайомлення їх з результатами та методами математичної
теорiї, яке супроводжується прикладами застосування цих методiв та результатiв
у вiдповiднiй предметнiй областi. Давно вiдiйшли у минуле часи, коли частиною
курсу математики були обчислювальнi методи, вивчення яких забезпечувалось
обчислювальним практикумом! Зростання ролi математики для сучасного iнжене-
ра призвело до запровадження, у переважнiй бiльшостi випадкiв, окремих курсiв
обчислювальної математики або, принаймнi, появi у курсах iнформатики (програ-
мування) вагомих роздiлiв, присвячених розгляду обчислювальних алгоритмiв. У
той же час, доступнiсть онлайн-калькуляторiв та iнших програмних засобiв аж
до використання елементiв штучного iнтелекту викликало надмiрне захоплення
студентiв використанням «несанкцiонованих» методiв розв’язання тих практичних
завдань, якi традицiйно пропонуються їм при вивченнi курсiв вищої математики.
З врахуванням вищевказаних факторiв, питання щодо використання у такого роду
курсах спецiалiзованих програмних пакетiв виглядає дещо несподiваним, проте
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на користь такого «нововведення» також iснують вагомi аргументи. По-перше,
профiльнi кафедри у багатьох випадках наполегливо виступають саме за якнайтi-
снiше залучення програмних засобiв до розв’язання задач, з якими знайомляться
студенти у математичних курсах. Це пояснюється як вимогами тих пiдприємств та
органiзацiй, що працевлаштовують їх випускникiв, так i специфiкою використання
набутих студентами математичних знань у загальноiнженерних та спецiальних
курсах, до того ж, як виявляється, курси програмування (iнформатики) та об-
числювальної математики (навiть у випадку його наявностi у бакалаврський
програмi) не забезпечують з рiзних причин належної пiдготовки студентiв у сенсi
використання сучасних програмних рiшень для якнайшвидшого отримання ре-
зультату з необхiдною точнiстю при використаннi математичних методiв. У той
же час, на наш погляд, цi програмнi засоби є наразi необхiдними (наприклад,
нинiшнiй рiвень шкiльної освiти та ситуацiя з викладанням нарисної геометрiї у
вишах практично не дають можливостi уникнути використання засобiв на зразок
GeoGebra) та виявляються навiть корисними для кращого засвоєння студентами
навчального матерiалу. На думку авторiв, доцiльним є поєднання традицiйного
викладу теоретичного матерiалу з демонстрацiєю практичного застосування мате-
матичних програм, а також концентрацiя контрольних мiроприємств не тiльки
на реалiзацiї стандартних алгоритмiв, але й на аналiзi обраних методiв та їх осо-
бливостях. Перш за все, виникає питання щодо вибору конкретного пакету, який
не тiльки буде використовуватися конкретним викладачем зi своїми студентами
у даному курсi, але й буде експлуатуватися цими студентами у подальшому за
узгодженням з iншими викладачами. До найпоширенiших належать такi пакети як
Maple, MathCAD, MATLAB, Scilab, Wolfram Mathematica та iншi [1, 2]. Зрозумiло,
що вони вiдрiзняються iнтерфейсами, можливостями, платформами (доступними
для використання операцiйними системами), та, що вельми iстотно, розповсюдже-
нням їх вiльно або ж через платну лiцензiю. Вибiр конкретного пакету потребує
узгодження позицiй усiх «внутрiшнiх споживачiв» – викладачiв математики, про-
грамування, загально iнженерних та спецiальних дисциплiн, ймовiрно, прийняття
рiшення щодо використання певного такого пакету на рiвнi методичної ради вишу,
або, принаймнi, методичної комiсiї кожного факультету (iнституту) що є його
структурним пiдроздiлом. Другою проблемою, на наш погляд, є розподiл функцiй
мiж вищезгаданими «споживачами». Справа у тому, що при вивченнi студента-
ми курсiв iнформатики (програмування), зазвичай можливостi ознайомлення їх
з такого роду пакетами виявляються дуже обмеженими. Ще у бiльшiй мiрi це
стосується власне математичних курсiв. У той же час, навiть наявнiсть курсу
(зовсiм не обов’язкова!), який умовно може називатись, наприклад, «Введення в
обчислювальну математику», зазвичай не вирiшує проблеми вчасного та свiдомого
оволодiння студентами застосуваннями математичних пакетiв! Справа у тому, що
з огляду на навчальнi плани, такий курс зазвичай викладається дещо запiзно та
виявляється перевантаженим. Як видається авторам, вихiд з такої ситуацiї можли-
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вий лише за умови максимального узгодження дiй викладачiв трьох вищезгаданих
курсiв, наприклад, програма курсу iнформатики мусить неодмiнно включати у
себе знайомство з iнтерфейсами математичних пакетiв, навчання студентiв вер-
станню математичних текстiв, вводу даних у числовому та символьному виглядах
при використаннi конкретних програм. Вiдповiдно, у курсi вищої математики
з’являється можливiсть, на основi отриманих студентами знань та умiнь, iлюстру-
вати вивчення кожної з тем курсу прикладами застосування програмних засобiв.
Звернiмось, наприклад, до курсу аналiтичної геометрiї (або вiдповiдних роздiлiв
у курсi вищої математики). Одним з основних його елементiв є теорiя матриць,
яка розглядається, перш за все, з точки зору алгебри таких об’єктiв. Ґрунтовне
розумiння студентами математичних розрахункiв з матрицями та тензорами є
основою для подальшого навчання. Крiм того, це базовий елемент для роботи з
системами лiнiйних алгебричних рiвнянь (СЛАР). При вивченнi систем лiнiйних
алгебричних рiвнянь, на наш погляд, необхiдно обов’язково звертати увагу сту-
дентiв на залежнiсть кiлькостi арифметичних операцiй, яких потребує кожен зi
стандартних методiв розв’язування СЛАР, вiд кiлькостi її рiвнянь, що зумовлює
неможливiсть їх «ручної» реалiзацiї при достатньо великих розмiрностях систем,
дуже корисною є також демонстрацiя ефекту накопичення обчислювальної похиб-
ки, що призводить до появи iстотної нев’язки – рiзницi мiж лiвими та правими
частинами рiвнянь системи, отриманої в результатi її розв’язку. Таким чином об-
ґрунтовується практична необхiднiсть використання у цьому випадку iтерацiйних
методiв, тобто замiни точних методiв наближеними! Звичайно, вельми корисним є
ознайомлення студентiв зi специфiчними алгоритмами розв’язання «розрiджених»
систем, якi найчастiше зустрiчаються у практичних застосуваннях. Третьою, добре
знайомою кожному викладачу математики, i не лише, проблемою є необхiднiсть
боротьби iз несанкцiонованим використанням студентами математичних пакетiв
у якостi онлайн-калькуляторiв при виконаннi завдань для самостiйної роботи та,
особливо, при проходженнi ними контрольних заходiв. Необхiдно зазначити, що у
таких випадках має мiсце не тiльки ухилення студентiв вiд нормального процесу
навчання (отримання належних знань, умiнь, навичок) та кричуще порушення
принципiв академiчної доброчесностi, але й створення iлюзiї здобуття ними умiнь
та навичок володiння можливостями використання математичних пакетiв, що
неможливе без ґрунтовного засвоєння курсу математики! Звичайно для уникнення
такого роду ексцесiв використовуються такi заходи як:

• проведення роз’яснювальної роботи зi студентами, спрямованої на доведення
до них викладених вище наслiдкiв неузгодженого з викладачами математики
використання математичних пакетiв; обов’язковi спiвбесiди («захисти») при ви-
конання студентами самостiйних завдань – домашнiх робiт, типових розрахункiв,
розрахунково-графiчних робiт, контроль вищезгаданих робiт щодо наявностi у них
добре вiдомих викладачам специфiчних ознак застосування онлайн-калькуляторiв:
вiдсутностi промiжних перетворень, нестандартних позначень тощо; за можливо-
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стi, проведення контрольних заходiв тiльки офлайн, з вiдповiдним контролем за
роботою студентiв; у випадку проведення контрольних заходiв онлайн, шляхом
пiдбору завдань, якi пропонуються для виконання студентам намагатися уникнути
можливостi використання ними онлайн-калькуляторiв.

Лише пiсля опанування студентами теоретичних основ проведення базових
розрахункiв, розумiння змiсту можливих для конкретної задачi перетворень, ми
бачимо можливiсть широкого застосування математичного програмного пакету.
Автори свiдомi того, що викладенi вимоги, в умовах визначеного обсягу дисциплiн
з вищої математики, досить важко реалiзувати. Тому пропонуємо доповнювати
стандартнi навчальнi плани додатковими короткотривалими вiдео матерiалами з
використання математичних пакетiв для вiдповiдних лекцiйних тем.

Нарештi останньою (за порядком розгляду, проте не за значенням!) з акту-
альних проблем цiєї тематики є сукупнiсть питань, пов’язаних з «безпосередньо-
дидактичним» використанням математичних пакетiв, тобто застосуванням їх сту-
дентами не замiсть традицiйних методiв набуття знань, умiнь та навичок, а у
процесi отримання останнiх. Слiд зазначити, що, наприклад, пакет Scilab не може
виступати у якостi «дидактичного iнструменту», оскiльки вiн насправдi не є допо-
мiжним засобом, оволодiння ним є однiєю з цiлей навчального процесу, до того ж
вiн не мiстить у своєму функцiоналi можливостей символiчних перетворень, що,
на наш погляд, є абсолютно необхiдним для використання у практичних заняттях
зi студентами [3].

Перелiк посилань
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Анотацiя

У роботi розглянуто методику викладання теми «Застосування похiдної»у шкiль-
ному курсi математики. Проаналiзовано основнi труднощi, з якими стикаються
учнi, та запропоновано ефективнi методи навчання. Наведено приклади завдань,
що сприяють кращому засвоєнню матерiалу.

Вступ
Вивчення похiдної є важливою складовою шкiльного курсу математики, адже

вона не лише слугує основою для подальшого вивчення аналiзу, а й має численнi
практичнi застосування. Зокрема, похiдна використовується для дослiдження
поведiнки функцiй, розв’язання задач оптимiзацiї та iнших реальних проблем.
Проте практика показує, що учнi часто стикаються з труднощами при розумiннi
та застосуваннi цього поняття. Саме тому методика викладання цiєї теми потребує
особливої уваги.

1 Основнi аспекти методики викладання.
Вiзуалiзацiя та графiчний аналiз. Для кращого розумiння учнями засто-

сувань похiдної доцiльно використовувати графiчний пiдхiд. Побудова графiкiв
функцiй та їхнiх похiдних допомагає наочно пояснити поняття монотонностi, екс-
тремумiв i точок перегину. Використання динамiчних математичних програм,
таких як GeoGebra, значно полегшує цей процес [Гончаренко, 2003].

Практичнi завдання та реальнi приклади. Важливим аспектом є викори-
стання прикладiв, якi пов’язанi з реальним життям. Наприклад, задачi на оптимi-
зацiю можна моделювати через знаходження найкоротшого шляху, максимального
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обсягу або мiнiмальних витрат матерiалiв. Це допомагає учням усвiдомити пра-
ктичну цiннiсть математичних знань.

Поетапне пояснення алгоритмiв. Учням слiд пояснювати розв’язання
задач iз застосуванням похiдної покроково, з детальним аналiзом кожного етапу
[МОН України, 2021]. Найкраще для цього пiдiйде алгоритм для кожного виду
завдання, один з яких ми розглянемо.

2 Приклад задачi «Промiжки зростання i спадан-
ня функцiї».

Шкiльна практика показує, що дану тему слiд починати з iлюстрацiй. Визнача-
ємо, на яких промiжках функцiя зростає, а на яких спадає, тобто як змiнюються
її значення залежно вiд аргументу. Для розв’язання задач даного типу доречно
використовувати алгоритм, з яким потрiбно ознайомити учнiв.

Щоб знайти промiжки зростання i спадання функцiї 𝑓(𝑥), потрiбно виконати
такi кроки [Богомолов, 2020]:

1. Знайти першу похiдну 𝑓 ′(𝑥).
2. Знайти критичнi точки, прирiвнявши похiдну до нуля або знайти точки, в

яких вона не iснує:

𝑓 ′(𝑥) = 0 або 𝑓 ′(𝑥) не iснує.

3. Розбити числову пряму на iнтервали, використовуючи знайденi критичнi
точки.

4. Дослiдити знак похiдної на кожному iнтервалi (пiдставити довiльнi точки з
iнтервалiв у похiдну).

• Якщо 𝑓 ′(𝑥) > 0, то функцiя зростає.
• Якщо 𝑓 ′(𝑥) < 0, то функцiя спадає.

5. Записати висновки про промiжки зростання та спадання.
Приклад: Розглянемо функцiю: 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥.
1) Знайдемо першу похiдну:

𝑓 ′(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
(𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥) = 3𝑥2 − 6𝑥+ 2.

2) Знайдемо критичнi точки.
Прирiвняємо похiдну до нуля: 3𝑥2 − 6𝑥+ 2 = 0. Знайдемо коренi квадратного

рiвняння:

𝑥 =
6±

√︀
(−6)2 − 4 · 3 · 2

2 · 3
=

6±
√
36− 24

6
=

6±
√
12

6
.
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Спрощуємо:

𝑥 =
6± 2

√
3

6
=

3±
√
3

3
.

Отже, критичнi точки:

𝑥1 =
3−

√
3

3
, 𝑥2 =

3 +
√
3

3
.

3) Розбиваємо числову пряму на iнтервали.
Отриманi точки розбивають область визначення функцiї на три iнтервали:

(−∞, 𝑥1), (𝑥1, 𝑥2), (𝑥2,+∞).

4) Дослiджуємо знак похiдної на кожному iнтервалi.
Вiзьмемо тестовi точки в кожному iнтервалi та пiдставимо їх у похiдну:
• Для 𝑥 = −1 (з iнтервалу (−∞, 𝑥1)):

𝑓 ′(−1) = 3(−1)2 − 6(−1) + 2 = 3 + 6 + 2 = 11 > 0, функцiя зростає.

• Для 𝑥 = 1 (з iнтервалу (𝑥1, 𝑥2)):

𝑓 ′(1) = 3(1)2 − 6(1) + 2 = 3− 6 + 2 = −1 < 0, функцiя спадає.

• Для 𝑥 = 2 (з iнтервалу (𝑥2,+∞)):

𝑓 ′(2) = 3(2)2 − 6(2) + 2 = 12− 12 + 2 = 2 > 0, функцiя зростає.

Побудова таблицi знакiв:

𝑥 (−∞, 𝑥1) (𝑥1, 𝑥2) (𝑥2,+∞)
𝑓 ′(𝑥) + − +

5) Висновки:
Отже:
• Функцiя зростає на iнтервалах (−∞, 𝑥1) ∪ (𝑥2,+∞).
• Функцiя спадає на iнтервалi (𝑥1, 𝑥2).
Функцiя спочатку зростає, потiм спадає, а потiм знову зростає. Це означає, що

у точцi 𝑥1 є максимум, а у точцi 𝑥2 — мiнiмум.

3 Використання iнформацiйно-комунiкацiйних те-
хнологiй.

Сучаснi технологiї значно розширюють можливостi викладання теми. Викори-
стання iнтерактивних онлайн-симуляцiй, онлайн-тестiв i навчальних вiдео пiдвищує
мотивацiю учнiв та сприяє кращому засвоєнню матерiалу.
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Додатково, використання навчальних мобiльних додаткiв, таких як Photomath
або Wolfram Alpha, дає змогу учням самостiйно перевiряти розв’язки та дослiджу-
вати властивостi функцiй у режимi реального часу. Онлайн-платформи на кшталт
Coursera та Khan Academy можуть бути корисними для отримання додаткових
пояснень та вiдеоурокiв, що допомагають учням глибше зрозумiти матерiал.

Використання iнтерактивних дошок (наприклад, Jamboard або Microsoft Whi-
teboard) у процесi викладання дозволяє вчителю пояснювати матерiал у режимi
реального часу, взаємодiяти з учнями та разом аналiзувати побудованi графiки
або розв’язки задач [Дмитренко, 2020].

Загалом, впровадження цифрових технологiй у навчання похiдної не лише
пiдвищує ефективнiсть викладання, а й розвиває у школярiв цифрову грамотнiсть,
що є важливим у сучасному свiтi.

Висновок
Ефективне викладання теми «Застосування похiдної»у шкiльному курсi ма-

тематики потребує комплексного пiдходу, що включає використання вiзуалiзацiї,
реальних прикладiв, алгоритмiчного пiдходу та iнформацiйних технологiй. Застосу-
вання цих методiв сприятиме не лише глибшому розумiнню теми, а й формуванню
у школярiв навичок аналiтичного мислення та математичного моделювання.

Сучасний пiдхiд до навчання повинен враховувати рiзнорiвневу пiдготовку
учнiв, їхнi iнтереси та можливостi. Застосування iнтерактивних iнструментiв i ци-
фрових технологiй дозволяє зробити процес навчання бiльш гнучким, адаптивним
та ефективним. Використання платформ для тестування та симуляцiй дає можли-
вiсть учням самостiйно аналiзувати математичнi явища та експериментувати з
функцiями, що значно пiдвищує рiвень розумiння матерiалу.
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Застосування штучного iнтелекту у
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Анотацiя

В роботi дослiджено застосування вiдкритої версiї 4.0 ChatGPT для створення
i аналiзу тестових завдань з вищої математики. Головним питанням дослiдження є:
Чи можна за допомогою ШI покращити процес дистанцiйного контролю знань з ви-
щої математики та полегшити роботу викладача? Для цього дослiджено створення
нових тестових завдань; тиражування iснуючих; отримання завдань з «гарними»
вiдповiдями, запобiгання академiчнiй недоброчесностi. Центральне мiсце вiдведе-
но питанню статистичного аналiзу складених тестiв на основi вiдомих методик,
зокрема, Класичної Теорiї Тестiв, IRT, MIRT. Отримано позитивне пiдтвердження
можливостi їхнього застосування.

Ключовi слова: тестовi завдання з вищої математики, ChatGPT, Класична
Теорiя Тестiв, IRT, MIRT

Очевидно, що дистанцiйна освiта в сучасних українських реалiях неперервних
бомбардувань залишається майже єдино можливою. Найважливiша її складова – це
контроль знань. Але йому притаманнi традицiйнi проблеми, серед яких видiлимо:

1. Порушення академiчної доброчесностi;

2. Контроль якостi тестiв.

Перша є головною. Завдяки онлайн-формату студенти мають бiльше можливостей
для списування, використання стороннiх матерiалiв, або допомоги третiх осiб пiд
час тестiв та iспитiв. Для боротьби з цими проблемами застосовують рiзнi методи
[Круглова, Диховичний, 2022], зокрема:
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• Застосування творчих та багатокрокових тестових завдань, так званих,
«embedded answers», реалiзованих в MOODLE;

• Збiльшення кiлькiсть однорiдних варiантiв завдань, з постiйною їх змiною.

Зрозумiло, що це призводить до додаткових надмiрних навантажень на викладача.
До того ж виникає питання якостi створених у великий кiлькостi нових завдань.
Враховуючи надзвичайно низький рiвень шкiльної математичної пiдготовки, зав-
дання повиннi бути зрозумiлими i мати «простi», «гарнi» вiдповiдi, не мiстити
помилок. I знову виникає додаткове навантаження на викладача.
Отже, потрiбен помiчник. Ми спробували звернутися до безкоштовної (що теж
важливо для викладачiв) версiї 4.0 ChatGPT. Якi питання нам вдалось перевiрити:

1. Створення «embedded answers». Так. Це можливо до певного рiвня складно-
стi завдань. Якщо вимагати вiд ChatGPT ускладнення рiвня завдань, то
починається формування некоректних завдань.

2. Тиражування однотипних завдань одного рiвня складностi. Так. Можливо.

3. Формування «зрозумiлих i простих» вiдповiдей. Так. Можливо.

4. Формулювання завдань, для розв’язання яких студенти не можуть застосо-
вувати ChatGPT.

Розглянемо детальнiше 4-те. Студенти використовують, як правило, ChatGPT для
розв’язання окремих математичних завдань. Ми для створення багатокрокових
завдань «embedded answers» використовуємо спецiалiзованi програми шаблони
[Kruglova, Dykhovychnyi, 2023]. Використовуючи програми-шаблони, можна ство-
рити певне завдання, яке не розв’язується коректно за допомогою ChatGPT i,
отже, виконує свою контролюючу функцiю.
Окрiм дослiдження можливостей створення нових питань ставилась задача перевiр-
ки загальної якостi тесту у цiлому. Теоретичну базу для такого аналiзу складають
Класична Теорiя Тестiв (СТТ), Item Response Theory (IRT) та її багатовимiрне
розширення MIRT.
На основi матрицi вiдповiдей студентiв можна попросити ChatGPT розрахувати
такi класичнi статистичнi показники якостi тесту як: коефiцiєнт надiйностi Кронба-
ха; кореляцiйну матрицю вiдповiдей; провести аналiз вибору дистракторiв завдань
множинного вибору. Отриманi результати спiвпадають зi значеннями, отриманими
без ШI.
Особливу увагу було придiлено можливостi застосування IRT та MIRT. Якщо вка-
зати вибiр вiдповiдного пакету мови R, наприклад, ltm, то у випадку одновимiрної
моделi результати оцiнювання латентних параметрiв та побудова характеристи-
чних кривих виявляються цiлком коректними. Навiть, за допомогою вiдповiдних
iнструкцiй можна проаналiзувати ансамбль характеристичних кривих i зробити
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висновок щодо складностi та розрiзняльної можливостi окремих тестових завдань.
За допомогою використання функцiй пакету mirt можна провести вибiр розмiрностi
моделi на пiдставi проведення:

• Exploratory Factor Analysis (EFA);

• Оцiнки параметрiв моделей (СFA);

• Перевiрки адекватностi.

При цьому ChatGPT забезпечує коректнiсть виклику вiдповiдних функцiй пакету з
адекватними результатами роботи. Отриманi висновки спiвпадають з результатами
дослiдження, проведеного в [Попрожук, Круглова, Диховичний, 2023].

Висновки

Безкоштовна версiя 4.0 ChatGPT може бути ефективним помiчником при створеннi
та аналiзi тестових завдань з вищої математики. Головна задача викладача полягає
у точнiй постановцi задачi, розумiннi результатiв, якi вiн хоче отримати, та у
коректних iнструкцiях для ChatGPT.
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Анотацiя

У тезах розглядаються iнновацiйнi пiдходи до формування математичних ком-
петентностей студентiв у контекстi цифровiзацiї вищої освiти. Проаналiзовано
використання електронних навчальних платформ, адаптивних систем, штучного
iнтелекту, вiртуальної та доповненої реальностi, геймiфiкацiї, математичного моде-
лювання та хмарних технологiй у навчальному процесi. Особливу увагу придiлено
персоналiзованому та iнтерактивному навчанню, що сприяє пiдвищенню мотивацiї
студентiв i ефективностi засвоєння математичних знань. Визначено перспективи
застосування цифрових технологiй для вдосконалення математичної освiти у вищих
навчальних закладах.

Ключовi слова: цифровiзацiя освiти, математичнi компетентностi, електроннi
навчальнi платформи, адаптивне навчання, геймiфiкацiя, штучний iнтелект, вiрту-
альна реальнiсть, хмарнi технологiї, математичне моделювання, iнновацiйнi методи
навчання

Цифровiзацiя вищої освiти створює новi можливостi для формування мате-
матичних компетентностей студентiв, забезпечуючи гнучкiсть у навчаннi, iнтер-
активнiсть та персоналiзований пiдхiд. Традицiйнi методи викладання математики
доповнюються або замiнюються iнновацiйними технологiями, що сприяють пiдви-
щенню мотивацiї, доступностi та ефективностi освiтнього процесу.

Одним iз ключових аспектiв цифровiзацiї є використання електронних навчаль-
них платформ, якi забезпечують доступ до iнтерактивних курсiв, вiдеолекцiй,
тестових завдань i адаптивних систем контролю знань. Такi платформи, як Moodle,
Coursera, Khan Academy, дозволяють студентам самостiйно опановувати матерiал
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у зручний для них час, що сприяє розвитку навичок самонавчання та критично-
го мислення. Наприклад, у Moodle викладач може створити курс з алгебри або
математичного аналiзу, додати автоматизованi тести та форуми для обговорення.

Штучний iнтелект i машинне навчання вiдкривають можливостi для персо-
налiзованого навчання, оскiльки адаптивнi системи можуть аналiзувати прогрес
студентiв i пропонувати iндивiдуальнi завдання вiдповiдно до їхнiх потреб. Напри-
клад, ALEKS (Assessment and Learning in Knowledge Spaces) – адаптивна система,
що визначає рiвень знань студента та надає матерiал вiдповiдної складностi.

Важливу роль вiдiграють вiртуальнi та доповненi реальностi, що дозволя-
ють вiзуалiзувати абстрактнi математичнi поняття. Наприклад, використання
GeoGebra 3D допомагає студентам дослiджувати геометричнi фiгури у просторi, а
AR-симуляцiї дозволяють взаємодiяти з математичними об’єктами у реальному
середовищi, що особливо корисно для вивчення векторної алгебри та аналiтичної
геометрiї.

Геймiфiкацiя є ще одним ефективним iнструментом, який пiдвищує зацiкав-
ленiсть студентiв у вивченнi математики. Використання iгрових механiк, таких
як математичнi квести, онлайн-турнiри, рейтинговi системи, сприяє бiльшому
залученню студентiв до навчального процесу. Наприклад, застосування Kahoot!
або Quizizz у навчаннi дає змогу студентам у форматi гри проходити перевiрку
знань з математичних дисциплiн.

Онлайн-симуляцiї та математичнi моделювання вiдiграють важливу роль у фор-
муваннi математичних компетентностей студентiв, оскiльки дозволяють застосову-
вати теоретичнi знання в реальних умовах. Замiсть пасивного запам’ятовування
формул i методiв, студенти залучаються до активного вирiшення задач, якi моде-
люють реальнi процеси. Такий пiдхiд пiдвищує iнтерес до навчання, допомагає
краще зрозумiти сутнiсть математичних концепцiй i розвиває навички критичного
мислення та аналiтичного пiдходу.

MATLAB є одним iз найпотужнiших iнструментiв для математичного моделю-
вання, що дозволяє студентам створювати точнi моделi динамiчних систем, таких
як механiчнi коливання, електричнi ланцюги або економiчнi моделi. Наприклад,
студенти можуть моделювати коливання маятника з урахуванням сили тертя
або розраховувати оптимальнi траєкторiї для робототехнiчних систем. MATLAB
пропонує широкий спектр вбудованих функцiй для чисельного розв’язання дифе-
ренцiальних рiвнянь, аналiзу даних i вiзуалiзацiї результатiв у виглядi графiкiв i
анiмацiй, що полегшує сприйняття складних концепцiй.

Wolfram Mathematica забезпечує ще ширшi можливостi завдяки своїй потужнiй
системi символьних обчислень. Студенти можуть використовувати Mathematica
для аналiтичного розв’язання диференцiальних рiвнянь, спрощення виразiв, дослi-
дження функцiй, виконання iнтегралiв i рядiв. Наприклад, у курсах математичного
аналiзу можна дослiджувати поведiнку функцiй, знаходити їхнi границi, обчислю-
вати похiднi та iнтеграли. Mathematica також дозволяє створювати iнтерактивнi

X Міжнародна науково-практична конференція «Математика в сучасному технічному університеті» - 176 -



додатки, що дає можливiсть студентам вiзуально дослiджувати математичнi явища
та краще розумiти зв’язок мiж змiнними.

Колаборативне навчання та використання хмарних технологiй вiдiграють ва-
жливу роль у формуваннi математичних компетентностей студентiв, оскiльки
сприяють спiльному розв’язанню задач, обмiну знаннями та розвитку навичок
командної роботи.

Одним iз найпопулярнiших iнструментiв для колективної роботи є Google
Docs, який дозволяє студентам спiльно редагувати тексти, створювати таблицi
з розрахунками, складати математичнi звiти та аналiзувати результати дослi-
джень. Вбудованi коментарi та функцiя чату дозволяють обговорювати питання
та отримувати зворотний зв’язок.

Для оформлення математичних документiв, що мiстять складнi формули та
доведення, використовується Overleaf – онлайн-платформа для роботи з LaTeX.
Overleaf дає змогу студентам спiльно писати науковi статтi, лабораторнi роботи
та дипломнi проєкти, зберiгаючи високий рiвень типографiчного оформлення.
Наприклад, при написаннi дослiдження з теорiї ймовiрностей студенти можуть
використовувати спецiальнi LaTeX-команди для форматування формул Байєсової
теореми або розрахунку математичних очiкувань складних розподiлiв.

Ще одним потужним iнструментом для колаборативного навчання є Jupyter
Notebook – iнтерактивне середовище для програмування мовою Python, яке широ-
ко використовується у чисельних розрахунках, математичному моделюваннi та
аналiзi даних. У цьому середовищi студенти можуть разом працювати над кодом,
створювати математичнi моделi, будувати графiки функцiй та автоматизувати
обчислення.

Окрiм цього, хмарнi технологiї сприяють бiльш ефективному викладанню
математики через спiльнi освiтнi ресурси, такi як Google Drive, OneDrive або
Dropbox, якi дозволяють зберiгати та обмiнюватися навчальними матерiалами,
вiдеоiнструкцiями, електронними пiдручниками та зразками розв’язання задач.
Використання онлайн-дошок, таких як Miro або Jamboard, дозволяє виклада-
чам i студентам вiзуально пояснювати математичнi концепцiї, будувати графiки,
аналiзувати статистичнi данi та розв’язувати рiвняння в iнтерактивному форматi.

Таким чином, цифровiзацiя вищої освiти вносить значнi змiни у формування
математичних компетентностей студентiв. Це вiдкриває новi перспективи для
викладачiв та студентiв, забезпечуючи їм сучаснi iнструменти для опанування
математичних дисциплiн.

Перелiк посилань
Буйницька О., Василенко С. Корпоративний стандарт цифрової компетентностi
викладача унiверситету. Електронне наукове фахове видання ”Вiдкрите освiтнє

X Міжнародна науково-практична конференція «Математика в сучасному технічному університеті» - 177 -



e-середовище сучасного унiверситету”, (12), 1–20. https://doi.org/10.28925/
2414-0325.2022.121.

Morze N., Vasylenko S., Gladun M. Шляхи пiдвищення мотивацiї викладачiв
унiверситетiв до розвитку їх цифрової компетентностi. Електронне наукове фахове
видання ”Вiдкрите освiтнє e-середовище сучасного унiверситету”, (5), 160–177.
https://doi.org/10.28925/2414-0325.2018.5.160177.

Використання середовища Geogebra в математичнiй пiдготовцi студентiв економi-
чних спецiальностей. Modern information technologies and innovation methodologies
of education in professional training methodology theory experience problems, 70, 24–34.
https://doi.org/10.31652/2412-1142-2023-70-24-34.

Роль цифрового освiтнього середовища закладу вищої освiти у формуваннi ди-
джитальної культури студентiв. Modern information technologies and innovation
methodologies of education in professional training methodology theory experience
problems, 71, 5–21. https://doi.org/10.31652/2412-1142-2024-71-5-22.

X Міжнародна науково-практична конференція «Математика в сучасному технічному університеті» - 178 -



Iнновацiйнi пiдходи до формування
методичної культури майбутнього

викладача математики в освiтньому
середовищi унiверситету

М. М. Ковтонюк1, О. М. Соя1

1Вiнницький державний педагогiчний унiверситет iменi Михайла
Коцюбинського, Вiнниця, Україна

kovtonyukmm@vspu.edu.ua

Анотацiя

У статтi розглянуто актуальнiсть проблеми та роль освiтнього середовища унi-
верситету у формуваннi методичної культури майбутнього викладача математики.
Iнновацiйнi пiдходи до її формування в умовах сучасного освiтнього середовища
унiверситету розкрито через використання рiзноманiтних форм i методiв навчання
вiдповiдно до виокремлених цiльових завдань.

Ключовi слова: методична культура; майбутнiй викладач математики; освiтнє
середовище унiверситету; iнновацiйнi пiдходи.

Сучасний етап розвитку суспiльства характеризується стрiмким зростанням ви-
мог до якостi математичної освiти. Тому особливого значення набуває професiйна
пiдготовка майбутнiх викладачiв математики, здатних ефективно здiйснювати пе-
дагогiчну дiяльнiсть в умовах динамiчних змiн. Формування професiйної культури
викладача для закладiв вищої й фахової передвищої освiти, зокрема викладачiв
математики, є вкрай важливим питанням для України. Автори статтi визначають
професiйну культуру викладача математики як iнтегровану динамiчну властивiсть
особистостi, яка проєктує його загальну культуру в галузi професiї, є синтезом
математичної, науково-методичної та педагогiчної культур i реалiзується в умо-
вах синергетичного освiтнього простору з використанням цифрових технологiй
[Ковтонюк, Соя, 2024]. Науково-методична культура викладача математики – це
складова його професiйної культури, яка поєднує здатнiсть до проведення нау-
кових дослiджень, розроблення навчально-методичного продукту, впровадження
сучасних методик викладання i навчання на основi iнновацiйних пiдходiв.
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Iнновацiйнi пiдходи у пiдготовцi педагогiв реалiзовуються через сучаснi тенден-
цiї розвитку освiти, освiтнi можливостi ШI, цифровiзацiю та iнтеграцiю новiтнiх
технологiй у закладах вищої освiти. Освiтнє середовище унiверситету вiдiграє
ключову роль у формуваннi методичної культури майбутнього викладача матема-
тики, яка розкривається через систему науково-методичних знань, умiнь, навичок
з математики й педагогiки; креативний пiдхiд до навчання й викладання; зда-
тнiсть до рефлексiї та самовдосконалення, досвiд творчої дiяльностi та розвиток
особистiсних якостей, спрямованих на ефективну органiзацiю освiтнього процесу
з математики з використанням сучасних методик i технологiй. Виключну роль
у формуваннi методичної культури майбутнього викладача математики вiдiгра-
ють передовий науково-педагогiчний досвiд викладачiв-новаторiв в освiтньому
середовищi альма-матер (лат. alma mater) та спiвпраця студентiв з досвiдченими
наставниками на базах педагогiчної, асистентської та переддипломної практик.
Успiшнiсть розв’язання завдань викладачем математики визначається специфiкою
його науково-педагогiчної дiяльностi та залежить вiд реалiзацiї ним пiзнавальної,
проєктувальної, конструювальної, органiзацiйно-практичної, комунiкативної, дiа-
гностичної функцiй [Ковтонюк, Левицька, 2022], якi реалiзуються у вiртуальному
математичному освiтньому просторi, що є частиною в управлiнсько-ступеневiй
моделi (рис. 1).

Рис. 1: Освiтнiй простiр викладача математики в управлiнсько-ступеневiй моделi
пiдготовки бакалаврiв i магiстрiв [Ковтонюк, Левицька, 2022].

Наприклад, вебсайт викладача http://www.kovtonyuk.inf.ua зручний тим, що
на ньому можна розмiстити всю необхiдну iнформацiю локально, користуватися
сайтом може будь-хто, в будь-який час i в будь-якому мiсцi. Також на сайтi можна
розмiстити iнформацiю у довiльному форматi: вiдео, пiдручники, статтi, посилання
на iншi сайти, опитування та рiзноманiтнi рубрики.

Формування i розвиток методичної культури викладача математики вiдбуває-
ться у магiстратурi, де передбачена вiдповiдна додаткова спецiальнiсть. Iнновацiйнi
пiдходи до її формування передбачають використання рiзноманiтних форм i мето-
дiв навчання вiдповiдно до виокремлених цiльових завдань. Iнтерактивнi методи
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навчання: робота в малих групах, мозковий штурм тощо – спонукають до аналi-
зу методiв i прийомiв навчання з метою теоретичного обґрунтування найбiльш
ефективних з них. Активнi методи навчання: проблемне навчання, кейс-метод,
метод проєктiв [Soia, Kovtoniuk, Kosovets, Petrovych, 2024], дiловi iгри, тренiнги,
геймiфiкацiя [Захар, 2021] тощо – розкривають можливостi щодо розроблення та
впровадження iнновацiйних методiв, форм i технологiй навчання, їх удосконалення,
пов’язане iз специфiкою рiзних математичних дисциплiн. Змiшане навчання: поєд-
нання традицiйних форм навчання з елементами дистанцiйного навчання, цифро-
вiзацiя освiти, використання онлайн ресурсiв, електронних посiбникiв, вiртуальних
лабораторiй [Андрiєнко, 2022] тощо – iнтенсифiкує розроблення навчального кон-
тенту [Ковтонюк, Клiмiшина, Леонова, Соя, 2023], дiагностичних робiт, робочих
програм i силабусiв, ведення сайтiв i блогiв. Самостiйна робота спрямована на
поглиблення теоретичних знань, розвиток практичних вмiнь та навичок, формува-
ння досвiду творчої дiяльностi; адаптацiю навчальних матерiалiв вiдповiдно до
потреб цiльової аудиторiї [Сидоренко, 2023], написання, редагування навчальних
пiдручникiв, посiбникiв, практикумiв тощо.

Пiд час аналiзу методiв i прийомiв навчання з метою теоретичного обґрунтува-
ння найбiльш ефективних з них рекомендуємо виокремлювати основнi поняття
математичної дисциплiни i, користуючись принципом фундування, показувати, як
здiйснюється накопичення математичних знань, поглиблення та абстрагування
математичних понять, застосування їх до моделювання реальних процесiв i фор-
мування цiлiсної картини наукових i методичних компетентностей майбутнього
викладача математики (рис. 2).

Рис. 2: Схема фундування базового поняття «Границя функцiї» (авторська роз-
робка).
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На рис. 2 подано схему фундування поняття «Границя функцiї», яке є основ-
ним об’єктом математичного аналiзу, а граничний перехiд є головним методом
дослiдження (неарифметична операцiя, що використовується для дослiдження
функцiї в околi точки або на нескiнченностi). Видiлення, систематизацiя i реалi-
зацiя наскрiзних тем (а також спiралей фундування) у математичному аналiзi
мають явну професiйну спрямованiсть, оскiльки єднiсть цiєї навчальної дисциплi-
ни в реалiзацiї наскрiзної теми виступає перш за все єдиною формою (границя,
похiдна, неперервнiсть. . . ), яка потiм конкретизується, вибудовуючись в дидакти-
чно виправданий ланцюг. Послiдовне проведення цiєї iдеї формує у здобувачiв
вищої освiти важливе професiйне вмiння бачити за єдиною формою рiзноманiтний
змiст, об’єднаний єдиною логiчною основою. Розвиток цiєї змiстової лiнiї формує у
майбутнiх викладачiв математики умiння: будувати математичнi моделi; ставити
математичнi задачi; вибирати найбiльш вдалий математичний метод i алгоритм
для розв’язування задачi; застосовувати для розв’язування задачi чисельнi методи,
сучаснi математичнi пакети й цифровi технологiї.

Що стосується розроблення та впровадження iнновацiйних методiв, форм i
технологiй навчання у пiдготовцi майбутнього викладача математики, їх удоскона-
лення вiдповiдно до специфiки рiзних математичних дисциплiн, то сюди можна
вiднести: електроннi таблицi; електроннi бiблiотеки (пiдручники); презентацiї; тре-
нажери; тестовi завдання; вiртуальнi лабораторнi роботи; операцiйнi системи; бази
даних; сайти; вiдео курси тощо. Електроннi таблицi зручно використовувати при
вивченнi багатьох математичних дисциплiн, зокрема для виконання лабораторних
робiт, якi потребують багато обчислень та можуть бути громiздкi для викона-
ння вручну. Тестовi завдання надзвичайно актуальнi пiд час онлайн навчання.
Це зумовлено тим, що їх неважко складати, за допомогою них можна швидко
та ефективно перевiрити якiсть та рiвень засвоєння знань студентами. Також є
можливiсть автоматично побачити статистичнi данi з успiшностi за пiдсумками
проведеної роботи. Електроннi пiдручники/посiбники, якi активно використовую-
ться у пiдготовцi майбутнього викладача математики, мають додатковi можливостi
порiвняно з паперовими аналогами: збiльшення кiлькостi малюнкiв, їх якостi та
кольоровостi; наявнiсть рiзноманiтних гiперпосилань; присутнiсть додаткового
матерiалу, який не вносили до звичайного пiдручника аби не перевантажувати
його обсяг [Ковтонюк, Клiмiшина, Леонова, Соя, 2023]. Системи комп’ютерної ма-
тематики з елементами програмування дозволяють виконувати найрiзноманiтнiшi
математичнi операцiї та перетворення алгебраїчних виразiв заданих в чисельнiй
та символьнiй (змiннi, функцiї, полiноми, матрицi тощо) формах. Сучаснi системи
мiстять функцiї практично з усiх роздiлiв сучасної математики, пiдтримують
iнтерактивну вiзуалiзацiю, одну чи кiлька мов програмування, i часто дозволяють
комбiнувати алгоритми, математичнi формули, текст, графiку, дiаграми чи анiма-
цiю зi звуком, а також результати обчислення в одному файлi. Таких систем наразi
є чимало, зокрема це Maple, Maxima, Geogebra, Mathematica, Derive, MATLAB,
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MathCAD, Advanced Grapher, SMath Studio тощо. Кожна з цим програм має як
свої переваги, так i недолiки.

Важливо зазначити, що формування методичної культури є безперервним
процесом, який триває протягом усього професiйного життя викладача. Унiвер-
ситет створює фундамент, надає необхiднi знання та навички, але подальший
розвиток методичної майстерностi залежить вiд самого викладача, його прагнення
до самовдосконалення та професiйного зростання. Перспективними напрямами
подальших дослiджень є розробка та впровадження в освiтнiй процес унiверситету
iнтегрованих програм з формування методичної культури майбутнiх викладачiв
математики, дослiдження впливу рiзних чинникiв на ефективнiсть цього процесу.
З огляду на стрiмкi змiни в освiтньому середовищi важливо продовжити дослi-
дження впливу iнновацiйних технологiй на пiдготовку викладачiв математики
та розробити рекомендацiї для вдосконалення навчальних програм педагогiчних
унiверситетiв.
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Анотацiя

Представлено досвiд використання iнформацiйно-iнтерактивних доробкiв при
вивченнi дисциплiн фiзико-математичного циклу. Встановлено, що при створеннi
iнтерактивного контенту для дистанцiйного навчання необхiдно використовувати
добiрку прийомiв вiзуалiзацiї навчальної iнформацiї. Ефективними є iнтерактивнi
навчальнi посiбники у форматi pdf, створенi засобами LaTeX-технологiй, в якi
iнкапсульовано вiдеозаписи лекцiйних i практичних занять. Тексти пiдручникiв
та навчальних посiбникiв, що розмiщенi на освiтнiх онлайн-платформах, важливо
фрагментувати вiдеоматерiалами теоретичного та практичного змiсту. Для розумi-
ння сутностi математичних знань плiдною є дослiдницька робота студентiв в межах
певної наукової теми. Такий пiдхiд дозволяє розширити освiтнє поле навчальних
курсiв, створити умови для набуття навичок щодо практичних застосувань теорiї
при розв’язуваннi прикладних задач.

Ключовi слова: математична освiта, математичний аналiз, диференцiальнi
рiвняння, iнформацiйнi технологiї, iнтерактивний контент, наукова проблема, теорiя
тригонометричних рядiв, теорiя наближення функцiй.

Сучасний етап реформування нацiональної системи освiти пов’язаний iз не-
простими викликами. Досвiд викладання дисциплiн фiзико-математичного циклу
на факультетi комп’ютерних наук, математики, фiзики та економiки висвiтлює
низку проблем. Простежується кiлька негативних тенденцiй: зниження якостi ма-
тематичної пiдготовки випускникiв шкiл; невiдповiднiсть рiвня їх знань вимогам,
що забезпечують успiшне опанування навчальним матерiалом у закладах вищої
освiти; систематичне зменшення загального обсягу годин на опанування дисци-
плiн фiзико-математичного циклу без урахування складностi матерiалу; тенденцiя
збiльшення годин самостiйної роботи при зменшеннi аудиторної незалежно вiд
специфiки предмету вивчення; неготовнiсть студентiв до самостiйного опанування
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навчального матерiалу. Всi цi негативнi чинники суттєво впливають на процес i
результат пiдготовки фахiвцiв-математикiв.

Необхiднiсть спiльної роботи студента i викладача засвiдчує досвiд викладання
курсiв математичного, функцiонального, комплексного аналiзу, диференцiаль-
них та iнтегральних рiвнянь. При вивченнi цих дисциплiн важливою є робота за
кiлькома напрямами. По-перше, опановувати теоретичний матерiал, працюючи
iз текстами пiдручникiв. Вони представляють не лише поняття i факти, але й
розкривають, через доведення, логiку руху математичної думки. Для розумiння
часто неявної, прихованої сутностi математичних знань варто працювати з пiдру-
чниками та навчальними посiбниками, написаними рiзними авторами. По-друге,
розв’язувати задачi, якi не лише передбачають реалiзацiю певних алгоритмiв, а й
спонукають продукувати та вiдпрацьовувати логiку математичного мислення. Усе
це реалiзувати в сучасних реалiях навчального процесу вищої школи непросто.

З метою пiдвищення ефективностi вивчення дисциплiни «Математичний аналiз»
розроблено курс iз бiльш, нiж 40 вiдеозаписiв реальних лекцiйних i практичних
занять, проведених в умовах дистанцiйного навчання. Представлення кожної теми
є результатом багаторiчного досвiду викладання та пошуку iндивiдуальних методiв
i прийомiв пояснення непростих теоретичних положень, тлумачення найскладнiших
для розумiння питань, демонстрування важливостi знання теорiї для розв’язування
практичних задач. Особлива увага зосереджена на вступi до аналiзу, центральною
складовою якого є теорiя границь, а важливим для подальшого результатом –
опанування основного методу математичного аналiзу, методу границь.

Вище зазначений контент викладено на освiтнiй платформi Moodle (див.:
http://moodle.pnpu.edu.ua/course/view.php?id=171). До кожної теми курсу разом
iз вiдеолекцiями доєднано фрагменти текстiв пiдручникiв, навчальних посiбникiв,
збiрникiв задач iз вiдповiдним матерiалом теоретичного та практичного змiсту,
на який здiйснювалось посилання у процесi проведеннi заняття або який слiд
опрацювати самостiйно. Такий пiдхiд спонукає до першого кроку серйозної роботи
з математичними текстами, де кожен символ чи слово може бути надважливим.
Цiннiсть самих вiдеоматерiалiв не лише у забезпеченнi iндивiдуального режи-
му самостiйної роботи студентiв, але й у можливостi вiртуальної присутностi на
реальному заняттi свого викладача.

Розробити та дослiдити рiзнi сценарiї викладання дисциплiни «Диференцiальнi
рiвняння» дозволили симуляцiї, пiдґрунтям яких є можливостi tex-мови програму-
вання. При розробцi навчального посiбника використано бiблiотеки пакетiв для
системи LaTeX. Створений у форматi pdf посiбник умiщує: iмплементацiю iнтер-
активних формул для органiзацiї системи взаємопов’язаних посилань; динамiчний
iнтерактивний контент, спрямований на математичну iсторiографiю (студент може
детально ознайомитися з бiографiями видатних учених, їх доробками, переглянути
рiзнi пiдходи щодо доведення теорем, ознайомитися з iсторiєю пошуку розв’язкiв
диференцiальних рiвнянь); можливостi додавання та корегування коментарiв у
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режимi реального часу; iнтерактивну графiку; ланцюги рiзнорiвневих iнтерактив-
них тестiв, що дозволяють студенту простежити помилки, оцiнити рiвень знань,
отримати необхiдну додаткову iнформацiю; вiдеолекцiї вiдомих фахiвцiв теорiї
диференцiальних рiвнянь, українською та англiйською мовами; вправи до ко-
жної теми, при розв’язаннi яких студент може перевiрити себе, застосувавши
iнтерактивнi можливостi Maple [Подошвелев, 2016, Подошвелев, Сєров, 2024].

Для розумiння сутностi наукового математичного знання та його зв’язкiв
iз практичними застосуваннями ефективним видається залучення студентiв до
спiльної роботи з викладачем у межах наукових тем, пов’язаних iз розширенням
областi знань дисциплiн, що вивчаються [Кононович, 2024]. Очевидно, що до такої
працi залучається лише частина студентiв, якi мають iнтерес до науково-дослiдної
дiяльностi та виконують у межах певної теми курсовi, бакалаврськi, магiстерськi
квалiфiкацiйнi роботи. Прикладом є дiяльнiсть наукової студентської проблемної
групи «Задачi теорiї наближення функцiй та сумiжнi питання», учасники якої
представляють результати своєї роботи у збiрнику наукових праць факультету
[Слаба, 2019, Шаравара, 2020, Бариш, 2021].

Дослiдницькi задачi, з якими знайомляться i працюють студенти, належать до
теорiї тригонометричних рядiв та теорiї наближення функцiй. Наприклад, однiєю
з таких є задача знаходження умов iнтегровностi тригонометричних рядiв – умов
на коефiцiєнти синус- або косинус-ряду, за яких вiн буде рядом Фур’є своєї суми.
Її розв’язання має давню iсторiю й представлено низкою важливих результатiв: В.
Юнґа, С. Сiдона, Л. Тонеллi, А. М. Колмогорова, Ч. Мура i Л. Чезарi, Р. Боаса,
С. О. Теляковського (огляд – див. [Telyakovsky, 1964]). На сьогоднi результати
С. О. Теляковського є одними iз найзагальнiших, їх називають умовами Боаса-
Теляковського (там само).

Аналогiчна задача сформульована i для кратних тригонометричних рядiв, до
того ж iснує ряд цiкавих результатiв її розв’язання, пов’язаних iз рiзними способами
пiдсумовування кратного ряду. Зазначимо, що аналог умов Боаса-Теляковського
для кратних тригонометричних рядiв встановлено П. В. Задереєм [Zaderey, 1992].

Проблемною групою вивчаються також застосування згаданих результатiв у те-
орiї наближення функцiй. Одними з таких можуть бути задачi встановлення оцiнок
величини найкращого наближення перiодичних сумовних функцiй через їх коефiцi-
єнти Фур’є. Так, прикладом застосування є встановлена оцiнка зверху найкращого
наближення тригонометричними полiномами функцiй, заданих тригонометрични-
ми рядами, коефiцiєнти яких задовольняють умови Боаса-Теляковського, а також
наслiдки цього результату для функцiй, що належать вужчим класам – задоволь-
няють умови С. Сiдона, А. М. Колмогорова [Кононович, 2002]. Оцiнки вираженi
через коефiцiєнти ряду, яким задається функцiя, а умови Боаса-Теляковського
забезпечують його належнiсть до рядiв Фур’є, як i той факт, що сама сума ряду є
функцiєю сумовною.

Отже, науковi знання та iнформацiйнi iнтерактивнi технологiї можуть усуча-
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снити математичну освiту вищої школи та будуть сприяти пiдвищенню її якостi.
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Анотацiя

Розглянуто проблематику оцiнювання навчальних досягнень студентiв в умовах
дистанцiйного навчання. Проаналiзовано фактори негативного впливу на об’єк-
тивнiсть оцiнювання навчальних досягнень студентiв-логiстiв та шляхи її пiдвище-
ння при викладаннi математичних дисциплiн. Надано методичнi рекомендацiї щодо
оптимiзацiї процесу оцiнювання. Бiльшiсть з цих пiдходiв залишаться корисними
iнструментами для викладачiв i за умов навчання офлайн.

Ключовi слова: оцiнювання навчальних досягнень студентiв; дистанцiйна
освiта; математичнi дисциплiни.

У зв’язку з iнтенсивним розвитком комп’ютерних комунiкацiйних технологiй
дистанцiйне навчання набуває все бiльшої популярностi та поширеностi як форма
здобуття освiти. Впровадження дистанцiйного навчання в Українi значно при-
скорилося в останнi роки у зв’язку iз запровадженням карантинних обмежень
з метою протидiї поширенню COVID-19 та початком широкомасштабних воєн-
них дiй у країнi [Kuharenko, Bondarenko, 2020], [Oleshko, Rovnyagin, Godz, 2021],
[Kovalchuk, 2021], [Kulchynska, 2020]. У цьому контекстi першочергового значення
набувають питання забезпечення якостi дистанцiйного навчання, зокрема, аспе-
кти, що стосуються об’єктивного оцiнювання навчальних досягнень студентiв.
Перехiд на дистанцiйне навчання, особливо у сферi математичних дисциплiн,
зумовив значнi труднощi у проведеннi поточного контролю. Зокрема, стало не-
можливим оцiнювання знань студентiв шляхом розв’язання задач бiля дошки
чи виконання самостiйних робiт пiд безпосереднiм наглядом викладача. Крiм
того, у перiод воєнного стану частi повiтрянi тривоги, вiдcутнiсть свiтла та якi-
сного Iнтернету значно ускладнюють проведення занять та опитувань у режимi
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реального часу, а об’єктивнiсть оцiнювання в асинхронному форматi викликає
певнi сумнiви, оскiльки студенти мають змогу використовувати стороннi ресурси,
включаючи iнтернет-сайти, що надають готовi розв’язання. На практицi спостерi-
гаються випадки, коли студент не може вiдповiсти на запитання викладача пiд
час вiдеоконференцiї, проте надсилає бездоганно виконану контрольну роботу. З
метою аналiзу об’єктивностi оцiнювання автори здiйснили монiторинг середнього
балу студентiв бакалаврату денної форми навчання Нацiонального авiацiйного
унiверситету за перiод 2015/2016 – 2021/2022 навчальних рокiв.

Гiстограма демонструє поступове зниження значень середнього балу, почина-
ючи з 2018–2019 навчального року, що можна пояснити загальним спадом рiвня
математичної пiдготовки випускникiв шкiл. Внаслiдок цього студенти молодших
курсiв стикаються зi значними труднощами в опануваннi математичних дисциплiн.
Однак пiсля запровадження дистанцiйного навчання у другому семестрi 2019–2020
навчального року спостерiгається несподiване зростання середнього балу студентiв,
яке ще бiльше посилилося пiсля введення воєнного стану.

Зазначенi змiни не можна пов’язувати з пiдвищенням рiвня самоконтролю
здобувачiв освiти або зростанням їхньої мотивацiї до навчання. Основна причина
цього полягає у вiдсутностi взаємодiї мiж викладачем та бiльшiстю студентiв
пiд час онлайн занять. Натомiсть оцiнювання робiт, надiсланих на перевiрку, не
може забезпечити належного рiвня об’єктивностi. Як зазначається у дослiдженнi
[Kuharenko, Bondarenko, 2020], перехiд на дистанцiйну форму навчання загалом
негативно вплинув на вiдвiдуванiсть занять студентами та систематичнiсть їхнього
навчання. Воєнний стан територiї України ще бiльше загострив цi проблеми: значна
частина студентiв почала демонструвати зниження успiшностi з рiзних об’єктивних
i суб’єктивних причин. Проте данi гiстограми суперечать цьому спостереженню, що
дає пiдстави припустити наявнiсть необ’єктивностi у процесi оцiнювання. Таким
чином, вдосконалення методiв оцiнювання у дистанцiйному навчаннi залишається
актуальним завданням. У роботi [Drozd, 2019] в якостi форми контролю знань
студентiв запропоновано короткочаснi контрольнi роботи, якi дають можливiсть на
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кожному заняттi, витрачаючи зовсiм короткий час, перевiрити, як студенти засвої-
ли основнi факти, формули та поняття роздiлу, що розглядався на попередньому
заняттi. Окрiм того, проведення контролю на початку кожної пари стимулює
студентiв до щоденної систематичної роботи, що, безумовно, є запорукою ґрунтов-
ного опанування навчальної дисциплiни. Вважаємо за доцiльне доповнити набiр
пiдходiв до оцiнювання математичних компетентностей наступним комплексом
заходiв, який може стати ефективним iнструментом не лише перевiрки знань та
умiнь студентiв, а й сприятиме зростанню якостi оволодiння матерiалом.

Крок 1. Для стимулювання регулярного виконання домашнiх завдань про-
понується так звана «випадкова перевiрка виконання домашнього завдання». Це
означає, що пiд час якихось пар семестру всiм студентам буде запропоновано
надiслати двi випадково обранi задачi (просту i складну) з випадково обраних
домашнiх завдань на перевiрку. На пiдставi такої перевiрки виставляється макси-
мальна оцiнка за всi ДЗ, якщо надiсланi обидвi задачi i 75%, якщо лише проста.
Переваги: 1) щоб отримати максимальну оцiнку, студенту потрiбно робити всi
ДЗ; 2) легко перевiрити академiчну доброчеснiсть (однаковi роботи анулюються);
3) викладач не витрачає багато часу на перевiрку.

Крок 2. Пiсля проходження будь-якого тесту впродовж 5-10 хв пiсля його
закiнчення надсилаються фотографiї розв’язкiв. В надiсланiй роботi теж випад-
ково перевiряється одна задача, вiдповiдь до якої була правильною згiдно до
автоматичної перевiрки. На пiдставi цього виставляється оцiнка. Переваги: 1)
щоб отримати високу оцiнку, потрiбно вмiти це робити руками або, принайм-
нi, не бездумно використовувати онлайн-розв’язання; 2) можна розраховувати
на пiдвищення оцiнки, якщо помилка була несуттєвою; 3) викладач контролює
проходження тесту i водночас заощаджує час на перевiрцi.

Крок 3. Усний захист розрахункової (домашньої контрольної) роботи. Оскiль-
ки незалежно вiд нашого ставлення до цього чат GPT та iншi онлайн сервiси
для розв’язування задач вже стали невiд’ємною частиною навчання, викладачам
потрiбно керувати цим процесом, а не лише обурюватися його загрозливо нега-
тивним впливом. Замiсть репетитора чи навiть живої консультацiї у викладача
студенти просять чат GPT не лише розв’язати задачу, а й пояснити незрозумiле
для них. Важливо, щоб опитування на захистi перевiряли не володiння тим чи
iншим алгоритмом, а розумiння логiки розв’язування задач, зв’язок даної задачi з
iншими та цiлiсне засвоєння тiєї чи iншої математичної компетентностi.

Питання можуть бути доволi творчими, навiть провокативними. Наприклад,
«Чи навчились ви дiлити на нуль?», «Чим вiдрiзняється визначник вiд матрицi?»,
«Якi застосування визначника (матрицi) ви знаєте?» «Яка, на вашу думку, головна
вiдмiннiсть мiж скалярним та векторним добутком?», «Що спiльного у рiвнянь
площин та прямих у просторi з векторами?» «Який три методи знаходження
границь користуються найбiльшою популярнiстю серед студентiв?», «Як пов’язане
логарифмiчне диференцiювання з логарифмами?», «Яку функцiю виберете для ди-
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ференцiювання: параметрично задану чи неявно задану i чому?», «Якi найпростiшi
першi три-чотири етапи аналiзу пiдiнтегральної функцiї ви запропонуєте новачку
перед знаходженням первiсної?», «Чому iнтегрування частинами так назвали?»,
«Як пов’язане розв’язування алгебраїчних рiвнянь з iнтегруванням?» «Наведiть
приклади функцiй, якi при х прямує до 2, прямують а) до 0; б) до двох рiзних
чисел; 3) до нескiнченностi» тощо. Переваги: 1) навiть вдало замаскувавши чат
GPT, студент не зможе «в прямому ефiрi» скористатися пiдказками на цi питання;
2) такi опитування стимулюють не просто пам’ятати алгоритми, а й розумiти суть
того, що робиш; 3) розвивають навик формулювання своїх думок вербально, адже
вмiння пояснити те, що робиш постраждало чи не найбiльше пiд час практично
безмовного (з боку студентiв) дистанцiйного навчання.

Контроль навчальних досягнень вiдiграє важливу роль у забезпеченнi зво-
ротного зв’язку мiж викладачем i студентом, дозволяючи оцiнити вiдповiднiсть
отриманих знань, навичок та умiнь нормативним вимогам, а також вчасно коригу-
вати навчальний процес. Проблема об’єктивної оцiнки знань студентiв на пiдставi
тестiв чи надiсланих на електронну пошту робiт за умови легкої доступностi рiзно-
манiтних онлайн-сервiсiв залишається актуальною та, очевидно, не має простого
способу вирiшення. Запропоновано варiанти пiдвищення об’єктивностi оцiнювання
студентiв пiд час дистанцiйного навчання. Бiльшiсть з цих пiдходiв залишаться
корисними iнструментами для викладачiв i за умов навчання офлайн.
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Розглянуто можливостi використання систем штучного iнтелекту як iнструменту
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Застосування штучного iнтелекту є досить активним в освiтi, зокрема, при
викладаннi вищої математики та технiчних дисциплiн. Розглянемо як переваги,
так i низку недолiкiв застосування ШI.

• Iнтерактивнiсть навчальних платформ.

Багато провiдних унiверситетiв (Стенфорд, Гарвард, МТI тощо) з допомогою
платформ ШI адаптують рiвень складностi завдань згiдно попереднiх успiхiв
студентiв. Перевагами служать iндивiдуальний пiдхiд, ефективнiсть вивчення
складних тем, точнiсть перевiрки та зворотнiй зв’язок у реальному часi. Недолi-
ками можна назвати обмеження у розумiннi контексту, надмiрна стандартизацiя
оцiнювання, недостатнiй рiвень доступу та навичок студентiв при використаннi
новiтнiх технологiй [Selwyn, 2016].

• Вiртуальнi помiчники.

Чат-боти, голосовi асистенти миттєво допомагають студентам у самостiйному
виконаннi складних завдань, громiздких розрахункiв 24/7 без обмежень та у рiзних
форматах (текст, таблицi, формули, графiки, вiдео). Зазначимо, що при цьому
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для ШI не досяжнi складнi специфiчнi питання, деталi, оригiнальнi рiшення тощо.
Так само, як i вiдсутнi мотивацiйний та емоцiйний моменти, що є важливим у
навчаннi.

• Дослiдження та аналiз масиву значної кiлькостi даних для персоналiзацiї
навчання.

При аналiзi великих масивiв даних в унiверситетах використовують ШI для
визначення взаємодiї студентiв з викладеним матерiалом, виявлення прогалин
у навчаннi. Наприклад, на основi аналiзу вiдповiдей на тести чи домашнi зав-
дання можна визначити якi з роздiлiв математики не є засвоєними студентами
та адаптувати матерiал за потреби. Своєчасна додаткова допомога при цьому є
забезпеченням успiхiв у навчаннi. Хоча занепокоюють проблеми конфiденцiйнос-
тi, надмiрного покладання на шаблони та типовi завдання, можливiсть втрати
здатностi до креативного, нестандартного, критичного мислення.

• Обробка природної мови (Natural Language Processing – NLP).

Штучний iнтелект, керований NLP, слугує вiртуальним помiчником у навчан-
нi. Студенти, наприклад, задають питання природною мовою: «Як застосувати
метод пiдстановки для iнтегрування?». ШI надає пояснення, пiдказки i покро-
ковий розв’язок. Форма навчання при цьому зручна, iнтерактивна, не потребує
наставництва чи очiкування додаткових консультацiй. Недолiком є обмежене розу-
мiння контексту, ШI обробляє конкретне завдання без взаємодiй iз попереднiми чи
наступними частинами роботи, при цьому можливi непорозумiння з уявленнями
студентiв. Особливi труднощi виникають зi складними запитами: на дуже складнi
або абстрактнi математичнi запитання штучному iнтелекту може бути важко
надати адекватнi вiдповiдi.

• Складнi математичнi системи та їх моделювання.

Для вивчення деяких важливих математичних теорiй, таких, наприклад, як
теорiя диференцiальних рiвнянь, ряди та iнтеграл Фур’є, теорiя хаосу тощо ШI
ефективно використовує вiзуалiзацiю та моделювання. Зазначимо, що у Стенфорд-
ському унiверситетi, наприклад, широко застосовують iнтерактивнi моделi для
вивчення таких складних абстрактних понять. Студенти з допомогою ШI можуть
бачити в реальному часi, як працює дана математична модель, що значно полегшує
розумiння складних концепцiй. Можна проводити цiкавi експерименти в реальному
часi, тобто, студенти можуть тестувати гiпотези i отримувати миттєвi результати
[Jurafsky, 2023]. Хоча моделювання та вiзуалiзацiя можуть бути корисними, але
вони не замiнюють глибокого теоретичного розумiння предмету. Труднощi тут
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виникають технiчного плану: виникає потреба у вiдповiдному програмному забез-
печеннi та технiчнiй пiдтримцi для створення досить складних математичних чи
технiчних моделей.

Наведемо приклад використання ШI на заняттях студентiв I курсу технiчних
спецiальностей Київського унiверситету iменi Бориса Грiнченка з теми «Вступ до
спецiальностi» за допомогою сервiсу https://www.tripo3d.ai/ для побудови 3-Д
моделей. Наприклад, модель компонентiв, розташованих на материнськiй платi
комп’ютера.

Штучний iнтелект попри великi можливостi для ефективного опрацювання
нового матерiалу має свої виклики та обмеження, а саме: необхiднiсть верифi-
кацiї отриманої iнформацiї, ризик надмiрної залежностi вiд ШI, етичнi аспекти
використання, технiчнi обмеження систем тощо [Smith, 2023], [Brown, 2023].

Стверджуючи про неабиякий потенцiал технологiй штучного iнтелекту в ос-
вiтньому процесi, зазначимо, що ключовим є баланс мiж використанням ШI i
традицiйними методами викладання, щоб забезпечити максимальну ефективнiсть
надання вищої освiти без втрати студентами самостiйностi, фундаментальних
знань та критичного мислення.
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Анотацiя

Дослiджуються проблеми пiдтримки математичної освiти в кризових ситуацiях,
таких як пандемiя COVID-19 та вiйна в Українi. Особлива увага придiляється
iнновацiйним технологiям та пiдходам, якi спрямованi на пiдвищення рiвня мате-
матичних знань студентiв та їхньої успiшностi у STEM-дисциплiнах.

Ключовi слова: Moodle; покроковий тест; step-by-step test; STACK.

Сучасна математична освiта стикається з численними викликами, пов’язаними
як iз глобальними кризами, такими як пандемiя COVID-19, так i з локальними
потрясiннями, зокрема в умовах триваючої вiйни в Українi. Цi виклики вимагають
впровадження iнновацiйних пiдходiв, що вiдповiдають концепцiї STEM-освiти
(наука, технологiї, iнженерiя, математика) та здатнi забезпечити безперервнiсть
навчального процесу, адаптивнiсть до умов iндивiдуального розвитку студентiв i
доступ до якiсних освiтнiх матерiалiв.

Дистанцiйна освiта, як ключовий компонент STEM-пiдходу, стала невiд’ємною
частиною освiтнього процесу. Вона забезпечує студентам можливiсть отримувати
знання незалежно вiд їхнього мiсцезнаходження, використовуючи технологiї, що
сприяють активному навчанню, iнтеграцiї мiждисциплiнарних концепцiй та роз-
витку критичного мислення. У контекстi математичної освiти особливо важливо
створити цифрове середовище, яке не лише забезпечує доступ до навчальних
матерiалiв, а й сприяє ефективнiй самоперевiрцi та розвитку прикладних навичок.

У КПI iм. Iгоря Сiкорського функцiонує платформа дистанцiйного навчання
Sikorsky, яка працює на основi системи Moodle. На платформi створено численнi
дистанцiйнi курси, якi забезпечують доступ до навчальних матерiалiв i тестових
завдань рiзного типу.
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Система Moodle дозволяє розробляти тести на множинний вибiр, встановлення
вiдповiдностi, перетягування елементiв у текстi тощо. Використовуючи тип питання
“Вбудованi вiдповiдi” (Embedded answer questions) та мову розмiтки HTML, група
викладачiв кафедри математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей (МАтаТЙ) по-
чали створювати тести складної структури, якi включають послiдовнiсть завдань
для перевiрки знань студентiв з математичних дисциплiн (див. Рис 1.). Покроко-

Рис. 1: Приклад тесту покрокового типу системи Step-by-Step test

вi тести, вiдомi як «Step-by-Step test», перевiряють не лише кiнцевий результат,
а й процес розв’язання задач, що пiдвищує об’єктивнiсть оцiнювання знань. Їх
розробка вимагає створення алгоритму, який враховує можливостi платформи
Moodle [1]. У КПI iм. Iгоря Сiкорського такi тести були розробленi для усiх тем
освiтнього компоненту «Вища математика» i вже бiльше шести рокiв успiшно
використовуються в освiтньому процесi. Основнi переваги «Step-by-Step test»: пере-
вiряється не лише кiнцевий результат, але й основнi етапи розв’язання задачi, що
зменшує ризик випадкових вгадувань; у цифровому середовищi тести вiдтворюють
традицiйний формат письмового оцiнювання; покрокова структура з лiнiйним ал-
горитмом забезпечує точнiсть i узгодженiсть завдань, а також пiдвищує надiйнiсть
оцiнювання; вимога покрокового розв’язання дозволяє студентам краще зрозумiти
логiку виконання завдання i уникати типових помилок.

Водночас iснують i недолiки. Навiть незначнi синтаксичнi помилки у вiдпо-
вiдях можуть призвести до некоректного оцiнювання, що не завжди вiдображає
реальний рiвень знань студента. Також виникають труднощi у створеннi якiсних
тестових завдань, де потрiбно вводити складнi математичнi вирази, такi як дроби,
коренi, степеневi та показниковi функцiї. Це обумовлено проблемами їх коректного
вiдображення у тестовiй формi. У завданнях системи «Step-by-Step test» дово-
дилося розробити правила для коректного запису таких виразiв (див. Рис. 2),
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ознайомлення з якими пiд час тестування вимагало вiд студентiв додаткового часу
та могло вплинути на їхнiй кiнцевий результат. Для того, щоб зменшити вплив
вище зазначених факторiв, було звужено спектр запропонованих завдань, а також
впроваджено попереднє ознайомлення студентiв зi структурою та типами тестових
завдань. Однак цi заходи також мали свої обмеження.

Рис. 2: Приклад тесту з описом правил введення математичних виразiв

Для подолання цих недолiкiв ми почали процес впровадження плагiну STACK
(System for Teaching and Assessment using a Computer Algebra Kernel). Цей iнстру-
мент оцiнює математичнi завдання, перевiряючи не лише кiнцевi вiдповiдi, а й
логiку розв’язання [2]. STACK дозволяє користувачам у режимi реального часу
перевiряти коректнiсть введення математичних виразiв, включаючи символьнi
обчислення, рiвняння та графiки. Це значно спрощує роботу зi складними фор-
мулами та знижує ризик помилок. Наприклад, у задачах на iнтегрування плагiн
дає змогу перевiрити застосування правил iнтегрування та фiнальний результат
(див. Рис. 3). Такий пiдхiд дозволяє виявити, на якому етапi студент припустився
помилки.

Однiєю з ключових переваг STACK є здатнiсть розпiзнавати складнi матема-
тичнi вирази, такi як многочлени, дроби, iнтеграли, похiднi та системи рiвнянь.
Плагiн дозволяє вводити вiдповiдi у звичному математичному форматi, мiнiмi-
зуючи ризик втрати балiв через технiчнi неточностi. STACK Moodle забезпечує
персоналiзований зворотний зв’язок i систему пiдказок для ефективного навчання.

Цей iнструмент для автоматизованого оцiнювання математичних завдань актив-
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Рис. 3: Приклад тесту створеного за допомогою плагiну STACK

но вдосконалюється за пiдтримки проєктiв ЄС i сьогоднi є одним iз найефективнi-
ших засобiв для адаптивного навчання математики та дисциплiн STEM [3]. Його
розширення та впровадження в Українi має особливе значення в умовах вiйни,
яка суттєво вплинула на освiтнi процеси. Українськi унiверситети та студенти
стикаються з багатьма викликами, зокрема обмеженим доступом до якiсних на-
вчальних матерiалiв, i STACK здатний ефективно вирiшити цi проблеми. Тому
поєднання методiв реалiзацiї завдань у системi «Step-by-Step test» i можливостей
STACK дозволяє створити бiльш комплексну та студент-орiєнтовану систему, яка
ефективно застосовується як у формальному, так i в неформальному навчальному
середовищi. Оновленi курси сприятимуть розвитку математичних компетенцiй,
необхiдних для успiху в STEM-дисциплiнах, а також пiдвищенню готовностi до
технологiчних викликiв.
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Розглянуто змiст власних векторiв i власних чисел для методу головних ком-
понент через побудову канонiчного рiвняння елiпса методом повороту системи
координат та розподiлу вибiркових даних вздовж певного напрямку. Наведено
приклад знаходження матрицi Грама та можливiсть скорочення простору факторiв
вiдповiдно до її власних значень.

Ключовi слова: власнi вектори, власнi числа, матриця Грамма.

Прикладнi статистичнi методи, такi як метод головних компонент (PCA – Pri-
ncipal Component Analysis), методи факторизацiї матриць (NMF – Non-negative
matrix factorization, ICA – Independent component analysis) базуються на рiзних
концепцiях лiнiйної алгебри таких, як власнi числа, власнi вектори, ортогональнi
матрицi, що детально вивчаються в курсi лiнiйної алгебри, а також, спектральнiй
теоремi (Spectral Decomposition Theorem), на яку не припадає великої уваги за
браком часу. Бiльш загальний метод SVD (Singular Value Decomposition), матриця
Грамма та iншi методи факторизацiї матриць не розглядається в базовому курсi,
але уявлення про можливостi їх застосування є бажаною для розумiння популяр-
них статистичних методiв скорочення простору ознак без втрати iнформативностi.
Процес розкладу матрицi на добуток кiлькох простiших матриць, якi мiстять
корисну iнформацiю про вихiднi данi використовується для спрощення обчислень,
зменшення розмiрностi даних, знаходження прихованих закономiрностей та ви-
явлення найбiльш вагомих факторiв, що впливають на результат тощо. Аналiз
головних компонент (PCA) є складовою частиною факторного аналiзу i, загалом
iснує доволi простий спосiб показати студентам на прикладi застосування методу
факторизацiї матриць (матрицi Грамма), геометричний змiст власних векторiв та
власних чисел.
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Рис. 1: Проєкцiя значення 𝑥𝑖 вибiркових даних.

Розглянемо експериментальнi вибiрковi данi у виглядi матрицi 𝐹𝑛×2, яка мi-
стить 2n елементiв у двовимiрному просторi ознак. Кожен стовпчик матрицi 𝐹𝑛×2

описується функцiями 𝑓1(𝑥𝑖) та 𝑓2(𝑥𝑖), 𝑖 = 1, ...𝑛 вiдповiдно i якi задають певнi
значення 𝑓1(𝑥𝑖) = 𝑥𝑖1 та 𝑓2(𝑥𝑖2). Хай вибiрковi данi розподiленi в напрямку осi 𝑂𝑥1
пiд кутом 450 та нагадаємо знаходження канонiчного рiвняння елiпса:

𝐹 =

⎛⎜⎜⎝
𝑓1(𝑥1) 𝑓2(𝑥1)
𝑓1(𝑥2) 𝑓1(𝑥2)
. . . . . .

𝑓1(𝑥𝑛) 𝑓2(𝑥𝑛)

⎞⎟⎟⎠ , 5𝑥2 + 5𝑦2 − 8𝑥𝑦 − 8 = 0.

Знайдемо канонiчне рiвняння елiпса за вiдомим алгоритмом – повернемо систе-
му координат на кут 450 та отримаємо канонiчну систему координат. Власнi числа

матрицi
(︂

5 −4
−4 5

)︂
є 𝐿1 = 1, 𝐿2 = 9 та вiдповiднi орти власних векторiв:

𝑉1 =
1√
2

(︂
1
1

)︂
, 𝑉2 =

1√
2

(︂
1
−1

)︂
, [Булдигiн та iн., 20011].

Тодi шукане перетворення координат задає матриця H:

𝐻 =

(︃
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

)︃
, тодi

(︂
𝑥
𝑦

)︂
=

(︃
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

)︃(︂
𝑥1
𝑦1

)︂
i

{︃
𝑥 = 1√

2
𝑥1 +

1√
2
𝑦1

𝑦 = 1√
2
𝑥1 − 1√

2
𝑦1

У нових координатах рiвняння елiпса набуде вигляду 𝑥2

8 + 𝑦2

0,(8) , де можна
побачити, яка пiввiсь буде бiльшою за довжиною, в цьому випадку – це вiсь 𝑂𝑈1.
Тепер повернемось до вибiркових даних. Виберемо довiльну точку 𝑥𝑖, як показано
на малюнку та розглянемо вектор 𝑉𝑖 = (𝑓1(𝑥𝑖), 𝑓2(𝑥𝑖)) з початком в точцi O(0,0).
Проєкцiї вектора 𝑉𝑖 на осi Ox та Oy не однаковi, але, в середньому, вiдрiзняються
не на значну величину i мають змiст вiдхилення (дисперсiї) вiд осей Ox та Oy.
Якщо розглянути проєкцiї цього ж вектора 𝑉𝑖 на новi осi 𝑂𝑈1 та 𝑂𝑈2, то нерiвнiсть
проєкцiй стає значною i, зрозумiло, що, в середньому, проєкцiя на вiсь 𝑂𝑈1 значно
бiльша за проєкцiю на 𝑂𝑈2. Тобто вiдхилення для експериментальних даних
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(дисперсiя) стає бiльш проявленим в певному напрямку. Позначимо новi координати
для вектора експериментальних даних 𝑉𝑖 = (𝑔1(𝑥𝑖), 𝑔2(𝑥𝑖)). Важливим фактом
стає бiльша концентрацiя iнформацiї на осi 𝑂𝑈1 з ознакою 𝑔1(𝑥𝑖) i тепер кожен
вектор 𝑉𝑖 = (𝑔1(𝑥𝑖), 𝑔2(𝑥𝑖)). можна обчислювати за такими самими правилами, як
i рiвняння елiпса: (︂

𝑔1(𝑥𝑖)
𝑔2(𝑥𝑖)

)︂
=

(︃
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

)︃(︂
𝑓1(𝑥𝑖)
𝑓2(𝑥𝑖)

)︂
,

Тобто маємо функцiональнi перетворення у виглядi скалярного добутку двох
векторiв якi визначили проєкцiї вектора 𝑉𝑖 на новi осi.

Якщо кiлькiсть ознак збiльшується – простiр ознак стає багатовимiрним i
матриця F буде розмiру nхm, де рядки – це спостереження, а стовпцi – ознаки.
Тодi для знаходження власних чисел використовується матриця Грамма (Gram
matrix), що визначається як:

𝐺𝑛 = (𝐹𝑛𝑚)
𝑇𝐹𝑚𝑛 =

⎛⎝𝑓1(𝑥1) . . . 𝑓1(𝑥𝑚)
. . . . . . . . .

𝑓𝑛(𝑥1) . . . 𝑓𝑛(𝑥𝑚)

⎞⎠⎛⎝𝑓1(𝑥1) . . . 𝑓𝑛(𝑥1)
. . . . . . . . .

𝑓1(𝑥𝑚) . . . 𝑓𝑛(𝑥𝑚)

⎞⎠ [Zaiontz, 2023]

𝐺𝑛 – це симетрична, додатно напiввизначена матриця (її власнi значення не-
вiд’ємнi), вона мiстить скалярнi добутки всiх пар стовпцiв матрицi 𝐹𝑛𝑚. Фактично,
це коварiацiйна матриця (до нормалiзацiї), яка показує, як змiннi залежать одна
вiд одної. Далi потрiбно знаходити власнi числа i власнi вектори матрицi 𝐺𝑛 за
вiдомим алгоритмом 𝑑𝑒𝑡(𝐺𝑛 − 𝐿𝐸𝑛) = 0, тодi отриманi значення власних чисел 𝐿𝑖

будуть визначати вiдхилення (дисперсiю), тобто варiацiю проєкцiй значень матрицi
𝐹𝑚𝑛 на вiдповiдну вiсь 𝑂𝑈𝑖 ортонормованої системи координат. Схематично це
можна зобразити так:

𝐿1 ⩾ 𝐿2 ⩾ . . . ⩾ 𝐿𝑛

↓ ↓ . . . ↓
𝑈1 𝑈2 . . . 𝑈𝑛

Тобто, якщо розташувати власнi значення 𝐿𝑖 в порядку спадання, то їх значення
по величинi покажуть, наскiльки важлива кожна компонента.

Звiсно, обчислювати власнi числа i власнi вектори для великих масивiв даних
потрiбно у певних середовищах. Реалiзуємо практичну задачу функцiями MS
Excel. Сформуємо за допомогою Data Analysis (Random Number Generation) ви-
бiрку даних, що складається з двох незалежних ознак (факторiв) 𝑓1(𝑥𝑖) та 𝑓2(𝑥𝑖),
𝑖 = 1, . . . , 10, якi є Гаусовими випадковими величинами з середнiм 0 i диспер-
сiєю 1 та лiнiйною комбiнацiєю 𝑓3(𝑥𝑖) = 𝑓1(𝑥𝑖)+𝑓2(𝑥𝑖)

2 . Для знаходження матрицi
Грамма використовуємо формулу MMULT(TRANSPOSE(B3:D12);B3:D12), далi для
знаходження власних чисел i власних векторiв eigVECTSym(F3:H5) (Рис.2).

Запропонований простий приклад допоможе студентам першого курсу розши-
рити погляд на застосування лiнiйної алгебри в їх майбутнiх дослiдженнях.
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Рис. 2: Знаходження матрицi Грамма та власних векторiв та власних чисел фун-
кцiями MS Excel.
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Анотацiя

У працi розглядаються деякi аспекти навчання iмiтацiйного моделювання у ЗВО
України. Проаналiзовано програмне забезпечення, яке доцiльно використовувати в
навчальному процесi.

Ключовi слова: Iмiтацiйне моделювання; системна динамiка.

Математичне моделювання є важливим засобом дослiдження багатьох реальних
процесiв та явищ. При цьому побудова математичної моделi складної системи в
аналiтичному виглядi часто не доцiльна, а iнодi, навiть неможлива. Саме тому,
останнiм часом досить поширеним стає iмiтацiйне моделювання.

Iмiтацiйне моделювання – це процес конструювання моделi реальної систе-
ми i проведення експериментiв на цiй моделi з метою: або зрозумiти поведiнку
системи, або оцiнити в межах певних критерiїв рiзнi стратегiї, що забезпечать
функцiонування даної системи [Кулинич, 2009].

Основнi цiлi навчання iмiтацiйного моделювання: опанувати етапи iмiтацiйно-
го моделювання; вмiти розробляти iмiтацiйнi моделi дослiджуваних процесiв та
явищ; вмiти використовувати вiдповiдне програмне забезпечення для iмiтацiйного
моделювання.

Основними методами iмiтацiйного моделювання є агентний метод, дискретно-
подiєвий метод та системна динамiка.

Агентне моделювання – метод iмiтацiйного моделювання, що грунтується на
визначеннi впливу одного або декiлькох автономних агентiв на процес функцiону-
вання конкретної системи [Мiлов, 2019].

Дискретно-подiєве моделювання – метод iмiтацiйного моделювання, що перед-
бачає розгляд лише основних подiй модельованої системи, наприклад, «очiкування
вимоги в черзi», «обробка вимог в системi», абстрагуючись вiд тих подiй, вплив
яких на дослiджуванi характеристики системи незначний [Цiдило, 2013].
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Системна динамiка – метод iмiтацiйного моделювання, що грунтується на побу-
довi графiчних дiаграм причинних зв’язкiв i глобальних впливiв одних параметрiв
на iншi з плином часу. Модель, створена на основi цих дiаграм, в подальшому
дослiджується з використанням програмних засобiв [Цiдило, 2013].

Програмне забезпечення, що використовується пiд час iмiтацiйного моделю-
вання, можна подiлити на три групи: табличнi процесори; прикладне програмне
забезпечення; бiблiотеки мов програмування.

В свою чергу серед прикладного програмного забезпечення для iмiтацiйного
моделювання виокремлюють програмнi засоби, в яких реалiзовано кiлька пiдходiв
iмiтацiйного моделювання i програмнi засоби, в яких реалiзовано окремi пiдходи
iмiтацiйного моделювання. Програми, за допомогою яких можна реалiзувати iмi-
тацiйнi моделi, в яких застосовуються рiзнi пiдходи iмiтацiйного моделювання з
вiзуалiзацiєю процесiв моделювання, зазвичай, мають складну процедуру викори-
стання лiцензiйного програмного забезпечення в освiтньому процесi. Разом з тим
iснують безкоштовнi версiї програм з певними обмеженнями. Прикладом такої
системи є Simio (https://www.simio.com/).

Альтернативою використання комерцiйного програмного забезпечення є засто-
сування вiльнопоширюваних програмних засобiв. Приклади вiльнопоширюваних
систем для здiйснення iмiтацiйного моделювання: на основi агентно-орiєнтованого
пiдходу – NetLogo (https://ccl.northwestern.edu/netlogo/), на основi дискретно-по-
дiєвого пiдходу – JeamSim (https://jaamsim.com/), на основi системної динамiки –
TRUE (https://www.true-world.com/). Також для реалiзацiї iмiтацiйних моделей
створених на основi рiзних пiдходiв можна використовувати мови програмування
з вiдповiдними бiблiотеками, наприклад, бiблiотеки мови Python (AgentPy, SimPy,
PySD).

Вибiр програмного забезпечення залежить вiд умов навчання. В умовах змiша-
ного навчання потрiбно враховувати технiчнi, органiзацiйнi та лiцензiйнi умови
використання вiдповiдного програмного забезпечення.
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Вiзуалiзацiя навчального матерiалу з
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Анотацiя

У данiй статтi йдеться про вiзуалiзацiю навчального матерiалу з математичних
дисциплiн у вищiй школi з використанням динамiчного геометричного середо-
вища GeoGebra. Наведено коротку iнформацiю про це геометричне середовище.
Вказуються переваги використання даного програмного засобу. Проiлюстровано
на конкретних задачах простоту та легкiсть вiдтворення розв’язування задач у
програмному середовищi GeoGebra.

Ключовi слова: математичнi дисциплiни; вiзуалiзацiя; динамiчне середовище
GeoGebra.

У сучасному свiтi цифровi технологiї вiдiграють ключову роль у розвитку
iнформацiйного суспiльства. Тому дослiдження їх впливу на освiту є надзвичай-
но важливим. Швидкi змiни в технологiях, виробництвi, освiтi та комунiкацiї
вимагають постiйного оновлення вимог до математичної пiдготовки фахiвцiв.

Ключовим фактором успiху у пiдготовцi освiчених, компетентних та технологi-
чно пiдкованих професiоналiв, здатних успiшно працювати та сприяти розвитку
сучасному свiту, є ефективна пiдготовка майбутнiх учителiв математики. Ця пiдго-
товка має бути орiєнтована на впровадження цифрових технологiй та iнновацiйних
пiдходiв. [Kovtoniuk, Kosovets, Soia, Pinaieva, 2022]

Тому важливо, щоб студенти мали ґрунтовнi математичнi знання та вмiли
створювати математичнi об’єкти з визначеними властивостями. Необхiдно продов-
жувати розвивати їхню графiчну культуру, заохочувати iнтерес до математичних
дисциплiн через мiжпредметнi зв’язки та наступнiснi зв’язки iз вивченими темами,
вiзуалiзуючи динамiку побудови рисункiв за допомогою цифрових технологiй.
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Варто також сприяти розвитку самостiйностi в навчаннi, логiчного мислення,
просторової уяви, пам’ятi та активiзацiї розумової дiяльностi студентiв.

Сучаснi технiчнi засоби та мобiльнi додатки створюють умови для впровадже-
ння рiзноманiтних програмних середовищ у навчальний процес, особливо у сферi
математичної освiти. Останнiм часом особливої популярностi набуло використання
вiльно розповсюджуваного динамiчного геометричного середовища GeoGebra. Це
чудова математична програма як для навчання, так i самонавчання. Що особливо
важливо в умовах змiшаного та дистанцiйного навчання. За її допомогою можливо
проектувати конструкцiї з точками, векторами, сегментами тощо, а однiєю з її
особливих переваг i особливостей є те, що можна динамiчно змiнювати побудованi
геометричнi конфiгурацiї та здiйснювати дослiдження щодо властивостей тiєї чи
iншої конфiгурацiї.

GeoGebra – це динамiчне математичне програмне забезпечення для всiх рiвнiв
освiти, яке об’єднує геометрiю, алгебру, електроннi таблицi, графiки, статистику
та обчислення в одне цiле. Крiм того, GeoGebra – це спiльнота мiльйонiв користу-
вачiв майже в кожнiй країнi. Вона стала провiдним постачальником програмного
забезпечення для динамiчної математики, що пiдтримує наукову, технологiчну,
iнженерну та математичну (STEM) освiту та iнновацiї у викладаннi та навчаннi в
усьому свiтi. [GeoGebra, 2025]

Тому її можна по праву вважати унiверсальним програмним засобом, що вико-
ристовується у закладах вищої освiти для пiдтримки навчання рiзних геометричних
дисциплiн, математичного аналiзу, вищої математики, алгебри, теорiї ймовiрностi,
математичної статистики, дискретного аналiзу та iнших роздiлiв математики.

Як показує досвiд, застосування програми GeoGebra у навчальному процесi
надає унiкальну можливiсть: створити динамiчнi моделi для iлюстрацiї, вiзуалiзацiї
та демонстрацiї рiзних математичних понять, означень, теорем тощо; впровадити
конструктивний напрям у навчаннi; органiзувати евристичну дiяльнiсть; пiдготу-
вати навчальнi матерiали шляхом спiвпрацi тощо.

Упродовж останнiх рокiв пiд час викладання навчальних дисциплiн «Аналiти-
чна геометрiя», «Конструктивна геометрiя», «Основи геометрiї», «Диференцiальна
геометрiя i топологiя» для студентiв математичних спецiальностей. Наприклад,
для вивчення роздiлiв «Розв’язування задач на побудову за допомогою циркуля
та лiнiйки», «Лiнiї та поверхнi другого порядку», «Теореми Дезарга, Паскаля,
Брiаншона та дослiдження їх частинних випадкiв», «Перерiзи многогранникiв»
тощо, активно використовуємо програмне середовище GeoGebra. На лекцiйних,
практичних i лабораторних заняттях використовуємо вiзуалiзацiю динамiчностi по-
будови геометричних рисункiв, виконаних у даному середовищi. Наведемо приклад
тем «Побудова образiв простих фiгур при iнверсiї», «Кола Аполлонiя».

Задача 1. Побудувати образ ромба при iнверсiї. (Рис. 1) [Тютюн, 2020]
Задача 2. Дано коло i двi точки, якi не лежать на ньому. Побудувати коло, яке

проходить через цi точки i дотикається до кола. (Рис. 2) [Тютюн, 2020]
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Рис. 1: Побудова образiв простих фiгур при iнверсiї.

Рис. 2: Кола Аполлонiя.

Динамiчний рисунок демонструє кроки побудови як анiмацiю. Тому можна
проводити дослiдження щодо iснування розв’язкiв та їх кiлькостi. Змiнюючи на
рисунку початкове положення окремо кожної з заданих точок, кола чи кола iнверсiї
бачимо як змiнюватиметься розташування допомiжних, а, отже, i шуканих фiгур.
Задача може не мати розв’язкiв (якщо, наприклад, одна з точок, є внутрiшньою
точкою вiдносно кола, а друга – зовнiшня), може мати тiльки один розв’язок (якщо
наприклад, точки i лежать на дотичнiй до кола) i два розв’язки. На рис. 2 задача
має два розв’язки. [Тютюн, 2020]

Як показує досвiд, вiзуалiзацiя розв’язкiв геометричних задач за допомогою
таких динамiчних рисункiв сприяють формуванню свiтогляднго сприйняття сту-
дентами навколишнього свiту; розвитку пам’ятi. просторової уяви, просторового i
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логiчного мислення, просторового бачення студента; спонукають його до мiрку-
вань щодо конструктивних властивостей заданих i шуканих фiгур, якi вiн успiшно
використовує пiд час розв’язування наступних задач.

Презентацiї розроблених до лекцiйних i практичних занять додаткiв з дина-
мiчними рисунками сприяють: реалiзацiї практичної i прикладної спрямованостi
вивчення геометрiї, використанню мiжпредметних i наступнiсних зв’язкiв iз вивче-
ними темами, формуванню в студентiв графiчної культури, iнтересу до геометрiї
як навчальної дисциплiни, мотивацiї їхньої навчальної дiяльностi. Такi презента-
цiї можна використовувати й для iндивiдуального перегляду. Це вiдкриває новi
можливостi для самоосвiти студентiв. Студенти також самостiйно створюють,
моделюють i розробляють комп’ютернi презентацiї та проєкти.

Висновки. Таким чином, залучення динамiчного середовища GeoGebra в процес
викладання математичних дисциплiн у вищiй школi веде до оптимiзацiї процесу
дослiдження розв’язку задачi, сприяє кращому засвоєнню матерiалу та зацiкав-
леностi студентiв, оскiльки вони можуть бачити вiзуалiзацiю розв’язку задачi в
реальному часi та прогнозувати результати дослiдження. Динамiчнi й графiчнi
можливостi програми GeoGebra надають можливiсть проводити аналiз та спрощу-
вати розв’язання геометричних задач за допомогою створення динамiчної моделi
дослiджуваного об’єкта. Що є основою для того, щоб заняття з математичних
дисциплiн стали бiльш змiстовними й ефективними. А це, в свою чергу, спри-
ятиме успiшнiй пiдготовцi освiчених, компетентних та технологiчно пiдкованих
професiоналiв.
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Abstract

Complex numbers occupy an important place in mathematics and science in general.
They are an extension of the real number system and are used to solve many problems
in various fields of knowledge. The history of emergence and development of complex
numbers is interesting and spans centuries, and has gone through numerous stages of
mathematical discoveries.

Keywords: cubic equation; complex numbers.

In the 15th century, the Italian mathematician Scipione del Ferro (1465-1526) man-
aged to derive a formula for the roots of an incomplete cubic equation, [Shastri, 2010],
[YangYi Zhao, 2023]:

𝑥3 = 𝑐𝑥+ 𝑑, 𝑐 > 0, 𝑑 > 0. (1)

The root 𝑥 is calculated by the formula

𝑥 =
3

√︃
𝑑

2
+

√︂
𝑑2

4
− 𝑐3

27
+

3

√︃
𝑑

2
−
√︂

𝑑2

4
− 𝑐3

27
. (2)

This result del Ferro kept in secret for a long time. Being on the verge of death, del
Ferro shared the formula with his student Antonio Mario Fiori. In a mathematical
duel in 1535, Fiori met the more experienced Italian mathematician Nicolo Tartaglia
(1499-1557). Tartaglia won a decisive victory in the duel. He solved all the problems
proposed to him and independently derived the formula for the solution of an incomplete
cubic equation (1).

In 1539, the Italian mathematician Gerolamo Cardano (1501-1576) persuaded
Tartaglia to share formula (2) with him, swearing to keep it secret. More precisely,
not a formula, but an algorithm, a step-by-step instruction for finding a solution to
equation (1) in the form of a poem. The record in the form of formulas will be invented
only in a hundred years.
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A little later, Cardano came across the work of del Ferro, the discoverer of the
solution (2), and concluded that there was no need for secrecy. He included this formula
in his book ”The Great Art” (Latin: ”Ars magna”), which was published in 1545. Since
del Ferro’s result was first published in Cardano’s book, it went down in history as
Cardano’s formula.

However, in the case when
𝑑2

4
− 𝑐3

27
< 0

formula (2) does not work, since it contains the square root of a negative number. For
example, the solution of the equation, [Stillwell, 2001],

𝑥3 = 15𝑥+ 4, (3)

by formula (2) is of the form

𝑥 =
3

√︁
2 +

√
−121 +

3

√︁
2−

√
−121.

On the other hand, verification establishes that 𝑥 = 4 is also a solution. Cardano did
not know what to do with this problem.

In 1572 Rafael Bombelli (1526-1572), an Italian mathematician and student of
Cardano, published his main work ”Algebra”. In this work he developed a formal
algebra of complex numbers, with the specific goal of reducing the expression

3

√︁
𝑎+ 𝑏

√
−1

to the form
𝑐+ 𝑑

√
−1.

He put forward the idea: to leave the square root of a negative number as the square
root of a negative number and to consider such numbers as a new type of numbers.

Returning to the solution of equation (3), Bombelli found that

3

√︁
2 + 11

√
−1 = 2 +

√
−1

and
3

√︁
2− 11

√
−1 = 2−

√
−1.

Then Cardano’s formula also gives the correct solution to the equation (3):

𝑥 = 2 +
√
−1 + 2−

√
−1 = 4.

Note,
√
−1 is absent both in the problem condition and in its answer. However, we

were able to solve the problem only by assuming the existence of
√
−1 and including it

in the solution.
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Complex numbers were called ”imaginary”, ”impossible” numbers. A hundred years
after Bombelli, Leonhard Euler (1707-1783) proposed using the Latin letter 𝑖 to denote√
−1. That is

𝑖 =
√
−1.

In particular, Euler established the connection between the complex exponent and
trigonometric functions, which is called Euler’s formula:

∀𝑥 ∈ R : 𝑒𝑖𝑥 = cos𝑥+ 𝑖 · sin𝑥.

Imaginary numbers in combination with real numbers form the complex numbers
that we know today. For example,

2⏟ ⏞ 
real part

+ 𝑖 · 3⏟ ⏞ 
imaginary part

is a complex number.
Thus, cubic equations led to the emergence of new numbers, thanks to which we

received more effective and complete mathematics, which can solve quite real problems.
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Abstract

Intellectual migration has become a significant global phenomenon, profoundly
influencing economic development, scientific research, and innovation processes. Over
recent decades, this process has gained a global dimension, with both positive and
negative consequences for the sending and receiving countries. This article explores
the use of mathematical methods to analyze the causes and effects of intellectual
migration. These methods help to understand the driving forces behind migration and
their impact on various aspects of economic and social development. The migration of
skilled professionals is driven by various economic, social, and cultural factors, including
differences in income levels, career opportunities, educational quality, and political
stability. In particular, intellectual migration in Ukraine has been exacerbated by the
ongoing war with Russia, where individuals are not only seeking professional development
but also safety and security. The article discusses the application of mathematical
models, such as optimal choice models, differential equations, game theory, and network
models, to better understand and predict the dynamics of intellectual migration, as well
as to design policies that can both retain talented individuals in their home countries
and maximize the benefits for host countries.

Keywords: intellectual migration, mathematical models, brain drain, game theory,
network models, migration policies, career opportunities, Ukraine migration.

Intellectual migration is a significant phenomenon in the modern world, substantially
impacting the economy, scientific research, and innovation processes. In recent decades,
this process has acquired a global dimension, with its consequences having both positive
and negative effects on donor and recipient countries of migrants. This article examines
the use of mathematical methods to analyze the causes and consequences of intellectual
migration. These methods can provide a better understanding of the key drivers of
migration and their influence on various aspects of economic and social development.
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Various factors, including economic, social, and cultural ones can drive the migration
of specialists. Among the key reasons contributing to the brain drain are:

- Differences in income levels and working conditions;
- Opportunities for career growth and professional development;
- The quality of the educational system;
- Social stability and quality of life.
Additionally, migration may respond to constraints in the home country, such as

political instability or a lack of academic freedom. For Ukraine, it can also be triggered
by the war initiated by Russia, where people seek not only development but also refuge,
protection, and safety for themselves and their children.

The use of mathematical models to study migration is explored in works such
as those by Adejimi Adeniji et al. [Adeniji, Dansu, Adeniyi, Ale, Ekum, Shatalov,
Enoch, 2024], who examine the brain drain phenomenon in Africa through the Japa
model — a mathematical framework analyzing the dynamics and drivers of skilled
migration. Similarly, Gangan Prathap [Prathap, 2023] investigates brain drain using
a soft mathematical model, focusing on the theoretical aspects and implications of
intellectual capital migration. However, the insufficient consideration of cultural,
economic, and political factors underscores the need for developing universal models to
achieve a deeper understanding of this phenomenon.

Various mathematical methods are applied to analyze intellectual migration, such
as:

Optimal choice models. These models describe an individual’s migration decision
as a process in which they choose between various possible alternatives, taking into
account their income, living conditions, and career prospects.

The article by Bart Vermeulen, Peter Goos, and Martina Vandebroek explores the
inclusion of a no-choice option in conjoint choice experiments to better reflect real-life
decision-making, where respondents may decline all available options. The authors
develop D-optimal designs for two advanced multinomial logit models and compare
them to designs that ignore the no-choice option. They conclude that accounting for
the no-choice option has minimal impact on estimation and prediction accuracy, as
long as the model used for analysis matches the data-generating process [Vermeulen,
Goos, Vandebroek, 2008].

A model incorporating the “no-choice option” can be applied to analyze specialists’
decisions to forgo migration when available destination countries do not meet their
preferences. This approach enables more accurate modeling of the factors influencing
migrants’ choices and helps in devising strategies to retain talent.

Differential Equations. Models utilizing differential equations can describe the
dynamics of migration over time, predicting changes in the number of highly skilled
professionals across different countries.

The model used by Donohue and Piiroinen [Donohue, Piiroinen, 2015], which
employs differential equations to analyze temporal mismatches in ecology, can be
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adapted to study intellectual migration by focusing on gaps between the demand for
highly skilled workers and their availability. Using differential equations, this approach
allows for the modeling of dynamic interactions between economic and political shifts,
labor market needs, and migrant opportunities, helping to assess the long-term impacts
of migration and develop strategies to attract and retain skilled professionals.

Game Theory. Game models can be used to analyze interactions between countries
and assess the strategies of both sides in the context of migration, including competition
for attracting talent. The article by Riensche and Whitney [Riensche, Whitney, 2012]
demonstrates how serious games, such as the “Illicit Trafficking Game”, can be used to
create global platforms for knowledge exchange, for example, between countries engaged
in combating illegal trade. These games and models allow experts from different parts
of the world to collaboratively develop solutions to problems such as migration, security,
and international trade, which is an example of intellectual migration. For instance, the
use of system models in the game helps security experts in various countries develop
more effective strategies, exchange experiences, and knowledge to address global issues.

Network Models. These models explore how intellectual migration affects the
creation and development of international scientific and professional networks, as well
as the exchange of knowledge between countries.

The article by Yao-Li Chuang, Tom Chou, and Maria R. D’Orsogna [Chuang, Chou,
D’Orsogna, 2019] presents a network model to study the dynamics between immigrants
(guests) and native populations (hosts). The model uses agent-based simulations to
explore the conditions under which societies either integrate or segregate, focusing
on the balance between cultural adjustment and socioeconomic network remodeling.
It shows that rapid cultural adaptation leads to cooperation and integration, while
fast changes in social links tend to cause segregation into isolated enclaves. The study
examines how factors like migrant population size and government incentives can
influence the integration or segregation process, offering insights into the complex
dynamics of immigration and cultural interaction.

The main factors influencing migration decisions can be modeled using various
mathematical approaches. For example, a model can be constructed where an individual
makes a migration decision based on differences in wages and career opportunities
between two countries. Using econometric methods, one can assess the degree of
influence each of these factors has on the likelihood of migration, as well as analyze
how various political or economic changes may affect migration flows.

Intellectual migration can have a significant impact on the economic development of
both donor countries and recipient countries of migrants. This impact can be modeled
using macroeconomic models that take into account factors such as:

• for donor countries, intellectual migration can lead to the loss of highly skilled
professionals (brain drain), which reduces their innovation potential and may
slow down economic growth;
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• in recipient countries, migration can contribute to an increase in scientific research
and innovation activity, leading to higher productivity and competitiveness;

• in recipient countries, there may be a need to integrate migrants into the social
and cultural environment, which can lead to both positive and negative social
consequences.

The use of mathematical models to forecast migration flows enables the development
of effective migration policies. For example, models can be used to: predict the number
of migrants based on economic and social changes; develop strategies to attract highly
skilled professionals; identify regions most vulnerable to brain drain, and create measures
to retain talent.

Intellectual migration is a crucial factor influencing the development of countries
and the global economy. Mathematical methods such as econometric models, differ-
ential equations, and game theory allow for more accurate analysis of the causes and
consequences of migration. This enables governments and international organizations
to design more effective migration strategies that help retain talent in donor countries
while maximizing the benefits for recipient countries.
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Анотацiя
Стаття розглядає проблему розв’язуваностi (Entscheidungsproblem), поставлену

Давидом Гiльбертом, та її зв’язок iз формалiзацiєю поняття алгоритму. Описано
внесок Алана Тюрiнга у розв’язання цiєї проблеми через створення абстрактної
обчислювальної моделi – машини Тюрiнга. Основнi компоненти цiєї моделi, її зна-
чення для обчислюваностi та алгоритмiчної теорiї висвiтленi у контекстi розвитку
комп’ютерних наук. Також розглянуто вплив iдей Тюрiнга на створення сучасних
комп’ютерiв, криптоаналiз пiд час Другої свiтової вiйни.

Ключовi слова: машини Тюрiнга; алгоритми; розв’язнiсть; обчислення.

На початку 20 столiття математики стикалися iз завданням формалiзацiї
поняття алгоритму – чiткої послiдовностi механiчних крокiв, якi дозволяють
вирiшувати математичнi задачi. Однiєю з найважливiших проблем того часу була
задача розв’язуваностi (Entscheidungsproblem), поставлена Давидом Гiльбертом.

Вона полягала у пошуку загального алгоритму, який, беручи на вхiд довiльне
формальне висловлювання, мiг би визначити, чи є воно логiчно iстинним, тобто
iстинним у всiх можливих моделях. Iншими словами, питання було таким: «Чи
iснує механiчний, алгоритмiчний метод, який за скiнченну кiлькiсть крокiв може
дати вiдповiдь на те, чи доводиться дане висловлювання в рамках формальної
логiки?»

Гiльберт прагнув знайти унiверсальний метод для перевiрки iстинностi довiль-
них висловлювань у формальнiй логiцi. Для розв’язання цiєї задачi було необхiдно
створити строгий опис алгоритму, який мiг би працювати виключно за правилами,
без людської iнтуїцiї та творчого втручання.

У 1936 роцi англiйський математик Алан Тюрiнг опублiкував знамениту статтю
«On Computable Numbers, with an Application to the Entscheidungsproblem» (з англ.
«Про обчислюванi числа iз застосуванням до проблеми розв’язностi»). У своїй працi
Тюрiнг запропонував абстрактну модель обчислювального пристрою, яка згодом
отримала назву «машина Тюрiнга». Основнi компоненти цiєї моделi включали:
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• Нескiнченну стрiчку яка подiлялася на окремi комiрки, кожна з яких може
мiстити символ iз заданого скiнченного алфавiту. Ця стрiчка слугує моделлю
оперативної пам’ятi.

• Головку для читання яка рухається вздовж стрiчки, зчитуючи символи та
змiнюючи їх вiдповiдно до встановлених правил.

• Скiнченну множину внутрiшнiх станiв. Машина перебуває в одному з визна-
чених станiв, що визначають її подальшу поведiнку.

• Таблицю iнструкцiй (правила переходiв) за допомогою яких машина чiтко
визначає, яку операцiю виконати: змiнити символ, перемiстити головку (влiво
або вправо) та перейти в iнший стан.

Таким чином, Тюрiнг формалiзував iнтуїтивне поняття алгоритму, показавши,
що будь-який обчислювальний процес може бути представлений як послiдовнiсть
елементарних операцiй, що виконує така машина. Якщо якусь задачу неможливо
вирiшити за допомогою машини Тюрiнга, то згiдно з його формулюванням ця
задача вважається алгоритмiчно нерозв’язною.

Пiсля виходу статтi Тюрiнга її iдеї залишалися здебiльшого теоретичними.
Однак пiд час Другої свiтової вiйни вiн зiграв ключову роль у зламуваннi нiмецької
шифрувальної машини «Енiгма», що значно вплинуло на вiйськовi подiї. Завдяки
його роботi в Bletchley Park, британськi криптоаналiтики змогли зламати код
Енiгми, що скоротило вiйну на кiлька рокiв та врятувало мiльйони життiв.

Пiсля вiйни його концепцiї стали основою для створення перших електронних
комп’ютерiв. У 1945 роцi вiн запропонував принципи програмованої обчислювальної
машини «ТУЗ» (ACE, Automatic Computing Engine), а в 1948 Тюрiнґ працював з
«МАДАМ» (MADAM, Manchester Automatic DigitAl Machine) – це були комп’ютери
з найбiльшою пам’яттю в свiтi на той час.

Пiсля роботи Тюрiнга подiбнi iдеї були незалежно запропонованi американ-
ським математиком Емилем Постом. Обидва дослiдники, використовуючи рiзнi
пiдходи, дiйшли висновку, що абстрактна машина з нескiнченною пам’яттю та
скiнченною таблицею правил є унiверсальною моделлю обчислення. Цей висновок
ляг пiд основу так званої тезису Черча–Тюрiнга, яка стверджує, що всi алгоритми,
зрозумiлi в iнтуїтивному сенсi, можуть бути реалiзованi за допомогою машини
Тюрiнга або еквiвалентних моделей.

Одним iз найбiльш революцiйних внескiв Тюрiнга було поняття унiверсальної
машини Тюрiнга. Це спецiальна машина, яка, отримавши на вхiд опис будь-якої
iншої машини Тюрiнга разом iз вiдповiдними вхiдними даними, може iмiтувати
її роботу. Така концепцiя є предтечею сучасних комп’ютерiв – програмований
пристрiй, де програма та данi зберiгаються в єдинiй пам’ятi. Унiверсальна машина
Тюрiнга демонструє, що принципи, закладенi в абстрактнiй моделi, є достатньо
потужними для симуляцiї будь-якого алгоритмiчного процесу.
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Хоча машина Тюрiнга була створена як теоретична модель, її iдеї стали фун-
даментальними для розвитку комп’ютерних наук. Сучаснi комп’ютери базуються
на архiтектурi фон Неймана, де програми та данi зберiгаються в спiльнiй пам’ятi –
концепцiя, що безпосередньо походить вiд унiверсальної машини Тюрiнга. Крiм
того, поняття алгоритму, яке було формалiзовано Тюрiнгом, є основою для суча-
сного аналiзу алгоритмiчної складностi, розробки мов програмування та створення
компiляторiв. Елементарнi операцiї, що описанi в моделях машини Тюрiнга, знахо-
дять своє вiдображення у базових конструкцiях програмування, таких як умовнi
переходи, цикли, рекурсiя тощо.

Визнанням внеску Тюрiнга в науку стала Премiя Тюрiнга, заснована Асоцiацiєю
обчислювальної технiки (ACM) на його честь. Ця престижна нагорода щорiчно
вручається фахiвцям, чий внесок у сферу обчислювальної технiки та iнформатики
мав значний i тривалий вплив. Премiя Тюрiнга є своєрiдним аналогом Нобелiвської
премiї в галузi iнформацiйних технологiй. Вперше її присудили у 1966 роцi Алану
Перлiсу за розвиток технологiї створення компiляторiв.
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25 сiчня 2025 року виповнилося 90 рокiв вiд дня народження вiдомого україн-
ського математика, кандидата фiзико-математичних наук, професора Горбайчука
Володимира Йосиповича.

Народився Володимир Йосипович 25 сiчня 1935 року в с. Радостiв Томашiвсько-
го повiту Люблiнського воєводства, що в Польщi. Пiзнiше його родина переїхала
на Україну, до Волинської областi.

У 1953 роцi закiнчив навчання в Рожищенськiй середнiй школi. На визначення
майбутнього життєвого шляху учня значний вплив зробив учитель математичних
предметiв Кицай Михайло Омелянович. В середнiй школi математику викладав
Борис Костянтинович Тоцький, який здобув освiту у Вiденському та Варшавському
унiверситетах. В шкiльнi роки Володимир Йосипович пiдтримував дружнi стосунки
з майбутнiми поетами Йосипом Струцюком та Володимиром Лучуком.
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У 1953 роцi В.Й. Горбайчук стає студентом математичного вiддiлення фiзико-
математичного факультету Луцького педагогiчного iнституту iменi Лесi Українки.
Крiм занять вiн вiдвiдував науковi гуртки i семiнари, якими керували професор
С.I. Зуховицький та доцент В. К. Дзядик (в майбутньому член-кореспондент НАН
України), вивчав додаткову лiтературу, спецiалiзуючись в окремих роздiлах теорiї
функцiй дiйсної та комплексної змiнних. Упродовж 1957–1961 рокiв В.Й. Горбайчук
вчителював у Камiнь-Каширськiй середнiй школi, викладаючи математику. У
1961 роцi був запрошений на викладацьку роботу до Луцького педiнституту, де
читав рiзноманiтнi математичнi курси — математичний аналiз, теорiю функцiй
дiйсної та комплексної змiнних, теорiю звичайних диференцiальних рiвнянь, методи
математичної фiзики, iсторiю математики, рiзнi спецкурси.

З 1968 по 1971 рiк навчався в аспiрантурi Iнституту математики НАН України.
Пiд керiвництвом вiдомого математика професора П.М.Тамразова Володимир
Йосипович успiшно захистив у 1972 роцi кандидатську дисертацiю «Про кон-
структивнi i структурнi властивостi функцiй на плоских компактах додаткової
мiсткостi».

Основна частина трудової дiяльностi В.Й. Горбайчука пройшла в Луцькому
державному педiнститутi, згодом Волинському державному унiверситетi iменi Лесi
Українки. Тут вiн став професором математики. За його iнiцiативи в унiверситетi
була створена кафедра диференцiальних рiвнянь та математичної фiзики, де вiн
став першим завiдувачем i працював до останнiх днiв свого життя. Минулого року
виповнилося 30 рокiв з дня заснування кафедри, яка сьогоднi носить назву кафедри
теорiї функцiй та методики навчання математики, i є провiдним пiдроздiлом
факультету iнформацiйних технологiй i математики Волинського нацiонального
унiверситету iменi Лесi Українки.

Володимир Йосипович працював натхненно i плiдно, вiддаючи всi свої сили,
талант вченого i педагога справi виховання молодих спецiалiстiв-математикiв. Його
лекцiї вiдзначалися оригiнальнiстю, високим науковим рiвнем, методичною дос-
коналiстю. Вiн керував науковим семiнаром з теорiї функцiй та функцiонального
аналiзу, на якому викладачами, аспiрантами та студентами розглядалися актуальнi
питання сучасної математики. Професор В.Й. Горбайчук любив вiдкривати молодi
математичнi таланти, пiдтримував їх, успiшно керував науковою роботою студентiв
та аспiрантiв. Багато його учнiв, колишнiх студентiв i аспiрантiв стали знаними
спецiалiстами математиками, викладачами вузiв та середньої школи. Серед вiдомих
вчених, яким вiн дав путiвку в життя, є доктори фiзико-математичних наук Задерей
П.В., Савчук В.В. та професор Харкевич Ю.I. Його учнi Гембарська С.Б., Падалко
Н.Й., Пiддубний О.М., Товкач Р.В. стали кандидатами фiзико-математичних наук
i сьогоднi працюють на кафедрi, фундатором якої був Володимир Йосипович.

Володимир Йосипович був натхненним популяризатором математики, проводив
заняття з учнями, писав роботи для науково-популярних журналiв, органiзову-
вав математичнi олiмпiади серед учнiв та студентiв. Вiн мав унiкальну власну
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математичну бiблiотеку, яка була пiдґрунтям його рiзносторонньої математичної
ерудицiї. Пiсля його смертi ця бiблiотека була передана у власнiсть Волинського
нацiонального унiверситету iменi Лесi Українки.

Викладання математичних дисциплiн В.Й. Горбайчук поєднував iз iнтенсивною
та плiдною науковою роботою в рiзних галузях математики. Ним опублiковано
понад 100 наукових та науково-методичних робiт у вiтчизняних та закордонних
виданнях.

Тематика наукових дослiджень вченого вражає своєю рiзноманiтнiстю. Чи-
мало робiт Володимира Йосиповича присвячено дослiдженню конструктивних
i структурних властивостей функцiй на компактах додатньої мiстностi. В них
запропоновано опис найширшого класу компактiв, для яких можна формулювати
задачу про наближення функцiй многочленами. Цi дослiдження стали основою
його кандидатської дисертацiї.

Низка робiт В.Й. Горбайчука присвячена застосуванню методiв теорiї апро-
ксимацiї до вивчення аналiтичного продовження гармонiйних функцiй. В нього
є роботи, в яких дослiджуються питання про граничнi властивостi в плоских
областях розв’язкiв рiвнянь елiптичного типу. Крiм цього, в роботах Володимира
Йосиповича розглядалися оберненi задачi математичної фiзики, коливальнiсть
розв’язкiв рiвнянь елiптичного типу, що визначаються полiгармонiйним операто-
ром.

Вiдзначимо також роботи стосовно дослiдження питань про асимптотику точної
верхньої межi вiдхилення квазiгладкої функцiї вiд її бiгармонiйного iнтеграла Пуас-
сона в крузi, а також питань про диференцiйно-рiзницевi властивостi конформних
вiдображень однозв’язних областей.

Методи наближення функцiй, дослiдження властивостей розв’язкiв рiвнянь
математичної фiзики, гармонiйних та бiгармонiйних функцiй, оберненi теореми
наближення функцiй — це далеко неповний перелiк питань, якi розглядав Воло-
димир Йосипович в своїх дослiдженнях. Крiм цього, в його науковiй спадщинi
є також роботи, присвяченi питанням iсторiї математики, методики викладання
математики та педагогiки Його науковим досягненням в значнiй мiрi сприяли
контакти в вiдомими вченими, з якими вiн мав зустрiчi на наукових конференцiях,
а також брав участь в реферуваннi наукових робiт у мiжнародному реферативному
журналi «Mathematical Reviews».

Володимир Йосипович був натхненним трудiвником i ентузiастом на нивi освiти
та математичної науки, чим заслужив повагу i любов своїх колег та студентської
молодi. Вiн був щирою, доброзичливою i водночас принциповою людиною.

Професор Горбайчук Володимир Йосипович палко любив свiй рiдний Волин-
ський край, його людей, Україну i щиро вболiвав за них. Таким i запам’ятався вiн
всiм, хто його знав.
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Стаття присвячена висвiтленню життєвого шляху, наукової, педагогiчної та про-
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Михайло Єгорович Ващенко-Захарченко
народився 31.10.1825 року в селi Малiївка, ни-
нi Золотонiський район Черкаської областi,
у родинi нащадка запорiзьких козакiв. Поча-
ткову освiту юнак отримав у Золотонiському
повiтовому училищi та Другiй київськiй гiмна-
зiї [Боголюбов, 1995], [Бондаренко, 2015]. У
1845-1846 роках навчався в Київському унiвер-
ситетi св. Володимира, де здобув математичну
освiту на вiддiленнi фiлософського факульте-
ту. Бажання поглибити свої знання спонука-
ло Михайла Єгоровича продовжити освiту за
кордоном. У 1847-1848 роках вiн навчався у
Францiї, де прослухав лекцiї таких всесвiтньо-
вiдомих математикiв, як Огюстен-Луї Кошi
та Жозеф Лiувiлль у Сорбоннi та Колеж де
Франс у Парижi. Це визначило напрям йо-
го наукових iнтересiв та заклало основу для

подальших дослiджень [Ядренко, Дзюба та iн., 2005], [O’Connor, Robertson, 2009].
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У 1852 роцi пiсля повернення до Київського унiверситету св. Володимира
Ващенко-Захарченко склав iспити за увесь курс. У 1862 роцi Михайло Єгорович
захистив магiстерську дисертацiю «Символiчне числення i його застосування до
розв’язання лiнiйних диференцiальних рiвнянь». Це дослiдження було одним з пер-
ших у Росiйськiй iмперiї, де ґрунтовно викладалася теорiя операцiйного числення
та її використання до розв’язання диференцiальних рiвнянь. Чотири роки пото-
му Михайло Єгорович захистив докторську дисертацiю з теми «Рiманова теорiя
функцiй складеної змiнної», що було однiєю з перших праць з теорiї функцiй ком-
плексної змiнної у Росiйськiй iмперiї. Дослiдження мали значний вплив на розвиток
математичної науки в країнi [Боголюбов, 1995], [O’Connor, Robertson, 2009].

Восени 1863 року М. Є. Ващенко-Захарченко став приват-доцентом Київського
унiверситету св. Володимира, у 1867 роцi – ординарним професором кафедри
чистої математики. Перша його лекцiя була з теорiї ймовiрностей, потiм з теорiї
чисел. Педагогiчна дiяльнiсть професора Михайла Єгоровича була багатогранною
та впливовою. Вiн викладав такi курси, як теорiя функцiй, рiзницеве числення,
теорiя визначникiв та теорiя форм, аналiтична геометрiя двох i трьох вимiрiв, вища
алгебра, варiацiйне числення, теорiя пiдстановок та її застосування до розв’язання
алгебраїчних рiвнянь, проективна геометрiя, вища геометрiя.

Михайло Єгорович щоразу удосконалював свої курси, протягом роботи в унi-
верситетi (1863-1902) написав 12 навчальних посiбникiв, що стали основою мате-
матичної освiти: «Теорiя визначникiв i теорiя форм» (1877), «Алгебраїчний аналiз
або вища алгебра» (1887), «Аналiтична геометрiя двох i трьох вимiрiв» (1887), «Ва-
рiацiйне числення» (1889), «Проективна геометрiя» (1897) тощо [Боголюбов, 1995],
[Ядренко, Дзюба та iн., 2005].

Студенти та колеги зазначали його велику та рiзноманiтну ерудицiю. Учнями
Михайла Єгоровича були майбутнi видатнi математики В. Єрмаков (1845-1922),
Б. Букрєєв (1859-1962), А.-Б. Пшеборський (1871-1941).

Одним зi здобуткiв Ващенка-Захарченка є популяризацiя неевклiдової геометрiї.
У 1880 роцi вiн здiйснив переклад «Начал» Евклiда – «Начала Евклiда з поясню-
вальним вступом та тлумаченням», доповнивши його вступом та коментарями, де
розглянув основи геометрiї Лобачевського. Це був суттєвий крок у просуваннi нових
iдей, якi пiзнiше склали основу сучасної математики [O’Connor, Robertson, 2009].

Окрiм викладацької та наукової дiяльностi, Михайло Єгорович захоплювався
iсторiєю математики. У 1883 роцi вiн видав працю «Iсторiя математики: Iсторич-
ний нарис розвитку геометрiї», де проаналiзував досягнення математикiв вiд
античностi до середньовiччя. Ця книга стала важливим джерелом для iсторикiв
науки [Ядренко, Дзюба та iн., 2005]. Академiк М.П. Кравчук вiдмiчав: «Ващенко-
Захарченко М. Є. був знавцем iсторiї математики, написав з неї низку великих
праць, але не зробив жодного самостiйного iсторичного дослiду, обмежився писан-
нями характеру компiлятивного» [Кравчук, 2000].
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Особисте життя Ващенка-Захарченка було
тiсно пов’язане з науково-педагогiчною дiяльнi-
стю. Навеснi 1871 року вiн взяв шлюб з Вiрою Ми-
колаївною Мельницькою (31.03.1840-02.08.1895),
яка стала його надiйною пiдтримкою та однодум-
цем. Вiра Миколаївна походила з незаможної дво-
рянської родини. Батько, Микола Терентiйович –
помiщик села Зарiччя Вишньоволоцького повiту
Тверської губернiї. Мати, Єлизавета Карлiвна –
баронеса Услар. Подружжя мало чотирнадцять
дiтей, Вiра була найстаршою.

У 1850 роцi Вiра Миколаївна вступила до
привiлейованого закладу, Санкт-Петербурзького
училища Ордена св. Єкатерини, де завдяки вiд-
мiнним успiхам навчалася за державний кошт.
Отримала вiдмiнний атестат, досконало вивчила

французьку та нiмецьку мови. Пiсля закiнчення навчання Вiра деякий час допома-
гала матерi виховувати молодших дiтей, у 1858-1860 роках викладала французьку
у Вишньоволоцькiй жiночiй гiмназiї [Антонець, 2008].

З 1860 по 1871 рiк Вiра Миколаївна працювала у Києвi класною дамою в
Iнститутi шляхетних дiвчат. Педагогiчна дiяльнiсть у цьому закладi вимагала
повної вiддачi й терпiння. Стосунки з ученицями Вiра Миколаївна засновувала на
довiрi та повазi, неабиякiй чуйностi та увазi до проблем i потреб вихованок. Попри
складнi умови роботи в закритому навчальному закладi, вона стала для багатьох
вихованок улюбленою наставницею. Доброзичливiсть та щирiсть залишилися в
пам’ятi вихованок, якi з вдячнiстю згадували її допомогу та пiдтримку навiть у
скрутнi моменти [Антонець, 2008].

У 1871 роцi, пiсля одруження з професором Київського унiверситету Михай-
лом Ващенком-Захарченком, Вiра присвятила себе родинi. Кiлька рокiв потому
Вiра Миколаївна вирiшила вiдкрити приватну жiночу гiмназiю, мрiючи надати
можливiсть отримати якiсну освiту дiвчатам, для яких були зачиненi державнi
освiтнi установи. Завдяки зусиллям подружжя Ващенко-Захарченко, значному їх
матерiальному внеску, пiдтримцi унiверситетських колег, на Бiбiковському бульва-
рi (бульвар Тараса Шевченка) у 1878 роцi гiмназiя вiдкрилася. Вiра Миколаївна
придiляла велику увагу якостi викладання, залучала до роботи висококвалiфi-
кованих педагогiв, створила навчальний заклад, який став одним iз провiдних у
Києвi [Антонець, 2008].

Смерть Вiри Миколаївни 2 серпня 1895 року могла становити загрозу iснуванню
гiмназiї, оскiльки, згiдно iз законом, пiсля смертi утримувача приватна гiмназiя
пiдлягала закриттю. Проте талант Вiри Миколаївни проявився й у створеннi
життєздатного професiйного колективу. Гiмназiя функцiонувала до 1917 року,
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керувала нею колишня класна наставниця гiмназiї Олександра Дучинська. З 1902
року гiмназiя знаходилася на вул. Тимофiївськiй (Михайла Коцюбинського, 7)
[Антонець, 2008].

М. Є. Ващенко-Захарченко похований у Києвi, на Байковому кладовищi. Михай-
ло Єгорович був видатним ученим, талановитим педагогом, за 40 рокiв педагогiчної
дiяльностi виховав не одне поколiння математикiв. Його наукова спадщина складає
понад 6,5 тисяч друкованих сторiнок, вiн був одним iз засновникiв Київського
фiзико-математичного товариства (1890), член-кореспондентом Математичного
товариства у Бордо (з 1883). Могила Вiри Ващенко-Захарченко знаходилася у
Видубицькому монастирi, на жаль, була зруйнована у часи радянської влади.

Вся наукова i педагогiчна дiяльнiсть Михайла Ващенка-Захарченка тiсно
пов’язана з Київським унiверситетом, вiн став першим iсториком математики
в унiверситетi. Сучасники вважали його реформатором методики викладання
математики, адже його пiдручники вирiзнялися новизною, оригiнальнiстю та до-
ступнiстю мови викладу. Його праця, педагогiчна дiяльнiсть є значним внеском у
розвиток математичної освiти та науки в Українi.
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У тезах висвiтлюються iсторико-фiлософськi аспекти формування аналiтичної
геометрiї як науки. Подається характеристика рiзних перiодiв її розвитку, особли-
востi вiдповiдних iсторичних епох та їх взаємозв’язкiв.
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Незалежно вiд усiх поглядiв на iсторiю науки, завданням якої є вивчення
iсторiї пiзнання свiту, що нас оточує, i тому близько пов’язану з фiлософiєю,
кожен, хто звертається до неї, прагне краще зрозумiти, усвiдомити феномен власне
iсторiї науки i тiєї конкретної галузi знань, яка його цiкавить, їх проблеми i стан
[Бєсов, 2004].

Математика, як наука, нiколи не була вiльною вiд фiлософiї, як в процесi її
iсторичного розвитку, так i на сучасному етапi. Фiлософiя у сферi математики
сприяє виробленню адекватного розумiння математичних знань, розв’язанню
питань, що природно виникають про предмет i методи математики, специфiку її
понять.

Досвiд викладання математики у закладах вищої освiти свiдчить, що розумiння
фiлософських проблем сучасної математики ускладнюється для здобувача освiти
перш за все недостатнiм ознайомленням з iсторiєю фiлософiї, а також з iсторiєю
математики. Що свiдчить про актуальнiсть проблеми дослiдження.

Розвиток геометричної теорiї вiдбувався за тими ж законами, за якими вiд-
бувається будь-яке пiзнання. Фiлософськi проблеми математики дослiджували й
українськi вченi, серед, яких Кедровський О.I, Бобкова Н.П. та iн.

Метою нашого дослiдження є iсторичний пiдхiд до цiєї проблеми. Для дося-
гнення мети, ми поставили завдання: звернутись до фiлософських дослiджень,
(перш за все в iсторичному планi) рiзних аспектiв математики, у тому числi її
структури, функцiй, вiдношення до iнших наук, звертаючи щоразу увагу на те,
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яким чином i в силу яких факторiв застарiлi погляди змiнювались новими, що
бiльше вiдповiдали дiйсному змiсту цiєї науки.

Фiлософське означення математики (як i будь-якої iншої науки) не треба
розумiти спрощено, як деяке твердження, що розкриває суть математики у виглядi
короткого афоризму. Такi означення даються, але, хоча вони i не беззмiстовнi, самi
по собi вони не мають великого методологiчного значення. Зрозумiти математику –
це зрозумiти її вiдмiннiсть вiд природничих наук, з одного боку, i вiд логiки – з
другого, зрозумiти специфiку її методiв та особливостi функцiонування. Дiйсно,
фiлософське розумiння математики, таким чином, може сформуватись тiльки як
сукупнiсть висновкiв, означень, отриманих на основi її рiзнобiчного аналiзу.

Давньогрецький мислитель Платон, засновник фiлософської школи вiдомої
як Академiя Платона, у свiй час розрiзняв арифметику i геометрiю вiдповiдно
до природи їх понять. Числа для Платона належать до свiту iдей, в той час
як геометричнi об’єкти є iдеальними тiльки наполовину, так як вони пов’язанi
з чуттєвими образами i тому займають промiжне становище мiж свiтом iдей i
реальним свiтом.

Одним з найвидатнiших науковцiв античностi вважається давньогрецький
математик, фiзик, iнженер, винахiдник та астроном Архiмед, який зробив величе-
зний внесок у розвиток математики, геометрiї у тому числi. Вiн використовував
метод вичерпування, щоб розрахувати площу, обмежену дугою параболи, шля-
хом розрахунку суми нескiнченного ряду. Спiраль Архiмеда, яку описує точка,
що рухається по колу, яке обертається, виокремлювалася серед численних кривих,
вiдомих його сучасникам. Архiмед навчився знаходити дотичну до своєї спiралi (а
його попередники вмiли проводити дотичнi до конiчних перерiзiв), знайшов площу
її витка, а також площу елiпса, поверхнi конуса i кулi, об’єми кулi i сферичного
сегменту у працi «Про коноїди i сфероїди». Особливо вiн пишався вiдкритим ним
спiввiдношенням об’єм кулi i описаного навколо неї цилiндра, що дорiвнює 2:3 у пра-
цi «Про кулю i цилiндр». Архiмед багато займався i проблемою квадратури круга
[4].

Грецькi математики звели геометричнi знання свого часу в струнку науко-
ву систему, виклад якої мiстять «Начала» Евклiда. Створення науки геометрiї
вiдiграло вирiшальну роль у застосуваннi геометричних знань до розв’язання
проблем технiки й астрономiї, тому що давало можливiсть вiднаходити необхiдну
iнформацiю з одного джерела.

Грецька епоха характеризувалася подальшим розвитком геометрiї як перiоду
вивчення деяких бiльш складних лiнiй, нiж пряма й коло, що вимагалося потребами
технiки.

Переходячи вiд вивчення властивостей найпростiших лiнiй – пряма i коло – до
вивчення кривих, бiльш складних за своїми властивостями, грецькi математики
природно стали розглядати в першу чергу кривi, що отримуються у перерiзi
вiдомих їм поверхонь – цилiндра, конуса й кулi – площиною.

Вивчення конiчних перерiзiв вiдiгравало велику роль у грецькiй математицi.
Особливо багато зробив для вивчення їхнiх властивостей грецький вчений Апол-
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лонiй Пергський, який жив приблизно за 200 рокiв до нашої ери. Результати своїх
дослiджень вiн виклав у вiдомiй працi «Про конiчнi перерiзи».

У XVII ст. глибоке вивчення цих бiльш складних лiнiй стало одним зi стимулiв
до розвитку нових галузей математичної науки. Пошуки загального методу виведе-
ння формул, якi б вiдображали властивостi фiгур i застосовувались до розв’язання
задач, привели до створення нової галузi – аналiтичної геометрiї.

Французькi математики П’єр Ферма (1601 - 1665) i Рене Декарт (1596-1650)
завершили довгий i важкий шлях попереднiх геометрiв по створенню нових методiв
у геометрiї, розглядаючи у своїх працях аналiтичну геометрiю як самостiйну науку.

У 1636 р. Ферма написав статтю «Вступ до вивчення плоских i тiлесних мiсць»,
що стала вiдразу вiдомою математикам. Iз сучасної точки зору ця стаття є по сутi
коротким елементарним вступом до аналiтичної геометрiї, де виклад матерiалу
вiдповiдний сучасному. Тут розглядаються рiзнi найпростiшi лiнiї – пряма, коло i
конiчнi перерiзи, для кожної з яких виводиться її «рiвняння» i розв’язуються за
допомогою цих «рiвнянь» рiзнi геометричнi задачi.

Рене Декарт був людиною надзвичайно широких наукових iнтересiв: фiлософ,
фiзик, механiк й математик. Вiн пройнявся iдеєю створення унiверсального методу
у науцi, за допомогою якого можна буде розв’язувати завдання даної науки. Декарт
був переконаний, що має iснувати унiверсальна математика, яка розв’язує одним
загальним методом всi задачi i вважав, що досяг цього у геометрiї, створивши
аналiтичну геометрiю - науку, що дозволяє за допомогою алгоритму геометричнi
задачi розв’язувати, використовуючи теорiю алгебраїчних рiвнянь i, навпаки.

У його книзi «Геометрiя». що вийшла у 1637 роцi, i була першою друкова-
ною книгою (близько ста сторiнок у сучасних виданнях), були закладенi основи
аналiтичної геометрiї.

Обидвi роботи – Ферма й Декарта – були завершенi майже одночасно, хоча й
незалежно одна вiд iншої (у 1636 i 1637 роках). Що пiдтверджує особливо цiкаве
й досить розповсюджене явище у науцi: рiзнi вченi одночасно й незалежно один
вiд одного приходять до однакового вiдкриття. Це є свiдченням того, що науку
рухають не просто «власнi iнтереси» окремих учених, але потужний вплив на них
економiчних, технiчних i наукових проблем епохи.

Наприкiнцi другої частини «Геометрiї» Декарт робить спробу застосувати свiй
аналiтичний метод до задач стереометрiї, але, очевидно, не придiливши цьому
питанню достатньої уваги, вiдразу допускає грубу помилку.

Аналiтична геометрiя у просторi була розроблена пiзнiше у роботах французь-
кого математика i механiка А. Клеро (1713 – 1765), який переважно займався
небесною механiкою. Клеро пiдготував блискучi пiдручники «Начала геометрiї».

Протилежний, рацiоналiстичний погляд на геометрiю i математику в цiло-
му, якому судилося вiдiграти винятково велику роль в дискусiях про природу
неевклiдових геометрiй, було розвинуто в кiнцi XVIII ст. видатним нiмецьким
фiлософом I. Кантом. Геометрiя, за Кантом, є не що iнше як виражена в поняттях
чиста iнтуїцiя простору, арифметика перебуває в такому ж вiдношеннi до чистого
вираження часу. Геометричнi i арифметичнi мiркування не емпiричнi, оскiльки
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вони вiдображають апрiорне споглядання, але разом з тим вони не аналiтичнi
мiркування, не тавтологiї, якими є правила логiки, оскiльки вони вiдображають
змiст чуттєвостi, хоч i не емпiричної.

Фiлософськi дискусiї в математицi ХIХ ст. пов’язанi в основному з розвитком
геометрiї, а саме з тлумаченням неевклiдових геометрiй. Вiдкриття неевклiдової
геометрiї Лобачевського не тiльки вiдiграло величезну роль у розвитку нових
iдей i методiв у математицi, але й має фiлософське значення.Це вiдкриття дало
вирiшальний поштовх грандiозному розвитку науки, сприяло й понинi сприяє
глибшому розумiнню матерiального свiту.

У аналiтичнiй геометрiї вивчаються лише геометричнi образи на площинi та в
просторi, що визначаються алгебраїчними рiвняннями першого та другого порядку.
Використання векторiв у аналiтичнiй геометрiї значно спростило викладення i дало
можливiсть вказати загальний пiдхiд до багатьох геометричних понять. Основнi
поняття i методи векторного числення були систематизованi та розвиненi тiльки у
80–х роках XIX ст. вiдомим американським фiзиком Дж. У. Гiббсом, який є одним iз
творцiв статичної механiки. З початку XX ст. у геометрiї, механiцi, фiзицi та iнших
роздiлах науки поняття i методи векторного числення є широко застосовуваним
апаратом [Бондаренко, Отрашевська, 2022].

Математики багато разiв змiнювали уявлення про свою науку i щоразу це ро-
били пiд впливом певних фактiв, якi змушували їх вiдмовлятись вiд сформованих
звичних переконань. Сучасне розумiння математики не може бути сформульоване
як просте зiбрання наявних iнтуїтивних уявлень про науку. Воно потребує дослi-
дження iсторiї рiзних концепцiй математики, аналiзу вiдповiдних контрприкладiв,
i на основi цього наблизитись до розумiння математики [3].

Фiлософськi дискусiї у математицi ХIХ ст. пов’язанi в основному з розви-
тком геометрiї, а саме з тлумаченням неевклiдових геометрiй. Сучасне розумiння
математики формувалося iз спроб осмислити факт неевклiдових геометрiй.
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Анотацiя

У статтi подано дослiдження iсторичного аспекту розв’язання однiєї iз слав-
нозвiсних задач давнини – побудови правильних багатокутникiв лише за допо-
могою циркуля та лiнiйки. Обґрунтовуються деякi iсторичнi мiркування вiдомих
вчених–математикiв щодо можливостi побудови за допомогою циркуля та лiнiйки
правильного семикутника.

Ключовi слова: побудова; правильний n–кутник; циркуль; лiнiйка.

Задачi на побудову зародилися ще в античнi часи, при розв’язаннi яких ви-
користовували циркуль i лiнiйку, проте як окрема вiтка абстрактної математики
виокремилися значно пiзнiше. Теорiю розв’язування задач на побудову було розро-
блено лише у XIX ст., коли точно було визначено клас задач, якi розв’язують за
допомогою цих iнструментiв.

Над теорiєю задач на побудову лише циркулем працював датський математик
Георг Мор (1640 — 1697), пiзнiше – iталiйський математик Лоренцо Маскеронi (1750
– 1800). У 1890 роцi австрiйський математик А.Адлер довiв, що будь–яка задача
на побудову, яка розв’язується циркулем i лiнiйкою, може бути розв’язана лише
циркулем. Над розв’язанням задач на побудову лише лiнiйкою працювали Ламберт,
Брiаншон i Понсоле. Найповнiше розробив геометрiю лiнiйки Штаудт(Нюрберг,
1847 р.)

Протягом багатьох столiть математики, а ще бiльше нематематики , шану-
вальники цiєї науки, цiкавилися «трьома славнозвiсними задачами давнини»:
подвоєнням куба, трисекцiєю кута, квадратурою круга, якi не розв’язанi ще донинi.
Задачi цi внаслiдок спокусливої простоти їх формулювання i безрезультатностi
спроб розв’язати їх циркулем i лiнiйкою набули широкої популярностi. Про спроби
розв’язати їх розповiдалось сотнi разiв багатьма мовами свiту. Першим серйозним
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науковим напрацюванням у цьому аспектi є цiнна книжка великого французького
iсторика математики Жана Етьєна Монтюкла (1725–1799) «Iсторiя дослiджень про
квадратуру круга з доповненням огляду про задачi подвоєння куба i трисекцiю
кута».

Надзвичайна популярнiсть згаданих трьох задач затьмарила iснування двох
аналогiчних задач давнини. Одна з них є не менш, якщо не бiльш, важливою в
iсторiї математики. Це задача про правильний семикутник, що є окремим випадком
загальної проблеми про побудову правильних многокутникiв. Дослiдженням цих
питань займалися Гаусс, Шуберт, Гермес i Ейлер. Ще з стародавнiх часiв вiдомо,
що давньогрецький Архiмед написав працю «Про семикутник», яка залишилась
невiдомою. Вона дуже iнтригувала iсторикiв математики. Адже з часiв Гаусса
( з початку XIX ст.) вiдомо, що правильний семикутник не можна побудувати,
користуючись тiльки циркулем i лiнiйкою, як цього вимагала грецька математика.

Можна було б зробити припущення, що Архiмед помилявся i вважав задачу
побудови семикутника можливою. У цьому випадку ми мали б приклад того,
як помилявся Архiмед. Лейбнiц зауважував, що помилки великих умiв можуть
бути повчальнiшими, нiж їх правильнi твердження, повчальнiшими з точки зору
методологiї i методики науки.

Можна було б вiдносно змiсту невiдомої працi Архiмеда зробити друге припу-
щення, а саме, що Архiмед доводив неможливiсть розв’язання задачi на побудову
правильного семикутника циркулем i лiнiйкою. При такому припущеннi виходило
б, що Архiмед випередив досягнення Гаусса, а про Архiмеда, якого всi i завжди
вважали найвидатнiшим математиком усiх часiв i всiх народiв, ми були б ще вищої
думки, нiж тепер. Виявляється, що обидва цi припущення неправильнi.

Приступаючи до розв’язання цiєї задачi, можна було б мiркувати звичайним
способом: припускаючи, що задачу розв’язано, почати шукати спiввiдношення, якi
iснують мiж шуканими, даними i допомiжними величинами та як, на основi цих
спiввiдношень, виконати побудову. Могли б мiркували так.

Рис. 1:

Припустимо, що коло (рис. 1) подiлено на сiм рiвних частин
точками B, H, L, Z, G, E, M, якi будуть вершинами семикутника
(для спрощення рисунка сторони семикутника не проведенi).

Дуга ВН буде сьомою частиною кола, хорда ВН – стороною
правильного вписаного семикутника . вiдрiзки, що сполучають
деякi вершини: HZ, HG, HE, BZ, BG, – це дiагоналi семикутника.

Сполучимо ще вiдрiзок АТ точки перетину дiагоналей BZ та
HG i дiагоналей BG i HE.

Задача на побудову правильного семикутника буде
розв’язана, якщо визначимо розташування точок К i А на дiагоналi BZ. Має-
мо:

1. ∠BZH = ∠ZHG = ∠AHK = ∠ZBG , як вписанi кути, що спираються на 1
7

частину кола; позначимо цей кут 𝛼; 𝛼 = 360∘

2·7 = 180∘

7 ; 7𝛼 = 180.
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2. ∠BHK = ∠HBZ = 2𝛼, як вписанi кути, що спираються на дуги, якi дорiвню-
ють 2

7 кола;

3. ∠КАН = 2𝛼, як зовнiшнiй кут трикутника HAZ;

4. ∠НКА = ∠ВКТ = 4𝛼, як зовнiшнiй кут трикутника ВКН;

5. ∠ВКН = ∠АКТ = 3𝛼, як кути, сумiжнi кутам НКА i ВКТ(п.4);

6. △ВНА = △ВНТ (у них спiльна сторона ВН i вiдповiдно рiвнi прилеглi до цiєї
сторони кути): у трикутнику ВНА ∠НВА = 2𝛼, ∠ВНА = 3𝛼; у трикутнику
ВНТ ∠ВНТ=2𝛼, ∠НВТ = 3𝛼; отже, НА=ВТ ; ВА=НТ;

7. △BTA = △HTA за трьома вiдповiдно рiвними сторонами; звiдси ∠HTA =
∠BAT = 2𝛼, бо △KTA рiвнобедрений i ∠AKT = 3𝛼; отже, KA = KT;

8. △НКА подiбний △НКZ (у цих трикутникiв вiдповiднi кути рiвнi: ∠HKA –
спiльний, ∠KHA = ∠HZK = 𝛼), звiдси НК:КZ=KA:НК, або ВК:КZ=КА:ВК,
або KZ·КА = ВК2. Введемо позначення: AZ = AH = x, BK = KH = z, KA =
y; тодi маємо: z:(x+y)=y:z, або

(𝑥+ 𝑦)𝑦 = 𝑧2 (1)

9. △AHK подiбний △AHK(∠KHA – спiльний за п.3 i 7). З подiбностi трикутни-
кiв випливає, що НТ:НА=НА:НК, або ВА:НА=НА:ВК, або ВА·ВК = НА2,
або (z+y):х = х:z, або

(𝑥+ 𝑦)𝑦 = 𝑧2 (2)

Рiвностi (1) i (2) виражають умови, якi повиннi задовольняти вiдрiзки дiагоналi
BZ, якщо коло подiлено точками B, H, L, Z, G, E, M на 7 рiвних частин i ВН є
стороною правильного вписаного семикутника. Якщо цi умови можна здiйснити
циркулем i лiнiйкою, то задачу на побудову семикутника можна розв’язати.

Свою працю про семикутник Архiмед починає вiдзразу з побудов вiдрiзкiв, що
задовольняють виведенi вище спiввiдношення (1), (2), нi слова не пояснюючи те ,
для чого це робиться i до чого приведе або мусить привести . Результат проведених
нами мiркувань з подивом переконує у тому , що нiчим не умотивована побудова
несподiвано приводить до розв’язання певної задачi.

Але подiл вiдрiзка BZ на подiбнi для побудови правильного семикутника частин

x,y i z приводить до системи рiвнянь

{︃
(𝑥+ 𝑦)𝑦 = 𝑧2,

(𝑦 + 𝑧)𝑧 = 𝑥2.
яку не можна розв’язати

циркулем i лiнiйкою , тому побудова правильного семикутника циркулем i лiнiйкою
неможлива.
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У 1796 р. Гаусс зробив своє перше математичне вiдкриття: довiв, що правильний
сiмнадцятикутник можна побудувати з допомогою циркуля та лiнiйки. У 19–
рiчному вiцi студент зробив вагомий внесок у розв’язання проблеми побудови
правильних многокутникiв, що мала бiльш як двадцятистолiтню iсторiю. Так,
ще у VI ст. до н.е. грецький математик Пiфагор та його учнi розв’язали першi
задачi на побудову правильних многокутникiв. Пiзнiше, у III ст. до н. е. грецький
математик Евклiд у своїх «Началах» детальн розглянув способи виконання таких
побудов для правильних многокутникiв, кiлькiсть сторiн яких дорiвнює 3,4,5,6,15.
Крiм того, античнi математики вмiли будувати всi тi правильнi многокутники,
якi можна отримати з вже побудованих шляхом подвоєння кiлькостi їх сторiн,
тобто при 𝑛 = 2𝑘, 𝑛 = 3× 2𝑘, 𝑛 = 1× 2𝑘 (k=1,2,3...). Виникало питання: чи можна
за допомогою циркуля та лiнiйки побудувати правильний n-кутник для iнших
значень n? Якщо так, то з будь-якими чи нi? Проте, нi античнi математики, нi
математики наступних столiть не змогли вiдповiсти на це запитання.

Циркулем та лiнiйкою можна побудувати лише тi залежностi мiж величинами,
якi мовою алгебри записуються за допомогою квадратних рiвнянь або зводяться
до них. Гаусс показав , що циркулем та лiнiйкою можна побудувати правильний
n-кутник , якщо n є просте число виду 22𝑘+1, де k=1,2,3,... Ця умова, як можна
довести, є необхiдною i достатньою. Варто зауважити, що задача про побудову
правильного n–кутника рiвносильна задачi про подiл кола на n рiвних частин.
Саме в такiй постановцi розв’язав задачу Гаусс, звiвши її до простiшого випадку,
коли число n–просте.

Архiмед не помилявся у своїх мiркуваннях i не намагався будувати правильний
семикутник циркулем та лiнiйкою. Вiн не випередив iдей Гаусса, що, звичайно,
мало iмовiрно. Вiн додав у своїй вiдомiй працi про семикутник четверту стародавню
задачу до трьох давно вiдомих (про подвоєння куба, трисекцiю кута i квадратуру
круга), як неможливо розв’язати циркулем та лiнiйкою. Iсторiя розв’язання задачi
про семикутник є однiєю iз найвагомiших i найцiкавiших серед стародавнiх задач.

Теорiя задач на побудову вiдображає особливостi i властивостi графiчної пра-
ктики i показує шляхи її удосконалення та розвитку.
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Анотацiя

Робота висвiтлює iсторичний розвиток iнтерполяцiї вiд давнiх астрономiчних
таблиць до аналiтичних методiв XVII–XVIII столiть. Особливу увагу придiлено
внеску Ньютона та Лагранжа, їхнiм математичним пiдходам i застосуванням.

Ключовi слова: iнтерполяцiя; iсторiя.

Iнтерполяцiя – це ключовий метод чисельного аналiзу, що дозволяє визначати
значення функцiї мiж заданими дискретними точками. Вона широко застосовується
у фiзицi, астрономiї, обчислювальнiй математицi, машинному навчаннi та цифровiй
обробцi сигналiв. З розвитком науки iнтерполяцiя еволюцiонувала вiд простих
емпiричних пiдходiв до сучасних алгоритмiчних рiшень.

Найдавнiшi згадки про iнтерполяцiю вiдносяться до вавилонської цивiлiзацiї
(близько 2000–300 рр. до н.е.), де астрономи складали таблицi для передбаче-
ння руху небесних тiл. Оскiльки реальнi спостереження були обмеженi, вченi
використовували лiнiйну iнтерполяцiю для заповнення промiжних значень у сво-
їх розрахунках. У Стародавнiй Грецiї, приблизно в II столiттi до н.е., Гiппарх
застосовував аналогiчнi методи для створення тригонометричних таблиць, що
допомагали визначати координати зiрок. Пiзнiше Птолемей розвинув цi мето-
ди, додаючи складнiшi пiдходи до обчислення положень планет у своїй працi
«Альмагест».[Meijering, 2002]

У середньовiччi розвиток iнтерполяцiї продовжився в працях арабських, ки-
тайських та iндiйських математикiв. Iндiйський математик Брахмагупта у VII
столiттi використовував методи квадратичної iнтерполяцiї для визначення значень
тригонометричних функцiй. У XI–XV столiттях арабськi математики Аль-Бiрунi
та Аль-Кашi розробили методи багаточленної апроксимацiї для астрономiчних i
географiчних розрахункiв. Дослiдники зазначають, що цi методи могли зазнати
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впливу iндiйських математичних традицiй, оскiльки Брахмагупта та iншi iндiй-
ськi вченi активно розвивали теорiю iнтерполяцiї, а їхнi працi перекладалися
арабською мовою вже в VIII столiттi.[Meijering, 2002] Китайськi вченi створили
технiки другого i третього порядку, що дозволяли пiдвищити точнiсть передбачень
у календарних розрахунках.

XVII столiття стало перiодом Наукової революцiї, яка радикально змiнила
пiдходи до вивчення природи. Величезний внесок у розвиток математики зробили
такi вченi, як Iсаак Ньютон, Готфрiд Вiльгельм Лейбнiц, Джеймс Грегорi, Едмунд
Галлей та iншi. Саме в цей перiод закладено основи сучасного чисельного аналiзу,
що включає теорiю iнтерполяцiї.

Одним iз ключових проривiв стала робота Iсаака Ньютона. Вiн розробив за-
гальний метод кiнцевих рiзниць та запровадив формулу iнтерполяцiї, яка дозволя-
ла працювати з нерiвномiрно розташованими вузлами. У своєму листi до Генрi
Олденбурга в 1676 роцi Ньютон писав, що проблема iнтерполяцiї є «...одна з най-
красивiших задач, якi я тiльки мiг би побажати вирiшити», що пiдкреслювала її
значущiсть для тогочасних науковцiв.[Goldstine, 1977] Загальна формула Ньютона
для iнтерполяцiї для довiльних (вiдмiнних один вiд одного) точок 𝑥0, 𝑥1, . . . , у
сучасному виглядi записується так:

𝑓(𝑥) = 𝑎0+𝑎1(𝑥−𝑥0)+𝑎2(𝑥−𝑥0)(𝑥−𝑥1)+· · ·+𝑎𝑛(𝑥−𝑥0)(𝑥−𝑥1) . . . (𝑥−𝑥𝑛−1)+𝑅𝑛(𝑓 ;𝑥),
(1)

де 𝑎𝑘 — це подiленi рiзницi 𝑘-го порядку функцiї 𝑓 щодо точок iнтерполяцiї
𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, де 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛, а 𝑅𝑛(𝑓 ;𝑥) — залишковий член, який дозволяє
оцiнити похибку апроксимацiї.Хоча сам Ньютон i Лагранж не згадували його у
своїх роботах. Формула (1) Ньютона без залишкового члена була опублiкована в
його працi «Principia»(1687) i займала не бiльше половини сторiнки.

Цiкавою була спроба використання формули Ньютона Леонардом Ейлером
у листi 1734 року до Данiеля Бернуллi.[Gautschi, 2008] Вiн намагався обчислити
натуральний логарифм log(𝑥) для деякого 𝑥 мiж 1 i 10, використовуючи (1) при
𝑥𝑘 = 10𝑘, log(𝑥𝑘) = 𝑘, де 𝑘 = 0, 1, 2, . . . . Вiн обчислив подiленi рiзницi за формулою:

𝑎𝑘 = [𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘] log =
(−1)𝑘−1

10
𝑘(𝑘−1)

2 (10𝑘 − 1)
, 𝑘 = 1, 2, 3, . . . ,

i, пiдставивши їх у формулу Ньютона, отримав:

𝑆(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘(𝑥− 1)(𝑥− 10) . . . (𝑥− 10𝑘−1). (2)

Ряд швидко збiгається, але, на жаль, не до log 𝑥. Наприклад, для 𝑥 = 9 вiн дає
значення 𝑆(9) ≈ −0.89777885688... замiсть правильного log 9 = 0.954242509439...
Ейлер сподiвався знайти пояснення цього явища, але на той час аналiз, особливо
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комплексний, ще не був достатньо розвинений, щоб дати вiдповiдь. Проблема
полягала в тому, що швидкiсть збiжностi ряду (2) робить 𝑆(𝑥) цiлою функцi-
єю, яка не може точно представити логарифм. Ейлер не полишав цю тему i
через майже двадцять рокiв, у 1754 роцi, повернувся до дослiдження 𝑆(𝑥), тепер
використовуючи логарифми з довiльною основою. Вiн вiдкрив кiлька цiкавих
тотожностей, серед яких спецiальнi випадки q-бiномiальної теореми. Згодом ця
функцiя була запропонована як основа для визначення q-аналогового логарифма.
[Koelink, Van Assche, 2009]

Розвиток iнтерполяцiйних методiв продовжився у XVIII столiттi, коли Жозеф-
Луї Лагранж запропонував альтернативний пiдхiд до побудови iнтерполяцiйного
полiнома. Незважаючи на те, що загальна формула, яка сьогоднi носить його iм’я,
не з’явилася безпосередньо в його раннiх працях, вона була представлена у п’ятiй
лекцiї курсу Éléments de mathématiques, прочитанiй у 1795 роцi в École Normale.
Пiзнiше ця лекцiя була опублiкована у Séances des Écoles Normales (1794–1795)
та перевидана в Journal de l’École Polytechnique у 1812 роцi на прохання самого
Лагранжа.[Gautschi, 2012]

Лагранж високо оцiнював iнтерполяцiйнi методи, особливо їх значення для
астрономiї. Вiн писав: «Метод iнтерполяцiї є одним iз найвитонченiших i най-
кориснiших, якi має астрономiя». Його роботи суттєво розширили можливостi
чисельного аналiзу, i запропонована ним формула дозволяла отримувати iнтерпо-
ляцiйний полiном у явному виглядi, уникаючи необхiдностi обчислення подiлених
рiзниць, як у методi Ньютона.

Лагранж розглядав проблему побудови кривої через кiлька заданих точок
i зазначав: «Зрештою, все зводиться до написання або побудови кривої через
кiлька точок, незалежно вiд того, чи цi точки визначенi розрахунками, чи побу-
дованi геометрично, чи навiть отриманi шляхом спостережень або незалежних
експериментiв».[Gautschi, 2012] Вiн розумiв, що через будь-який набiр точок мо-
жна провести безлiч рiзних кривих, i тому запропонував вибирати найпростiшi
та найбiльш зручнi для використання серед них. У своїх розрахунках Лагранж
використовував таблицю подiлених рiзниць, подiбну до тiєї, що застосовував Нью-
тон, але прийшов до iншого пiдходу для представлення iнтерполяцiйного полiнома.
Його формула записується у виглядi:

𝑦 = 𝐴𝑃 +𝐵𝑄+ 𝐶𝑅 +𝐷𝑆 + . . .

де коефiцiєнти 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷, . . . визначаються за формулами:

𝐴 =
(𝑥− 𝑞)(𝑥− 𝑟)(𝑥− 𝑠) . . .

(𝑝− 𝑞)(𝑝− 𝑟)(𝑝− 𝑠) . . .

𝐵 =
(𝑥− 𝑝)(𝑥− 𝑟)(𝑥− 𝑠) . . .

(𝑞 − 𝑝)(𝑞 − 𝑟)(𝑞 − 𝑠) . . .
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𝐶 =
(𝑥− 𝑝)(𝑥− 𝑞)(𝑥− 𝑠) . . .

(𝑟 − 𝑝)(𝑟 − 𝑞)(𝑟 − 𝑠) . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

Головною перевагою цього пiдходу була його простота: кожен коефiцiєнт мав
властивiсть, що дорiвнював 1 у своїй точцi та 0 в iнших, що спрощувало обчислення.
Лагранж також запропонував метод зворотної iнтерполяцiї, тобто знаходження
значення 𝑥 для заданого 𝑦, що мало важливе значення для розв’язання рiвнянь.

Формула Лагранжа знайшла широке застосування у чисельному аналiзi та
практичних розрахунках. Вона використовується в астрономiї для обчислення
траєкторiй небесних тiл, у фiзицi для апроксимацiї експериментальних даних, у
цифровiй обробцi сигналiв для побудови фiльтрiв та в чисельних методах для
розв’язання рiвнянь. Попри те, що метод Лагранжа поступається у стабiльностi
iнтерполяцiї Ньютона при великiй кiлькостi вузлiв (через ефект Рунге), його
простота i зручнiсть роблять його одним iз найважливiших iнструментiв чисельного
аналiзу. Лагранж пiдкреслював переваги своєї формули: «Вона є кращою завдяки
простотi аналiзу, на якому вона заснована, i її власнiй формi, яка набагато зручнiша
для обчислень».

Таким чином, iнтерполяцiя, що розвивалася протягом тисячолiть, пройшла
шлях вiд найпростiших методiв у вавилонськiй астрономiї до складних матема-
тичних пiдходiв XVII–XVIII столiть. Роботи Ньютона i Лагранжа стали основою
сучасних чисельних алгоритмiв, якi й досi використовуються у прикладних розра-
хунках та моделюваннi складних процесiв.
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Анотацiя

Статтю присвячено висвiтленню 90-рiчної iсторiї провiдного математичного
центру України – Iнституту математики НАН України. Розглядаються етапи
становлення iнституцiї, науковi школи й розвинутi науковi напрями, одержанi
результати та їх суспiльне значення.

Ключовi слова: Iнститут математики НАН України; iсторiя науки i технiки;
науковi школи.

У зв’язку з переходом ВУАН на нову органiзацiйну стру-
ктуру, 13 лютого 1934 р. на базi трьох кафедр природничо-
технiчного вiддiлу (прикладної математики, чистої мате-
матики та математичної статистики) було органiзовано Iн-
ститут математики АН УРСР (директор – Д.О. Ґраве) [1].
При заснуваннi було затверджено напрями дослiджень: те-
орiя диференцiальних рiвнянь, теорiя нелiнiйних коливань,
прикладна математика i механiка, математична статистика.

Журнал «Вiстi Всеукраїнської академiї наук» повiдомляв, що «Iнститут мате-
матики розгортає широко свою роботу з проблем теорiї диференцiальних й iн-
тегральних рiвнянь, iнтегральних iнварiантiв, арифметичної теорiї алгебраїчних
величин, питань математичної статистики, застосовної математики тощо. Iнститут
має пов’язати роботу окремих секторiв мiж собою на основi комплексних проблем
математики» [2].

1939 р. у Львовi органiзовано фiлiю Iнституту, перетворену 1978 р. на Iнститут
прикладних проблем механiки i математики АН УРСР. В евакуацiї 1941–1943 у
м. Уфа функцiонував Iнститут математики та фiзики АН УРСР.
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Академiк АН УРСР
М.М. Боголюбов

До функцiй Iнституту математики належала пiдготовка
висококвалiфiкованих наукових кадрiв для високотехноло-
гiчної промисловостi, ракетно-космiчної та обчислювальної
технiки. Сформувалися науковi школи в галузi диференцi-
альних рiвнянь, нелiнiйних коливань i динамiчних систем,
математичної фiзики, алгебри, геометрiї й топологiї, фун-
кцiонального аналiзу, математичних проблем механiки, обчи-
слювальної математики, теорiї ймовiрностей та математичної
статистики, теорiї функцiй. Вiдомi у свiтi їх засновники та
представники – Д.О. Ґраве, М.М. Крилов, М.П. Кравчук,
М.М. Боголюбов, Ю.О. Митропольський, А.М. Самойленко,
О.М. Шарковський, О.С. Парасюк, Д.Я. Петрина, Ю.М. Бе-
резанський, I.В. Скрипник, Б.В. Гнєденко, А.В. Скороход,

В.С. Королюк, В.I. Фущич, М.Г. Крейн, М.Л. Горбачук, Є.Я. Ремез, В.К. Дзядик,
В.М. Глушков, О.В. Погорєлов, Й.З. Штокало, О.Ю. Iшлiнський, Г.М. Савiн.

Наприклад, М.М. Криловим i М.М. Боголюбовим у 1932–1937 рр. було побу-
довано новий математичний апарат для дослiдження коливних систем iз малим
параметром – асимптотичну теорiю нелiнiйних коливань («нелiнiйна механiка»).
Ю.О. Митропольським розвинуто якiсну теорiю диференцiальних рiвнянь (1960–
1980), А.М. Самойленко дослiдив поведiнку iнтегральних кривих на iнварiантних
тороїдальних i компактних багатовидах та у їх околах, започаткував теорiю дифе-
ренцiальних систем з iмпульсною дiєю (1965–1990).

З 1939 р. у Львiвському вiддiленнi Iнституту математики в галузi функцiо-
нального аналiзу працював С. Банах – фундатор вiдомої наукової школи. У 1934
р. Є.Я. Ремез розробив iтеративний числовий алгоритм (алгоритм Ремеза), ва-
жливий для теорiї апроксимацiї, обчислювальної математики та електронiки при
проєктуваннi цифрових фiльтрiв зi скiнченною iмпульсною характеристикою (FIR-
фiльтрiв).

З 1939 р. Iнститут математики очолив академiк М.О. Лаврентьєв, автор мате-
матичної моделi кумулятивного снаряду, суть якої полягає в тому, що при певних
тиску й швидкостi руху заряду броня поводить себе як iдеальна рiдина, яку мо-
жна описати крайовою задачею для рiвняння Лапласа. Вчений здiйснив внесок
у теорiю хвиль, 1946 р. довiв iснування вiдокремленої хвилi (солiтону). Разом iз
С.Г. Крейном дослiдив стiйкiсть твердих тiл з рiдинним наповненням (артилерiя),
з С.В. Малашенком – обертання тiл на струнному пiдвiсi. У 1947 з О.Ю. Iшлiн-
ським було створено теорiю iнерцiйної навiгацiї i розв’язано задачi керування
балiстичними ракетами. В.М. Кошляков розробив методи компенсацiї похибок
гiроскопiчних приладiв в умовах маневрування суден.

У вереснi 1949 р. вiддiл асимптотичних методiв та статистичної механiки,
керiвником якого був М.М. Боголюбов, було розширено завдяки органiзацiї об-
числювальної групи. 1954 р. у Iнститут математики з Iнституту електротехнiки
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АН УРСР було переведено Лабораторiю обчислювальної математики i технiки,
яку очолювали Б.В. Гнєденко, пiзнiше В.М. Глушков. 1956 р. тут започатковано
створення обчислювальної машини «Київ», у груднi 1957 р. на базi лабораторiї
органiзовано Обчислювальний центр АН УРСР, 23 грудня 1961 р. – Iнститут
кiбернетики АН УРСР [3].

Крiм того, пiд керiвництвом Б.В. Гнєденка та М.М. Амосова в лабораторiї
моделювання вищої нервової дiяльностi IМ АН УРСР створено одну з перших в
СРСР дiагностичних машин з визначення вад серця за певним числом ознак. В
Iнститутi 16 грудня 1958 р. створено й Лабораторiю № 1 для розробки математи-
чного забезпечення для проєктування ракетно-космiчної технiки пiд керiвництвом
С.Ф. Фещенка (згодом – вiддiл сучасних проблем динамiки).

Iнститут математики сприяв становленню Iнституту прикладних проблем ме-
ханiки i математики iм. Я.С. Пiдстригача HAH України (1978), Донецького обчи-
слювального центру АН УРСР (1965), згодом – Iнституту прикладної математики
i механiки HAH України (1970) [4].

Академiк НАН
України

А.М. Самойленко

Нинi в iнститутi працюють 12 наукових вiддiлiв та 3 лабо-
раторiї: вiддiли алгебри i топологiї; диференцiальних рiвнянь
та теорiї коливань; комплексного аналiзу i теорiї потенцi-
алу; математичних проблем механiки та теорiї керування;
математичної фiзики; нелiнiйного аналiзу; обчислювальної
математики; теорiї випадкових процесiв; теорiї динамiчних
систем; теорiї функцiй; фрактального аналiзу; функцiональ-
ного аналiзу; лабораторiї крайових задач теорiї диференцi-
альних рiвнянь; оптимальних методiв для обернених задач;
топологiї.

Не оминули Iнститут математики й трагiчнi подiї перiоду
полiтичних репресiй. 22 серпня 1936 р. зi складу Академiї
було виключено члена-кореспондента ВУАН, вченого секре-
таря Iнституту М.X. Орлова як «контрреволюцiонера, ворога партiї, уряду i
радянського народу». 21 жовтня 1936 р. вчений був розстрiляний.

4 жовтня 1937 р., у зв’язку зi статтею у газетi «Комунiст» вiд 14 вересня 1937 р.
академiк, завiдувач вiддiлу математичної статистики М.П. Кравчук був знятий з
посади, а вiддiл лiквiдовано. Вченого заарештовано 21 лютого 1938 р., 23 лютого
1938 р. його виключено зi складу дiйсних членiв АН УРСР. 23 вересня 1938 р.
вченому було винесено вирок – ув’язнення строком на 20 рокiв iз ураженням у
полiтичних правах на 5 рокiв та конфiскацiєю майна.

У червнi-липнi 1940 р. листи до НКВС УРСР на захист заарештованого вченого
надiслали член-кореспондент АН УРСР Ю.Д. Соколов та член-кореспондент АН
СРСР М.Г. Чеботарьов, професор О.С. Смогоржевський, доцент Й.Б. Погре-
биський, доцент Я.С. Гольдбаум [5]. 9 березня 1942 р. академiк М.П. Кравчук
помер у концентрацiйному таборi у Магаданi. Науковий спiвробiтник вiддiлу
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М.П. Кравчука, кандидат фiзико-математичних наук В.I. Можар у жовтнi 1937 р.
був засуджений до вищої мiри покарання та розстрiляний.

Науковцi Iнституту виявляли свою громадянську позицiю й з iнших приводiв.
У березнi–липнi 1988 р. проти зневажливого ставлення вищих органiв влади
до рекомендацiй науки щодо перегляду програми розвитку атомної енергетики
в Українi виступили iнженери та науковцi науково-дослiдних установ Києва, з
Iнституту математики – академiки Ю.М. Березанський i А.В. Скороход, член-
кореспондент АН УРСР О.М. Боголюбов, доктор фiз.-мат. наук В.Д. Кошманенко
[6].

Ознакою того, що Україна, незважаючи на широкомасштабну вiйськову агресiю
рф, продовжує посiдати гiднi позицiї у мiжнародному науковому просторi, стало
оприлюднення у травнi 2023 р. Центром свiтових рейтингiв унiверситетiв рейтингу
Global 2000, до якого увiйшли шiсть українських iнститутiв, зокрема Iнститут
математики НАН України [7].

Академiк АН УРСР
Й.З. Штокало

Слiд зазначити, що у другiй половинi 50-х рр. в Українi
формувались дослiдження з iсторiї математичного природо-
знавства. В Iнститутi математики дiяв науковий семiнар з
iсторiї математики, з 1956 р. його науковим керiвником став
академiк АН УРСР Й.З. Штокало. Працi вченого стосували-
ся теорiї диференцiальних рiвнянь, операцiйного числення
та iсторiї математики. Вiн дослiджував питання стiйкостi
розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь зi змiнними та
квазiперiодичними коефiцiєнтами, узагальнивши на їх випа-
док символiчний метод; 13 липня 1956 р. очолив новостворе-
ний вiддiл iсторiї математики Iнституту [8]. У 1959–2001 рр.
Iнститут видавав збiрники з iсторiї математики. 26 червня
1965 р. Й.З. Штокала було обрано членом-кореспондентом
Мiжнародної академiї iсторiї науки. 1971 р. за чотиритомну

працю в 5 книгах «Iсторiя вiтчизняної математики» Й.З. Штокало з колегами
були вiдзначенi медаллю Койре.

4 сiчня 1963 р. на базi вiддiлу iсторiї математики та вiддiлу iсторiї технiки
Iнституту теплоенергетики у складi Iнституту iсторiї АН УРСР створено Сектор
iсторiї природознавства i технiки (завiдувач – Й.З. Штокало), на базi якого та
iнших пiдроздiлiв 22 липня 1986 р. органiзовано Центр (нинi Iнститут) дослiджень
науково-технiчного потенцiалу та iсторiї науки АН УРСР [9].
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Дослiдження математикiв АН УРСР
з балiстики в 20–30-х роках ХХ ст.
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Анотацiя

Статтю присвячено висвiтленню розвитку балiстики як наукового напряму,
а також дослiджень математикiв АН УРСР з балiстики в 20-30-х роках ХХ ст.,
зокрема М.Х. Орлова та М.К. Куренського.

Ключовi слова: балiстика; iсторiя науки й технiки; Орлов М.Х.; Курен-
ський М.К.

У часи повномасштабної росiйської вiйни проти України словом «балiстика»
українцi називають росiйськi балiстичнi та аеробалiстичнi ракети, полiт яких
вiдбувається за балiстичною траєкторiєю i якi вважають складною цiллю для
систем ППО («Iскандер-М», «Точка-У», «Сармат», Х-47М2 «Кинджал», РС-26
«Рубiж» та iн.).

У сучаснiй українськiй науковiй i науково-популярнiй лiтературi немає фунда-
ментальних праць з iсторiї балiстики. Дослiдники лише торкаються проблем, якi
треба описати.

Термiн “балiстика” походить вiд слова “ballo” – кидаю. Iсторично балiстика вини-
кла як вiйськова наука, яка визначає теоретичнi основи та практичне застосування
закономiрностей польоту снаряда.

Балiстика – наука про рух кинутих тiл, яка використовує методи математики i
фiзики. Вона займається, головним чином, дослiдженням руху снарядiв, випущених
iз вогнепальної зброї, ракетних снарядiв i балiстичних ракет.

Iсторiя балiстики глибоко переплетена з розвитком пороху та вогнепальної
зброї. Балiстика, наука про рух, полiт i удар снарядiв, подiляється на внутрiшню,
зовнiшню, промiжну та кiнцеву балiстику, а також балiстику ран, яка вивчає вплив
снарядiв на живi цiлi. За тривалий шлях свого розвитку балiстика перетворилася
з вiддiлу теоретичної механiки на самостiйну дисциплiну.
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Загалом, iсторiя балiстики свiдчить про взаємодiю мiж науковими вiдкриттями
та технологiчними iнновацiями, що суттєво впливало на вiйськовий потенцiал i
стратегiї протягом столiть.

Виникнення балiстики пов’язують iз великим ученим давнини — Архiмедом,
який сконструював метальнi машини (балiсти) i розрахував траєкторiю польоту
метальних снарядiв.

Винахiд пороху визначив поворот у вiйськовiй технiцi. Винайдений у Китаї
в IX ст., порох спочатку використовувався в ракетах i гарматах. Це була сумiш
нiтрату калiю, деревного вугiлля та сiрки. Розробка порохової зброї в Європi
привела до значного прогресу у вiйськовiй тактицi та технологiї.

Балiстика як наука виникла у XVI ст. Однiєю з перших праць з цiєї галузi
знань була книга вiдомого iталiйського математика Н. Тартальї «Nova Scientia»
(«Нова наука», 1537). Вiн довiв, що траєкторiя польоту снаряда є кривою лiнiєю i
максимальна дальнiсть польоту вiдповiдає куту 45°.

Наукове вивчення зародилося в епоху середньовiччя з появою вогнепальної
зброї. З розвитком технологiй створення зброї, балiстична наука еволюцiонувала,
стаючи все бiльш складною та багатогранною.

Термiн «Балiстика» запропонував у 1694 р. вiдомий французький учений
М. Мерсенн. У XVII ст. фундаментальнi принципи зовнiшньої балiстики встановили
Е. Торрiчеллi, М. Мерсенн i Г. Галiлей, який розробив параболiчну теорiю руху
снаряда. У XVII ст. Галiлео Галiлей та Iсаак Ньютон заклали основи балiстики у
її сучасному виглядi, запровадивши концепцiї iнерцiї та гравiтацiї, якi вiдiграли
ключову роль у розумiннi руху снарядiв.

Першi дослiдження впливу сили опору на траєкторiю снаряда належать I. Нью-
тону («Mathematical Principles of Natural Philosophy» «Математичнi принципи нату-
ральної фiлософiї», 1686). У XVII–XVIII ст. рух снарядiв дослiджували Х. Гюйґенс,
П. Варiньон, Л. Ейлер та iн. Експериментальнi й теоретичнi основи внутрiшньої
балiстики були закладенi у XVIII ст. у працях Б. Робiнса, Ч. Хеттона, Д. Бернуллi.

До кiнця XVIII ст. науковi досягнення почали впливати на балiстику. Балiсти-
чний маятник, винайдений Бенджамiном Робiнсом, дозволив вимiряти початкову
швидкiсть, поглибивши розумiння ефективної потужностi снаряда. У цей перiод
також вiдбулися вдосконалення у виробництвi пороху, наприклад, використан-
ня деревного вугiлля, що спалювалося в цилiндрах, пiдвищило однорiднiсть i
потужнiсть пороху.

У XIX ст. розробка великих морських гармат i берегових оборонних споруд
розширила межi iснуючих матерiалiв i методiв, що привело до iнновацiй у вимiрю-
ваннi внутрiшнього тиску всерединi гармат, розробки гармат iз товстiшими галiфе,
вiдомих як гармати «пляшка газованої води», якi були оптимiзованi для тиску пiд
час стрiльби.

Значний внесок у розвиток балiстики як науки зробили Леонард Ейлер, Лом-
бард Гуттон. З 1820 року вченi почали дослiджувати вплив тертя на рух снаряда
чи кулi.

Знаковою подiєю в розвитку балiстики стало повсюдне використання вогне-
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пальної зброї нарiзного типу зi снарядами довгастої форми. Вивченням питань
балiстики зайнялися не лише фiзики, а й артилеристи. Проводилися дослiди,
зокрема на заводах, де виготовляли зброю.

У перiод з 1881 по 1890 роки на заводi Круппа були отриманi важливi ре-
зультати, що стосувалися швидкостi руху снарядiв, випущених iз гармат рiзного
калiбру. Були винайденi балiстичнi прилади, а завдяки зусиллям рiзних учених
започатковано внутрiшню балiстику як напрям дослiдження.

На початку ХХ ст. вiдбулися радикальнi змiни в галузi балiстики. У 1900 р.
М. Кутт i К. Рунге створили числовий метод iнтегрування диференцiальних
рiвнянь. Вiн дозволив розв’язувати рiвняння з використанням значень вихiдних
даних.

У XX ст., з розвитком ракетної технiки та космiчних дослiджень, вiдбувся новий
виток розвитку науки. Дослiдження, якi проводились у рамках космiчних програм,
не тiльки просунули науку про рух об’єктiв у космосi, а й значно полiпшили
розумiння зовнiшнiх балiстичних чинникiв. Сьогоднi це високотехнологiчна наука,
яка має величезну кiлькiсть застосувань – вiд вiйськових операцiй до космiчних
запускiв.

До кiнця XVIII ст. науковi досягнення почали впливати на балiстику. Балiсти-
чний маятник, винайдений Бенджамiном Робiнсом, дозволив вимiряти початкову
швидкiсть, покращуючи розумiння ефективної потужностi снаряда. У цей перi-
од вдосконалювалося виробництво пороху, наприклад, використання деревного
вугiлля, що спалювалося в цилiндрах, пiдвищило однорiднiсть i потужнiсть пороху.

Значний внесок у розвиток балiстики як науки зробили Леонард Ейлер, Лом-
бард Гуттон. З 1820 р. вченi почали дослiджувати вплив тертя на рух снаряда чи
кулi.

Знаковою подiєю в розвитку балiстики стало повсюдне використання вогне-
пальної зброї нарiзного типу зi снарядами довгастої форми. Вивченням питань
балiстики зайнялися не лише фiзики, а й артилеристи. Проводилися дослiди,
зокрема на заводах, де виготовляли зброю. У 1881–1890 рр. на заводi Круппа були
отриманi важливi результати, що стосувалися швидкостi руху снарядiв, випущених
iз гармат рiзного калiбру. Були винайденi балiстичнi прилади, а завдяки зусиллям
учених започатковано внутрiшню балiстику як напрям дослiдження.

В Українi у 20–30-х рр. ХХ ст. наукова робота в Академiї виконувалась в
комiсiях, якi очолювали академiки. Питання зовнiшньої балiстики розробляли учнi
видатного науковця акад. Д. Ґраве, серед яких, насамперед, проф. Київського унi-
верситету, член-кореспондент АН УРСР М. Орлов та учень акад. Г.В. Пфейффера,
проф. М.К. Куренський.

ОРЛОВ Михайло Хрисанфович (1900–1936) – математик, механiк, доктор ма-
тематичних наук (1931), проф. (1934), член-кореспондент ВУАН (1934). Народився
07.01.1900 у Києвi. В 1924 р. закiнчив Київський iнститут народної освiти (нинi
Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевчнка), де в 1924–1930 ви-
кладав, одночасно в 1925–1930 – в Київському полiтехнiчному iнститутi. Учень
Д.О. Граве. В 1931–1934 – директор Українського науково-дослiдного iнституту
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математики i механiки при Харкiвському унiверситетi, 1934–1936 – старший на-
уковий спiвробiтник, зав. вiддiлу, учений секретар (1935), заступник директора
(1935) Iнституту математики ВУАН. Репресований (1936) [1].

Його основнi працi присвячено розрахунку фiгур рiвноваги рiдкої маси, що
обертається, наближеним методам розв’язування iнтегральних рiвнянь та зовнiшнiй
балiстицi. Знайшов простий спосiб розрахунку траєкторiї далекобiйного снаряду i
в листi до ЦК КП(б)У просив допомогти у його впровадженнi [2].

КУРЕНСЬКИЙ Максим Каленикович (27.03(08.04).1895, с. Атюша, нинi Короп.
р-ну Чернiг. обл. – 04.09.1940, Ленiнград, нинi С.-Петербург) – математик. Доктор
фiзико-математичних наук (1930), професор (1926). Закiн. Унiверситет св. Володи-
мира в Києвi (1918). Учень Г. Пфейффера. Працював у Комiсiї чистої математики
ВУАН (1920–32); проф. н.-д. каф. чистої математики Iнституту математики ВУ-
АН (Київ, 1933); професор кафедри диференцiал. рiвнянь Ленiнгр. унiверситету
(1933–37); вiд 1938 – завiдувач кафедри матем. аналiзу Карело-Фiн. унiверситету
(м. Петрозаводськ, нинi Респ. Карелiя). Науковi дослiдження присвяченi питанням
теорiї диференцiал. рiвнянь, прикладнiй математицi [3].

Вивчав iнтегровнiсть рiвнянь з частинними похiдними 1-го та 2-го порядкiв
з декiлькома невiдомими функцiями; застосував одержанi результати до задач
Беклунда про вiдповiднiсть двох багатовидiв дотичних елементiв та Вейнгартена
про зображення елемента, задачi про ортогональнi траєкторiї.

Як послiдовник академiка Г.В. Пфейффера, доктор фiз.-мат. наук М.К. Ку-
ренський зосередив свою увагу на проблематицi iнтегрування диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними з кiлькома невiдомими функцiями.

Результати дослiджень вiн згодом використав при розглядi складних питань
диференцiальної геометрiї та теорiї пружностi, математичних проблем механiки,
зокрема задач зовнiшньої балiстики в декiлькох публiкацiях [4].
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Моральне сподiвання
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Поняття морального сподiвання було запропоновано Данiелем Бернуллi для
справедливої оцiнки прибуткiв та збиткiв внаслiдок азартної гри або iнших подiй,
пов’язаних iз ризиком. Це поняття протягом столiть привертало до себе увагу
математикiв, потiм зникло з робiт, присвячених теорiї ймовiрностей, але дало
початок теорiї очiкуваної корисностi в економiцi.

Ключовi слова: моральне сподiвання; санкт-петербурзький парадокс; теорiя
очiкуваної корисностi.

Поняття морального сподiвання походить вiд роботи Данiеля Бернуллi «Speci-
men theoriae novae de mensura sortis» 1738 року [Bernoulli, 1738]. У нiй Бернуллi
дослiджує правила «за допомогою яких кожен мiг би самостiйно оцiнити свiй
жереб у залежностi вiд стану своїх справ». Виходячи з того, що однаковий виграш
у бiльшостi випадкiв дає бiдному бiльше користi, нiж багатому, Бернуллi висловив
гiпотезу, що «довiльний малий виграш дає вигоду, обернено пропорцiйну вже наяв-
ному статку». При цьому пiд статком вiн розумiє не тiльки наявнi грошi, рухоме та
нерухоме майно, але й працездатнiсть iз можливiстю просити милостиню включно.

Якщо позначити наявний статок як 𝑥, нескiнченно малий виграш як 𝑑𝑥, наявну
вигоду як 𝑦, а нескiнченно малу вигоду, яку дехто, що володiє статком 𝑥, отримає
завдяки нескiнченно малому виграшу 𝑑𝑥, як 𝑑𝑦, то Бернуллi стверджує, що

𝑑𝑦 =
𝑏 · 𝑑𝑥
𝑥

,

де 𝑏 – деяка константа, тобто
𝑦 = 𝑏 log

𝑥

𝑎
,

де 𝑎 – статок у початковий момент часу.
З увiгнутостi графiка логарифмiчної функцiї Бернуллi робить висновок, що

«за будь-якої гри, якими б справедливими не були поставленi умови, кожен з двох
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партнерiв з самого початку зазнає деяких збиткiв, – звичайно, це явна вказiвка з
боку природи на необхiднiсть уникати азартної гри».

Той самий пiдхiд Данiель Бернуллi використовує для розв’язування задач,
пов’язаних iз страхуванням. Вiн аналiзує, яким має бути розумний розмiр стра-
хового внеску, та приходить до висновку, що «тi товари, зазнають небезпеки,
доцiльнiше подiляти на кiлька частин, нiж ризикувати всiма ними одразу».

Також Бернуллi розглядає задачу, яку його двоюрiдний брат Микола Бернуллi
запропонував Монмору: «Петро пiдкидає вгору монету, доки вона не впаде гербом
вгору; якщо це вiдбувається пiсля першого кидка, вiн повинен дати Павлу 1 дукат,
але якщо тiльки пiсля другого – 2 дукати, пiсля третього – 4, пiсля четвертого – 8
тощо, таким чином, пiсля кожного кидка число дукатiв подвоюється. Питання:
яка оцiнка жереба для Павла?» Ця задача одержала назву санкт-петербурзький
парадокс, оскiльки «хоча обчислення вказують, що сподiвання Павла нескiнченно
великi, . . . не знайдеться жодної скiльки-небудь розсудливої людини, що охоче не
продала б це сподiвання за 20 дукатiв».

Тим самим методом Данiель Бернуллi оцiнює сподiвання виграшу Павла як
√
𝛼 + 1 · 4

√
𝛼 + 2 · 8

√
𝛼 + 4 · 16

√
𝛼 + 8 · . . .− 𝛼,

де 𝛼 – весь статок Павла. Зокрема, якщо статок Павла дорiвнює 1000 дукатiв, то
оцiнка його жереба складає приблизно 6 дукатiв [Bernoulli, 1738].

Термiн «моральне сподiвання» Данiель Бернуллi не використовував. Першим
це словосполучення вжив Габрiель Крамер у листi, написаному Миколi Бернуллi в
1728 роцi, який Данiель Бернуллi навiв у кiнцi тої самої своєї роботи. У цьому листi
Крамер пропонує своє розв’язання санкт-петербурзького парадокса, виходячи з
того, що всi суми понад 10 мiльйонiв або, для бiльшої зручностi, 224 слiд визнати
рiвноцiнними мiж собою, оскiльки вони не приносять бiльшого задоволення, нiж
10 мiльйонiв екю. Тодi моральну оцiнку свого сподiвання вiн оцiнює у 13 екю. При
цьому вiн не вважав свою гiпотезу єдино можливою та безумовно правильною.
У цьому листi Крамер використовує слова «моральне сподiвання» («l’esperance
morale») у такiй фразi: «Mais cette quantité n’est pas l’equivalent, car l’equivalent
doit etre non pas egal a mon esperance, mais tel que le chagrin de sa perte soit egal á
l’esperance morale du plaisir que j’espere de recevoir en gagnant» [Bernoulli, 1738].

Словосполучення «моральне сподiвання» в якостi математичного термiну пер-
шим використав П’єр-Симон Лаплас у своїй роботi «Théorie analytique des probabi-
lités» 1812 року. Моральне сподiвання, що вiдповiдає фiзичному статку 𝑥, Лаплас
вважає рiвним

𝑦 = 𝑘 · log 𝑥+ log ℎ.

При цьому 𝑥 та 𝑦 завжди додатнi, оскiльки людина, що нiчим не володiє, розглядає
своє iснування як моральне благо, яке можна порiвняти з фiзичним статком,
цiннiсть якого дуже важно визначити, але яке не може бути менше тiєї грошової
суми, що необхiдна для iснування.
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У своїй книзi Лаплас розглядає тi самi задачi, що й Данiель Бернуллi (про
невигiднiсть азартних iгор, про користь страхування, про розмiр страхового внеску,
санкт-петербурзький парадокс) та доповнює їх задачею про довiчну ренту, в якiй
приходить до висновку щодо переваги сумiсної довiчної ренти перед роздiльною
[Laplace, 1812].

Використання поняття морального сподiвання неодноразово пiддавалося кри-
тицi.

Зокрема, д’Аламбер при аналiзi пiдходу Данiеля Бернуллi до розв’язання санкт-
петербурзького парадоксу, стверджував, що використання морального сподiвання,
по-перше, не усуває проблему, яка полягає в тому, що розсудливi люди не захочуть
грати у цю гру практично за будь-яких обставин, не кажучи вже про те, щоб
поставити все своє майно на її результат. По-друге, поняття морального сподiвання,
яке зважує очiкуванi прибутки та збитки у порiвняння з наявним капiталом гравця,
було довiльним чином спрощене та довiльним чином застосоване. Можна легко
уявити собi iншi фактори, окрiм майна, що стосуються особистих обставин гравцiв,
якi також могли б бути правдоподiбно залученi до цiєї задачi, але якi надзвичайно
важно оцiнити кiлькiсно [Daston, 1979].

Василь Петрович Єрмаков (видатний математик, автор близько 150 робiт, член-
кореспондент Петербурзької Академiї наук, професор Київського унiверситету,
перший завiдувач кафедри Вищої математики Київського полiтехнiчного iнсти-
туту) критикував теорiю морального сподiвання («нравственного ожиданiя»). У
пiдручнику «Теорiя ймовiрностей» 1879 року вiн писав: «Але теорiя морального
сподiвання не витримую строгої критики: по-перше, потому, що важко дати точну
мiру для визначення морального задоволення; по-другу, якщо гра за теорiєю мо-
рального сподiвання нешкiдлива для одного гравця, то вона завжди невигiдна для
його супротивника. Тому я вважаю, що моральне сподiвання має бути виключено
з теорiї ймовiрностей» [Ермаков, 1879].

Жозеф Луї Франсуа Бертран у «Calcul des probabilités» писав: «Теорiя мораль-
ного сподiвання стала класичною, i нiколи слово не було використане так точно: її
вивчають, її викладають, її розвивають у в книгах, якi заслужено вiдомi. Але на
цьому успiх завершується; вона нiколи не мала й не буде мати нiякого практичного
застосування» [Bertrand, 1907].

Австрiйський математик Карл Менгер (молодший) у своїй статтi, написанiй до
1923 р., яка була представлена в 1927 р. та опублiкована в 1934 р., вказав, що викори-
стана Данiелем Бернуллi логарифмiчна функцiя не розв’язує санкт-петербурзький
парадокс, якщо виграшi замiсть 2𝑛 покласти рiвними 𝑒2

𝑛

. Подiбним чином можна
побудувати контрприклади й при використаннi замiсть логарифмiчної функцiї
будь-якої iншої зростаючої необмеженої функцiї. Щоб пояснити поведiнку, що
спостерiгається, необхiдно використати обмежену функцiю корисностi [Golik, 2016].

Робота Менгера мала великий вплив на створення теорiї очiкуваної корисностi
Джоном фон Нейманом та Оскаром Моргенштерном [Golik, 2016].
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Цю теорiю розвивали у подальшому Мiлтон Фрiдман та Леонард Дж. Севiдж.
Вони представили гiпотезу, що споживча одиниця поводиться так, немов у неї
є послiдовний набiр уподобань i цi уподобання можна було б повнiстю описати,
приписуючи числове значення, яке називається «кориснiстю», кожнiй альтерна-
тивi. Нехай 𝐼 являє собою дохiд споживчої одиницi за одиницю часу, а 𝑈(𝐼) –
кориснiсть, що вiдповiдає цьому доходу. Вiдповiдна функцiя корисностi 𝑈(𝐼) може
мати як опуклi, так й увiгнутi дiлянки. Якщо на певнiй дiлянцi функцiя кори-
сностi опукла вгору, то споживча одиниця вважає за краще за наявного доходу
уникати ризику, наприклад, купуючи страховку. Якщо ж функцiя корисностi
опукла вниз, то споживча одиниця вiддає перевагу ризикованiй поведiнцi, напри-
клад, приймаючи участь у лотереї. Таким чином, це пояснює, чому однi й тi самi
люди можуть, як купувати страховку, так i приймати участь в азартних iграх
[Friedman, Savage, 1948].

Таким чином, поняття морального сподiвання дало початок теорiї очiкуваної
корисностi.
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Робота присвячена вшануванню пам’ятi професора Володимира Горбайчука.
Автор розкриває основнi вiхи становлення, здобутки та наукову i педагогiчну
спадщину цього визначного вченого.

Ключовi слова: математика; Володимир Горбайчук; 90-рiчча вiд дня наро-
дження.

«Частинку серця людям залишаю, собi ж сльозу на спалених вустах», – напис на
пам’ятнику Володимиру Йосиповичу проникає глибоко в душу.

Повноцiнним членом суспiльства можна вважати людину лише в тому випад-
ку, коли вона сама є творцем власної бiографiї, готова до будь-яких викликiв
сучасностi та випробувань, постiйно прагне до перемог у своєму власному життi,
здатна вiдповiдати за свої вчинки, тобто, є господарем власної долi. Для того, щоб
вiдчувати себе Людиною з великої лiтери, треба приносити якомога бiльше користi,
радостi i щастя у життя iнших людей, трудитись не лише на особисте благо, а
й на благо свого рiдного народу, неньки України, хоча за цим, зазвичай, прихо-
вана титанiчна, натхненна праця. Людиною з великої лiтери був наш наставник
Володимир Йосипович Горбайчук.

Народився майбутнiй професор 25 сiчня 1935 року в селi Радостiв на Холмщинi.
До школи пiшов у шестирiчному вiцi i закiнчив три класи.

В серпнi 1944 року батька забрали до армiї, а невдовзi у березнi 1945 року
прийшла трагiчна звiстка про загибель батька на територiї Нiмеччини. Володимир
з матiр’ю в числi тисяч iнших українцiв були депортованi в Україну. I солдатська
вдова разом з десятилiтнiм сином мусила починати життя на Волинi в чужiй хатi
на хуторi за Копачiвкою Рожищенського району Волинської областi. Всiм було
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важко у повоєннi роки, тому рано довелося дорослiшати Володимиру, оскiльки
по господарству вiн був єдиним маминим помiчником. «Я не був першим учнем
у класi, бо навiть не завжди мiг прийти до школи. Tо завiє хуртовина, то весна
заллє хутiрськi дороги, а в мене часто-густо нi взутися, нi одягтися», – згадував у
задушевних розмовах Володимир Йосипович. Але пам’ятав i повторював матусинi
слова: «Хочу, сину, щоб ти вчився, хоч при нашiй бiдностi не вивчишся на про-
фесора, не було їх у нашiй родинi, та певно, й не буде. Але науку за плечима не
носити, вона й тобi не завадить. Ти вже не гнiвайся, сину, що вiдриваю тебе вiд
урокiв, хто ж менi допоможе як не ти».

Саме тут пiшов до початкової школи, а Рожищенську середню школу закiнчив
у 1953 роцi, проживаючи у шкiльному iнтернатi. Maти щиро радiла, коли син
приносив добрi оцiнки. Радiла i згодом, коли закiнчив iнститут, аспiрантуру,
став кандидатом наук. «Тримаючи в руках атестат професора, найбiльше хотiлося
показати мого матерi, але на жаль, її вже не було», – з тугою розповiдав Володимир
Йосипович.

Шкiльнi роки Володимира Йосиповича характеризувалися надзвичайно ши-
роким колом iнтересiв, вiн цiкавився iсторiєю, лiтературою, життям i творчiстю
письменникiв. Часом на уроках лiтератури своїми знаннями про творчiсть того чи
iншого письменника вiн дивував навiть учителiв. В цей час майбутнiй професор
потоваришував з майбутнiми вiдомими письменниками – Йосипом Cтруцюком,
Володимиром Лучуком.

На визначення життєвого шляху учня значний вплив зробив учитель математи-
чних предметiв холмщак Кицай Михайло Омелянович, пiзнiше доцент Львiвського
державного унiверситету iм. Iвана Франка. В середнiй школi математику викладав
Борис Костянтинович Тоцький, який здобув освiту у Вiденському i Варшавському
унiверситетах.

У 1953 роцi Володимир Йосипович став студентом не фiлологiчного, а саме
математичного вiддiлення фiзико-математичного факультету Луцького iнституту
iменi Лесi Українки. Крiм навчальних занять Володимир Горбайчук вiдвiдував
науковi гуртки i семiнари, якими керували професор Симон Зуховицький та
доцент Владислав Дзядик (пiзнiше член- кореспондент НАН України), вивчав
додаткову лiтературу, спецiалiзуючись в окремих роздiлах теорiї функцiй дiйсної i
комплексної змiнних.

Пiсля успiшного завершення навчання в iнститутi його направили в аспiрантуру.
Але, для того, щоб продовжити навчання необхiдно було переїздити у столицю, а
на той час вiн вже мав сiм’ю та маму в селi, тому поїхав працювати в школу мiста
Камiнь-Каширський, в якiй трудився чотири роки разом з дружиною Ольгою
Петрiвною – теж педагогом.

Талановитого математика неодноразово запрошували на роботу до вузу, тому
з 1961 по 1968 рiк вiн працював асистентом i старшим викладачем кафедри
математики Луцького педагогiчного iнституту iменi Лесi Українки.
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З 1968 по 1971 рiк навчався в аспiрантурi Iнституту математики Академiї
наук України. Пiд керiвництвом доктора фiзико-математичних наук, професора
Промарза Тамразова пiдготував i захистив дисертацiю на здобуття вченого ступеня
кандидата фiзико-математичних наук.

З 1976 по 1982 рiк працював доцентом кафедри математичного аналiзу Терно-
пiльського педагогiчного iнституту. Вчене звання доцента йому присвоєно у 1976
роцi.

Основна частина трудової дiяльностi Володимира Горбайчука пройшла в Лу-
цькому педiнститутi i Волинському державному унiверситетi iменi Лесi Українки.
Тут вiн став професором у 1992 роцi. З його iнiцiативи у Волинському унiверситетi
була створена кафедра диференцiальних рiвнянь i математичної фiзики (1994р.),
професор очолив її i працював на нiй до останнiх своїх днiв.

Лекцiї професора характеризувались багатством i глибиною змiсту, чiткiстю та
яснiстю, оригiнальнiстю, високим науковим рiвнем, у поєднаннi з методичною до-
сконалiстю. Вiн керував науковим семiнаром з теорiї функцiй та функцiонального
аналiзу, на якому викладачi, аспiранти та студенти вивчали проблематику сучасної
математики. [Ворошик, Горбайчук, 1994, Ворошик, Горбайчук, 1995]. Володимир
Йосипович був натхненним популяризатором математики, проводив заняття з
учнями, писав роботи для науково-популярних журналiв, органiзовував математи-
чнi олiмпiади серед учнiв та студентiв. Вiн зiбрав унiкальну власну математичну
бiблiотеку, яка була пiдґрунтям його рiзносторонньої математичної ерудицiї. За-
раз його бiблiотека є власнiстю ВНУ iменi Лесi Українки, i кожен член нашого
колективу може черпати з неї знання.

Трудився Володимир Йосипович натхненно i плiдно, вiддаючи всi свої сили,
талант вченого та педагога справi виховання молодих математикiв, керував науко-
вою роботою студентiв та аспiрантiв. Багато його учнiв, студентiв, аспiрантiв стали
знаними фахiвцями-математиками, викладачами вузiв та вчителями середнiх шкiл.

Викладання математики Володимир Горбайчук поєднував iз iнтенсивною та
плiдною науковою роботою. Професор виступав з повiдомленнями на багатьох
мiжнародних наукових конференцiях. Всього ж вченим пiдготовлено i опублi-
ковано бiльше 100 наукових праць [Горбайчук, 1986, Горбайчук, Задерей, 1976,
Горбайчук, Лукиянчук, 1983].

Про широкий математичний кругозiр професора свiдчать дослiдження, присвя-
ченi застосуванню методiв теорiї апроксимацiї до вивчення аналiтичного продов-
ження гармонiйних функцiй, а також результати наукових розвiдок про граничнi
властивостi розв’язкiв диференцiальних рiвнянь в плоских областях, про оберненi
задачi математичної фiзики, про властивостi розв’язкiв рiвнянь елiптичного типу.
Є роботи, де дослiджено питання про асимптотику точної верхньої межi вiдхилення
квазiгладкої функцiї вiд її бiгармонiйного iнтеграла Пуассона в крузi.

Таким чином, методи наближення функцiй, вивчення їх граничних властиво-
стей, вивчення властивостей розв’язкiв рiвнянь математичної фiзики, властивостей
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гармонiйних та бiгармонiйних функцiй, оберненi теореми наближення функцiй –
це лише неповний перелiк питань, якi розглядав вчений в своїх дослiдженнях. В
його науковiй спадщинi є також роботи, присвяченi питанням iсторiї математики,
методики викладання математики та педагогiки.

Володимиром Горбайчуком була пiдготовлена докторська дисертацiя, яку йому
не довелося захистити. На жаль життя талановитого вченого обiрвалося. Вiд нас
пiшов вiдомий i перспективний науковець, який мiг би ще багато зробити для
розвитку математичної науки та виховання нових поколiнь своїх послiдовникiв.

Володимир Йосипович був щирою, доброзичливою i водночас принциповою
людиною, натхненним трудiвником i ентузiастом на нивi освiти та математичної
науки, чим заслужив повагу i любов своїх колег та студентiв. Професор Горбайчук
Володимир Йосипович палко любив свiй рiдний Волинський край, його людей,
Україну i щиро вболiвав за них. Таким i запам’ятався вiн усiм, хто його знав. Хоча
Володимир Йосипович уже не серед нас, проте Вiн завжди з нами: у наших серцях
i душах, нашiй пам’ятi, нашiй щоденнiй працi з навчання та виховання молодого
поколiння волинян! Адже саме цьому Вiн присвятив усе своє життя!

Працюємо ми так, як нас Професор научили.
Приходимо з тугою до могили...
Та все ж щасливi тим, що є рiвнятися на кого
Завжди любитимемо Вчителя ми свого.
Нiна Падалко (Ворошик).
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Анотацiя

У данiй доповiдi розглядається внесок жiнок у розвиток точних наук, зокрема
математики, фiзики, хiмiї та iнформатики. Автор пiдкреслює iсторичнi труднощi,
з якими стикалися жiнки в науковiй сферi через дискримiнацiю та упередження, а
також звертає увагу на значнi досягнення видатних жiнок-науковиць вiд Гiпатiї
Александрiйської до Розалiнд Франклiн. Окрiм цього, обговорюються сучаснi
проблеми i перспективи для жiнок у STEM-дисциплiнах, необхiднiсть впровадження
iнiцiатив для їх пiдтримки i заохочення.

Ключовi слова: Жiнки в науцi; Точнi науки; STEM-дисциплiни.

Жiнки в iсторiї точних наук: внесок та досягнення Наука є рушiйною силою
людського прогресу, i жiнки вiдiграли важливу роль у її розвитку, хоча протягом
столiть вони стикалися з дискримiнацiєю, упередженнями та правовими обмежен-
нями. Точнi науки, такi як математика, фiзика, хiмiя, бiологiя та iнформатика,
тривалий час вважалися «чоловiчими» сферами дiяльностi, а жiнкам часто не
дозволяли отримувати освiту чи працювати в наукових установах. Багато ви-
датних жiнок-науковиць змушенi були працювати анонiмно або пiд чоловiчими
псевдонiмами. Лише в останнi десятилiття їхнiй внесок почав отримувати належне
визнання.

Сьогоднi науковий свiт визнає, що без жiночого внеску не було б багатьох
ключових вiдкриттiв, якi змiнили iсторiю науки. Жiнки зробили значний внесок
у розвиток математичних теорiй, вiдкриття нових хiмiчних елементiв, розробку
комп’ютерних алгоритмiв та дослiдження ДНК. Попри труднощi, вони зумiли
довести, що їхнiй iнтелектуальний потенцiал нiчим не поступається чоловiчому.
У цiй доповiдi розглядаються досягнення видатних жiнок-науковиць, їхнiй вплив
на сучаснi точнi науки, а також проблеми та перспективи для жiнок у STEM-
дисциплiнах.
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Видатнi жiнки-науковицi та їхнiй внесок у точнi науки Гiпатiя Александрiйська
(бл. 370–415 рр. н. е.) Гiпатiя Александрiйська була першою вiдомою жiнкою-
математиком, яка займалася науковими дослiдженнями та викладала в Алексан-
дрiйськiй школi. Вона вивчала алгебру, геометрiю та астрономiю, а також вдоскона-
лила астролябiю – пристрiй, який використовувався для астрономiчних вимiрювань.
Гiпатiя також написала коментарi до творiв Птолемея i Дiофанта, якi суттєво
вплинули на подальший розвиток математики. Її наукова дiяльнiсть i популярнiсть
викликали заздрiсть та ненависть релiгiйних фанатикiв, i вона була жорстоко
вбита, а її працi – знищенi.

Софi Жермен (1776–1831) Софi Жермен захопилася математикою у дитинствi,
але оскiльки жiнкам у той час було заборонено навчатися в унiверситетах, вона
самостiйно вивчала науковi працi та листувалася з видатними математиками свого
часу. Вона зробила значний внесок у теорiю чисел i механiку, зокрема у вивчення
поведiнки еластичних матерiалiв. Її роботи стали основою для сучасних дослiджень
у сферi будiвництва та iнженерiї.

Ада Лавлейс (1815–1852) Ада Лавлейс була першою людиною, яка розробила
алгоритм для обчислювальної машини. Вона працювала з Чарльзом Беббiджем
над його аналiтичною машиною та передбачила, що в майбутньому комп’ютери
можуть використовуватися не лише для обчислень, а й для роботи з текстами,
музикою та графiкою. Її роботи заклали основи сучасного програмування, а її
алгоритми стали прототипами сучасних комп’ютерних програм.

Марiя Склодовська-Кюрi (1867–1934) Марiя Кюрi була першою жiнкою, яка
отримала Нобелiвську премiю, i єдиною людиною, яка отримала цю нагороду у
двох рiзних дисциплiнах – фiзицi та хiмiї. Вона вiдкрила радiоактивнi елементи
полонiй i радiй, що стало основою для розвитку ядерної фiзики. Її вiдкриття
сприяли створенню рентгенiвських апаратiв, а також радiотерапiї для лiкування
онкологiчних захворювань.

Емi Нетер (1882–1935) Емi Нетер була нiмецькою математичкою, яка зробила
прорив у теорiї алгебри та математичної фiзики. Її теорема, що встановлює зв’язок
мiж симетрiями фiзичних законiв i законами збереження, є одним iз ключових
принципiв сучасної теоретичної фiзики.

Грейс Гоппер (1906–1992) Грейс Гоппер була пiонеркою у сферi програмування.
Вона розробила перший компiлятор для комп’ютерних мов та брала участь у
створеннi мови програмування COBOL. Її робота стала основою для розвитку
сучасного програмування та автоматизацiї коду.

Розалiнд Франклiн (1920–1958) Розалiнд Франклiн зробила ключове вiдкриття
у вивченнi структури ДНК, використовуючи метод рентгенiвської кристалографiї.
Її фотографiї молекул ДНК стали основою для моделi подвiйної спiралi, яку пiзнiше
представили Уотсон i Крик.

Виклики та перспективи для жiнок у точних науках Попри значний прогрес у
сферi гендерної рiвностi, жiнки у науцi досi стикаються з багатьма перешкодами.
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Гендернi стереотипи та соцiальнi упередження досi впливають на вибiр професiї
молодих дiвчат. Крiм того, жiнки-науковицi меншою мiрою представленi на ке-
рiвних посадах, а їхнi дослiдження отримують менше фiнансування. Ще однiєю
проблемою є необхiднiсть поєднувати наукову дiяльнiсть iз сiмейними обов’язками.

Проте iснують позитивнi тенденцiї. Сучаснi iнiцiативи з популяризацiї науки
серед дiвчат, стипендiї та гранти для жiнок у STEM допомагають подолати бар’єри.
Все бiльше наукових установ запроваджують полiтику гендерної рiвностi, що
сприяє розширенню можливостей для жiнок.

Висновки Роль жiнок у розвитку точних наук є неоцiненною, хоча iсторично
вони стикалися з численними бар’єрами на шляху до визнання. Вiд античної Гiпатiї
Александрiйської до сучасних лауреаток Нобелiвської премiї – жiнки зробили
фундаментальнi вiдкриття, що суттєво вплинули на математику, фiзику, хiмiю,
бiологiю, iнформатику та iншi дисциплiни. Завдяки їхнiм науковим досягненням
були вiдкритi новi хiмiчнi елементи, розробленi алгоритми для обчислювальних
машин, створенi новi математичнi теорiї та здiйсненi прориви в медицинi. Однак
iсторично жiнки часто не отримували належного визнання, а їхнi iмена залишалися
у тiнi чоловiчих колег.

Попри значний прогрес у сферi гендерної рiвностi, жiнки-науковицi продов-
жують стикатися з певними викликами. Гендернi стереотипи та дискримiнацiя
досi можуть стримувати дiвчат вiд вибору кар’єри у STEM. Наприклад, iснує
поширене уявлення, що точнi науки є «чоловiчою» сферою, що впливає на вибiр
професiйної траєкторiї молодих дiвчат. Крiм того, у багатьох країнах жiнки все
ще недостатньо представленi на керiвних наукових посадах. Вони складають лише
невеликий вiдсоток професорiв, керiвникiв наукових iнститутiв та лабораторiй, що
обмежує їхнiй вплив на розвиток науки та освiти. Ще однiєю важливою проблемою
є менший рiвень фiнансування дослiджень, адже жiнки-науковицi отримують мен-
ше грантiв, що обмежує їхнi можливостi для проведення масштабних дослiджень.
Додатково, багато жiнок стикаються з труднощами поєднання кар’єри та сiм’ї,
оскiльки наукова дiяльнiсть вимагає значного часу i ресурсiв, а пiдтримка жiнок у
цiй сферi досi недостатня.

Разом iз тим, сучасний свiт вiдкриває новi можливостi для жiнок у науцi. Освiтнi
програми та мiжнароднi iнiцiативи активно заохочують дiвчат до вивчення точних
наук, а створення спецiальних грантiв i стипендiй сприяє збiльшенню кiлькостi
жiнок у науковiй сферi. Зокрема, в останнi десятилiття все бiльше унiверситетiв
та наукових центрiв впроваджують гендерно-iнклюзивнi полiтики, спрямованi на
пiдтримку жiнок у науцi. Крiм того, важливим фактором є популяризацiя жiночих
досягнень у науцi через книги, фiльми, виставки та конференцiї, що сприяє змiнi
суспiльних уявлень та руйнуванню стереотипiв.

Жiнки завжди були i залишаються рушiйною силою наукового прогресу. Їхнi
досягнення та внесок у розвиток точних наук не лише змiнили свiт, а й формують
майбутнє людства. Тому одним iз ключових завдань для сучасного суспiльства
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є створення рiвних можливостей для всiх, незалежно вiд статi. Забезпечення
гендерної рiвностi у сферi науки не лише справедливо, а й сприятиме подальшому
науково-технiчному прогресу.

Важливо заохочувати дiвчат до вивчення точних наук через освiтнi програми
та науковi конкурси, забезпечувати рiвний доступ до наукових ресурсiв, фiнансу-
вання та можливостей для жiнок-науковиць, популяризувати досягнення жiнок
у науцi через мас-медiа, книги, конференцiї та виставки, а також сприяти рiвно-
му розподiлу можливостей у наукових установах, унiверситетах та лабораторiях.
Лише спiльними зусиллями можна досягти справжньої рiвностi у науцi та дати мо-
жливiсть кожному талановитому науковцю реалiзувати свiй потенцiал, незалежно
вiд статi.

Перелiк посилань
Iгнотофскi, Р. (2021). Жiнки в науцi. 50 безстрашних першопрохiдниць, що
змiнили свiт. Вiвсянка, pp. 128.
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Анотацiя

Ця доповiдь присвячена визначнику Вронського (вронськiану), вона включає в
себе такi аспекти: швидке знайомство з ученим, пояснення явища «вронськiан»,
доведення його недосконалостi.

Ключовi слова: Юзеф Вронський; Вронськiан; Контрприклади; Висновок.

Юзеф Вронський
Юзеф Гоене-Вронський (Józef Maria Hoene-

Wroński, 1776–1853) — польський учений першої по-
ловини XIX столiття, сферами iнтересiв якого були
вища математика та iсторiя фiлософiї. Цi науки
вiн поїхав вивчати до Нiмеччини пiсля участi в бойо-
вих дiях пiд час захисту Варшави в 1794 роцi в якостi
офiцера артилерiї. Його iдеї в галузi математики були
досить проривними для того часу, i навiть такий вiдо-
мий учений як Жозеф Лагранж був тiєї думки, що
теорiї Вронського можуть зробити переворот у на-
уцi, але через його складний характер, схильнiсть до
мiстицизму та складнi формулювання в його роботах

науковi досягнення Юзефа були непомiченi його сучасниками. Але пiсля смертi
Вронського в другiй половинi XIX столiття було виявлено, що йому належить
авторство значної кiлькостi методiв i деяких тверджень, якi на той час були заново
вiдкритi iншими математиками. Одним з найважливiших його досягнень, яке
викарбувало його прiзвище в сучаснiй теорiї математичного аналiзу, є визначник
Вронського (вронськiан).
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Визначник Вронського (вронськiан)
Так як авторство бiльшостi досягнень Вронського було розкрито пiсля смертi

ученого, то, як наслiдок, одне з найважливiших його математичних вiдкриттiв отри-
мало свою назву не вiд самого автора, а назву було запропоновано шотланд-
ським ученим Томасом Муiром (Thomas Patterson Brown Muir, 1844-1934) у
1882 роцi в його монографiї про визначники.

Означення. Визначник Вронського (вронськiан) (класичний) — це визначник
квадратної матрицi (зазвичай позначається W), яка складається з двох або бiльше
функцiй (перший рядок матрицi) та їх похiдних (iншi рядки матрицi) та має такий
вигляд:

W
[︀
𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), . . . , 𝑓𝑛(𝑥)

]︀
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑓1(𝑥) 𝑓2(𝑥) · · · 𝑓𝑛(𝑥)
𝑓 ′
1(𝑥) 𝑓 ′

2(𝑥) · · · 𝑓 ′
𝑛(𝑥)... ... . . . ...

𝑓
(𝑛−1)
1 (𝑥) 𝑓

(𝑛−1)
2 (𝑥) · · · 𝑓

(𝑛−1)
𝑛 (𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ , де n – це

кiлькiсть функцiй.

Узагальнений вронськiан[Gatto, Scherbak] — це адаптована версiя кла-
сичного визначення для роботи з функцiями декiлькох змiнних, диферен-
цiальних рiвнянь з частинними похiдними або багатовимiрними полiно-
мами. Головною вiдмiннiстю узагальненого поняття вiд класичного є замiна в
матрицi послiдовних похiдних за x на диференцiальнi оператори (частинних
похiдних чи iншi). Зазвичай таку матрицю позначають як M(𝑥), та вона має
наступний вигляд:

M(𝑥) =

⎛⎜⎜⎝
𝐷0

(︀
𝑓1
)︀

𝐷0

(︀
𝑓2
)︀

. . . 𝐷0

(︀
𝑓𝑛
)︀

𝐷1

(︀
𝑓1
)︀

𝐷1

(︀
𝑓2
)︀

. . . 𝐷1

(︀
𝑓𝑛
)︀

... ... . . . ...
𝐷𝑛−1

(︀
𝑓1
)︀

𝐷𝑛−1

(︀
𝑓2
)︀

. . . 𝐷𝑛−1

(︀
𝑓𝑛
)︀
⎞⎟⎟⎠ , де n – це кiлькiсть фун-

кцiй, а Dn−1(fn) – диференцiальний оператор.
Наприклад, для диференцiйного оператора частинних похiдних Dn−1(fn) прийме

наступний вигляд:
Di

(︀
fj
)︀

=
∑︀

|𝛼|⩽𝑖 𝑎𝛼
𝜕 |𝛼|𝑓𝑗

𝜕𝑥
𝛼1
1 ...𝜕𝑥𝛼𝑚

𝑚
, де 𝛼 – це iндекс, а a𝛼 – сталi.

А сам узагальнений вронськiан — це визначник матрицi M(𝑥):
W

(︀
𝑓1, . . . , 𝑓𝑛

)︀
(𝑥) = det

(︀
M(𝑥)

)︀
.

Також вронськiан можна загалом використовувати для лiнiйних однорi-
дних диференцiальних рiвнянь (ЛОДР) n-го порядку. Якщо вiдомi n− 1
його розв’язкiв, то останнiй можна знайти за допомогою цього визначника.
Приклад 1. Для двох рiвнянь другого порядку у формi:

𝑦′′ + 𝑔(𝑥) 𝑦′ + ℎ(𝑥) 𝑦 = 0
Є дiйсними наступнi вирази:
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𝑊 ′ + 𝑔(𝑥)𝑊 = 0 або 𝑊 = 𝐶 𝑒
−

∫︁
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥

, де W
(︀
𝑦1, 𝑦2

)︀
(𝑥) = 𝑦1 𝑦

′
2 − 𝑦2 𝑦

′
1,

𝑎 W′(︀𝑦1, 𝑦2)︀(𝑥) = 𝑔(𝑥)𝑊 (𝑥).

Контрприклади
Вронськiан використовується для аналiзу функцiй на лiнiйну залежнiсть мiж

собою, а саме якщо W ̸= 0, то функцiї є лiнiйно незалежними. Також вiн має
ключове значення для дослiдження лiнiйних зв’язкiв у розв’язках одного й того
самого ЛОДР з неперервними коефiцiєнтами. У такому випадку виконуються
базовi твердження:

∙ Якщо W ̸= 0 у деякiй точцi, то набiр розв’язкiв на вiдповiдному iнтервалi
лiнiйно незалежний;

∙ Якщо W = 0, то розв’язки лiнiйно залежнi.
Проте для довiльних функцiй (якi необов’язково є розв’язками ЛОДР) iснують

контрприклади, коли тотожний нуль Вронськiана не означає їх лiнiйної залежностi.

Приклад 2. Функцiї з модулем.[Wirkus, Swift]
Нехай задано двi функцiї, якi потрiбно дослiдити на лiнiйну залежнiсть:

f1(𝑥) = 𝑥3, f2(𝑥) = |𝑥|3
Застосуємо вронськiан:

W
(︀
𝑓1, 𝑓2

)︀
(𝑥) =

⃒⃒⃒⃒
𝑓1(𝑥) 𝑓2(𝑥)
𝑓 ′
1(𝑥) 𝑓 ′

2(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
= 𝑥3 𝑑

𝑑𝑥

(︀
|𝑥|3

)︀
− 3𝑥2

⃒⃒
𝑥
⃒⃒3
.

Через |x|3 маємо два випадки:
1. Для x > 0: |𝑥|3 = 𝑥3, 𝑑

𝑑𝑥

(︀
|𝑥|3

)︀
= 3𝑥2, тодi вронськiан дорiвнює:

W1

(︀
𝑓1, 𝑓2

)︀
(𝑥) = 𝑥3 · 3𝑥2 − 3𝑥2 · 𝑥3 = 0.

2. Для x < 0: |𝑥|3 = −𝑥3, 𝑑
𝑑𝑥

(︀
|𝑥|3

)︀
= −3𝑥2, тодi вронськiан дорiвнює:

W2

(︀
𝑓1, 𝑓2

)︀
(𝑥) = 𝑥3 ·

(︀
−3𝑥2

)︀
− 3𝑥2

(︀
−𝑥3

)︀
= 0.

Отже, вронськiан тотожно дорiвнює нулю на обох iнтервалах, що повинно було
б свiдчити, що функцiї є лiнiйно залежними.

Перевiрка:
𝛼1𝑥

3 + 𝛼2

⃒⃒
𝑥
⃒⃒3
= 0

Знову маємо розгалуження розв’язкiв:
1. Для x > 0: |𝑥|3 = 𝑥3:

𝛼1𝑥
3 + 𝛼2𝑥

3 = 0
(𝛼1 + 𝛼2)𝑥

3 = 0 ⇒ 𝛼1 + 𝛼2 = 0 ⇒ 𝛼1 = −𝛼2

2. Для x < 0: |𝑥|3 = −𝑥3:
𝛼1𝑥

3 − 𝛼2𝑥
3 = 0

(𝛼1 − 𝛼2)𝑥
3 = 0 ⇒ 𝛼1 − 𝛼2 = 0 ⇒ 𝛼1 = 𝛼2.
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Отже, значення коефiцiєнтiв вiдрiзняються на множник −1, з чого випливає,
що єдиним випадком, коли виконується умова 𝑎1𝑓1(𝑥) + 𝑎2𝑓2(𝑥) = 0, є 𝑎1 = 𝑎2 = 0,
що свiдчить про лiнiйну незалежнiсть функцiй.
Приклад 3. Кусково-заданi функцiї.[Wirkus, Swift]

𝑓1(𝑥) =

{︃
𝑒𝑥, 𝑥 ⩾ 0,

0, 𝑥 < 0,
𝑓2(𝑥) =

{︃
0, 𝑥 ⩾ 0,

𝑒−𝑥, 𝑥 < 0.

Як пiдсумок, Вронськiан не є унiверсальним iндикатором лiнiйної залежностi
для будь-яких функцiй. Його визначна властивiсть залишається справедливою у
чiтко визначених умовах, зокрема коли йдеться про сiмейство розв’язкiв ЛОДР
(з неперервними коефiцiєнтами). Якщо ж умови виходять за цi рамки, слiд бути
обережним: нульове значення Вронськiана не гарантує, що функцiї лiнiйно залежнi.

Висновок
Отже, визначник Вронського (Вронськiан) є серйозним iнструментом у теорiї

лiнiйних диференцiальних рiвнянь, дозволяючи просто й ефективно перевiряти лi-
нiйну незалежнiсть (або залежнiсть) розв’язкiв. Завдяки властивостям Вронськiана
можна:

∙ Оцiнювати повноту системи розв’язкiв для ЛОДР n-го порядку з неперерв-
ними коефiцiєнтами;

∙ Знаходити невiдомi розв’язки, якщо вже вiдомо n− 1 незалежних розв’язкiв;
∙ Застосовувати у фiзичних задачах: при моделюваннi коливальних, хвильових,

електричних процесiв часто достатньо одного-двох обчислень Вронськiана, щоб
переконатися в правильностi побудованих фундаментальних систем розв’язкiв.

Також узагальнене поняття Вронськiана використовується й в алгебраїчнiй
геометрiї та теорiї чисел. Зокрема, Теорема Рота (одна з фундаментальних у
дiофантовiй апроксимацiї) спирається на результат про «узагальненi Вронськiани»:
якщо всi вони тотожно дорiвнюють нулю для певного набору полiномiв, то цi
полiноми є лiнiйно залежними.

Отож, Визначник Вронського (вронськiан) є важливим iнструментом не лише в
теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь (ЗДР), а й у багатьох сучасних роздiлах
математичного аналiзу та сумiжних сферах.

Перелiк посилань
Gatto, L., Scherbak, I. (2009). On Generalized Wronskians. PDF: https://www.
impan.pl/~pragacz/GattoScherbak.pdf
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