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Реферат

Магiстерська дисертацiя: 53 сторiнки, 9 першоджерел, 22 слайди пре-
зентацiї. Робота складається зi вступу, чотирьох роздiлiв, висновку та
списку використаних джерел.

У дисертацiйнiй роботi показано виведення формули, здатної пiдсуму-
вати ряди, якi розбiжнi в класичному сенсi. Особлива увага придiлена
узагальненням методу i наочним прикладам їх використання.

У першому роздiлi продемонстровано спосiб отримання методу i його
еквiвалентних форм. Також доводяться важливi властивостi пiдсумову-
ючих функцiй: лiнiйнiсть, стабiльнiсть i регулярнiсть. А також знайденi
Тауберовi теореми.

У другому роздiлi показаний зв’язок з пiдсумовуваннями за Чезаро,
логарифмiчним та зваженим середнiм пiдсумовуваннями.

У третьому роздiлi наведено рiзнi узагальнення методу: iтеративне, з
використанням рiзних спадних допомiжних послiдовностей, узагальнен-
ня на добутки, узагальнення на iнтеграли.

У четвертому роздiлi наведено приклади використання методу: його
вплив на феномен Гiббса i його використання при пошуку хороших ядер.

Ключовi слова: пiдсумовуюча функцiя, регуляризацiя, числовий ряд,
перетворення Фур’є.
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Abstract

Master’s Thesis: 53 pages, 9 primary sources, 22 presentation slides. The
thesis consists of an introduction, four chapters, a conclusion, and a list of
references.

The dissertation presents the derivation of a formula capable of summing
series that are divergent in the classical sense. Particular attention is given
to generalizations of the method and to illustrative examples of their appli-
cation.

Chapter One demonstrates a way of obtaining the method and its equi-
valent forms. Important properties of summation functions are also proved:
linearity, stability, and regularity. In addition, a Tauberian theorem is establi-
shed.

Chapter Two demonstrates the connection with Cesàro summation, logari-
thmic summation, and weighted mean summation methods.

Chapter Three presents various generalizations of the method: iterative
generalization, generalization using different decreasing auxiliary sequences,
generalization to products, and generalization to integrals.

Chapter Four provides examples of applications of the method, including
its influence on the Gibbs phenomenon and its use in finding good kernels.

Keywords: summation function, regularization, series, Fourier transform.
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Вступ

Проблема пiдсумовування рядiв посiдає важливе мiсце у математично-
му аналiзi та його численних застосуваннях. У класичному пiдходi, що
бере свiй початок вiд робiт Ньютона, Кошi та iнших видатних матема-
тикiв XVII-XIX cтолiть, сума ряду

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛

визначається як границя послiдовностi часткових сум:

𝑆 = lim
𝑁→∞

𝑆𝑛, де 𝑆𝑁 =
𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛.

Якщо така границя iснує i скiнченна, ряд називають збiжним в кла-
сичному сенсi, i його сума вважається рiвною цьому значенню. Однак
на практицi часто трапляються ряди, для яких границя часткових сум
або не iснує, або нескiнченна, попри те, що вони виникають у цiлком
природних математичних чи фiзичних задачах.

Типовими прикладами є:

• ряд 1− 1 + 1− 1 + · · · , вiдомий як ряд Грандi,

• сума натуральних чисел
∑︀∞

𝑛=1 𝑛,

• ряди, що з’являються у розкладi функцiй у ряди Фур’є, особливо
в точках розриву,

• ряди в квантовiй теорiї поля, де часто зустрiчаються розбiжнi сте-
пеневi ряди.

Незадовiльнiсть класичного пiдходу у таких випадках спонукала ма-
тематикiв до пошукiв нових методiв, здатних узагальнити поняття суми
ряду. Так з’явилась цiла низка методiв регуляризацiї та узагальненого
пiдсумовування. Однi з найвiдомiших:

8



• Пiдсумовування за Чезаро, запропоноване Ернесто Чезаро напри-
кiнцi XIX столiття, яке полягає у розглядi середнiх значень час-
ткових сум. Наприклад, для ряду Грандi цей метод дає результат
1
2 . Формула методу наступна:

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 = lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=1

∑︀𝑛
𝑘=1 𝑎𝑘
𝑁

,

• Пiдсумовування за Абелем, яке полягає у розглядi степеновго ряду∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛𝑧

𝑛 i переходi до границi 𝑧 → 1−. Цей метод часто викори-
стовується в теорiї аналiтичних функцiй. Формула методу насту-
пна:

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 = lim
𝑧→1−

lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑧
𝑛,

• iншi методи такi як методи Бореля, Ейлера, Ньорлунда, Дiрiхле i
багато iнших.

Поява рiзних методiв пiдсумовування рядiв вiдображає глибинну iдею
про те, що класична границя часткових сум це лише один з можливих
способiв “iнтерпретацiї” нескiнченного процесу.

Доречно провести аналогiю з iнтегральним численням. Класичний iн-
теграл Рiмана дозволяє iнтегрувати широке коло функцiй, але не всi з
них, наприклад:∫︁

[1;2]/Q
𝑥2d𝑥.

Однак з таким iнтегралом вже справляється iнтеграл Лебега.
Подiбно до того, як iнтеграл Лебега справляється з ширшим класом

функцiй нiж iнтеграл Рiмана, так i пiдсумовування за Чезаро справляє-
ться з ширшим класом рядiв нiж класичний метод.

У випадку класичного пiдсумовування можуть виникнути двi принци-
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пово рiзнi проблеми:

• ряд може розбiгатись до нескiнченностi, коли частковi суми нео-
бмежено зростають чи спадають, наприклад, як у гармонiчному
рядi

∑︀∞
𝑛=1

1
𝑛 ,

• ряд може мати осцилюючий характер, коли частковi суми залиша-
ються обмеженими, але не мають границi, наприклад, як у рядi∑︀∞

𝑛=1 cos𝑛.

Метою цiєї роботи є продемонструвати i дослiдити знайдений автора-
ми метод, який може впоратися з описаною вище другою проблемою у
пiдсумовуваннi ряду. Пiдхiд, що буде описаний в наступних роздiлах, до-
зволяє “виловити” усереднене або “узгоджене” значення, яке вiдображає
головну тенденцiю часткових сум, навiть якщо точна границя вiдсутня.
Завдяки цьому метод вiдкриває новi можливостi для аналiзу осцилюю-
чих рядiв, що мають важливе застосування у теорiї Фур’є, спектрально-
му аналiзi та iнших роздiлах математики.
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1 Формулювання методу

1.1 Передiсторiя

Насправдi першочерговою iдеєю не було створення нового методу пiд-
сумовування. Iдея виникла з намагання дослiдити ряд вигляду

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑏𝑛.

Метою було представити цей ряд у виглядi стрибкової функцiї, де ко-
жен доданок представляється як площа прямокутника з ширинами 𝑎𝑛

вздовж 𝑂𝑥 та висотами 𝑏𝑛 вздовж 𝑂𝑦:

𝑏1
𝑏2

𝑏3

𝑎1 𝑎2 𝑎3

· · ·

Якимось методом (на момент виникнення iдеї про такi деталi нiхто
не задумувався) планувалось отримати функцiю, яка б описувала цей
графiк. А потiм, отримавши функцiю, планувалось далi знаходити площi
обертання, об’єми i так далi.

Тобто першочерговою iдеєю було отримати якийсь зв’язок мiж рядами
вигляду

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑘𝑛𝑏
𝑚
𝑛 ,

рiзнi вигляди яких i виникають при пошуку площi чи об’єму обертання
навколо осей.
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Власне, функцiю вирiшено було знайти за допомогою перетворення
Фур’є:

𝐴(𝑤) =
1

𝜋

(︁∫︁ 𝑎1

0

𝑏1 cos(𝑤𝑡)𝑑𝑡+

∫︁ 𝑎1+𝑎2

𝑎1

𝑏2 cos(𝑤𝑡)𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑎1+𝑎2+𝑎3

𝑎1+𝑎2

𝑏3 cos(𝑤𝑡)𝑑𝑡+ . . .
)︁

=
1

𝑤𝜋

(︁
𝑏1(sin(𝑎1𝑤)− sin(0)) + 𝑏2(sin((𝑎1 + 𝑎2)𝑤)− sin(𝑎1𝑤))+

+ . . .
)︁

=
1

𝑤𝜋

(︁
(𝑏1 − 𝑏2) sin(𝑤𝑎1) + (𝑏2 − 𝑏3) sin(𝑤(𝑎1 + 𝑎2))+

+ (𝑏3 − 𝑏4) sin(𝑤(𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3)) + . . .
)︁

i

𝐵(𝑤) =
1

𝑤𝜋

(︁
𝑏1 − (𝑏1 − 𝑏2) sin(𝑤𝑎1)− (𝑏2 − 𝑏3) sin(𝑤(𝑎1 + 𝑎2))−

− (𝑏3 − 𝑏4) sin(𝑤(𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3))− . . .
)︁
.

Разом маємо:

𝐴(𝑤) cos(𝑤𝑥) +𝐵(𝑤) sin(𝑤𝑥) =

=
1

𝑤𝜋

(︁
𝑏1 sin(𝑤𝑥) + (𝑏1 − 𝑏2) sin(𝑤(𝑎1 − 𝑥))+

+ (𝑏2 − 𝑏3) sin(𝑤(𝑎1 + 𝑎2 − 𝑥)) + . . .
)︁
.

I, нарештi, отримуємо представлення нашої стрибкової функцii 𝑓(𝑥)
через наступний iнтеграл:

𝑓(𝑥) =

∫︁ ∞

0

1

𝑤𝜋

(︁
𝑏1 sin(𝑤𝑥)−

∞∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1) sin(𝑤(𝑥−
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘))
)︁
𝑑𝑤

= lim
𝑤→∞

1

𝜋

(︁
𝑏1Si(𝑤𝑥)−

∞∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)Si(𝑤(𝑥−
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘))
)︁
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Далi за планом треба було знайти площу обертання чи щось на кшталт
того, щоб порiвняти з результатом просто площу пiд кривою, яка, оче-
видно, дорiвнює

∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛𝑏𝑛 i отримати з того якiсь новi рiвностi, як було

сказано ранiше. Але пошук цiєї ж площi через iнтеграл (тобто просто
площi пiд функцiєю, без нiяких поворотiв чи подiбного) дав неочiкува-
ний результат:

𝑆 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑏𝑛

=

∫︁ ∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛

0

lim
𝑤→∞

1

𝜋

(︁
𝑏1Si(𝑤𝑥)−

∞∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)Si(𝑤(𝑥−
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘))
)︁
𝑑𝑥

=
1

𝜋
lim
𝑤→∞

(︁
𝑏1𝑥Si(𝑤𝑥) +

cos(𝑤𝑥)

𝑤
−

∞∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)(𝑥−
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘)×

× Si(𝑤(𝑥−
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘))−
∞∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)×

× cos(𝑤(𝑥−
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑎𝑘))

𝑤

)︁⃒⃒⃒∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛

0

=
1

𝜋
lim
𝑤→∞

(︁
𝑏1

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛Si(𝑤
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛)−
∞∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)(
∞∑︁

𝑚=1

𝑎𝑚 −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘)×

× Si(𝑤(
∞∑︁

𝑚=1

𝑎𝑚 −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘))
)︁
− 1

𝜋
lim
𝑤→∞

(︁
−

∞∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)×

× (0−
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘)Si(𝑤(0−
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘))
)︁

=
1

𝜋

(︁
𝑏1

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝜋

2
−

∞∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)(
∞∑︁

𝑚=1

𝑎𝑚 −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘)
𝜋

2

)︁
−

− 1

𝜋

(︁
−

∞∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)(0 +
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘)
𝜋

2

)︁
=

1

2

(︁ ∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛(𝑏1 −
∞∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1) + 2
∞∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘

)︁
=

∞∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘
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Отже, маємо наступну рiвнiсть:

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑏𝑛 =
∞∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑘 =
∞∑︁
𝑛=1

(𝑎𝑛 − 𝑎𝑛+1)
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑏𝑘

Рiвнiсть вийшла не тотожною, але, як виявилось, не беззмiстовною,
i саме ця рiвнiсть i її можливостi в результатi спровокували написання
цiєї магiстерської дисертацiї.

Нижче наведено деякi приклади використання отриманої више рiвно-
стi:

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛3
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑛

𝑛4

=
∞∑︁
𝑛=1

(
1

𝑛4
− 1

(𝑛+ 1)4
)

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘

=
1

2

∞∑︁
𝑛=1

4𝑛3 + 6𝑛2 + 4𝑛+ 1

𝑛6 + 3𝑛5 + 3𝑛4 + 𝑛3
(1)

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛3 cos2(𝑛)
=

∞∑︁
𝑛=1

(
1

𝑛3
− 1

(𝑛+ 1)3
)

𝑛∑︁
𝑘=1

1

cos2(𝑘)

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1 =
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1𝑛

𝑛

=
∞∑︁
𝑛=1

(
1

𝑛
− 1

𝑛+ 1
)

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘+1𝑘

=
1

2
(2)
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∞∑︁
𝑛=1

cos(𝑛) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑛 cos(𝑛)

𝑛

=
∞∑︁
𝑛=1

(
1

𝑛
− 1

𝑛+ 1
)

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘 cos(𝑘)

= −1

2

Першi 2 приклади демонструють, що формула може бути корисною
як iнструмент перетворення рядiв в деякому сенсi для вхiдного ряду
можна знайти iнший ряд такий, що його сума буде дорiвнювати сумi пер-
шого. Тут важливо зазначити, що це не просто переписаний ряд у iншому
виглядi (як, наприклад, перетворення Абеля, на яке отримана формула
дуже схожа вiзуально), це саме iнший ряд, сума якого при спрямуваннi
до нескiнченностi буде дорiвнювати сумi оригiнального ряду.

5 10 15 20

1.12

1.14

1.16

1.18

1.20

∑n=1
Ν 1

n3

1

2
∑n=1
Ν 4 n3+6 n2+4 n+1

n6+3 n5+3 n4+n3

Графiк 1: демонстрацiя використання формули в якостi перетворення
рядiв на прикладi рiвностi (1)

Однак бiльший iнтерес викликають наступнi 2 приклади, бо вони де-
монструють, що формула може пiдсумувати тi ряди, для яких класичне
означення не дає результат.
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0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

∑n=1
Ν (-1)n+1

∑n=1
Ν 

1

n
-

1

n+1
 ∑k=1

n k (-1)k+1

Графiк 2: демонстрацiя використання формули в якостi методу
пiдсумовування розбiжних в класичному сенсi рядiв на прикладi

рiвностi (2)

1.2 Задання методу i еквiвалентних форм

Час переходити до формулювання самого методу.

Твердження 1. Формула

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑏𝑛 = lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)𝐴𝑛, (3)

де 𝐴𝑛 =
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑎𝑘 i 𝑏𝑛 монотонно спадає до нуля, може поставити число
у вiдповiднiсть ширшому класу рядiв, нiж класичний метод [8].

З мiркувань, описаних в попередньому роздiлi, не випливало, що 𝑏𝑛

має обов’язково спадати до нуля, однак без цiєї умови формула веде себе
непередбачувано (iнколи працює, а iнколи нi). Тож для строгостi у
всiх подальших дослiдженнях потрiбно залишити таку умову. А те, що
такої умови достатньо, буде продемонстровано трохи пiзнiше.

Формулу (3) можна переписати у iншому, бiльш зручному для подаль-
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шого використання виглядi:

lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)𝐴𝑛 = lim
𝑁→∞

(︂ 𝑁∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)𝐴𝑛 + 𝑏𝑁+1𝐴𝑁+1− (4)

− 𝑏𝑁+1𝐴𝑁+1

)︂
= lim

𝑁→∞

(︂𝑁+1∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑏𝑛 − 𝑏𝑁+1

𝑁+1∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛

)︂

або, якщо провести замiну 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛
𝑏𝑛

(тобто вважати, що у нас ряд з
самого початку був просто

∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛, а 𝑏𝑛 обирається пiзнiше), то можна

отримати парадоксальний на перший погляд результат:

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 = lim
𝑁→∞

(︂ 𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 − 𝑏𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑏𝑛

)︂
(5)

На моментi (4) використано перетворення Абеля. Для отриманої фор-
мули (5), звiсно, 𝑏𝑛 теж має спадати до нуля, в цьому планi нiчого не
змiнилось.

Iнтуїтивно, по вигляду формули (5) вже можна здогадатись як має
працювати в теорiї це пiдсумовування:

• якщо ряд i так збiжний в класичному сенсi, то другий доданок має
прямувати до нуля,

• якщо ж ряд розбiжний в класичному сенсi, то ми хочемо, щоб вiн
якось “погасив” розбiг, i в результатi отримати просто число.

Багато методiв пiдсумовування названi матричними i подаються у, вiд-
повiдно, матричнiй формi [1] [3] [4].

Iдея в тому, що вектор-стовпець часткових сум 𝐴𝑛 ряду
∑︀𝑁

𝑛=1 𝑎𝑛 мно-
житься справа до деякої матрицi, i в результатi очiкується, що отриманий
новий стовпець значень буде збiжним.
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Так, наприклад, для класичного пiдсумовування матриця буде одини-
чною:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 · · ·
0 1 0 0 · · ·
0 0 1 0 · · ·
0 0 0 1 · · ·
... ... ... ... . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
при множеннi до якої вектора-стовпця 𝐴𝑛 нiчого не змiниться:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 · · ·
0 1 0 0 · · ·
0 0 1 0 · · ·
0 0 0 1 · · ·
... ... ... ... . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝐴4
...

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝐴4
...

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Iнший приклад: матриця для пiдсумовування по Чезаро виглядає на-

ступним чином:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 · · ·
1/2 1/2 0 0 0 · · ·
1/3 1/3 1/3 0 0 · · ·
1/4 1/4 1/4 1/4 0 · · ·
1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 · · ·
... ... ... ... ... . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
i вона вже змiнить вектор-стовпець 𝐴𝑛 на новий. I очiкується, що но-

вий, змiнений вектор-стовпець буде збiжним на вiдмiну вiд оригiнально-
го.

Приклад множення матрицi пiдсумовування Чезаро на вектор-стовпець
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часткових сум ряду
∑︀𝑁

𝑛=1(−1)(𝑛−1):⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 · · ·
1/2 1/2 0 0 0 · · ·
1/3 1/3 1/3 0 0 · · ·
1/4 1/4 1/4 1/4 0 · · ·
1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 · · ·
... ... ... ... ... . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

0

1

0

1
...

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

1/2

2/3

1/2

3/5
...

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Власне, тепер, коли описано, що таке матричний вигляд, можна пере-

йти до його пошуку для формули (5) (для цiєї простiше).
Треба привести формулу (5), до вигляду

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑠𝑛𝐴𝑛,

де отриманi 𝑠𝑛 як раз i будуть коефiцiєнтами матрицi. Власне:

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 − 𝑏𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑏𝑛

= 𝐴𝑁 − 𝑏𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑏𝑛

= 𝐴𝑁 − 𝑏𝑁

(︂
𝐴𝑁

𝑏𝑁
−

𝑁−1∑︁
𝑛=1

(
1

𝑏𝑛+1
− 1

𝑏𝑛
)𝐴𝑛

)︂

=
𝑁−1∑︁
𝑛=1

(
𝑏𝑁
𝑏𝑛+1

− 𝑏𝑁
𝑏𝑛

)𝐴𝑛 (6)

Отже, формула (5) в матричному виглядi подається наступним чином:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 0 · · ·

𝑏2/𝑏2 − 𝑏2/𝑏1 0 0 0 · · ·
𝑏3/𝑏2 − 𝑏3/𝑏1 𝑏3/𝑏3 − 𝑏3/𝑏2 0 0 · · ·
𝑏4/𝑏2 − 𝑏4/𝑏1 𝑏4/𝑏3 − 𝑏4/𝑏2 𝑏4/𝑏4 − 𝑏4/𝑏3 0 · · ·

... ... ... ... . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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До речi, формулу (6) теж можна привести до гарного вигляду

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 = lim
𝑁→∞

𝑏𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=1

(
1

𝑏𝑛+1
− 1

𝑏𝑛
)𝐴𝑛 (7)

i розцiнювати як третiй еквiвалентний варiант до формул (3) i (5),
який теж нам знадобиться трохи пiзнiше (𝑏𝑛, звiсно, все ще монотонно
спадає до нуля).

1.3 Доведення важливих властивостей

Просто показати, що метод дав скiнченний результат на якомусь при-
кладi, звiсно, не достатньо. На практицi вимагається, щоб запропонова-
ний метод задовiльняв три наступнi властивостi [1] [3]:

Властивiсть 1. Лiнiйнiсть:
якщо

∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 = 𝐴 i

∑︀∞
𝑛=1 𝑏𝑛 = 𝐵, то

∑︀∞
𝑛=1 𝛼𝑎𝑛 + 𝛽𝑏𝑛 = 𝛼𝐴 + 𝛽𝐵 при

використаннi методу.

Властивiсть 2. Стабiльнiсть:
якщо

∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 = 𝐴, то i 𝑎1 +

∑︀∞
𝑛=2 𝑎𝑛 = 𝐴 при використаннi методу.

Властивiсть 3. Регулярнiсть:
якщо

∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛 = 𝐴 в класичному сенсi, то i новий метод має дати цей

же результат.

Теорема 1.1. Для формули (5) виконуються властивостi лiнiйностi,
стабiльностi i регулярностi [8].

Доведення. Лiнiйнiсть:

lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=1

𝛼𝑎𝑛 − 𝑐𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝛼𝑎𝑛
𝑐𝑛

+ lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=1

𝛽𝑏𝑛 − 𝑐𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝛽𝑏𝑛
𝑐𝑛

=

= lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=1

(𝛼𝑎𝑛 + 𝛽𝑏𝑛)− 𝑐𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝛼𝑎𝑛 + 𝛽𝑏𝑛
𝑐𝑛

.

20



Доведення. Стабiльнiсть:

lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=2

𝑎𝑛 − 𝑏𝑁

𝑁∑︁
𝑛=2

𝑎𝑛
𝑏𝑛

=

= lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=2

𝑎𝑛 − 𝑏𝑁

𝑁∑︁
𝑛=2

𝑎𝑛
𝑏𝑛

+ 𝑎1 − 𝑏𝑁
𝑎1
𝑏1

− 𝑎1 + 𝑏𝑁
𝑎1
𝑏1

=

= lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 − 𝑏𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑏𝑛

− 𝑎1 + 𝑏𝑁
𝑎1
𝑏1

=

= lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 − 𝑏𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑏𝑛

− 𝑎1.

Властивостi лiнiйностi i стабiльностi довелись доволi просто i самi по
собi є iнтуїтивними i зрозумiлими, до яких всi звикли. Справдi, якби
якась з цих властивостей не виконалась би, то вся теорiя використання
iнших пiдсумовуючих функцiй могла б виглядати сумнiвною.

А от регулярнiсть вже бiльш екзотична i цiкава. Фактично, виконання
цiєї властивостi для пiдсумовуючої функцiї каже нам “використовуй цю
формулу i не бiйся, що результат вийде парадоксальним”. Таке застосу-
вання формули буде продемонстровано в пiзнiших роздiлах, а поки що
повертаємось до доведення.

Доведення. Регулярнiсть:

lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 − 𝑏𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑏𝑛

= 𝐴− lim
𝑁→∞

𝑏𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑏𝑛

.

А отже треба довести, що

lim
𝑁→∞

𝑏𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑏𝑛

= 0.
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lim
𝑁→∞

𝑏𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑏𝑛

= lim
𝑁→∞

𝑏𝑁 · 𝐴𝑁

𝑏𝑁
+ 𝑏𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=1

(
1

𝑏𝑛
− 1

𝑏𝑛+1
)𝐴𝑛 (8)

= lim
𝑁→∞

(︂
𝐴+ 𝑏𝑁

𝑋∑︁
𝑛=1

(
1

𝑏𝑛
− 1

𝑏𝑛+1
)𝐴𝑛+

+ 𝑏𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=𝑋+1

(
1

𝑏𝑛
− 1

𝑏𝑛+1
)𝐴𝑛

)︂
(9)

≤ lim
𝑁→∞

(︂
𝐴+ 𝑏𝑁

𝑋∑︁
𝑛=1

(
1

𝑏𝑛
− 1

𝑏𝑛+1
)𝐶+

+ 𝑏𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=𝑋+1

(
1

𝑏𝑛
− 1

𝑏𝑛+1
)𝐴

)︂
= lim

𝑁→∞
𝐴+

𝑏𝑁
𝑏1

𝐶 − 𝑏𝑁
𝑏𝑋+1

𝐶 +
𝑏𝑁
𝑏𝑋+1

𝐴− 𝑏𝑁
𝑏𝑁

𝐴

=
𝑏𝑁
𝑏𝑋+1

(𝐴− 𝐶)

= 0.

На моментi (8) було використано перетворення Абеля.
На моментi (9) ряд розбивається на двi частини: вiд 1 до 𝑋 i вiд 𝑋+1

до 𝑁 . Тут 𝑋 прямує до нескiнченностi, але не швидше нiж 𝑁 (тобто
так, щоб 𝑏𝑁

𝑏𝑋
прямувало до нуля). Тодi перший ряд в (9) можна оцiнити

зверху i знизу, взявши найбiльше i найменше 𝐴𝑛 серед 𝑛 ∈ [1, · · ·𝑋] (далi
в нерiвностi показано лише оцiнку зверху через 𝐶), а в другому рядi 𝐴𝑛

приймає значення часткової суми не ранiше за 𝐴𝑋+1, а значить, дорiвнює
𝐴.

I далi все скорочується до нуля.
Обмеження знизу не продемонстровано, але мiркування для нього ана-

логiчнi.

На тлi очевидних лiнiйностi i стабiльностi доведення регулярностi мо-
гло здатися вже трохи важкуватим, для повного розумiння не зайвим
буде продемонструвати конкретний приклад:
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Приклад 1. За приклад вiзьмемо ряд
∑︀∞

𝑛=1
1
𝑛2 i 𝑏𝑛 = 1

𝑛. Маємо:

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2
= lim

𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=1

1

𝑛2
− 1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

1

𝑛
.

Тут треба довести, що другий доданок прямує до нуля. Звiсно, це мо-
жна сказати одразу, бо гармонiчнi числа ведуть себе як логарифм, але
ми на це поки що заплющимо очi, бо зараз на метi продемонструвати
весь алгоритм, який був проведений в доведеннi регулярностi вище.

Отже, маємо:

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

1

𝑛
= lim

𝑁→∞

𝜋2

6
+

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=1

(𝑛− (𝑛+ 1))
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝑘2
= (10)

= lim
𝑁→∞

𝜋2

6
+

1

𝑁

⌊
√
𝑁⌋∑︁

𝑛=1

(𝑛− (𝑛+ 1))
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝑘2
+

+
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=⌊

√
𝑁⌋+1

(𝑛− (𝑛+ 1))
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝑘2

Знову ж таки, на моментi (10) можна скоротити 𝑛− (𝑛+ 1), але
цього ми робити зараз не будемо, щоб проробити всi дiї алгоритму
вище.

Цiкаво, що якби все ж таки спростили зараз, то другий доданок
був би майже iдентичним пiдсумовуванню за Чезаро. Це насправдi не
випадковiсть i про це спостереження буде детальнiше розказано в iн-
шому розiдiлi.

А поки знову повертаємось до доведення регулярностi. Тепер нам за-
лишилось оцiнити зверху i знизу результат вище. У наступних нерiв-
ностях звернiть увагу на верхнi iндекси часткових сум, саме завдяки
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ним i вiдбувається оцiнка зверху i знизу. Власне, маємо:

lim
𝑁→∞

(︃
𝜋2

6
+

1

𝑁

⌊
√
𝑁⌋∑︁

𝑛=1

(︂
(𝑛− (𝑛+ 1))

1∑︁
𝑘=1

1

𝑘2

)︂
+

+
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=⌊

√
𝑁⌋+1

(︂
(𝑛− (𝑛+ 1))

⌊
√
𝑁⌋+1∑︁
𝑘=1

1

𝑘2

)︂)︃
≥

≥ lim
𝑁→∞

(︃
𝜋2

6
+

1

𝑁

⌊
√
𝑁⌋∑︁

𝑛=1

(︂
(𝑛− (𝑛+ 1))

𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑘2

)︂
+

+
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=⌊

√
𝑁⌋+1

(︂
(𝑛− (𝑛+ 1))

𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑘2

)︂)︃
≥

≥ lim
𝑁→∞

(︃
𝜋2

6
+

1

𝑁

⌊
√
𝑁⌋∑︁

𝑛=1

(︂
(𝑛− (𝑛+ 1))

⌊
√
𝑁⌋∑︁

𝑘=1

1

𝑘2

)︂
+

+
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=⌊

√
𝑁⌋+1

(︂
(𝑛− (𝑛+ 1))

𝑁∑︁
𝑘=1

1

𝑘2

)︂)︃
.

Спрощуємо i отримуємо, що

lim
𝑁→∞

𝜋2

6
+

1

𝑁

(︀
1− (⌊

√
𝑁⌋+ 1)

)︀
+

1

𝑁

(︀
⌊
√
𝑁⌋+ 1−𝑁

)︀𝜋2

6
≥

≥ lim
𝑁→∞

(︃
𝜋2

6
+

1

𝑁

⌊
√
𝑁⌋∑︁

𝑛=1

(𝑛− (𝑛+ 1))
𝑛∑︁

𝑘=1

1

𝑘2
+

+
1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=⌊

√
𝑁⌋+1

(
1

𝑛
− 1

𝑛+ 1
)

𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑘2

)︃
≥

≥ lim
𝑁→∞

𝜋2

6
+

1

𝑁

(︀
1− (⌊

√
𝑁⌋+ 1)

)︀𝜋2

6
+

1

𝑁

(︀
⌊
√
𝑁⌋+ 1−𝑁

)︀𝜋2

6
.

Як бачимо, вираз обмежений i зверху, i знизу нулем, а значить ре-
гулярнiсть виконалась.

Як вже було сказано, таке доведення вийшло дещо заплутаним.
Таке доведення було сформоване ще до того, як було знайдено фор-
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мулу (7), а її перевага в тому, що вона представлена в матричнiй формi.
Для матричних пiдсумовувань iснує теорема Сiльвермана-Теплiца [2] [3],
яка стверджує, що матричний метод регулярний тодi i тiльки тодi, коли:

1. lim𝑁→∞ 𝑠𝑁𝑛 = 0,

2. lim𝑁→∞
∑︀∞

𝑛=1 𝑠𝑁𝑛 = 1,

3. sup𝑁
∑︀∞

𝑛=1 |𝑠𝑁𝑛| < ∞.

Теорема 1.2. Формула (7) задовольняє умови теореми Сiльвермана-
Теплiца.

Доведення. Перша умова:

lim
𝑁→∞

𝑠𝑁𝑛 = lim
𝑁→∞

𝑏𝑁(
1

𝑏𝑛+1
− 1

𝑏𝑛
) = 0

Доведення. Друга умова:

lim
𝑁→∞

∞∑︁
𝑛=1

𝑠𝑁𝑛 = lim
𝑁→∞

𝑏𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=1

(
1

𝑏𝑛+1
− 1

𝑏𝑛
)

= lim
𝑁→∞

𝑏𝑁(
1

𝑏𝑁
− 1

𝑏1
)

= 1

Доведення. Третя умова:

sup
𝑁

∞∑︁
𝑛=1

|𝑠𝑁𝑛| = sup
𝑁

𝑏𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=1

(
1

𝑏𝑛+1
− 1

𝑏𝑛
)

= sup
𝑁

𝑏𝑁(
1

𝑏𝑁
− 1

𝑏1
)

≤ 1
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1.4 Тауберовi теореми

Трохи ранiше була продемонстрована i описана властивiсть регуляр-
ностi. В цiй секцiї буде дещо схоже, але в зворотному напрямку.

Тауберовi теореми додаткова умова, при виконаннi якої можна ствер-
джувати, що якщо ряд збiжний за певним методом пiдсумовування, то
вiн буде також збiжним i в класичному сенсi [1] [3].

Наприклад, Тауберова теорема для пiдсумовування за Чезаро це
умова, щоб член ряду 𝑎𝑛 був о-маленьким вiд 1

𝑛 . В такому випадку зi збi-
жностi ряду за Чезаро також слiдуватиме збiжнiсть ряду в класичному
сенсi.

Для формули (5) Тауберову теорему отримати дуже просто: достатньо
покласти умову, що

𝑏𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑏𝑛

прямуватиме до нуля. В такому випадку вiд формули (5) залишиться
лише границя часткових сум, що i є класичним методом.

Але це, по-перше, тривiально, а по-друге, малокорисно в реальному
використаннi, бо формула (5) вже передбачає пiдсумовування границi
часткових сум, а значить збiжнiсть/розбiжнiсть ряду в класичному сенсi
i так вспливає при пiдрахунках.

Бiльш доречно буде знайти Тауберову теорему для оригiнальної фор-
мули (3):

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑏𝑛 = lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)𝐴𝑛

= lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)𝐴𝑛 + 𝑏𝑁𝐴𝑁 − 𝑏𝑁𝐴𝑁

= lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑏𝑛 − 𝑏𝑁𝐴𝑁 .

26



Отже можемо сформулювати вiдповiдну теорему.

Теорема 1.3. Якщо ряд
∑︀∞

𝑛=1 𝑎𝑛𝑏𝑛 збiжний по формулi (3) i якщо ви-
конується умова 𝑏𝑁𝐴𝑁 → 0 при 𝑁 → ∞, то ряд

∑︀∞
𝑛=1 𝑎𝑛𝑏𝑛 збiжний i

в класичному сенсi.

Важливо наголосити що 𝑎𝑛 в формулах (3) i (5) не однакове i тому
Тауберовi теореми вийшли рiзними. При виводi формули (5) з формули
(3) була зроблена замiна 𝑎𝑛

𝑏𝑛
на 𝑎𝑛. Якби такої замiни не було, то i отриманi

Тауберовi теореми для формул (3) i (5) спiвпали б.
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2 Порiвняння з iншими методами

2.1 Зв’язок з пiдсумовуванням Чезаро

В минулому роздiлi на моментi (10) було сказано, що могло з’явитись
пiдсумовування за Чезаро. Насправдi це не випадковiсть i цей роздiл
почнемо з того, що покажемо, що при деяких манiпуляцiях з формулою
(3) можна отримати точне пiдсумовування за Чезаро.

Пiдсумовування за Чезаро для ряду
∑︀∞

𝑛=1 𝑎𝑛 визначається як границя
середнього арифметичного часткових сум:

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 = lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘.

Давайте для цього ж ряду
∑︀∞

𝑛=1 𝑎𝑛 застосуємо формулу (3), де вiзьмемо
1
𝑛 як спадний множник. Отримаємо

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 = lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=1

∑︀𝑛
𝑘=1 𝑘𝑎𝑘

𝑛(𝑛+ 1)

= lim
𝑁→∞

(︂∑︀1
𝑘=1 𝑘𝑎𝑘
1

−
∑︀1

𝑘=1 𝑘𝑎𝑘
2

+

∑︀2
𝑘=1 𝑘𝑎𝑘
2

−
∑︀2

𝑘=1 𝑘𝑎𝑘
3

+

+ · · ·+
∑︀𝑁

𝑘=1 𝑘𝑎𝑘
𝑁

−
∑︀𝑁

𝑘=1 𝑘𝑎𝑘
𝑁 + 1

)︂
= lim

𝑁→∞

(︂∑︀1
𝑘=1 𝑘𝑎𝑘
1

−
(︁∑︀1

𝑘=1 𝑘𝑎𝑘
2

−
∑︀2

𝑘=1 𝑘𝑎𝑘
2

)︁
−
(︁∑︀2

𝑘=1 𝑘𝑎𝑘
3

−

− · · · −
∑︀𝑁

𝑘=1 𝑘𝑎𝑘
𝑁

)︁
−
∑︀𝑁

𝑘=1 𝑘𝑎𝑘
𝑁 + 1

)︂
= lim

𝑁→∞
𝑎1 + 𝑎2 + · · ·+ 𝑎𝑁 −

∑︀𝑁
𝑘=1 𝑘𝑎𝑘
𝑁 + 1

= lim
𝑁→∞

(𝑁 + 1)(𝑎1 + 𝑎2 + · · ·+ 𝑎𝑁)−
∑︀𝑁

𝑘=1 𝑘𝑎𝑘
𝑁 + 1

= lim
𝑁→∞

1

𝑁 + 1

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘.
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Звiсно, хотiлося б сказати, що пiдсумовування за Чезаро частковий
випадок формули (3), однак це буде трошки грубо через те, що формула
(3) скоротилась не рiвно до границi середнього арифметичного часткових
сум, а ще з множником 𝑁

𝑁+1 . Тим не менш, це все одно демонструє, що
формула (3) бiльш варiативна нiж пiдсумовування за Чезаро.

Додатково ще продемонструємо приклад для ряду
∑︀∞

𝑛=1 cos(𝑛) :

5 10 15 20 25 30

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

∑n=1
Ν cos(n)

∑n=1
Ν ∑k=1

n cos(k)

Ν

∑n=1
Ν 

1

n
-

1

n+1
 ∑k=1

n k cos(k)

Графiк 3: демонстрацiя подiбностi пiдсумовування за Чезаро i формули
(3) з 𝑏𝑛 = 1

𝑛 на прикладi ряду
∑︀∞

𝑛=1 cos𝑛

Хронологiчно, наведене вище доведення було знайдене до того, як бу-
ло сформульовано формулу (7). Але саме з використанням формули (7)
довести зв’язок простiше:

Нехай 𝑏𝑛 = 1
𝑛 . Тодi в формулi (7) маємо:

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 = lim
𝑁→∞

𝑏𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=1

(
1

𝑏𝑛+1
− 1

𝑏𝑛
)𝐴𝑛

= lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛.

Так, iндекси, звiсно, залишились зсунутими.
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2.2 Зв’язок з логарифмiчним пiдсумовуванням

Взагалi, формула (7) виявилась зручною для доведення зв’язку не
тiльки з пiдсумовуванням по Чезаро.

Вiдтак, якщо взяти замiну

𝑏𝑛 =
1∑︀𝑛
𝑘=1

1
𝑘

,

то формула (7) вийде наступною:

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 = lim
𝑁→∞

𝑏𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=1

(
1

𝑏𝑛+1
− 1

𝑏𝑛
)𝐴𝑛

= lim
𝑁→∞

1∑︀𝑁
𝑘=1

1
𝑘

𝑁−1∑︁
𝑛=1

(︂ 𝑛+1∑︁
𝑘=1

1

𝑘
−

𝑛∑︁
𝑘=1

1

𝑘

)︂
𝐴𝑛

= lim
𝑁→∞

1∑︀𝑁
𝑘=1

1
𝑘

𝑁−1∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛

𝑘 + 1

Якщо врахувати, що
∑︀𝑁

𝑘=1
1
𝑘 ≈ ln𝑁 , 𝑁 − 1 в верхнiй межi пiсумовува-

ння через спрямування до нескiнченностi можна замiнити на 𝑁 i по тiй
же причинi можна замiнити 1

𝑘+1 на 1
𝑘 , то отримаємо

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

1

ln𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐴𝑛

𝑛
,

що є логарифмiчним пiдсумовуванням.

2.3 Зв’язок зi зваженим середнiм пiдсумовуванням

Метод зваженого середнього пiдсумовування ґрунтується на викори-
станнi ваг утворених за допомогою допомiжної послiдовностi 𝑝𝑛.
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Власне, матриця виглядає натупним чином:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑝1/𝑃1 0 0 0 · · ·
𝑝1/𝑃2 𝑝2/𝑃2 0 0 · · ·
𝑝1/𝑃3 𝑝2/𝑃3 𝑝3/𝑃3 0 · · ·
𝑝1/𝑃4 𝑝2/𝑃4 𝑝3/𝑃4 𝑝4/𝑃4 · · ·

... ... ... ... . . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
або, у записi через ряди:

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 = lim
𝑁→∞

1

𝑃𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑝𝑛𝐴𝑛

Формулу (7) можна легко звести до цього методу замiною 𝑏𝑁 = 1
𝑃𝑁

:

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 = lim
𝑁→∞

𝑏𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=1

(
1

𝑏𝑛+1
− 1

𝑏𝑛
)𝐴𝑛

= lim
𝑁→∞

1

𝑃𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=1

(𝑃𝑛+1 − 𝑃𝑛)𝐴𝑛

= lim
𝑁→∞

1

𝑃𝑁

𝑁−1∑︁
𝑛=1

𝑝𝑛+1𝐴𝑛

Збiг не iдеальний (це було завчасно очевидно, якщо подивитись на
головну дiагональ матриць обох методiв), однак структурно це те саме i
отримана похибка нiвелюється при спрямовуваннi 𝑁 до нескiнченностi.

Тут варто зауважити, що метод в тому формулюваннi, в якому дана
формула (7) (з умовою на монотонно спадне 𝑏𝑛), буде частковим випад-
ком методу зважених середнiх (знову ж таки якщо не звертати увагу на
зсунутiсть деяких iндексiв), бо монотонно спадними 𝑏𝑛 не можна пред-
ставити не додатнє 𝑝𝑛, яке насправдi допустиме для методу зважених
середнiх.

Це насправдi натякає на те, що умову 𝑏𝑛 можна покращити, але в данiй
роботi i надалi будуть розгладатись лише монотонно спаднi до нуля 𝑏𝑛.
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Взагалi, метод зважених середнiх сформульований дуже унiверсально
i вiд нього вже можна вiдштовхуватись при доведеннi iнших зв’язкiв.
Тобто взяти вже вiдомий зв’язок пiдсумовування зваженими середнiми
з потрiбним методом i адаптувати його так, щоб формулювання було не
через 𝑝𝑛 методу зважених середнiх, а через 𝑏𝑛 методу (7).
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3 Узагальнення iдеї

3.1 Узагальнення через iтерацiї

Методи (3), (5) i (7) доволi варiативнi через можливiсть вибору 𝑏𝑛, але
не дуже ефективнi в тому планi, що якщо ряд осцилює занадто сильно,
то метод може не дати бажаний результат.

5 10 15 20

-10

-5

5

10

∑n=1
Ν n (-1)n-1

∑n=1
Ν n (-1)n-1 -

∑n=1
Ν n2 (-1)n-1

Ν

∑n=1
Ν 

1

2n
-

1

2n+1
 ∑k=1

n k 2k (-1)k-1

Графiк 4: демонстрацiя занадто сильно осцилюючого ряду з рiзними
формами i рiзними 𝑏𝑛

Але можна побачити, що темп розбiгу пiсля використання формул
зменшився, а значить можна спробувати iтеративно продовжити викори-
стовувати формулу доки не отримати бажаний результат, очiкуючи, що
розбiг пiсля деякої iтерацiї пропаде i ми отримаємо усереднене значення.

Ось як iдея iтеративного використання однiєї i тiєї ж формули вигля-
дає на прикладi пiдсумовування за Чезаро:

Приклад 2. Подивимось на частковi суми для ряду
∑︀

𝑛=1(−1)𝑛−1𝑛:

N 1 2 3 4 5 6 7 · · ·
a𝑛 1 -2 3 -4 5 -6 7 · · ·
A𝑛 1 -1 2 -2 3 -3 4 · · ·∑︀𝑁
𝑛=1𝐴𝑛 1 0 2 0 3 0 4 · · ·∑︀𝑁

𝑛=1𝐴𝑛/𝑁 1 0 2/3 0 3/5 0 4/7 · · ·
Як ми бачимо, на границi буде осциляцiя мiж значеннями 0 i 1/2,

тобто пiдсумовування по Чезаро тут не справилось.
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Однак можна задуматись от над чим: ряд
∑︀∞

𝑛=1(−1)𝑛−1 дає в ре-
зультатi 1 чи 0, нас це не влаштовує i ми використовуємо метод
Чезаро на послiдовностi результатiв. Так от, чому б не використати
цей же метод повторно на послiдовностi результатiв 1/2 i 0, яка ви-
никла в останньому рядку (на границi) таблицi наведеної вище? Якщо
це зробити, то вийде, що

∑︀∞
𝑛=1(−1)𝑛−1 = 1

4.

Цю iдею (iтеративно повторювати формулу скiльки завгодно разiв)
можна використати на формулах (3), (5) i (7). Насправдi, можна багато
чого тут придумати беручи кожен раз рiзнi спаднi до нуля послiдовностi,
але поки що обмежимось тим, що весь час буде одне i те саме 𝑏𝑛. Маємо
таке узагальнення (3):

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑏𝑛 =
∞∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)
(𝑘)𝐴(𝑘)

𝑛 , (11)

де

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)
(1) = 𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)
(2) = 𝑏𝑛 − 2𝑏𝑛+1 + 𝑏𝑛+2

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)
(3) = 𝑏𝑛 − 3𝑏𝑛+1 + 3𝑏𝑛+2 − 𝑏𝑛+3

· · · ,

яке дуже схоже на бiном Ньютона i

𝐴(1)
𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘

𝐴(2)
𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘∑︁
𝑚=1

𝑎𝑚

𝐴(3)
𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘∑︁
𝑚=1

𝑚∑︁
𝑝=1

𝑎𝑝

· · · .
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Ν 
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Графiк 5: демонстрацiя двох iтерацiй формули (3) на рядi∑︀∞
𝑛=1(−1)𝑛−1𝑛 з 𝑏𝑛 = 1

𝑛2

Це, мабуть, очевидно, але пару слiв про лiнiйнiсть, стабiльнiсть i регу-
лярнiсть все ж напишемо. Ось коротке доведення, що при iтерацiї вони
нiкуди не дiлись:

Доведення. Вiзьмемо формулу (3) i роздiлимо її на двi суми:

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑏𝑛 =
∞∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)𝐴𝑛 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛𝐴𝑛 −
∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛+1𝐴𝑛.

На цей момент ми нiяк формулу (3) не мiняли, а значить лiнiйнiсть,
стабiльнiсть i регулярнiсть зберiгаються. I нам нiчого не забороняє роз-
глядати два новi ряди як просто звичайнi ряди i застосувати на них
кожен окремо формулу (3), яка лiнiйна, стабiльна i регулярна. Маємо:

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑏𝑛 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛𝐴𝑛 −
∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛+1𝐴𝑛

=
∞∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)𝐴
(2)
𝑛 −

∞∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛+1 − 𝑏𝑛+2)𝐴
(2)
𝑛

=
∞∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 2𝑏𝑛+1 + 𝑏𝑛+2)𝐴
(2)
𝑛

=
∞∑︁
𝑛=1

(𝑏𝑛 − 𝑏𝑛+1)
(2)𝐴(2)

𝑛 .

Для iнших (𝑘) мiркування аналогiчнi.
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Формулу (5) теж можна iтеративно використати.

Доведення. Тут почнемо одразу з тих же дiй, що були використанi в
доведеннi вище:

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 = lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 − 𝑏𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑏𝑛

= lim
𝑁→∞

(︁ 𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 − 𝑏𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑏𝑛

)︁
−
(︁
𝑏𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑏𝑛

− 𝑏2𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑏2𝑛

)︁
= lim

𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 − 2𝑏𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑏𝑛

+ 𝑏2𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑏2𝑛
, (12)

що доводить лiнiйнiсть, стабiльнiсть i регулярнiсть.

Приємно, що загальний вигляд для (12) буде записаний красиво, а
не як для (11), де довелось вводити нотацiї з (𝑘). Власне, iтеративно
узагальнена формула (5) виглядає наступним чином:

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 = lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=1

(1− 𝑏𝑁
𝑏𝑛

)𝑘𝑎𝑛, (13)

де при 𝑘 = 0 вийде звичайна границя часткових сум, при 𝑘 = 1 вийде
формула (5), при 𝑘 = 2 подвiйна формула (5) i так далi.

Взагалi, от в такому виглядi, де все об’єднано пiд один знак суми,
можна легко пояснити як працює ця формула на словах.

Виходить, ми взяли наш вхiдний ряд
∑︀𝑁

𝑛=1 𝑎𝑛, i кожен його член до-
множили на деякий множник, який при малих 𝑛 близький до одиницi, а
при 𝑛 бiля 𝑁 близький до нуля. При цьому що вiдбувається:

• якщо ряд i так збiжний (наприклад,
∑︀∞

𝑛=1
1
𝑛2 ), то найбiльший вклад

в його суму дають саме першi доданки, а доданки ближче до кiнця
зобов’язанi прямувати до нуля. В такому випадку множник (1− 𝑏𝑁

𝑏𝑛
)

не повпливає на суму, бо першi доданки вiн не псує, а на останнi
вже байдуже;
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• якщо наша сума осцилює (наприклад,
∑︀∞

𝑛=1(−1)𝑛), то наш мно-
жник змусить цю осциляцiю стухати ближче до кiнця, бо тi до-
данки, якi при класичному пiдсумовуваннi i викликали осциляцiї,
тепер будуть потихеньку зменшуватись ближче до кiнця. Тобто
стрибки часткової суми вверх/вниз будуть весь час зменшуватись,
а значить сума ряду усередниться;

• якщо ряд розбiгається до нескiнченностi (наприклад,
∑︀∞

𝑛=1 𝑛), то
тут вже все складнiше. Практика показує, що не виходить знайти
такий множник, який би одночасно i не занадто сильно зменшував
початковi доданки (щоб не втратити регулярнiсть), i при цьому
достатньо сильно “занулював” кiнцевi, щоб “подавити” розбiжнiсть
ряду.
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∑n=2
Ν n sin(n)
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Ν 1 -

log(n)

log(Ν)

2
n sin(n)

Графiк 6: демонстрацiя двох iтерацiй формули (5) на рядi
∑︀∞

𝑛=2 𝑛 sin𝑛

з 𝑏𝑛 = 1
ln𝑛

Спочатку планувалось, що будуть розглядатись iтеративнi узагальне-
ння з одним i тим же 𝑏𝑛, однак формула (13) занадто зручна для манi-
пуляцiй з рiзними 𝑏𝑛 щоб проiгнорувти це.

Якщо бути точнiшим, то легко в тому випадку, якщо розглядати ме-
тод не як усунення осциляцiй через допомiжний ряд з 𝑏𝑛 в формулi (5), а
саме як використання повiльно спадного множника, на чому було акцен-
товано увагу в поясненнi формули (13). Тобто хочеться розглянути рiзнi
комбiнацiї таких спадних множникiв.
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Так, дуже гарний результат показує формула

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 = lim
𝑁→∞

𝑁∑︁
𝑛=1

(1− 𝑛

𝑁
)𝑛𝑎𝑛 (14)

Приклад 3. Приклад для ряду
∑︀∞

𝑛=1(−2)𝑛. Цей ряд осцилює дуже швид-
ко i з ним вже не справиться узагальнене пiдсумовування по Чезаро
(C,k), але формула (14) може.

0 10 20 30 40 50

-3×1010

-2×1010

-1×1010

1×1010

2×1010

3×1010

4×1010

Графiк 7: дуже сильно осцилюючий графiк ряду
∑︀∞

𝑛=1(−2)𝑛

0 10 20 30 40 50

-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

Графiк 8: той же ряд, але з використаною формулою (14)
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3.2 Узагальнення на нескiнченнi добутки

Не довго перебираючи варiанти можна також знайти аналог формули
(3) для нескiнченних добуткiв:

Твердження 2. Формула

∞∏︁
𝑛=1

𝑏𝑎𝑛𝑛 = lim
𝑁→∞

𝑁∏︁
𝑛=1

(︂
𝑏𝑛
𝑏𝑛+1

)︂𝐴𝑛

, (15)

де 𝐴𝑛 =
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑎𝑘 i 𝑏𝑛 монотонно зростає до одиницi, може поставити
число у вiдповiднiсть ширшому класу добуткiв, нiж класичний метод.

Приклад 4. Перший приклад покаже, що можна використовувати
формулу (15) для добуткiв, якi сходяться i в класичному сенсi, але
потенцiйно може бути ситуацiя, коли ряд легше буде знаходити в
iншому виглядi. Власне, нижче приклад для

∏︀∞
𝑛=1

4𝑛2

4𝑛2−1

0 10 20 30 40 50

1.46

1.48

1.50

1.52

1.54

1.56

∏n=1
Ν 4 n2

4 n2-1

∏n=1
Ν 

2 n3+3 n2

2 n3+3 n2-1

n

Графiк 9: демонстрацiя формули (15), де взято 𝑎𝑛=1

Приклад 5. Другий приклад покаже, що формула здатна присвоїти
значення i такому добутку, для якого класичне визначення не дає ре-
зультат. Приклад буде для

∏︀∞
𝑛=1(1.25 + 0.75(−1)𝑛−1)
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1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

∏n=1
Ν 

5

4
+
3

4
(-1)n-1

∏n=1
Ν 

n2+2 n+1

n2+2 n

∑k=1
n

ln
5

4
+
3

4
(-1)k-1

ln
k+1

k

Графiк 10: демонстрацiя формули (15) на добутку, який розбiжний в
класичному сенсi (взято 𝑏𝑛 = 𝑛+1

𝑛 i 𝑎𝑛 =
ln ( 54+

3
4 (−1)𝑛−1)

ln 𝑛+1
𝑛

).

Якщо проводити аналогiю з сумами, то можна було б подумати, що в
другому прикладi мало б вийти регуляризоване значення 1.5 (як середнє
результатiв), однак по графiку бачимо, що воно прямує десь до 1.4 (якщо
бути точним, то до

√
2). Насправдi тут все узгоджено, якщо згадати як

пов’язанi добутки i суми:

∞∏︁
𝑛=1

(1.25 + 0.75(−1)𝑛−1) = 𝑆

ln
∞∏︁
𝑛=1

(1.25 + 0.75(−1)𝑛−1) = ln𝑆

∞∑︁
𝑛=1

ln (1.25 + 0.75(−1)𝑛−1) = ln𝑆

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1 ln 2 = ln𝑆

ln 2

2
= ln𝑆

√
2 = 𝑆

Крiм того
√
2 границя cереднього геометричного часткових добу-

ткiв.
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3.3 Узагальнення на iнтеграли

Для iнтегралiв буде показано 2 узагальнення одне на основi фор-
мули (5) i одне на основi формули (3).

Почнемо з формули (5), тут буде все на поверхнi, просто помiняти знак
суми на знак iнтеграла i все готово (воно i не дивно, iнтеграл це ж та
сама сума).

Твердження 3. Формула∫︁ ∞

0

𝑓(𝑡)d𝑡 = lim
𝑇→∞

∫︁ 𝑇

0

𝑓(𝑡)d𝑡− 𝑔(𝑇 )

∫︁ 𝑇

0

𝑓(𝑡)

𝑔(𝑡)
d𝑡, (16)

де g(t) монотонно спадна до нуля, може поставити число у вiдповiд-
нiсть ширшому класу функцiй, нiж класичний метод.

Тут варто уточнити, що за базу тут взято iнтеграл Рiмана. Тобто за-
пропонована вище формула допомагає шукати осцилюючi невласнi iнте-
грали першого роду.

Як i для добуткiв, тут буде показано 2 приклади використання: коли
формула застосовується i так до не проблемного iнтегралу i коли до
розбiжного iнтегралу.

Приклад 6. Приклад для
∫︀∞
1

sin(𝑡)
𝑡 d𝑡 i 𝑔(𝑡) = 1

𝑡

10 20 30 40 50

0.50

0.55

0.60

0.65

0.70

∫1
T sin(t)

t
 t

∫1
T sin(t)

t
 t -

∫1
Tsin(t)t

T

Графiк 11: демонстрацiя дiї формули (16) на збiжному невласному
iнтегралi першого роду
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Приклад 7. Приклад для
∫︀∞
0 sin(𝑡)d𝑡 i 𝑔(𝑡) = 1√

𝑡

10 20 30 40 50

0.5

1.0

1.5

2.0

∫0
T
sin(t) t

∫0
T
sin(t) t -

∫0
T t sin(t)t

T

Графiк 12: демонстрацiя дiї формули (16) на розбiжному невласному
iнтегралi першого роду

Тепер стосовно формули на основi (3). Розглядаючи формулу (3) мо-
жна задуматись, що частина 𝑏𝑛−𝑏𝑛+1 дуже схожа на прирiст (ну, точнiше
спад) i якщо у нас на метi адаптувати формулу пiд iнтеграли, якi непе-
рервнi, то i цей прирiст варто спробувати адаптувати у виглядi похiдної.
I насправдi це працює.

Твердження 4. Формула∫︁ ∞

0

𝑔(𝑡)𝑓(𝑡)d𝑡 = lim
𝑇→∞

∫︁ 𝑇

0

−𝑔′(𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝑚)d𝑚d𝑡, (17)

де g(t) монотонно спадна до нуля, може поставити число у вiдповiд-
нiсть ширшому класу функцiй, нiж класичний метод.

Також можна звернути увагу, що так само, як формула (3) була схожа
на дискретне перетворення Абеля, так i її iнтегральний аналог схожий
на iнтегрування частинами.

Далi вже традицiйна пара прикладiв для збiжного i розбiжного iнте-
гралiв першого роду.
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Приклад 8. Приклад для
∫︀∞
1

ln(𝑡)
𝑡2 d𝑡, де 𝑔(𝑡) = ln 𝑡

𝑡2 i 𝑓(𝑡) = 1

10 20 30 40 50
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

∫1
T ln(t)

t2
 t

∫1
T
-

∂

∂t

ln(t)

t2
∫1
t
1m t

Графiк 13: демонстрацiя дiї формули (17) на збiжному невласному
iнтегралi першого роду

Приклад 9. Приклад для
∫︀∞
1 ln 𝑡 cos 𝑡d𝑡, де 𝑔(𝑡) = ln 𝑡

𝑡 i 𝑓(𝑡) = 𝑡 cos 𝑡

10 20 30 40 50

-4

-2

0

2

∫1
T
ln(t) cos(t) t

∫1
T
-

∂

∂t

ln(t)

t
∫1
t
m cos(m)m t

Графiк 14: демонстрацiя дiї формули (17) на розбiжному невласному
iнтегралi першого роду
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4 Використання

4.1 Феномен Гiббса

Феномен Гiббса надмiрна осциляцiя рядiв Фур’є в областi точок
розриву [5] [6] [7].

Наприклад, для функцiї 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑥) з перiодом 2𝜋 ряд Фур’є буде
наступним:

4

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

sin
(︀
(2𝑛− 1)𝑥

)︀
2𝑛− 1

.

Деякi його графiки (для 25, 50, 100 доданкiв) зображенi на малюнку
нижче.

2.8 3.0 3.2 3.4 3.6

-1.0

-0.5

0.5

1.0

4∑n=1
25 sin((2 n-1) x)

2 n-1

π

4∑n=1
50 sin((2 n-1) x)

2 n-1

π

4∑n=1
100 sin((2 n-1) x)

2 n-1

π

Графiк 15: демонстрацiя феномену Гiббса

Щоб обiйти таку проблему використовують iншi методи пiдсумовува-
ння [7], в цьому роздiлi буде продемонстровано ефективнiсть формули
(5) в порiвняннi з пiдсумовуванням по Чезаро [9].

Нижче наведено ряд Фур’є пiдсумований класичним методом, методом
Чезаро i пiдсумований за допомогою формули (5) з 𝑏𝑛 = 1

(2𝑛−1)2 :
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4∑n=1
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4∑n=1

100(2 n-1) sin((2 n-1) x)

π 1992

Графiк 16: демонстрацiя ряду Фур’є пiдсумованого класично, по
Чезаро i формулою (5)

Судячи з графiку, саме використання формули (5) дає найбiльш то-
чний результат до оригiнальної функцiї (класичне пiдсумовування за-
надто сильно осцилює, а по Чезаро занадто рано починає спадати до
точки розриву).

Нижче наведено оцiнки середньої похибки, тобто площа рiзницi ори-
гiнальної функцiї i трьох графiкiв вище (взято промiжок [𝜋2 ; 𝜋], через
симетрiю):

2

𝜋

∫︁ 𝜋

𝜋
2

⃒⃒⃒⃒
⃒1− 4

𝜋

100∑︁
𝑛=1

sin
(︀
(2𝑛− 1)𝑥

)︀
2𝑛− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ d𝑥 ≈ 0.009464,

2

𝜋

∫︁ 𝜋

𝜋
2

⃒⃒⃒⃒
⃒1− 4

𝜋

100∑︁
𝑛=1

1

100

𝑛∑︁
𝑘=1

sin
(︀
(2𝑘 − 1)𝑥

)︀
2𝑘 − 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ d𝑥 ≈ 0.011807,

2

𝜋

∫︁ 𝜋

𝜋
2

⃒⃒⃒⃒
⃒1− 4

𝜋

100∑︁
𝑛=1

(︂
1− (2𝑛− 1)2

1992

)︂
sin
(︀
(2𝑛− 1)𝑥

)︀
2𝑛− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ d𝑥 ≈ 0.005044.

Тобто використання формули (5) дало в середньому найменшу похибку
вiд оригiнальної функцiї.

Також варто оцiнити максимальну похибку (оцiнка буде на такому
ж iнтервалi, але з правого краю треба вимушено зробити вiдступ, бо
iнакше у всiх функцiй буде одинична похибка, бо це точка розриву i
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такий результат нам не iнформативний):

max
𝑥∈[𝜋2 ;𝜋−

1
100 ]

⃒⃒⃒⃒
⃒1− 4

𝜋

100∑︁
𝑛=1

sin
(︀
(2𝑛− 1)𝑥

)︀
2𝑛− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≈ 0.097193,

max
𝑥∈[𝜋2 ;𝜋−

1
100 ]

⃒⃒⃒⃒
⃒1− 4

𝜋

100∑︁
𝑛=1

1

100

𝑛∑︁
𝑘=1

sin
(︀
(2𝑘 − 1)𝑥

)︀
2𝑘 − 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≈ 0.423629,

max
𝑥∈[𝜋2 ;𝜋−

1
100 ]

⃒⃒⃒⃒
⃒1− 4

𝜋

100∑︁
𝑛=1

(︂
1− (2𝑛− 1)2

1992

)︂
sin
(︀
(2𝑛− 1)𝑥

)︀
2𝑛− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≈ 0.257933.

Як бачимо з результатiв i повертаючись до графiкiв, некласичнi пiдсу-
мовуючi функцiї занадто рано iдуть на спад якщо порiвнювати з класи-
чним варiантом, через що мають бiльше максимальне вiдхилення (однак
все ще звертаємо увагу, що формула (5) все ж краща за пiдсумовування
за Чезро).

Однак варто згадати головну перевагу формули (5) можливiсть ва-
рiювати 𝑏𝑛. I насправдi ситуацiя стане ще кращою, якщо обрати 𝑏𝑛 ще
бiльш швидко спадною. Вiдтак, результати з 𝑏𝑛 = 1

(2𝑛−1)6 будуть насту-
пними:

2

𝜋

∫︁ 𝜋

𝜋
2

⃒⃒⃒⃒
⃒1− 4

𝜋

100∑︁
𝑛=1

(︂
1− (2𝑛− 1)6

1996

)︂
sin
(︀
(2𝑛− 1)𝑥

)︀
2𝑛− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ d𝑥 ≈ 0.005568,

max
𝑥∈[𝜋2 ;𝜋−

1
100 ]

⃒⃒⃒⃒
⃒1− 4

𝜋

100∑︁
𝑛=1

(︂
1− (2𝑛− 1)6

1996

)︂
sin
(︀
(2𝑛− 1)𝑥

)︀
2𝑛− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≈ 0.082881.

Як бачимо, похибка в середньому стала зовсiм трохи бiльшою, однак
максимальна похибка разом з тим стала значно меншою. I в результатi
формула (5) з 𝑏𝑛 = 1

(2𝑛−1)6 дала кращий результат в обох тестах i за
класичне пiдсумовування, i за пiдсумовування по Чезаро.

Нижче додано новий графiк до попереднiх.
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Графiк 17: демонстрацiя ряду Фур’є пiдсумованого класично, по
Чезаро i формулою (5) з рiзними 𝑏𝑛

4.2 Узагальнення ядра Феєра

Ядро Феєра знаходиться шляхом середнього арифметичного ядер Дi-
рiхле. Тобто, iншими словами, ядро Феєра дорiвнює Чезарiвським сере-
днiм ряду 1 +

∑︀𝑛
𝑘=1 2 cos(𝑘𝑥) [6] [7], а оскiльки формули (3), (5) i (7) є

в певному сенсi узагальненням суми по Чезаро, то варто подивитись що
буде, якщо спробувати використати формулу тут i тим самим в деякому
сенсi узагальнити ядро Феєра.

Також видiляється клас “хороших” ядер, для яких мають виконуватись
наступнi властивостi [6]:

• Для всiх 𝑛 ≥ 1 виконується 1
2𝜋

∫︀ 𝜋

−𝜋 𝐾𝑛(𝑥)d𝑥 = 1.

• Icнує таке 𝑀 , що для всiх 𝑛 ≥ 1 виконується
∫︀ 𝜋

−𝜋 |𝐾𝑛(𝑥)|d𝑥 < 𝑀 .

• Для всiх 𝛿 > 0 виконується
∫︀ 𝜋

𝛿 |𝐾𝑛(𝑥)|d𝑥 → 0 при 𝑛 → ∞.

До цього класу належить ядро Феєра. На пошук саме таких ядер i
буде акцентовано увагу.

Легше буде скористатись формулою (5). Власне, давайте доведемо, що
формула

𝐾𝑛(𝑥) = 1 + 2
𝑛∑︁

𝑘=1

cos(𝑘𝑥)− 2𝑏𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

cos(𝑘𝑥)

𝑏𝑘
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створює “хорошi” ядра.

Доведення. Перша властивiсть:

1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝐾𝑛(𝑥)d𝑥 =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

1 + 2
𝑛∑︁

𝑘=1

cos(𝑘𝑥)− 2𝑏𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

cos(𝑘𝑥)

𝑏𝑘
d𝑥

= 1 + 2
𝑛∑︁

𝑘=1

(1− 𝑏𝑛
𝑏𝑘
)

∫︁ 𝜋

−𝜋

cos(𝑘𝑥)d𝑥

= 1

Доведення. Друга властивiсть:
Забiгаючи наперед зазначимо, що довести виконання другої власти-

востi для всiх монотонно спадних до нуля 𝑏𝑛 в цiй роботi не вийшло,
але вийшло довести це для певного класу таких 𝑏𝑛. Iдея доведення буде
полягати в тому, щоб отримати такi 𝐾𝑛(𝑥), якi були б невiд’ємними, а
значить друга властивiсть випливала б з першої, бо модуль би просто
пропав. Насправдi буде отримано не повнiстю невiд’ємнi 𝐾𝑛(𝑥), а такi,
де за певних параметрiв функцiя все ж може трохи опускатись нижче
нуля, але це не повпливає на обмеженiсть iнтегралу модуля.

Для цього одразу зазначимо, що∫︁ 𝜋

−𝜋

𝐾𝑛(𝑥) +
𝑏𝑛
𝑏2

d𝑥 = 2𝜋(1 +
𝑏𝑛
𝑏2
)

дорiвнює просто числу.
Власне, от якраз невiд’ємнiсть функцiї 𝐾𝑛(𝑥) +

𝑏𝑛
𝑏2

можна довести.
Iдея доведення буде полягати в тому, що через використання пере-

творення Абеля можна перетворити cos(𝑘𝑥) спочатку в ядро Дiрiхле, а
потiм i в ядро Феєра, яке якраз i є невiд’ємним.
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Власне, переходимо до перетворення нашого 𝐾𝑛(𝑥) +
𝑏𝑛
𝑏2

:

𝐾𝑛(𝑥) +
𝑏𝑛
𝑏2

=
𝑏𝑛
𝑏2

+ 1 + 2
𝑛∑︁

𝑘=1

cos(𝑘𝑥)− 2𝑏𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

cos(𝑘𝑥)

𝑏𝑘

=
𝑏𝑛
𝑏2

+ 1 + 2
𝑛∑︁

𝑘=1

cos(𝑘𝑥)− 2𝑏𝑛

(︂
1

𝑏𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

cos(𝑘𝑥)−

−
𝑛−1∑︁
𝑘=1

(
1

𝑏𝑘+1
− 1

𝑏𝑘
)

𝑘∑︁
𝑚=1

cos(𝑚𝑥)

)︂

=
𝑏𝑛
𝑏2

+ 1 + 2𝑏𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=1

(
1

𝑏𝑘+1
− 1

𝑏𝑘
)

𝑘∑︁
𝑚=1

cos(𝑚𝑥)

=
𝑏𝑛
𝑏2

+ 1 + 𝑏𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=1

(
1

𝑏𝑘+1
− 1

𝑏𝑘
)(𝐷𝑘 − 1)

=
𝑏𝑛
𝑏2

+ 1 + 𝑏𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=1

(
1

𝑏𝑘+1
− 1

𝑏𝑘
)𝐷𝑘 − 𝑏𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=1

(
1

𝑏𝑘+1
− 1

𝑏𝑘
)

=
𝑏𝑛
𝑏2

+ 1 + 𝑏𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=1

(
1

𝑏𝑘+1
− 1

𝑏𝑘
)𝐷𝑘 − 𝑏𝑛(−

1

𝑏1
+

1

𝑏𝑛
)

=
𝑏𝑛
𝑏2

+
𝑏𝑛
𝑏1

+ 𝑏𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=1

(
1

𝑏𝑘+1
− 1

𝑏𝑘
)𝐷𝑘

=
𝑏𝑛
𝑏2

+
𝑏𝑛
𝑏1

+ 𝑏𝑛

(︂
(
1

𝑏𝑛
− 1

𝑏𝑛−1
)
𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝐷𝑘−

−
𝑛−2∑︁
𝑘=1

(︁
(

1

𝑏𝑘+2
− 1

𝑏𝑘+1
)− (

1

𝑏𝑘+1
− 1

𝑏𝑘
)
)︁ 𝑘∑︁

𝑚=1

𝐷𝑚

)︂
=

𝑏𝑛
𝑏2

+
𝑏𝑛
𝑏1

+ (1− 𝑏𝑛
𝑏𝑛−1

)(𝑛𝐹𝑛−1 − 1)+

+ 𝑏𝑛

𝑛−2∑︁
𝑘=1

(
2

𝑏𝑘+1
− 1

𝑏𝑘
− 1

𝑏𝑘+2
)
(︀
(𝑘 + 1)𝐹𝑘 − 1

)︀
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𝐾𝑛(𝑥) +
𝑏𝑛
𝑏2

=
𝑏𝑛
𝑏2

+
𝑏𝑛
𝑏1

− (1− 𝑏𝑛
𝑏𝑛−1

) + (1− 𝑏𝑛
𝑏𝑛−1

)𝑛𝐹𝑛−1+

+ 𝑏𝑛

𝑛−2∑︁
𝑘=1

(
2

𝑏𝑘+1
− 1

𝑏𝑘
− 1

𝑏𝑘+2
)(𝑘 + 1)𝐹𝑘+

− 𝑏𝑛

𝑛−2∑︁
𝑘=1

(
2

𝑏𝑘+1
− 1

𝑏𝑘
− 1

𝑏𝑘+2
)

=
𝑏𝑛
𝑏2

+
𝑏𝑛
𝑏1

− 1 +
𝑏𝑛
𝑏𝑛−1

+ (1− 𝑏𝑛
𝑏𝑛−1

)𝑛𝐹𝑛−1+

+ 𝑏𝑛

𝑛−2∑︁
𝑘=1

(
2

𝑏𝑘+1
− 1

𝑏𝑘
− 1

𝑏𝑘+2
)(𝑘 + 1)𝐹𝑘+

− 𝑏𝑛(
1

𝑏𝑛−1
− 1

𝑏1
+

1

𝑏2
− 1

𝑏𝑛
)

=
2𝑏𝑛
𝑏1

+ (1− 𝑏𝑛
𝑏𝑛−1

)𝑛𝐹𝑛−1+

+ 𝑏𝑛

𝑛−2∑︁
𝑘=1

(
2

𝑏𝑘+1
− 1

𝑏𝑘
− 1

𝑏𝑘+2
)(𝑘 + 1)𝐹𝑘

Якщо накласти додаткову умову

2

𝑏𝑘+1
− 1

𝑏𝑘
− 1

𝑏𝑘+2
≥ 0,

то всi доданки будуть додатнiми, а значить i весь вираз теж. В такому
випадку iнтеграл вiд модуля функцiї спроститься до просто iнтеграла
вiд функцiї i буде дорiвнювати 2𝜋(1 + 𝑏𝑛

𝑏2
), як було зазначено на початку

доведення.
Власне, з отриманою додатковою умовою на 𝑏𝑘 i можна гарантува-

ти виконання другої властивостi, однак варто зазначити, що потенцiйно
результат можна i покращити. Можливо приведення функцiї до “майже
невiд’ємної” було занадто строгим i так вiдсiяло iншi потенцiйно можливi
𝑏𝑛.
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Доведення. Третя властивiсть:
Оскiльки формула (5) регулярна, то при 𝑛 → ∞ маємо

lim
𝑛→∞

𝐾𝑛(𝑥) = lim
𝑛→∞

1 + 2
𝑛∑︁

𝑘=1

cos(𝑘𝑥)− 2𝑏𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

cos(𝑘𝑥)

𝑏𝑘

= lim
𝑛→∞

1 + 2
𝑛∑︁

𝑘=1

cos(𝑘𝑥)

що є ядром Дiрiхле, для якого властивiсть виконується.

Оскiльки доведено всi 3 умови, то можна сформулювати наступну те-
орему.

Теорема 4.1. Ядра утворенi по формулi

𝐾𝑛(𝑥) = 1 + 2
𝑛∑︁

𝑘=1

cos(𝑘𝑥)− 2𝑏𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

cos(𝑘𝑥)

𝑏𝑘
,

де 𝑏𝑛 монотонно спадна до нуля послiдовнiсть така, для якої ви-
конується умова

2

𝑏𝑘+1
− 1

𝑏𝑘
− 1

𝑏𝑘+2
≥ 0,

є хорошими.
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Висновок

У магiстерськiй дисертацiї проведено комплексне дослiдження знайде-
ного методу пiдсумовування числових рядiв, що є розбiжними в класи-
чному сенсi. На основi проведеного аналiзу та отриманих результатiв
можна сформулювати наступнi висновки:

• Розроблено новий метод регуляризацiї, що ґрунтується на викори-
станнi допомiжних монотонно спадних до нуля послiдовностей та
асимптотичному аналiзi часткових сум.

• Доведено фундаментальнi властивостi методу, а саме його лiнiй-
нiсть, стабiльнiсть та регулярнiсть. Також знайдено Тауберовi тео-
реми для запропонованого методу.

• Проведено порiвняльний аналiз iз вiдомими методами пiдсумову-
вання (Чезаро, логарифмiчним та зваженим середнiм пiдсумовува-
ннями). Показано, що розроблений метод дозволяє ефективно зна-
ходити узагальненi суми для широкого класу осцилюючих рядiв.

• Виконано теоретичне узагальнення методу на випадок нескiнчен-
них добуткiв та невласних iнтегралiв.

• Дослiджено прикладнi аспекти, зокрема застосування методу до
теорiї рядiв Фур’є. Побудовано новi типи хороших ядер та проде-
монстровано вплив на феномен Гiббса.
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