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чних дослiджень.
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2
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хового портфелю та знайти замкненi вирази для константи Крамера-
Лундберга.
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7. Дата видачi завдання “03” лютого 2026 р.
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РЕФЕРАТ

Магiстерська дисертацiя: 58 сторiнок, 22 слайди для проектора, 24 першо-

джерела.

Актуальнiсть: Актуальнiсть дослiдження полягає в тому, що Україна є

однiєю з країн iз високими масштабами епiдемiї ВIЛ/СНIДу [1,2]. Це ство-

рює значний ризик для населення та страхових компанiй, який потребує

детального аналiзу та врахування при формуваннi страхових стратегiй.

Мета: Мета дослiдження полягає у зборi та приведеннi до робочого стану

iнформацiї про перебiг епiдемiї ВIЛ/СНIДу в Українi у 2014–2021 роках,

кластеризацiї регiонiв за схожими епiдемiологiчними тенденцiями, побудовi

та оцiнцi параметрiв страхових напiвмаркiвських моделей на iндивiдуаль-

ному рiвнi, а також у знаходженнi iнтегрального рiвняння, що пов’язує

стартовий капiтал страхового портфелю з ймовiрнiстю банкрутства.

Завдання:

• Збiр та вiдновлення даних про перебiг епiдемiї ВIЛ/СНIДу в Українi.

• Кластеризацiя регiонiв за схожими епiдемiологiчними тенденцiями.

• Побудова та оцiнка параметрiв напiвмаркiвських моделей на iндивiду-

альному рiвнi.

• Формулювання iнтегрального рiвняння для ймовiрностi банкрутства

страхового портфелю.

• Дослiдження асимптотичної поведiнки ймовiрностi банкрутства за ме-

тодологiєю Крамера–Лундберга.
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Методи: Для виконання дослiдження використано такi методологiї та

технологiї: OCR-технологiї для збору даних зi сканованих джерел; лiнiйнi

змiшанi моделi для кластеризацiї регiонiв; теорiя напiвмаркiвських ланцю-

гiв; методи аналiзу виживання, зокрема оцiнки Нельсона–Аалена, Капла-

на–Мейєра та Тьорнбула; медичнi знання про ВIЛ/СНIД, методи лiкування

та профiлактики; методологiя Крамера–Лундберга для побудови та аналiзу

iнтегрального рiвняння ймовiрностi банкрутства.

Об’єкт i предмет дослiдження: Об’єктом є епiдемiя ВIЛ/СНIДу в Укра-

їнi за перiод iз повною звiтнiстю щодо дiагнозiв i смертностi. Предметом є

побудова моделi часу та кiлькостi релевантних дiагнозiв. Через особливо-

стi даних аналiз обмежено часом до дiагнозу, однак методологiя дозволяє

покращити результати при надходженнi якiснiших даних.

Наукова новизна: Новизна роботи полягає у побудовi моделi епiдемiї,

вiдновленнi втрачених даних iз сканованих джерел за допомогою OCR, а

також у виборi оптимальних методологiчних пiдходiв.

Практичне значення: Результати дослiдження мають практичне значен-

ня для України, сектору громадського здоров’я та медичного страхування,

оскiльки надають iнформацiю для ухвалення рiшень i управлiння ризика-

ми.

Ключовi слова: ВIЛ/СНIД, Україна, напiвмаркiвська модель, OCR, мо-

дель Крамера–Лундберга, аналiз виживання, кластеризацiя.
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ABSTRACT

Master’s thesis: 58 pages, 22 slides for a projector, 24 primary sources.

Relevance: The relevance of the study lies in the fact that Ukraine is one of the

countries most affected by the HIV/AIDS epidemic. This creates a significant

risk for the population and insurance companies, requiring detailed analysis

and consideration in the formation of insurance strategies.

Aim: The aim of the study is to collect, process, and restore information on

the course of the HIV/AIDS epidemic in Ukraine from 2014 to 2021, to cluster

regions according to similar epidemiological trends, to construct and estimate

parameters of individual-level semi-Markov insurance models, and to derive an

integro-differential equation linking the initial capital of an insurance portfolio

with the probability of bankruptcy.

Objectives:

• Collecting and restoring data on the course of the HIV/AIDS epidemic in

Ukraine.

• Clustering regions based on similar epidemiological trends.

• Constructing and estimating parameters of individual-level semi-Markov

models.

• Formulating an integro-differential equation to assess the bankruptcy probabi-

lity of an insurance portfolio.

• Investigating the asymptotic behavior of the bankruptcy probability using

the Cramér–Lundberg methodology.
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Methods: The study employs the following methodologies and technologies:

OCR technologies for data collection from scanned sources; linear mixed models

for clustering regions; semi-Markov chain theory; survival analysis methods,

including Nelson–Aalen, Kaplan–Meier, and Turnbull estimators; medical knowledge

about HIV/AIDS, prevention and treatment methods; and the Cramér–Lundberg

methodology for constructing and analyzing the differential equation of bankruptcy

probability.

Object and Subject of Research: The object of the study is the HIV/AIDS

epidemic in Ukraine during the period with complete reporting of diagnoses and

mortality. The subject of the study is the construction of an adequate model

of the timing and number of relevant diagnoses. Due to the nature of available

data, the analysis is limited to time until diagnosis; however, the proposed

methodology allows improvement if higher-quality data and societal changes in

attitudes toward regular medical examinations become available.

Scientific Novelty: The novelty of the work lies in the construction of an up-

to-date epidemic model, the restoration of lost data from scanned sources using

OCR, and the selection of optimal methodological approaches for completing

the study’s tasks.

Practical Significance: The results of the study have practical significance

for Ukraine, the public health sector, and medical insurance, as they provide

information for decision-making and risk management regarding the HIV/AIDS

epidemic.

Keywords: HIV/AIDS, Ukraine, semi-Markov model, OCR, Cramér–Lundberg

model, survival analysis, clustering.
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Вступ

Актуальнiсть дослiдження полягає в тому, що Україна залишається однi-

єю з країн Європи з високими масштабами та значним впливом епiдемiї

ВIЛ/СНIДу. Поширення цiєї iнфекцiї створює суттєвi виклики для систе-

ми громадського здоров’я, а також формує додатковi ризики для страхо-

вого сектору, зокрема для систем медичного та актуарного страхування.

Наявнiсть довготривалого перебiгу захворювання, складної динамiки дiа-

гностування та значної регiональної неоднорiдностi епiдемiологiчної ситуа-

цiї вимагає використання сучасних статистичних та математичних методiв

для адекватного аналiзу i моделювання вiдповiдних процесiв.

Особливiстю дослiдження епiдемiї ВIЛ/СНIДу в Українi є також обме-

женiсть та фрагментарнiсть доступних статистичних даних, значна части-

на яких представлена у виглядi сканованих епiдемiологiчних звiтiв. Це

створює додатковi труднощi для подальшого статистичного аналiзу та по-

будови математичних моделей, що робить актуальним застосування суча-

сних технологiй обробки даних, зокрема OCR-технологiй, для вiдновлення

та систематизацiї наявної iнформацiї.

Водночас для дослiдження динамiки розвитку епiдемiї та її впливу на

страховi ризики доцiльним є застосування сучасних методiв статистичного

аналiзу, зокрема методiв кластеризацiї, аналiзу виживання та стохастично-

го моделювання. Такi пiдходи дозволяють враховувати регiональнi вiдмiн-

ностi епiдемiологiчних процесiв, оцiнювати iндивiдуальнi траєкторiї розви-

тку захворювання та формувати адекватнi моделi для актуарного аналiзу.
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Особливий iнтерес у цьому контекстi становлять напiвмаркiвськi моделi,

якi дають можливiсть описувати процеси переходiв мiж рiзними станами

захворювання з урахуванням розподiлiв часу перебування у кожному станi.

Використання таких моделей у поєднаннi з методами аналiзу виживання

дозволяє отримати бiльш точнi оцiнки параметрiв епiдемiологiчних проце-

сiв. Отриманi результати можуть бути використанi для побудови актуар-

них моделей страхових портфелiв та оцiнювання вiдповiдних фiнансових

ризикiв.

Мета дослiдження полягає у зборi, приведеннi до робочого стану та вiд-

новленнi iнформацiї про перебiг епiдемiї ВIЛ/СНIДу в Українi у перiод

2014–2021 рокiв, кластеризацiї регiонiв за схожими епiдемiологiчними тен-

денцiями, побудовi та оцiнцi параметрiв страхових напiвмаркiвських мо-

делей на iндивiдуальному рiвнi, а також у знаходженнi iнтегрального рiв-

няння, що пов’язує стартовий капiтал страхового портфелю з ймовiрнiстю

банкрутства.

Для досягнення поставленої мети у роботi розв’язуються такi завдання:

• збiр та вiдновлення даних про перебiг епiдемiї ВIЛ/СНIДу в Українi;

• приведення отриманих даних до придатного для статистичного аналiзу

вигляду;

• кластеризацiя регiонiв України за подiбними епiдемiологiчними тен-

денцiями;

• побудова та оцiнка параметрiв напiвмаркiвських моделей на iндивiду-

альному рiвнi;
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• формулювання iнтегрального рiвняння для ймовiрностi банкрутства

страхового портфелю;

• дослiдження асимптотичної поведiнки ймовiрностi банкрутства у рам-

ках методологiї Крамера–Лундберга.

Об’єктом дослiдження є епiдемiя ВIЛ/СНIДу в Українi у перiод 2014–

2021 рокiв за наявною офiцiйною статистичною звiтнiстю щодо встановле-

ння дiагнозiв та смертностi.

Предметом дослiдження є побудова адекватних статистичних i стоха-

стичних моделей часу до настання релевантних медичних станiв, а та-

кож актуарний аналiз страхових ризикiв, пов’язаних iз дiагностуванням

ВIЛ/СНIДу. Через особливостi доступних даних аналiз обмежується часом

до встановлення дiагнозу, однак запропонована методологiя може бути роз-

ширена у разi появи детальнiших даних та пiдвищення рiвня регулярних

медичних обстежень населення.

У роботi використано такi методи дослiдження: OCR-технологiї для вiд-

новлення статистичних даних зi сканованих джерел; лiнiйнi змiшанi моделi

для кластеризацiї регiонiв; теорiю напiвмаркiвських ланцюгiв для моделю-

вання iндивiдуальних переходiв мiж станами; методи аналiзу виживання,

зокрема оцiнки Нельсона–Аалена, Каплана–Мейєра та Тьорнбула; а також

пiдходи актуарної математики, зокрема методологiю Крамера–Лундберга

для аналiзу ймовiрностi банкрутства страхового портфелю.

Огляд наукових дослiджень за темою.

Актуальнiсть дослiдження проблеми ВIЛ/СНIДу пiдтверджується суча-
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сними глобальними епiдемiологiчними оцiнками. Зокрема, данi, представ-

ленi у [6], вiдображають значний вплив iнфекцiйних захворювань на пока-

зники громадського здоров’я та функцiонування систем охорони здоров’я.

Аналiз подiбних наборiв даних дозволяє обґрунтувати необхiднiсть засто-

сування математичних моделей для дослiдження динамiки епiдемiї та оцi-

нювання ефективностi медичних i соцiальних втручань.

Для побудови адекватної моделi перебiгу захворювання важливим є вра-

хування клiнiчних та бiологiчних особливостей ВIЛ-iнфекцiї. У роботi [7]

дослiджуються результати антиретровiрусної терапiї, зокрема вплив iнгiбi-

торiв iнтегрази на вiрусологiчнi показники пацiєнтiв. Отриманi результати

пiдтверджують суттєву роль терапiї у змiнi швидкостi прогресування за-

хворювання, що є важливим при моделюваннi переходiв мiж станами.

Дослiдження механiзмiв передачi iнфекцiї та оцiнювання ризикiв iнфi-

кування мають важливе значення для формування структури моделей. У

роботi [8] запропоновано пiдходи до оцiнювання ризику трансмiсiї iнфекцiй,

що поєднують емпiричнi оцiнки та математичне моделювання. Особливо-

стi окремих шляхiв передачi, зокрема перинатальної, розглянуто у [9], що

дозволяє враховувати неоднорiднiсть популяцiї при побудовi моделей.

Важливим аспектом є аналiз динамiки вiрусного навантаження та пере-

ходiв мiж клiнiчними станами. У роботi [10] показано, що повторнi пiдви-

щення вiрусного навантаження асоцiюються з неефективнiстю терапiї, що

обґрунтовує використання стохастичних моделей iз випадковими момента-

ми переходiв мiж станами.

Окрему увагу у лiтературi придiлено регiональним особливостям епiде-
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мiї. Зокрема, у [11] дослiджено фактори, що впливають на затримку вклю-

чення ВIЛ-позитивних осiб до медичного нагляду, що є суттєвим чинником

поширення iнфекцiї. У роботi [12] показано вплив соцiально-полiтичних

факторiв, зокрема воєнних дiй, на динамiку поширення ВIЛ в Українi.

Подальшi дослiдження ( [13]) iз використанням фiлодинамiчних пiдходiв

дозволяють детальнiше описати структуру передачi iнфекцiї у вразливих

групах населення. У європейському контекстi проблема пiзньої дiагности-

ки ВIЛ залишається актуальною ( [14]), що пiдтверджується i сучасними

оглядовими роботами щодо стану контролю епiдемiї в регiонi ( [15]).

З методологiчної точки зору важливим є коректний аналiз даних, якi ча-

сто мають iнтервально-цензуровану природу. У роботi [16] наведено огляд

методiв аналiзу таких даних, зокрема непараметричної оцiнки функцiї роз-

подiлу за алгоритмом Тьорнбулла. Застосування цих пiдходiв є доцiльним

у контекстi даного дослiдження, оскiльки наявнi епiдемiологiчнi данi ча-

сто мiстять iнформацiю про подiї у виглядi часових iнтервалiв, а не точних

моментiв настання.

Таким чином, проведений аналiз лiтератури свiдчить про необхiднiсть

комплексного пiдходу до дослiдження епiдемiї ВIЛ/СНIДу, який поєднує

використання сучасних статистичних методiв, стохастичного моделюван-

ня та актуарного аналiзу. Це створює пiдґрунтя для побудови адекватних

моделей, здатних враховувати як iндивiдуальнi особливостi перебiгу захво-

рювання, так i регiональнi вiдмiнностi епiдемiологiчної ситуацiї.

Наукова новизна отриманих результатiв полягає у побудовi актуальної

статистично-актуарної моделi перебiгу епiдемiї ВIЛ/СНIДу в Українi, вiд-
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новленнi та систематизацiї iсторичних епiдемiологiчних даних iз викори-

станням OCR-технологiй, а також у застосуваннi комплексу сучасних ста-

тистичних та стохастичних методiв для аналiзу епiдемiологiчних процесiв

i пов’язаних iз ними страхових ризикiв.

Практичне значення отриманих результатiв полягає у можливостi вико-

ристання побудованих моделей для аналiзу епiдемiологiчної ситуацiї, про-

гнозування розвитку епiдемiї та оцiнювання страхових ризикiв. Результа-

ти дослiдження можуть бути використанi у сферi громадського здоров’я,

актуарних дослiджень та медичного страхування для пiдтримки процесiв

прийняття управлiнських рiшень.

Магiстерська дисертацiя складається зi вступу, чотирьох роздiлiв, ви-

сновкiв та списку використаної лiтератури. У першому роздiлi розглянуто

збiр i обробку емпiричних даних iз епiдемiологiчних звiтiв порталу гро-

мадського здоров’я. У другому роздiлi проведено кластеризацiю регiонiв

України за подiбними епiдемiологiчними тенденцiями. У третьому роздiлi

побудовано напiвмаркiвську модель перебiгу ВIЛ/СНIДу зi станами “недi-

агностований”, “дiагностований ВIЛ”, “дiагностований СНIД” та “смерть” i

здiйснено оцiнювання її параметрiв. У четвертому роздiлi дослiджено ймо-

вiрнiсть банкрутства однорiдного страхового портфелю в моделi Крамера–

Лундберга для страхування ризику дiагностування ВIЛ/СНIДу.

Усi основнi результати дисертацiйної роботи отримано автором самостiй-

но.
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1 Збiр даних

У межах цього роздiлу ми опишемо, яким чином були зiбранi емпiричнi

данi, що було зроблено для приведення їх до робочого стану та якi вели-

чини були оцiненi.

Основним джерелом статистичних даних у цiй роботi є епiдемiологiчнi

звiти Порталу громадського здоров’я України [3], у яких зiбрано iнфор-

мацiю про перебiг епiдемiї ВIЛ/СНIДу в Українi, починаючи iз сiчня 2014

року i дотепер. Звiти мiстять щомiсячно оновлювану iнформацiю по обла-

стях України у виглядi таких змiнних:

• кiлькiсть нових дiагнозiв ВIЛ;

• кiлькiсть нових дiагнозiв СНIД;

• кiлькiсть смертей, спричинених СНIДом;

• загальна кiлькiсть людей, що перебувають на медичному облiку ЛЖВ

на кiнець звiтного мiсяця;

• вiдповiднi величини, перерахованi на 100000 осiб популяцiї.

З огляду на природу звiтiв наявнi данi є лiво- та iнтервально цензуро-

ваними. Наявнiсть змiнних, перерахованих на 100000 осiб популяцiї, iмплi-

кує те, що була проведена загальна оцiнка популяцiї для кожного звiтного

мiсяця. Додатково в цiй роботi використовувалися данi про загальну смер-

тнiсть, запозиченi iз сайту Державної служби статистики України [4]. Данi

про смертнiсть через повномасштабне вторгнення Росiї доступнi лише по-
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чинаючи iз сiчня 2015 року до сiчня 2022 року.

Емпiричнi данi перiодично зберiгалися як скани Excel-таблиць, а не без-

посередньо як Excel-файли, тож у їхньому вихiдному станi вони не були

придатними для подальшої роботи. Для вирiшення цiєї проблеми була ви-

користана технологiя OCR (оптичне розпiзнавання символiв). Зокрема, був

задiяний сервiс ABBYY. Використання технологiї оптичного розпiзнавання

символiв здебiльшого перетворило данi на придатнi до роботи, але також

призвело до появи додаткових проблем. Зокрема, програмне забезпечення

перiодично помилково iнтерпретувало символи. Найчастiше це вiдбувалося

з цифрами 0 та 1, якi помилково зчитувалися як лiтери “о” та “i” вiдповiдно.

Також пiсля OCR-зчитування з’являлося спорадичне спотворення даних, а

вирiвнювання вмiсту комiрок таблицi iнтерпретувалося як наявнiсть про-

бiлiв i змушувало MS Excel сприймати вмiст комiрок як текст.

Для того щоб усунути деякi проблеми, якi з’явилися внаслiдок викори-

стання OCR, було вручну видалено зайвi пробiли та застосовано глобальнi

замiни типу i → 1.

Пiсля цього було оцiнено кiлькiсть смертей з причин, вiдмiнних вiд СНI-

Ду (англ. Causes different from AIDS = CDA). Далi ми зробили вмотивова-

не припущення, що смертнiсть вiд CDA серед певної демографiчної групи

(наприклад, ЛЖВ) пропорцiйна кiлькостi смертей вiд CDA серед людей iз

загальної популяцiї (англ. Population = 𝑃 ).

Це дозволило нам оцiнити кiлькiсть людей, що померли вiд CDA серед

таких демографiчних груп: люди, у яких недiагностовано ВIЛ/СНIД (англ.

undiagnosed = 𝑈), люди, у яких дiагностовано ВIЛ (англ. HIV = 𝐻), люди,
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у яких дiагностовано СНIД (англ. AIDS = 𝐴). Слiд наголосити, що кате-

горiя 𝑈 мiстить ЛЖВ, якi не знають про свiй стан. Це зумовлено тим, що

дуже часто ВIЛ може бути неможливо дiагностувати стандартними теста-

ми впродовж перiоду близько пiв року пiсля зараження, а також тим, що

хвороба може протiкати безсимптомно впродовж рокiв пiсля зараження.

Далi використовуватимемо наведенi вище латинськi скорочення для до-

слiджуваних демографiчних груп i такi правi пiдписи:

• _ — вiдсутнiсть пiдпису означає загальну кiлькiсть осiб у вiдповiднiй

демографiчнiй групi;

• 𝑁 — прирiст вiдповiдної демографiчної групи протягом звiтного мiся-

ця;

• 𝐷 — кiлькiсть осiб вiдповiдної демографiчної групи, якi померли про-

тягом звiтного мiсяця;

• A — смерть, спричинена СНIДом;

• CDA — смерть, спричинена CDA;

• 100k — значення, обчислене на 100 000 осiб загальної популяцiї.

Додатково ми використовували лiвий пiдпис “𝑡” для уточнення моменту

часу спостереження (номер спостережуваного мiсяця). Наприклад, загаль-

на кiлькiсть людей, що померли через CDA впродовж четвертого спосте-

режуваного мiсяця, позначатиметься як 4𝑃𝐷.𝐶𝐷𝐴.

Тож загальна кiлькiсть людей, що померли через CDA у певнiй неуто-
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чненiй демографiчнiй групi 𝐺, задається формулою:

𝑡𝐺𝐷.𝐶𝐷𝐴 = 𝑡𝑃𝐷.𝐶𝐷𝐴 · 𝑡𝐺

𝑡𝑃
.

Як було зазначено ранiше, Порталом громадського здоров’я також були

оцiненi статистики на 100000 осiб загальної популяцiї i таким чином вони

неявно мiстять iнформацiю про оцiнки розмiру загальної популяцiї. Це до-

зволяє нам оцiнювати загальну чисельнiсть певної демографiчної групи 𝐺,

якщо вiдома лише її кiлькiсть, оцiнена на 100000 осiб загальної популяцiї:

𝑡𝐺_.100𝑘 =
𝑡𝐺_.100𝑘

𝑡𝑃
· 100000,

де _ — це довiльна статистика, обчислена для 100000 людей загальної по-

пуляцiї.

Остаточно, щоб адресувати спорадичне спотворення (неможливiсть зчи-

тування) даних, були використанi такi формули:

𝑡𝐻 = 𝑡−1𝐻 + 𝑡𝐻𝑁 − 𝑡𝐻𝐷.𝐶𝐷𝐴,

𝑡𝐴 = 𝑡−1𝐴+ 𝑡𝐴𝑁 − 𝑡𝐴𝐷.𝐶𝐷𝐴 − 𝑡𝐴𝐷.𝐴.

Цi формули мають iнтуїтивну iнтерпретацiю: для отримання загальної

кiлькостi людей з дiагностованим ВIЛ впродовж спостережуваного мiсяця

𝑡 до загальної кiлькостi людей з дiагностованим ВIЛ за попереднiй мiсяць

слiд додати прирiст нових дiагнозiв ВIЛ та вiдняти оцiнку людей, що по-

мерли вiд CDA серед людей, у яких дiагностовано ВIЛ.

Аналогiчно, для людей з дiагностованим СНIДом слiд врахувати новi
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дiагнози СНIДу та смертнiсть вiд СНIДу i CDA.

Слiд зауважити, що кiлькiсть прогресiй ВIЛ у СНIД серед ЛЖВ врахо-

вувати не треба, оскiльки абсолютна бiльшiсть ЛЖВ отримує антиретро-

вiрусну терапiю (АРТ), яка iнгiбує прогресiю ВIЛ, не даючи йому досягти

термiнальної стадiї СНIДу, тобто такi переходи майже не трапляються, а

тi, що трапляються, неможливо оцiнити з наявних даних.

Наступне важливе зауваження стосується переходiв мiж стадiями СНI-

Ду та ВIЛ: у пацiєнтiв, якi отримують антиретровiрусну терапiю (АРТ),

з часом спостерiгаються вiрусологiчна супресiя та iмунологiчне вiдновле-

ння, що супроводжується зниженням вiрусного навантаження до невизна-

чуваного рiвня [7]. Унаслiдок цього клiнiчний стан таких пацiєнтiв бiльше

не вiдповiдає критерiям СНIДу i вiдповiдає хронiчно контрольованiй ВIЛ-

iнфекцiї.

Час, необхiдний для такого переходу, є дуже варiативним, тому оцiнити

кiлькiсть таких регресiй на основi наявних даних неможливо, але, як i у

випадку з прогресiями ВIЛ у СНIД, кiлькiсть таких переходiв є нехтовно

малою, оскiльки абсолютна бiльшiсть дiагнозiв ВIЛ/СНIДу трапляється

саме на стадiї ВIЛ.

Фрагменти цiєї роботи висвiтленi у тезах доповiдi [5].
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2 Побудова моделi

Як було сказано ранiше, природнiм вибором станiв для моделi є “Недi-

агностований” (𝑈), живе з ВIЛ (𝐻), живе зi СНIД (𝐴), та мертвий (𝐷).

Iнтуїтивно, в такiй моделi хочеться розглядати переходи мiж станами ана-

логiчнi природному розвитку ВIЛ, себто, 𝑈 → 𝐻 → 𝐴, та всi цi стани

сполученi iз 𝐷. Але така модель не є репрезентативною з огляду на насту-

пнi причини:

• Легкий доступ до АРТ дозволяє переходи 𝐴 → 𝐻,

• ЛЖВ, що перебувають на медичному облiку, майже нiколи не перехо-

дять вiд 𝐻 до 𝐴 [10],

• Бiльшiсть людей у станi 𝐴 є “пiзньо-дiагностованими” тобто, в межах

нашої моделi таким людям притаманний перехiд 𝑈 → 𝐴 [14], [15].

Тож доречно розглядати таку модель станiв та переходiв мiж ними: як

було зазначено в попередньому роздiлi, оцiнити кiлькiсть переходiв 𝐴 →

𝐻 неможливо на основi наявних даних. Тож, для подальших дослiджень,

розглядатимемо стан 𝐻/𝐴, що описує дiагностованих ЛЖВ на всiх стадiях

розвитку хвороби, для якого можливо оцiнити всi ймовiрностi переходiв.

Тодi модель станiв прийме наступний вигляд:
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𝑈 𝐻

𝐴 𝐷

Рис. 1: Деталiзована модель

𝑈

𝐻/𝐴 𝐷

Рис. 2: Спрощена модель

Наостанок зазначимо, що хоча група 𝑈 включає недiагностованих ЛЖВ,

її внесок у смертнiсть, пов’язану зi СНIД, є статистично незначущим, оскiль-

ки бiльшiсть таких смертей припадає на випадки пiзньої дiагностики.
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3 Регiональна кластеризацiя

Кластеризацiя вiдiграє дуже важливу роль пiд час актуарних дослi-

джень, оскiльки спостереження з одного кластеру найчастiше мають спiль-

нi ознаки та властивостi, наприклад поведiнковi особливостi чи географiчне

розташування. Пропуск кроку кластеризацiї матиме такi негативнi наслiд-

ки як недооцiнення популяцiйної дисперсiї, нерепрезентативнiсть моделi.

Що, в свою чергу, може призвести до неправильних висновкiв та неефе-

ктивних рiшень щодо цiноутворення для страхового продукту. Врахування

гетерогенної структури даних i подальша кластеризацiя дозволяє актуарiю

побудувати адекватну модель iз вищою точнiстю, яка якiснiше описує до-

слiджуванi процеси ризику.

В межах цiєї роботи для покращення точностi результатiв ми кластери-

зуємо регiони за їх тенденцiями епiдемiї ВIЛ/CНIД.

В нашому дослiдженнi ми оцiнимо параметри трьох лiнiйних змiшаних

моделей: перша - для стандартизованих лiнiйних трендiв кiлькостi нових

дiагнозiв ВIЛ в регiонi, друга - для стандартизованих лiнiйних трендiв кiль-

костi нових дiагнозiв СНIД в регiонi, та остання - для стандартизованих

лiнiйних трендiв кiлькостi смертей спричинених СНIД в регiонi.

Кожна з цих моделей описує важливий аспект перебiгу епiдемiї ВIЛ/

СНIД в регiонi:

• кiлькiсть дiагнозiв ВIЛ описує одночасно два явища: наскiльки мас-

штабною є епiдемiя в регiонi, та наскiльки ефективними є превентивнi
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заходи у боротьбi з епiдемiєю (Якiсть та кiлькiсть освiтнiх заходiв iз пи-

тань ВIЛ/СНIД, доступ до засобiв до- та пiслякотактної профiлактики

ВIЛ, доступ до АРТ, кульутрне ставлення до регулярного медичного

тестування, рiвень стигматизацiї ВIЛ);

• кiлькiсть дiагнозiв СНIД першочергово описує наскiльки частим дiа-

гностування вiдбувається на пiзнiх стадiях;

• остаточно, кiлькiсть смертей вiд причин пов’язаних iз СНIД, описує те

наскiльки часто трапляються настiльки запущенi випадки, що медичне

втручання не має достатньо часу для порятунку життя людини.

Зауважимо, що через те, що в рiзних регiонах може бути рiзна культура

догляду за здоров’ям та рiзна ефективнiсть превентивних кампанiй, висока

або низька кiлькiсть дiагнозiв ВIЛ сама по собi не є iндикатором важкостi

стану епiдемiї в певному регiонi.

Наприклад, регiони iз помiрною кiлькiстю дiагнозiв ВIЛ, але низьки-

ми кiлькостями дiагнозiв СНIД та пов’язаними iз СНIД смертями можна

вважати ’низько-ризиковими’. В той час як регiони iз низькою кiлькiстю дi-

агнозiв ВIЛ та помiрною кiлькiстю дiагнозiв СНIД або смертей пов’язаних

iз СНIД можуть означати, що в регiонi вiдбувається систематичне недооб-

стеження.

Для подальшого аналiзу, було прийнято рiшення про стандартизацiю да-

них. А саме до даних було застосовано 𝑧-перетворення, для того, щоб в ко-

жен момент часу, данi мали середнє нуль та одиничне стандартне вiдхиле-
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ння. Нормалiзацiю було виконано по змiнних HIV.N.100k, AIDS.N.100k так

AIDS.D.100k, щоб уникнути помилкових подiбностей спричинених популяцiйно-

кiлькiсною подiбнiстю регiонiв.

Для видiлення прихованих лiнiйних класiв в спостережуваних даних,

було використано пакет R lcmm . Методологiчно, задача найкращого видi-

лення прихованих класiв є задачею оптимiзацiї функцiї правдоподiбностi

серед всiх можливих розбиттiв даних на наперед задану кiлькiсть класiв. В

нашiй роботi, враховуючи велику кiлькiсть даних, було знайдено найкра-

щi моделi для одного, двох та трьох станiв. Дестандартизованi траєкторiї

середнiх показано на наступних зображеннях.

Рис. 3: Траєкторiї середнього значення HIV.N.
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Рис. 4: Траєкторiї середнього значення AIDS.N.

Рис. 5: Траєкторiї середнього значення AIDS.D.

Iз цих графiкiв, можна побачити, що незалежно вiд кiлькостi класiв

та дослiджуваного аспекту епiдемiї ВIЛ/СНIДу, у даних присутнiй спа-

дний тренд, який є iндикатором успiху превентивних кампанiй у боротьбi

з ВIЛ/СНIДом в Українi впродовж дослiджуваного промiжку часу.

Також, можна побачити, що для кiлькостi дiагнозiв СНIД та кiлькостi

смертей спричинених СНIД, розгляд моделi iз трьома класами не породжує

iстотно нового класу порiвняно iз моделлю на два класи (додається промi-
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жна градацiя мiж iснуючими). Що спонукає нас на додаткове дослiдження

проблеми вибору комбiнацiї дослiджуваних моделей для найкращих ре-

зультатiв.

Це питання можна розв’язати багатьма способами, але класичним та пе-

ревiреним часом рiшенням є застосування iнформацiйного критерiю Байєса

(BIC). Значення BIC для дослiджуваних моделей представлено у таблицi

1:

Табл. 1: Значення Iнформацiйного критерiю Байєса (BIC) для змiшаних моделей (HIV.N, AIDS.N, та
AIDS.D).

Variable 1-class 2-class 3-class
HIV.N.100k 3435.553 3418.599 3412.978
AIDS.N.100k 4668.3 4660.506 4664.915
AIDS.D.100k 5497.002 5478.181 5477.191

На основi цього, модель iз трьома класами була обрана для опису пове-

дiнки HIV.N.100k та AIDS.D.100k, та модель iз двома класами була обрана

для опису поведiнки AIDS.N.100k. Вiдсутнiсть покращення iнтерпретабель-

ностi моделi з трьома класами для AIDS.N.100K гарно iлюструється дестан-

дартизованими лiнiями тренду на попередньому графiку. Будучи точними,

доданий клас має лiнiю тренду, яка майже не вiдрiзняється вiд лiнiї трен-

ду вже iснуючого класу i таким чином не допомагає моделi змiстовнiше

описувати природу наявних даних.

Слiд наголосити, що кожна окрема латентна змiшана модель описує ли-

ше один аспект перебiгу епiдемiї, а саме: динамiку нових дiагнозiв ВIЛ,

нових дiагнозiв СНIДу або смертностi, пов’язаної зi СНIДом. Тому вико-

ристання лише однiєї такої моделi не дозволяє отримати цiлiсну характе-
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ристику регiону.

З цiєї причини на наступному етапi було використано конкатенованi ве-

ктори ймовiрностей належностi до класiв усiх моделей. Кореляцiйна стру-

ктура таких векторiв дозволяє видiлити регiони, подiбнi не за одним окре-

мим показником, а за сукупним профiлем епiдемiологiчних тенденцiй.

Пiсля оцiнювання параметрiв та вибору моделей ми можемо отримати

вектор ймовiрностi належностi регiону до кожного класу вiдповiдної моде-

лi. Для кластеризацiї регiону ми розглядатимемо конкатенований вектор

ймовiрностей належностi для кожного регiону.

Щоб видiлити регiони iз подiбними епiдемiологiчними трендами, було

побудовано зважений повний граф, де кожнiй вершинi вiдповiдає певний

регiон, а сполучне ребро кожної пари вершин зважене на кореляцiю мiж

конкатенованими ймовiрнiсними векторами що вiдповiдають регiонам iз

пари.

Для уникання iнформацiйного засмiчення через неiстотнi зв’язки (на-

приклад слабко або вiд’ємно корельованi зв’язки), була застосована жорс-

тка порогова фiльтрацiя. Тобто, було обрано порiг 𝜏 , i ребра 𝑒 з вагою

𝜔(𝑒) < 𝜏 було вилучено.

Для iнформованого вибору 𝜏 , ми дослiдили частотну гiстограму значень

iз кореляцiйної матрицi конкатенованих ймовiрнiсних векторiв регiонiв:
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Рис. 6: Гiстограма значень в кореляцiйнiй матрицi

З гiстограми видно, що бiльшiсть сильних кореляцiй перевищують 0.9,

тому для подальшого аналiзу було обрано порiг 𝜏 = 0.9.

Пiсля жорсткої порогової фiльтрацiї застосовано алгоритм Walktrap для

кластеризацiї регiонiв iз подiбними епiдемiологiчними трендами. Усi обчи-

слення виконано за допомогою пакета igraph для мови програмування R.

Маючи кластеризовану мережу, проаналiзуємо характеристики отрима-

них кластерiв 2.

Табл. 2: Характеристика кластерiв на основi присвоєних класiв
Cluster Size HIV.N Class AIDS.N Class AIDS.D Class

1 9 1 1 1
2 9 3 1 2
3 2 2 1 2
4 2 3 2 3
5 1 1 1 2

Вiзуалiзацiю результуючої регiональної мережi наведено на рис. 7.
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Рис. 7: Епiдемiологiчнi регiональнi кластери

Кластер 1 включає регiони з низькою кiлькiстю дiагнозiв ВIЛ та СНIДу

i низькою смертнiстю, пов’язаною зi СНIДом. Уявна помiрнiсть епiдемiї

може бути наслiдком недостатнього тестування або неповної звiтностi, а не

справдi низької поширеностi.

Кластер 2 представляє регiони з помiрною захворюванiстю на ВIЛ, низь-

кою кiлькiстю випадкiв СНIДу та помiрною смертнiстю (зазвичай менше

однiєї смертi на мiсяць). Вiдносно вища кiлькiсть дiагнозiв ВIЛ свiдчить

про ширше охоплення тестуванням i бiльш точне вiдображення епiдемiчної

ситуацiї.

Кластер 3 охоплює регiони зi стабiльною захворюванiстю на ВIЛ, низь-

кою кiлькiстю випадкiв СНIДу та помiрною смертнiстю. Хоча тенденцiї

епiдемiї виглядають контрольованими, посилення iнформацiйних кампанiй
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могло б додатково знизити передачу ВIЛ, щоб цi регiони вiдповiдали за-

гальнiй тенденцiї до зниження.

Кластер 4 включає регiони, якi iсторично мали найвищий тягар ВIЛ/

СНIД — зокрема Одеську та Днiпропетровську областi. Незважаючи на

спадну тенденцiю дiагнозiв ВIЛ, стабiльно високi показники СНIДу та

смертностi свiдчать про те, що недостатнi профiлактичнi та iнформацiйнi

заходи залишаються ключовими чинниками тяжкостi, що узгоджується з

попереднiми дослiдженнями [11].

Кластер 5 включає регiони, ймовiрно, з недодiагностованими випадками,

хоча епiдемiя там менш тяжка, нiж у Кластерi 4.

На основi результатiв отриманих в цьому роздiлi, ми будемо дослiджува-

ти i будувати узагальненi моделi Крамера-Лундберга для кожного кластеру

окремо, щоб отримати якiснiшi оцiнки.

Результати отриманi в цьому роздiлi було опублiковано у статтi [17].
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4 Побудова епiдемiологiчного маркiвського ланцюга

Для ґрунтовного дослiдження епiдемiї ВIЛ/СНIДу в Українi дуже ва-

жливою є змога мати принаймнi короткостроковi адекватнi прогнози кiль-

костi нових дiагнозiв та смертей.

Для розв’язання цiєї задачi доцiльною вiдправною точкою є побудова

маркiвського ланцюга на популяцiйному рiвнi. Марковська властивiсть хоч

i не узгоджується iз реальною природою даних, не має значущого впливу

на якiсть прогнозiв у короткостроковiй перспективi.

Розглядаючи маркiвську модель з дискретним часом на iндивiдуальному

рiвнi, ми вважаємо, що час до переходу мiж станами геометрично розподi-

лений, а загальна кiлькiсть переходiв має бiномiальний розподiл (з однако-

вим параметром ймовiрностi 𝑝 та рiзним параметром кiлькостi випробувань

𝑛 для кожного мiсяця). Оцiнка параметра 𝑝 виводиться безпосередньо:

𝐿(𝑝) =
𝑛∏︁

𝑖=1

𝐶𝑥𝑖
𝑛𝑖
𝑝𝑥𝑖(1− 𝑝)𝑛𝑖−𝑥𝑖,

ℒ(𝑝) = ln𝐿(𝑝)

=
𝑛∑︁

𝑖=1

ln𝐶𝑥𝑖
𝑛𝑖
+ 𝑥𝑖 ln 𝑝+ (𝑛𝑖 − 𝑥𝑖) ln(1− 𝑝),

ℒ′(𝑝) =
1

𝑝

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 −
1

1− 𝑝

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑛𝑖 − 𝑥𝑖)
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=
1

𝑝(1− 𝑝)

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖 − 𝑝
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛𝑖

)︃
= 0,

∴ 𝑝 =

∑︀
𝑥𝑖∑︀
𝑛𝑖
.

Таким чином, оцiнки для ймовiрностей переходiв виглядають наступним

чином:

𝑝𝑈,𝐻/𝐴 =

∑︀
𝑡𝐻𝑁 +

∑︀
𝑡𝐴𝑁∑︀

𝑡𝑈
,

𝑝𝑈,𝐷 =

∑︀
𝑡𝑈𝐷.𝐶𝐷𝐴∑︀

𝑡𝑈
,

𝑝𝐻/𝐴,𝐷 =

∑︀
𝑡𝐻𝐷.𝐶𝐷𝐴∑︀

𝑡𝐻
+

∑︀
𝑡𝐴𝐷.𝐶𝐷𝐴 +

∑︀
𝑡𝐴𝐷.𝐴∑︀

𝑡𝐴

Оцiнивши параметри моделi, можна адресувати проблему цензурування

у наявних даних. Зокрема, можна знайти маркiвську модель iз неперерв-

ним часом на iндивiдуальному рiвнi, яка при дискретизацiї неперервного

часу помiсячно перетворюється на модель Маркова iз дискретним часом

на iндивiдуальному рiвнi, яку ми вже оцiнили на основi емпiричних даних.

Для того щоб отримати матрицю переходу маркiвської моделi iз дискре-

тним часом на основi маркiвської моделi iз неперервним часом, яка має iн-

фiнiтезiмальний генератор 𝑄, використовується формула 𝑃 = 𝑒𝑡𝑄; тож для

реконструкцiї iнфiнiтезiмального генератора 𝑄 треба скористатися форму-

лою 𝑡𝑄 = ln𝑃 .

Оцiнивши параметри Маркiвської моделi iз неперервним часом на iндивi-

дуальному рiвнi, ми маємо змогу перейти до маркiвської моделi на популя-
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цiйному рiвнi, використовуючи методологiчнi кроки, описанi в [18]. Знаючи

iнфiнiтезiмальний генератор 𝑄 та стартовi кiлькостi iндивiдiв у кожному

станi в популяцiї, вектор середнiх очiкуваних кiлькостей та коварiацiйна

матриця задаються наступними формулами [19]:

𝑥(𝑡) = 𝑥(0)𝑒𝑡𝑄, (1)

𝒞(𝑡) = Cov[𝑥(𝑡)] = Diag(𝑥(0)𝑒𝑡𝑄)− 𝑒𝑡𝑄
⊤
Diag(𝑥(0))𝑒𝑡𝑄. (2)

Використовуючи цi формули, маємо емпiричну оцiнку матрицi переходу

𝑃 для моделi iз дискретним часом на iндивiдуальному рiвнi:⎡⎢⎢⎢⎣
0.998931 3.361732𝑒− 05 0.001035343

0 9.450082𝑒− 01 0.054991825

0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎦
Оцiнка матрицi вiдповiдної моделi iз неперервним часом 𝑄 виглядає на-

ступним чином:⎡⎢⎢⎢⎣
−0.001069532 3.459568𝑒− 05 0.001034936

0 −0.056561701 0.056561701

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎦
Для тестування розглянемо кiлькiсний вектор популяцiї, який реалiсти-

чно вiдображає пропорцiю недiагностованих осiб та кiлькiсть дiагностова-

них ЛЖВ:

𝑥̂(0) = (43192218, 171418, _)

Покладемо кiлькiсть мертвих iндивiдiв рiвною нулю, оскiльки нам пер-
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шочергово цiкаве моделювання змiни кiлькостi ЛЖВ.

Матсподiвання кiлькiсного популяцiйного вектора через 1 мiсяць має

вигляд:

𝑥̂(1) = (43145390, 153817, _)

Абсолютна вiдсоткова рiзниця має вигляд при 𝑡 = 1:

𝛿𝑥(1) = (0.02018511, −0.1086147, _)

Очiкуваний вектор пiсля 3-х мiсяцiв спостережень виглядає як:

𝑥̂(3) = (43051887, 124446, _)

Абсолютна вiдсоткова рiзниця порiвняно iз справжнiми даними виглядає

так при 𝑡 = 3:

𝛿𝑥(3) = (−0.03802216, −0.2782137, _)

Iз цих двох прикладiв можна побачити, що розглянута модель має тен-

денцiю недооцiнювати кiлькiсть ЛЖВ пiд час прогнозування. Це явище

спричинене двома факторами: припущенням про експоненцiйний розпо-

дiл часу для переходiв, неможливiстю врахувати стартовий вiк особи на

момент початку спостереження (вiк є принциповим фактором, що можна

побачити iз статево-вiкової пiрамiди ЛЖВ).

Оцiнкою коварiацiйної матрицi процесу на популяцiйному рiвнi є матри-
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ця 𝒞(3):

⎡⎢⎢⎢⎣
1795865.4 −119254.9170 −179489.9249

−119254.9 124101.3380 −518.8347

−179489.9 −518.8347 186522.1861

⎤⎥⎥⎥⎦
Для виконання моделювання використовувалась бiблiотека msm мови про-

грамування R [20] для проведення симуляцiй на популяцiйному рiвнi. Для

досягнення цього ми провели багато симуляцiй на iндивiдуальному рiвнi i

потiм агрегували данi по цим симуляцiям. Це дозволило нам побудувати

оцiнки параметрiв для моделi на популяцiйному рiвнi. Проводячи численнi

симуляцiї, ми отримали емпiричнi довiрчi iнтервали для значень процесу

на популяцiйному рiвнi у рiзнi моменти часу.

Рис. 8: Довiрчий iнтервал для кiлькостi людей iз ВIЛ/СНIД при населеннi 10 000 та пропорцiйних
пiдрахунках.
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Рис. 9: Довiрчий iнтервалдля кiлькостi недiагностованих людей iз ВIЛ/СНIД або без нього при насе-
леннi 10 000 та пропорцiйних пiдрахунках.

Рис. 10: Довiрчий iнтервал для кiлькостi померлих людей iз ВIЛ/СНIД або без нього при населеннi 10
000 та пропорцiйних пiдрахунках.

Пiд час моделювання ми не розглядали зростання популяцiї людей в ме-

жах дослiдження, оскiльки зiбранi данi стосуються осiб вiком 15 i старше.

Вплив кiлькостi парентеральних iнфiкувань, як можна побачити в [3], є

нехтовним. Також, згiдно з [9], дiти, народженi ЛЖВ, що мають змогу

народжувати, проходять спецiальнi процедури профiлактики, i менше нiж

1% таких дiтей заражаються на ВIЛ; таким чином, врахування iнфiкувань

новонароджених не є необхiдним для такого часового промiжку спостере-

37



жень [8]. А врахування малої кiлькостi дiтей та осiб пiдлiткового вiку, що

досягли вiку 15 i старше в межах дослiдження, не можливо врахувати на

основi наявних даних. Керуючись кредо GBD (Global Burden of Disease),

перевага надається моделi з можливiстю методологiчного вдосконалення

над вiдсутнiстю моделi як такої.

Результати отриманi в цьому роздiлi опублiковано у роботi [21]
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5 Оцiнка параметрiв моделi

У цьому роздiлi розглядається задача оцiнки розподiлу часу переходiв

мiж станами моделi на рiвнi окремого iндивiда: розподiлу переходу зi стану

𝑈 у стан 𝐻/𝐴, з 𝑈 у 𝐷 та з 𝐻/𝐴 у 𝐷.

Природним методом оцiнки для наших даних є алгоритм Тьорнбула [22],

з огляду на iнтервально-цензурований характер спостережень (кожен випа-

док фiксується в межах звiтного мiсяця, проте точний час подiї невiдомий).

У класичнiй постановцi алгоритму Тьорнбула для кожного iндивiда вi-

домий промiжок часу, протягом якого могла статися страхова подiя. На-

томiсть нашi данi мають агрегований формат iз помiсячними кiлькостя-

ми дiагнозiв ВIЛ/СНIДу. У межах оцiнки розподiлу часу до дiагностуван-

ня смерть iндивiда трактується як вихiд iз дослiдження, тобто вiдповiдне

спостереження є правосторонньо цензурованим. Слiд зазначити, що з по-

точних робочих даних неможливо оцiнити розподiл часу до iнфiкування,

тому дослiдження обмежується розподiлом часу до дiагностування.

У загальнiй постановцi алгоритму Тьорнбула для кожного iндивiда 𝑖

задано iнтервал спостережуваної подiї 𝐴𝑖 = [𝐿𝑖, 𝑅𝑖] та iнтервал усiчення

𝐵𝑖 ⊃ 𝐴𝑖. Позначимо через [𝑝𝑗, 𝑞𝑗], 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, усi максимальнi перетини

iнтервалiв 𝐴𝑖 — так званi iнтервали Тьорнбула. Алгоритм зводить непара-

метричну максимiзацiю функцiї правдоподiбностi до пошуку ймовiрностей

𝑠1, . . . , 𝑠𝑚 цих iнтервалiв через iтеративну процедуру EM-типу з кроками:

𝜇𝑖𝑗(s) =
𝛼𝑖𝑗𝑠𝑗∑︀
𝑘 𝛼𝑖𝑘𝑠𝑘

, 𝜈𝑖𝑗(s) =
(1− 𝛽𝑖𝑗)𝑠𝑗∑︀

𝑘 𝛽𝑖𝑘𝑠𝑘
,
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𝑠new
𝑗 =

𝑁∑︁
𝑖=1

[𝜇𝑖𝑗(s) + 𝜈𝑖𝑗(s)]

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑖=1

[𝜇𝑖𝑗(s) + 𝜈𝑖𝑗(s)]

,

де 𝛼𝑖𝑗 = 1{[𝑝𝑗, 𝑞𝑗] ⊂ 𝐴𝑖} та 𝛽𝑖𝑗 = 1{[𝑝𝑗, 𝑞𝑗] ⊂ 𝐵𝑖}.

Структура наявних даних є суттєво простiшою порiвняно iз загальними

припущеннями алгоритму, що дозволяє отримати значно компактнiший ва-

рiант процедури переоцiнювання. Зокрема, виконуються такi умови:

• iнтервали цензурування збiгаються з iнтервалами Тьорнбула, тобто

𝐴𝑖 = [𝑝𝑗𝑖, 𝑞𝑗𝑖] для деякого 𝑗𝑖;

• кожен iндивiд належить рiвно до одного iнтервалу Тьорнбула;

• усiчення вiдсутнє: 𝛽𝑖𝑗 ≡ 1, тож 𝜈𝑖𝑗 ≡ 0;

• деякi iндивiди випадають зi спостереження з причин, не пов’язаних iз

дослiджуваною подiєю (правостороннє цензурування).

Розiб’ємо iндивiдiв на два класи: 𝒪 — тi, для яких подiя спостережена

в iнтервалi 𝑗𝑖, та 𝒞 — правосторонньо цензурованi у момент 𝐶𝑖 ∈ [𝑝ℓ𝑖, 𝑞ℓ𝑖).

Введемо агрегованi величини:

𝑛𝑗 = |{𝑖 ∈ 𝒪 : 𝑗𝑖 = 𝑗}|, 𝑚ℓ = |{𝑖 ∈ 𝒞 : 𝐶𝑖 ∈ [𝑝ℓ, 𝑞ℓ)}|,

тобто 𝑛𝑗 — кiлькiсть спостережених подiй в iнтервалi 𝑗, а 𝑚ℓ — кiлькiсть

iндивiдiв, що вибули зi спостереження в iнтервалi ℓ.

Оскiльки всi 𝑚ℓ цензурованих з iнтервалу ℓ мають однаковий знаменник

𝑆ℓ =
∑︀

𝑘>ℓ 𝑠𝑘 (хвостова ймовiрнiсть пiсля iнтервалу ℓ), крок E спрощується
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до:

𝜇𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, 𝑖 ∈ 𝒪, 𝑗 = 𝑗𝑖,

0, 𝑖 ∈ 𝒪, 𝑗 ̸= 𝑗𝑖,

𝑠𝑗
𝑆ℓ𝑖

, 𝑖 ∈ 𝒞, 𝑗 > ℓ𝑖,

0, 𝑖 ∈ 𝒞, 𝑗 ≤ ℓ𝑖.

Пiдставляючи у крок M та агрегуючи по iнтервалах, отримуємо спроще-

ну формулу переоцiнювання:

𝑠new
𝑗 =

1

𝑁

⎛⎝𝑛𝑗 + 𝑠𝑗
∑︁
ℓ<𝑗

𝑚ℓ

𝑆ℓ

⎞⎠ , (3)

де 𝑆ℓ =
∑︀

𝑘>ℓ 𝑠𝑘. Умова самоузгодженостi 𝑠𝑗 = 𝑠new
𝑗 дає явний вираз:

𝑠𝑗 =
𝑛𝑗/𝑁

1−
∑︁
ℓ<𝑗

𝑚ℓ

𝑆ℓ

, (4)

що є прямим аналогом формули Каплана–Мейєра, адаптованим до iнтер-

вально цензурованих даних iз структурою, що збiгається з iнтервалами

Тьорнбула. Змiстовна iнтерпретацiя формули (3) є такою: перший доданок

𝑛𝑗 вiдповiдає прямо спостереженим подiям в iнтервалi 𝑗, тодi як другий

доданок акумулює очiкуваний внесок вiд цензурованих iндивiдiв — кожна

група 𝑚ℓ рiвномiрно перерозподiляє свою масу мiж iнтервалами 𝑗 > ℓ про-

порцiйно до поточних ймовiрностей 𝑠𝑗.

Таким чином, алгоритм Тьорнбула у спрощенiй формi (3) дозволяє отри-

мати непараметричну оцiнку функцiї розподiлу часу переходу мiж станами

моделi. Однак така оцiнка є усiченою на максимальному спостережуваному
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значеннi, i для бiльш iнформативної iнтерпретацiї доцiльно застосовувати

параметричний пiдхiд. Параметричнi функцiї розподiлу дискретизуються

на iнтервали Тьорнбула та порiвнюються з непараметричною оцiнкою для

вибору класу розподiлу, який найкраще описує явище.

Для оцiнки близькостi функцiй розподiлу застосовуються метрики Кол-

могорова та Крамера–фон Мiзеса. Метрика Колмогорова чутлива до ло-

кальних вiдхилень навiть на множинi малої мiри, але менш iнформативна

щодо накопичених помилок на всiй областi. Метрика Крамера–фон Мiзе-

са, навпаки, добре оцiнює сумарну близькiсть функцiй, але менш чутлива

до локальних аномалiй. У нашому випадку, оскiльки функцiї розподiлу за

своєю природою не мають аномальних локальних стрибкiв, доцiльним є ви-

користання метрики Крамера–фон Мiзеса для порiвняння параметричних

функцiй iз непараметричною оцiнкою (рис. 11, 12).

Рис. 11: Ситуацiя, у якiй пiдхiд Колмогорова не є ефективним.

На основi видiлених ранiше кластерiв було визначено найкращi розпо-

дiли серед класiв Вейбула, логнормальних та гамма-розподiлiв за критерi-

єм мiнiмуму статистики Крамера–фон Мiзеса, результати представлено на

рис. 13–17.

Iз представлених результатiв видно, що систематично найкращу вiдпо-
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Рис. 12: Ситуацiя, у якiй пiдхiд Крамера–фон Мiзеса не є ефективним.

Рис. 13: Точнiсть найкращих моделей для першого епiдемiологiчного кластеру.

Рис. 14: Точнiсть найкращих моделей для другого епiдемiологiчного кластеру.
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Рис. 15: Точнiсть найкращих моделей для третього епiдемiологiчного кластеру.

Рис. 16: Точнiсть найкращих моделей для четвертого епiдемiологiчного кластеру.

Рис. 17: Точнiсть найкращих моделей для п’ятого епiдемiологiчного кластеру.

44



вiднiсть — найменше значення статистики Крамера–фон Мiзеса — демон-

струє клас логнормальних розподiлiв.

За результатами цього роздiлу пiдготовано статтю, яку прийнято до дру-

ку в журнал "Вiсник Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса

Шевченка. Фiзико-математичнi науки"
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6 Дослiдження ймовiрностi банкрутства

Отримавши оцiнки розподiлу часiв мiж дiагнозами ВIЛ/СНIД, приро-

дним є побудова моделi Крамера–Лундберга для дослiдження ймовiрностi

банкрутства однорiдного страхового портфелю, де страхова виплата здiй-

снюється у разi встановлення дiагнозу ВIЛ/СНIД.

У класичнiй моделi Крамера–Лундберга лiчильний процес страхових ви-

падкiв є пуасонiвським, тобто iнтервали часу мiж страховими подiями ма-

ють експоненцiйний розподiл. У нашому випадку доцiльно розглядати уза-

гальнену модель Спарре–Андерсена, де лiчильний процес є процесом вiд-

новлення iз логнормально розподiленими iнтервалами часу мiж подiями.

Керуючись термiнологiєю з [23], покладемо розмiр збитку фiксованою кон-

стантою 𝑦 > 0, а час мiж страховими подiями — 𝑇 ∼ LogNormal(𝜇, 𝜎2).

Процес капiталу страхової компанiї в момент часу 𝑡 має вигляд:

𝐶𝑡 = 𝑢+ 𝑐𝑡− 𝑦𝑁(𝑡),

де 𝑢 ≥ 0 — початковий капiтал, 𝑐 > 0 — ставка надходження премiй, 𝑁(𝑡)

— процес вiдновлення iз 𝑇 -розподiленими мiжподiєвими часами.

Iнтегральне рiвняння ймовiрностi банкрутства

Позначимо через 𝜙(𝑢) ймовiрнiсть банкрутства, тобто ймовiрнiсть того,

що iснує скiнченний момент часу 𝜏 такий, що 𝐶𝜏 < 0. Для виведення рiв-

няння для 𝜙(𝑢) скористаємось умовою на час 𝜏1 настання першої страхової

подiї.
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У момент 𝜏1 капiтал компанiї безпосередньо пiсля виплати становить

𝐶𝜏1 = 𝑢+ 𝑐𝜏1 − 𝑦. Тут природно видiлити два взаємовиключних випадки:

• якщо 𝑢 + 𝑐𝜏1 − 𝑦 < 0, тобто 𝜏1 < 𝑦−𝑢
𝑐 , настає негайне банкрутство;

цей сценарiй можливий лише при 𝑢 < 𝑦, коли стартовий капiтал не

покриває першої виплати;

• якщо 𝑢+ 𝑐𝜏1− 𝑦 ≥ 0, тобто 𝜏1 ≥ 𝑦−𝑢
𝑐 , банкрутства не сталось, i завдяки

маркiвськiй властивостi процесу вiдновлення вiн перезапускається з

нового капiталу 𝑢+ 𝑐𝜏1 − 𝑦.

Iнтегруючи по всiх можливих значеннях 𝜏1 iз щiльнiстю 𝑓𝑇 (𝑡), отримуємо

iнтегральне рiвняння вiдновлення для 𝜙(𝑢):

𝜙(𝑢) =

∫︁ max(0, 𝑦−𝑢)

0

𝑓𝑇 (𝑡) 𝑑𝑡+

∫︁ ∞

max(0, 𝑦−𝑢)

𝜙(𝑢+ 𝑐𝑡− 𝑦) 𝑓𝑇 (𝑡) 𝑑𝑡. (5)

Пiдставляючи логнормальну щiльнiсть 𝑓𝑇 (𝑡) =
1

𝑡𝜎
√
2𝜋

exp
(︁
− (ln 𝑡−𝜇)2

2𝜎2

)︁
, рiв-

няння (5) набуває вигляду:

𝜙(𝑢) = Φ

(︂
ln(max(𝑦 − 𝑢, 0)/𝑐)− 𝜇

𝜎

)︂

+
1

𝜎
√
2𝜋

∫︁ ∞

max(0, 𝑦−𝑢)

exp

(︂
−(ln 𝑡− 𝜇)2

2𝜎2

)︂
𝑡

𝜙(𝑢+ 𝑐𝑡− 𝑦) 𝑑𝑡. (6)

де Φ — функцiя розподiлу стандартної нормальної випадкової величини.

Рiвняння (6) є точним iнтегральним рiвнянням вiдновлення по капiталу

𝑢, придатним як для якiсного аналiзу, так i для числового розв’язання

методом послiдовних наближень.
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Зауважимо, що структура рiвняння (6) якiсно рiзниться залежно вiд

спiввiдношення мiж 𝑢 та 𝑦:

• при 𝑢 ≥ 𝑦 перший доданок обертається на нуль, оскiльки жоден пер-

ший збиток не може спричинити негайного банкрутства, i рiвняння

спрощується до:

𝜙(𝑢) =
1

𝜎
√
2𝜋

∫︁ ∞

0

exp
(︁
− (ln 𝑡−𝜇)2

2𝜎2

)︁
𝑡

𝜙(𝑢+ 𝑐𝑡− 𝑦) 𝑑𝑡;

• при 𝑢 < 𝑦 iснує ненульова ймовiрнiсть негайного банкрутства вiд пер-

шої виплати, що вiдображається у ненульовому першому доданку.

Константа Крамера–Лундберга для гамма-розподiлених часiв

Iншим важливим питанням є асимптотична поведiнка 𝜙(𝑢) при 𝑢 → ∞.

Класична теорiя передбачає експоненцiйне згасання:

𝜙(𝑢) ∼ 𝐶𝑒−𝑅𝑢, 𝑢 → ∞,

де 𝑅 > 0 — константа Крамера–Лундберга. Її знаходження вимагає iсну-

вання твiрної функцiї моментiв розподiлу iнтервалiв часу мiж подiями.

Оскiльки логнормальний розподiл не має скiнченної твiрної функцiї мо-

ментiв на всiй додатнiй пiвосi, розглянемо гамма-розподiл iз параметрами

𝑘 > 0 та 𝜃 > 0, який також добре описує емпiричнi розподiли iнтервалiв

часу мiж дiагнозами (див. Роздiл 5) i для якого вiдповiдна твiрна функцiя

моментiв iснує:

𝑀𝑇 (𝑟) = (1− 𝑟𝜃)−𝑘, 𝑟 <
1

𝜃
.
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Згiдно з лемою 6.1 з [23], якщо iснує ̂︀𝜃(𝑟) така, що виконується рiвнiсть

𝑀𝑌 (𝑟)𝑀𝑇

(︀
−̂︀𝜃(𝑟)− 𝑐𝑟

)︀
= 1,

то процес 𝑒−𝑟𝐶𝑡−̂︀𝜃(𝑟)𝑇𝑡 є мартингалом, де 𝑇𝑡 — сумарний час до моменту 𝑡.

Константа Крамера–Лундберга 𝑅 вiдповiдає додатному розв’язку рiвняння̂︀𝜃(𝑟) = 0.

Оскiльки збиток є фiксованим 𝑌 = 𝑦, то 𝑀𝑌 (𝑟) = 𝑒𝑟𝑦, а iнтервали часу

мiж вимогами мають гамма-розподiл iз параметрами форми 𝑘 та швидкостi

𝛽, тому 𝑀𝑇 (𝑟) =
(︀
1− 𝑟/𝛽

)︀−𝑘. Пiдставляючи у рiвняння леми, отримуємо:

𝑒𝑦𝑟 ·
(︂
1 +

𝜃(𝑟) + 𝑐𝑟

𝛽

)︂−𝑘

= 1. (7)

Роздiлимо обидвi частини на 𝑒𝑦𝑟 та пiднесемо до степеня −1/𝑘:

1 +
𝜃(𝑟) + 𝑐𝑟

𝛽
= 𝑒𝑦𝑟/𝑘. (8)

Звiдси одразу знаходимо ̂︀𝜃(𝑟):
𝜃(𝑟) = 𝛽

(︁
𝑒𝑦𝑟/𝑘 − 1

)︁
− 𝑐𝑟. (9)

Знаходження константи Крамера–Лундберга

Константа 𝑅 є додатним розв’язком рiвняння 𝜃(𝑟) = 0, тобто

𝛽
(︁
𝑒𝑦𝑟/𝑘 − 1

)︁
= 𝑐𝑟. (10)
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Iснування такого додатного кореня обґрунтуємо аналiзом функцiї 𝑓(𝑟) =

𝛽(𝑒𝑦𝑟/𝑘 − 1)− 𝑐𝑟. Маємо 𝑓(0) = 0 та

𝑓 ′(0) =
𝛽𝑦

𝑘
− 𝑐. (11)

За умовою чистого прибутку (net profit condition) середнiй прибуток за

один цикл є додатним, що означає 𝑐 > 𝛽𝑦/𝑘, тобто 𝑓 ′(0) < 0. Оскiльки

𝑓(𝑟) → +∞ при 𝑟 → +∞, а 𝑓(0) = 0 i 𝑓 ′(0) < 0, функцiя 𝑓 спочатку

спадає, а потiм зростає до +∞, тому iснує рiвно один додатний корiнь

𝑅 > 0.

Для знаходження 𝑅 у явному виглядi зробимо замiну 𝑢 = 𝑦𝑟/𝑘, тодi

𝑟 = 𝑘𝑢/𝑦, i позначимо 𝜆 = 𝑐𝑘/(𝛽𝑦). За умовою чистого прибутку 𝜆 > 1.

Рiвняння (10) набуває вигляду

𝑒𝑢 = 𝜆𝑢+ 1. (12)

Шуканий корiнь вiдповiдає 𝑢* > 0. Зробимо пiдстановку 𝑣 = 𝜆𝑢+ 1, тобто

𝑢 = (𝑣 − 1)/𝜆:

𝑒(𝑣−1)/𝜆 = 𝑣,

𝑒𝑣/𝜆 · 𝑒−1/𝜆 = 𝑣,

𝑒−1/𝜆 = 𝑣 𝑒−𝑣/𝜆. (13)

Помножимо обидвi частини на (−1/𝜆):

−1

𝜆
𝑒−1/𝜆 = −𝑣

𝜆
𝑒−𝑣/𝜆. (14)

Рiвняння (14) має вигляд 𝑋𝑒𝑋 = 𝐴, де 𝑋 = −𝑣/𝜆 та 𝐴 = −(1/𝜆)𝑒−1/𝜆.
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Вибiр гiлки функцiї Ламберта. Аргумент функцiї Ламберта дорiвнює 𝐴 =

−(1/𝜆) 𝑒−1/𝜆. Оскiльки 𝜆 > 1, маємо 1/𝜆 ∈ (0, 1), тому 𝑒−1/𝜆 ∈ (𝑒−1, 1),

i отже

𝐴 = −1

𝜆
𝑒−1/𝜆 ∈

(︂
−1

𝑒
, 0

)︂
. (15)

На промiжку (−1/𝑒, 0) рiвняння 𝑊𝑒𝑊 = 𝐴 має два дiйснi розв’язки. Гiлка

𝑊−1 дає 𝑊−1(𝐴) ∈ (−∞,−1) i вiдповiдає 𝑣 > 𝜆, тобто 𝑢 > 0, що вiдпо-

вiдає шуканому додатному кореню 𝑅 > 0. Гiлка 𝑊0 дає 𝑊0(𝐴) ∈ (−1, 0) i

вiдповiдає тривiальному кореню 𝑟 = 0.

Отже, застосовуємо 𝑊−1 до обох частин (14):

−𝑣

𝜆
= 𝑊−1

(︂
−1

𝜆
𝑒−1/𝜆

)︂
,

𝑣 = −𝜆𝑊−1

(︂
−1

𝜆
𝑒−1/𝜆

)︂
. (16)

З означення 𝑣 = 𝜆𝑢+ 1 та 𝑢 = 𝑦𝑅/𝑘 маємо 𝑣 = 𝑐𝑅/𝛽 + 1, тому

𝑐𝑅

𝛽
+ 1 = −𝜆𝑊−1

(︂
−1

𝜆
𝑒−1/𝜆

)︂
,

𝑐𝑅

𝛽
= −1− 𝜆𝑊−1

(︂
−1

𝜆
𝑒−1/𝜆

)︂
. (17)

Повертаючись до 𝜆 = 𝑐𝑘/(𝛽𝑦), остаточно отримуємо:

𝑅 = −𝛽

𝑐

[︂
1 +

𝑐𝑘

𝛽𝑦
𝑊−1

(︂
−𝛽𝑦

𝑐𝑘
𝑒−𝛽𝑦/(𝑐𝑘)

)︂]︂
. (18)

Зазначимо, що 𝑊−1(𝐴) < −1 при 𝐴 ∈ (−1/𝑒, 0), тому 𝜆𝑊−1(𝐴) < −𝜆 < −1,

i отже −1− 𝜆𝑊−1(𝐴) > 0, що пiдтверджує 𝑅 > 0.

Таким чином ми показали, що i логнормальна i гамма модель мають те-

оретичнi переваги в аналiзi поведiнки банкрутства страхового портфелю,
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де страховою подiєю вважається дiагностування страхувальником ВIЛ або

СНIД. Зокрема логнормальна модель краще описує наявнi данi, але не

дає змоги дослiджувати асимптотичну поведiнку банкрутства класичними

методами, а гамма модель, хоча i дає незначне погiршення в якостi набли-

ження емпiричних даних, дає змогу дослiджувати асимптотичну поведiнку

ймовiрностi банкрутства використовуючи стандарнту методологiю.

Результати цього роздiлу було представлено на ХIV Всеукраїнськiй на-

уковiй конференцiї молодих математикiв [24].
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Висновки

У роботi розроблено багаторiвневий пiдхiд до моделювання епiдемiологi-

чного процесу ВIЛ/СНIД в Українi з використанням методiв стохастичного

моделювання та актуарної математики.

Основнi науковi результати роботи можна узагальнити таким чином:

• розроблено та реалiзовано повну процедуру пiдготовки, очищення та

структуризацiї епiдемiологiчних даних, включаючи обробку OCR-похiдних

похибок та вiдновлення пропущеної iнформацiї;

• побудовано iндивiдуальну стохастичну модель епiдемiологiчного про-

цесу ВIЛ/СНIД, що описує переходи мiж станами 𝑈 , 𝐻/𝐴 та 𝐷;

• оцiнено параметри маркiвського ланцюга як у дискретному, так i в не-

перервному часi, а також побудовано вiдповiдну популяцiйну модель з

аналiтичними виразами для математичного сподiвання та коварiацiй-

ної структури;

• розроблено методологiю короткострокового прогнозування кiлькостi дi-

агнозiв та смертей на основi стохастичного моделювання та агрегува-

ння iндивiдуальних траєкторiй;

• здiйснено кластеризацiю регiонiв України за спiльними епiдемiологi-

чними трендами iз використанням латентних класових моделей та ме-

режевого пiдходу на основi кореляцiй структурних векторiв;

• виявлено, що логнормальний розподiл найкраще описує емпiричний

розподiл часу мiж дiагнозами ВIЛ/СНIД;
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• виведено узагальнену модель Крамера–Лундберга для процесу вiднов-

лення з гамма-розподiленими iнтервалами часу мiж подiями та отрима-

но аналiтичний вираз для критичного параметра - коефiцiєнта Крамера-

Лундберга.

Подальшi напрями дослiдження включають якiсне дослiдження iнте-

грального рiвняння для ймовiрностi банкрутства, оцiнювання частки ЛЖВ

серед недiагностованої популяцiї, побудову напiвмаркiвських моделей, що

дозволять здiйснювати бiльш точне довгострокове прогнозування кiлько-

стi ЛЖВ та нових дiагнозiв, а також порiвняльний аналiз ефективностi

заходiв з протидiї поширенню ВIЛ/СНIДу в Українi на основi отриманих

кластерiв та їх характеристик.

Додатково перспективним є врахування коварiатiв вiку та статi для по-

кращення точностi моделювання, однак поточна структура доступних да-

них не дозволяє коректно iнтегрувати вiково-статеву стратифiкацiю у ме-

жах цього дослiдження.

Результати дослiдження можуть бути використанi фахiвцями у сферi

громадського здоров’я, дiяльнiсть яких пов’язана з протидiєю поширенню

ВIЛ/СНIДу в Українi; дослiдниками, що працюють над удосконаленням

статистичних оцiнок у межах проєкту Global Burden of Disease, а також

актуарiями при моделюваннi ВIЛ/СНIДу як страхового ризику.
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