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РЕФЕРАТ

Магiстерська дисертацiя мiстить 56 сторiнок, 17 слайдiв iлюстративного
матерiалу та 12 першоджерел.
Об’єктом даної роботи є математичнi моделi та методи розв’язання

задач дробово-лiнiйного програмування.
Предметом дослiдження є метод зведення задачi дробово-лiнiйного

програмування зi знаменником цiльової функцiї довiльного знаку до за-
дач лiнiйного програмування.
Метою роботи є розробка, математичне обґрунтування та алгоритмi-

чна реалiзацiя декомпозицiйного методу лiнеаризацiї дробово-лiнiйної за-
дачi зi знакозмiнним знаменником для оптимiзацiї фiнансово-економiчних
моделей.
Ключовi слова: дробово-лiнiйне програмування, знакозмiнний знамен-

ник, лiнеаризацiя, декомпозицiя, перетворення Чарнса-Купера, фiнансо-
ве моделювання, оптимiзацiя вiдносних показникiв.

4



ABSTRACT

The master’s thesis contains 56 pages, 17 presentation slides and 12 bibli-
ography items.
The object of this thesis is mathematical models and methods for solving

linear-fractional programming problems.
The subject of research is the method of reducing the linear-fractional

programming problem with the objective function denominator of arbitrary
sign to linear programming problems.
The aim of this thesis is the development, mathematical justification,

and algorithmic implementation of a decomposition method for linearizing a
linear-fractional problem with an alternating sign denominator for the opti-
mization of financial and economic models.
Key words: linear-fractional programming, alternating sign denominator,

linearization, decomposition, Charnes-Cooper transformation, financial modeli-
ng, optimization of relative indicators.
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1 Вступ

У сучаснiй фiнансовiй математицi, актуарних розрахунках та дослiджен-
нi операцiй задачi оптимiзацiї показникiв вiдiграють фундаментальну
роль. Моделюючи реальнi економiчнi та виробничi процеси часто вини-
кає потреба максимiзацiї критерiїв ефективностi, якi за своєю природою
є вiдношеннями. До таких критерiїв належать рентабельнiсть виробни-
цтва (вiдношення сумарного прибутку до сумарних витрат), коефiцiєнт
поточної лiквiдностi, а також рiзноманiтнi показники ефективностi з ура-
хуванням ризику, зокрема коефiцiєнт Шарпа. [1, 2]
Математично подiбнi задачi оптимiзацiї описуються, як моделi дробово-

лiнiйного програмування (ДЛП). У загальному виглядi задачу ДЛП мо-
жна записати так: знайти такий вектор 𝑥 ∈ R𝑛, що максимiзує цiльову
функцiю [3]

𝐹 (𝑥) =
𝑁(𝑥)

𝐷(𝑥)
=

𝑐𝑇𝑥+ 𝛼

𝑑𝑇𝑥+ 𝛽
→ max (1.1)

за умов виконання системи лiнiйних обмежень, що формують множину
допустимих розв’язкiв 𝑆:

𝑆 = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝐴𝑥 ≤ 𝑏, 𝑥 ≥ 0}, (1.2)

де 𝑐, 𝑑 ∈ R𝑛 — заданi вектори коефiцiєнтiв чисельника та знаменника;
𝐴 ∈ R𝑚×𝑛 — матриця коефiцiєнтiв системи обмежень; 𝑏 ∈ R𝑚 — вектор
правих частин; 𝛼, 𝛽 ∈ R — скалярнi константи; (·)𝑇 — операцiя транспо-
нування. Припускається, що множина 𝑆 є непорожньою та обмеженою.
Основою для типових методiв розв’язання задачi (1.1)–(1.2) є жорстка

умова, що знаменник цiльової функцiї має строго додатнiй знак на всiй
допустимих розв’язкiв 𝑆. Тобто вимагається 𝑑𝑇𝑥+ 𝛽 > 0 для всiх 𝑥 ∈ 𝑆.
За виконання цiєї умови, задача ДЛП алгоритмiчно зводиться до еквiва-
лентної задачi лiнiйного програмування, шляхом замiни змiнних 𝑦 = 𝑡·𝑥,
де 𝑡 = (𝑑𝑇𝑥+ 𝛽)−1.
Однак на практицi, поточний фiнансовий та страховий сектори вима-

гають бiльш складних математичних моделей. Де це припущення часто
порушується. Зокрема, пiд час математичного моделювання стратегiй з
урахуванням чистих грошових потокiв, процесiв реструктуризацiї боргiв,
наявностi вiдкритих коротких позицiй або багатокрокових хеджингових
iнструментiв, знаменник критерiю ефективностi може набувати значень
довiльного знаку. У термiнах багатовимiрної геометрiї це означає, що
площина 𝐻0 = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝑑𝑇𝑥 + 𝛽 = 0} має непорожнiй перетин iз
багатогранником допустимих розв’язкiв 𝑆.
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В такому разi змiнна 𝑡 може набувати вiд’ємних значень або ставати
невизначеною, що повнiстю руйнує опуклу структуру еквiвалентної лi-
нiйної задачi. Таким чином, це призводить до неможливостi застосувати
класичне перетворення змiнних.
З огляду на це, розробка, строге математичне обґрунтування та алго-

ритмiзацiя методiв зведення такої узагальненої задачi ДЛП (зi знамен-
ником довiльного знаку) до еквiвалентних лiнiйних моделей є вельми
актуальною науковою та практичною проблемою.
Мета дослiдження полягає у розробцi та теоретичному обґрунтуваннi

математичного методу зведення задачi дробово-лiнiйного програмування
зi знаменником цiльової функцiї довiльного знаку до серiї еквiвалентних
задач лiнiйного програмування для гарантованого знаходження глобаль-
ного оптимуму.
Наукова новизна одержаних результатiв полягає в подальшому роз-

витку та узагальненнi класичного пiдходу до розв’язання задач ДЛМ,
шляхом замiни змiнних Чарнса-Купера, для задач ДЛП на випадок зна-
менника цiльвої функцiї довiльного знаку.
Одержанi теоретичнi результати та розроблений алгоритм мають ви-

сокий прикладний потенцiал i можуть бути безпосередньо застосованi
у фiнансовiй та актуарнiй математицi. Запропонований пiдхiд є алгори-
тмiчно стiйким, зручним для програмної реалiзацiї та може виступати
базовим оптимiзацiйним розрахунковим модулем у iнформацiйних систе-
мах пiдтримки прийняття рiшень та управлiння фiнансовими ризиками.
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2 Передумови виникнення та теоретичнi осно-

ви дробово-лiнiйного програмування

2.1 Iсторичний нарис розвитку методiв дробового про-

грамування

Розвиток економiчної теорiї та зростаючi потреби в якiсному математи-
чному моделюваннi вiдповiдних систем спонукали до пошуку нових iн-
струментiв, здатних належним чином задовольнити цi запити. На раннiх
етапах становлення теорiї дослiдження операцiй, зокрема в 1940-х роках,
завдяки фундаментальним працям Л. Канторовича та Дж. Данцiга до-
мiнуючою парадигмою стало лiнiйне програмування (ЛП). Воно давало
можливiсть вирiшувати такi фундаментальнi завдання, як максимiзацiя
абсолютного прибутку або мiнiмiзацiя абсолютних витрат, що задава-
лися лiнiйною цiльовою функцiєю. Однак очевидно, що оперування ви-
ключно абсолютними показниками суттєво обмежує можливостi аналiзу
економiчних процесiв. Це пiдштовхнуло дослiдникiв до розробки бiльш
унiверсальних математичних концепцiй. Виникнення та подальший роз-
виток методiв дробово-лiнiйного програмування (ДЛП) стали логiчним
кроком у розширеннi iнструментарiю для розв’язання тих класiв задач,
якi виходили за межi можливостей класичного ЛП.
Використання вiдношення двох лiнiйних функцiй вiдкривало значно

ширшi можливостi для математичного опису фiнансово-економiчних та
виробничих процесiв порiвняно з класичними лiнiйними моделями. Такi
базовi показники, як рентабельнiсть (спiввiдношення прибутку та ви-
трат) i продуктивнiсть працi (вiдношення обсягу виробленої продукцiї
до витрат робочого часу), а також складнiшi специфiчнi iндикатори (пи-
тома матерiаломiсткiсть, коефiцiєнти лiквiдностi, спiввiдношення прибу-
тку та ризику тощо) — усi вони за своєю природою є вiдносними, а не
абсолютними величинами.
У багатьох фiнансово-економiчних та виробничих процесах ключовим

iндикатором успiшностi є не абсолютний, а вiдносний результат. До таких
показникiв належать рентабельнiсть (вiдношення отриманого прибутку
до понесених витрат), продуктивнiсть працi (вiдношення обсягу випуску
продукцiї до витрат робочого часу), питома матерiаломiсткiсть, а також
рiзноманiтнi фiнансовi коефiцiєнти лiквiдностi та вiдношення прибутку
до ризику. Ця концептуальна змiна зумовила математичний перехiд вiд
класичних лiнiйних цiльових функцiй до функцiй, що являють собою
вiдношення двох лiнiйних форм.
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Математично базова задача дробово-лiнiйного програмування у най-
загальнiшому виглядi була сформульована як пошук вектора
𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)

𝑇 ∈ R𝑛, що максимiзує дробовий функцiонал:

𝐹 (𝑥) =
𝑐𝑇𝑥+ 𝛼

𝑑𝑇𝑥+ 𝛽
→ max (2.1)

за умови належностi плану 𝑥 до полiедральної множини (областi допу-
стимих розв’язкiв), що задається системою лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь та нерiвностей:

𝑆 = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝐴𝑥 ≤ 𝑏, 𝑥 ≥ 0}, (2.2)

де 𝑐, 𝑑 ∈ R𝑛 — заданi вектори коефiцiєнтiв, 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛 — матриця техно-
логiчних коефiцiєнтiв, 𝑏 ∈ R𝑚 — вектор обмежень на ресурси, 𝛼, 𝛽 ∈ R
— скалярнi константи.
У цьому контекстi не можна не згадати працю видатного американ-

ського математика Джона фон Неймана, написану в 1937 роцi (опублi-
ковану 1945-го), яка стала одним iз перших практичних прикладiв задач,
де виникає потреба максимiзацiї дробового показника. У нiй описувала-
ся модель рiвноваги економiки, що розширюється (expanding economy
model).[4] Головне завдання полягало у визначеннi вектора iнтенсивно-
стi виробничих процесiв 𝑥, який гарантував би максимальнi темпи еко-
номiчного зростання 𝜆. Виробничий процес задавався матрицею витрат
𝐴 та матрицею випуску 𝐵. Вiдповiдно, умовою зростання виступала не-
рiвнiсть 𝐵𝑥 ≥ 𝜆𝐴𝑥, яка, своєю чергою, зводилася до задачi максимiзацiї
мiнiмаксного вiдношення лiнiйних функцiй:

𝜆* = max
𝑥∈𝑆

min
𝑖

(𝐵𝑥)𝑖
(𝐴𝑥)𝑖

. (2.3)

Ця концепцiя не лише довела iснування рiвноваги в багатогалузевiй еко-
номiцi, але й заклала потужне iдеологiчне пiдґрунтя для подальшого
теоретичного дослiдження оптимiзацiйних задач iз дробовими критерiя-
ми.
З подальшим розвитком цього напрямку задачi дробового програмува-

ння утворили самостiйну галузь у теорiї оптимiзацiї.[5] На початковому
етапi дослiдження основою для розв’язання таких задач слугував апарат
нелiнiйного програмування, зокрема вiдповiдно адаптованi градiєнтний
метод та метод штрафних функцiй. Проте цi пiдходи швидко виявили
свою неефективнiсть через значнi обчислювальнi труднощi.
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Важливим етапом у розвитку методiв дробово-лiнiйного програмуван-
ня стала спiльна робота американських математикiв А. Чарнса та В. Ку-
пера[6] . У нiй нелiнiйна задача (2.1)–(2.2) зводилася до простiшої зада-
чi лiнiйного програмування шляхом введення нової скалярної змiнної.
Запропонований алгоритм виявився нескладним у реалiзацiї i водночас
надзвичайно ефективним. За допомогою вiдповiдної пiдстановки вводи-
лися нова скалярна змiнна 𝑡 ≥ 0 та вектор 𝑦 ∈ R𝑛:

𝑦 = 𝑡 · 𝑥, 𝑡 =
1

𝑑𝑇𝑥+ 𝛽
. (2.4)

Однак, як можна помiтити, для того щоб отримана система зали-
шалася лiнiйною, а змiнна 𝑡 — додатною, знаменник цiльової функцiї
має бути строго додатним на всiй множинi допустимих розв’язкiв, тобто
𝑑𝑇𝑥+𝛽 > 0 для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑆. Ця вимога стала суттєвим обмеженням
для застосування методу.
Майже паралельно з дослiдженнями Чарнса i Купера, угорський ма-

тематик Бела Мартош у 1960 роцi (англомовна публiкацiя вийшла у
1964 роцi [7] ) розробив альтернативний, прямий метод розв’язання за-
дач ДЛП, який отримав назву «гiперболiчне програмування». Пiдхiд
Мартоша являв собою глибоку алгоритмiчну модифiкацiю класичного
симплекс-методу, що дозволяла працювати безпосередньо з дробовим
функцiоналом, обчислюючи псевдоградiєнти та критерiї оптимальностi
без необхiдностi введення додаткових змiнних. Однак i цей метод жорс-
тко вимагав виконання умови знакосталостi знаменника для забезпече-
ння збiжностi iтерацiйного процесу.
З розвитком економiчної теорiї та появою нових фiнансових i актуар-

них iнструментiв цi недолiки виявилися критичними. Адже на практицi
дедалi частiше траплялися задачi, де вираз у знаменнику 𝑑𝑇𝑥 + 𝛽 мiг
набувати довiльного знака. Тому пошук шляхiв узагальнення класичних
методiв перетворився на вкрай актуальний напрям дослiджень.
Змiна знаку знаменника всерединi полiедральної множини 𝑆 призво-

дить до порушення її топологiчної зв’язностi вiдносно цiльової функцiї
та виникнення гiперплощини розривiв другого роду:

𝐻0 = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝑑𝑇𝑥+ 𝛽 = 0}. (2.5)

За таких умов цiльова функцiя втрачає критично важливi властивостi
псевдоопуклостi та псевдоугнутостi, що робить методи Чарнса-Купера
та Мартоша у їхньому класичному виглядi незастосовними.
Таким чином, iсторичний розвиток теорiї та методiв дробового програ-

мування демонструє еволюцiйний перехiд: вiд розв’язання строгих, «iде-
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алiзованих» макроекономiчних моделей iз гарантовано додатними зна-
менниками до бiльш загальних, складних i реалiстичних постановок. Роз-
робка та теоретичне обґрунтування нових математичних пiдходiв для ко-
ректної обробки знакозмiнних критерiїв ефективностi об’єктивно зумов-
люються цими новими викликами фiнансової математики. I саме ця акту-
альна проблема — розробка алгоритму зведення задачi ДЛП зi знамен-
ником довiльного знака до еквiвалентної лiнiйної форми — розв’язується
в даному дисертацiйному дослiдженнi.

2.2 Економiчнi моделi та передумови виникнення за-

дач ДЛП

Для прийняття оптимальних рiшень пiд час математичного моделюван-
ня фiнансових та економiчних процесiв використання лише абсолютних
показникiв (таких як сумарний прибуток, загальний обсяг випуску про-
дукцiї, загальна сума залучених активiв або мiнiмальнi сукупнi витрати)
часто виявляється недостатнiм. Адже досягнення максимальних абсо-
лютних значень не завжди вiдповiдає найефективнiшому використанню
наявних ресурсiв. Натомiсть вiдноснi показники завдяки своїй гнучкостi
дають змогу отримати бiльш об’єктивну загальну картину. Вiдповiдно,
процес максимiзацiї таких показникiв з урахуванням наявних обмежень
природним чином зводиться до постановки та розв’язання задач дробово-
лiнiйного програмування (ДЛП). [5]
Розглянемо деякi основнi приклади економiчних моделей, якi слугу-

ють передумовами для розвитку методiв ДЛП.
1. Однiєю з найбiльш поширених задач мiкроекономiчного планування

є максимiзацiя рентабельностi, що визначається як вiдношення чистого
прибутку до загальних витрат (або обсягу авансованого капiталу). Опи-
шемо цю задачу.
Нехай пiдприємство має можливiсть випускати 𝑛 рiзних видiв проду-

кцiї. Позначимо через 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
𝑇 ∈ R𝑛

+ вектор-стовпець обсягiв
випуску. Виробничий процес обмежений наявними ресурсами 𝑚 видiв.
Нехай 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛 — матриця технологiчних коефiцiєнтiв, де елемент 𝑎𝑖𝑗
вiдображає витрати 𝑖-го ресурсу на виробництво одиницi 𝑗-ї продукцiї.
Вектор 𝑏 = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑚)

𝑇 ∈ R𝑚
+ задає максимально доступнi обсяги ресур-

сiв. Тодi множина допустимих виробничих планiв описується системою:

𝑆 = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝐴𝑥 ≤ 𝑏, 𝑥 ≥ 0}. (2.6)

Введемо фiнансовi параметри моделi: 𝑝 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛)
𝑇 — вектор при-

бутку вiд реалiзацiї одиницi кожного виду продукцiї; 𝑐 = (𝑐1, . . . , 𝑐𝑛)
𝑇
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— вектор витрат на її виробництво. Крiм того, врахуємо наявнiсть фi-
ксованих (незалежних вiд обсягу випуску) фiнансових потокiв: скаляр 𝛼
вiдображає гарантований дохiд (наприклад, державнi субсидiї або дохiд
вiд оренди), а скаляр 𝛽 — постiйнi витрати (адмiнiстративнi витрати,
фiксована орендна плата).
За таких умов задача максимiзацiї рентабельностi пiдприємства 𝑅(𝑥)

набуває вигляду:

𝑅(𝑥) =
𝑝𝑇𝑥+ 𝛼

𝑐𝑇𝑥+ 𝛽
=

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑝𝑗𝑥𝑗 + 𝛼∑︀𝑛
𝑗=1 𝑐𝑗𝑥𝑗 + 𝛽

→ max
𝑥∈𝑆

. (2.7)

2. У задачах розподiлу iнвестицiйних ресурсiв, формування резервiв
або оцiнки страхових портфелiв часто виникає об’єктивна потреба в ма-
ксимiзацiї вiдношення очiкуваного доходу до мiри прийнятого ризику
або обсягу капiталу пiд ризиком.
Нехай iнвестор (або страховик) розподiляє наявний капiтал мiж 𝑛 до-

ступними фiнансовими iнструментами. Вектор 𝑥 ∈ R𝑛 визначає частки
капiталу, iнвестованi у вiдповiднi активи, причому

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑥𝑗 = 1. Якщо

очiкувана прибутковiсть iнструментiв описується вектором 𝑟 ∈ R𝑛, а
вiдповiднi лiнiйнi мiри ризику — вектором 𝑑 ∈ R𝑛, то цiльова функцiя
формулюється як:

𝐸(𝑥) =
𝑟𝑇𝑥

𝑑𝑇𝑥+ 𝛽0
→ max

𝑥∈𝑆
, (2.8)

де 𝛽0 — базовий рiвень безризикового капiталу або гарантiйного фонду.
Подiбнi лiнiйнi дробовi моделi є обчислювально ефективними аналогами
максимiзацiї коефiцiєнта Шарпа у фiнансовiй галузi, де квадратична мi-
ра ризику (дисперсiя) замiнюється лiнiйною апроксимацiєю для уникне-
ння надмiрної обчислювальної складностi нелiнiйного програмування.
3. Також вкрай важливо згадати про моделi аналiзу середовища фун-

кцiонування (Data Envelopment Analysis, DEA). Метою яких є оцiнка
порiвняльної ефективностi 𝐾 незалежних економiчних об’єктiв (напри-
клад фiлiалiв банку, страхових компанiй), якi використовують подiбнi
види ресурсiв для генерацiї подiбних видiв результатiв.
Нехай кожен об’єкт використовує 𝑚 видiв вхiдних ресурсiв (inputs)

для створення 𝑠 видiв вихiдних результатiв (outputs). Позначимо через
𝑥𝑖𝑘 ≥ 0 обсяг 𝑖-го ресурсу, спожитого 𝑘-м об’єктом, а через 𝑦𝑟𝑘 ≥ 0
— обсяг 𝑟-го вихiдного результату. Метою моделi є знаходження тако-
го вектора невiд’ємних невiдомих вагових коефiцiєнтiв для результатiв
𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑠)

𝑇 та ресурсiв 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑚)
𝑇 , який максимiзує зведений

показник ефективностi 𝐸𝑘 для конкретного оцiнюваного 𝑘-го об’єкта.
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Цей показник конструюється як вiдношення лiнiйної комбiнацiї резуль-
татiв до лiнiйної комбiнацiї ресурсiв:

𝐸𝑘(𝑢, 𝑣) =

∑︀𝑠
𝑟=1 𝑢𝑟𝑦𝑟𝑘∑︀𝑚
𝑖=1 𝑣𝑖𝑥𝑖𝑘

→ max
𝑢,𝑣

(2.9)

за умов нормування, якi вимагають, щоб аналогiчнi показники ефектив-
ностi для всiх 𝐾 об’єктiв вибiрки (включно з оцiнюваним) при цих же
вагах не перевищували одиницю:∑︀𝑠

𝑟=1 𝑢𝑟𝑦𝑟𝑗∑︀𝑚
𝑖=1 𝑣𝑖𝑥𝑖𝑗

≤ 1, ∀𝑗 ∈ {1, . . . , 𝐾}, (2.10)

та невiд’ємностi дуальних змiнних: 𝑢 ≥ 0, 𝑣 ≥ 0.
Пiд час аналiзу наведених вище класичних економiчних моделей мо-

жна виокремити одну фундаментальну спiльну математичну властивiсть:
у задачах (2.7), (2.8) та (2.9) припускається, що знаменник цiльової фун-
кцiї є строго додатним на всiй множинi допустимих розв’язкiв 𝑆. З фi-
нансової точки зору це цiлком логiчно для опису виробничих процесiв,
адже сумарнi змiннi витрати, обсяги фiзично спожитих ресурсiв або ба-
зовий гарантiйний капiтал не можуть набувати вiд’ємних значень. Тому
умова𝐷(𝑥) > 0 у таких задачах завжди виконується, що дає змогу безпе-
решкодно застосовувати класичне перетворення змiнних Чарнса-Купера
для їх зведення до лiнiйної форми.
Однак, при математичному моделюваннi складних фiнансових iнстру-

ментiв, формуваннi хеджингових портфелiв iз допуском вiдкритих ко-
ротких позицiй, або в актуарних моделях перестрахування, знаменник
𝐷(𝑥) = 𝑑𝑇𝑥 + 𝛽 набуває принципово iншого економiчного змiсту. У та-
ких задачах вiн може вiдображати чисте сальдо фiнансових зобов’язань
(Net Liabilities) або чистий грошовий потiк (Net Cash Flow).
Оскiльки чистий грошовий потiк формується як алгебраїчна сума над-

ходжень та виплат, то залежно вiд обраної структури плану 𝑥 ∈ 𝑆, су-
марне значення знаменника 𝐷(𝑥) може бути:

� 𝐷(𝑥) > 0: портфель має позитивнi чистi зобов’язання (очiкуванi
виплати перевищують надходження);

� 𝐷(𝑥) < 0: портфель генерує позитивне сальдо (надходження пре-
мiй перекривають очiкуванi збитки);

� 𝐷(𝑥) = 0: досягається точка балансу (беззбитковостi).
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За умови, що знаменник цiльової функцiї може набувати довiльного
знака, площина нульових значень 𝐻0 = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝑑𝑇𝑥 + 𝛽 = 0} немину-
че перетинає багатогранник допустимих розв’язкiв 𝑆. Це унеможливлює
безпосереднє застосування класичних методiв. Вiдтак специфiчна еко-
номiчна природа сучасних фiнансових iнструментiв, що передбачають
генерацiю знакозмiнних грошових потокiв та виникнення вiд’ємних ба-
лансiв спонукає до пошуку й розроблення унiверсальнiших алгоритмiв
розв’язання задач ДЛП зi знакозмiнним знаменником.

2.3 Загальна математична постановка задачi

Для коректного застосування аналiтичного апарату теорiї оптимiзацiї та
дослiдження операцiй, а також для подальшої розробки чисельних ал-
горитмiв розв’язання, розглянутi у попередньому пiдроздiлi економiчнi
моделi оптимiзацiї вiдносних показникiв потребують строгої математи-
чної формалiзацiї. У загальному випадку цi прикладнi моделi зводяться
до узагальненої задачi дробово-лiнiйного програмування (ДЛП).
Нехай задано 𝑛-вимiрний арифметичний евклiдiв простiр R𝑛, елемен-

тами якого є вектори шуканих змiнних. У контекстi фiнансово-економiчного
моделювання компоненти вектора 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)

𝑇 ∈ R𝑛 iнтерпре-
туються як iнтенсивностi використання певних технологiчних процесiв,
обсяги випуску продукцiї, або ж ваговi коефiцiєнти (частки) фiнансових
активiв у структурi iнвестицiйного портфеля.
Будемо вважати наперед заданими наступнi детермiнованi параметри

моделi:

� 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑛)
𝑇 ∈ R𝑛 — вектор коефiцiєнтiв чисельника цiльової

функцiї, що формалiзує вектор питомих прибуткiв, очiкуваних до-
хiдностей iнструментiв або iнших прямих надходжень вiд реалiзацiї
плану 𝑥;

� 𝑑 = (𝑑1, 𝑑2, . . . , 𝑑𝑛)
𝑇 ∈ R𝑛 — вектор коефiцiєнтiв знаменника цiльо-

вої функцiї, який вiдображає вектор питомих витрат, лiнiйних мiр
ризику або обсягiв необхiдного резервного капiталу;

� 𝛼, 𝛽 ∈ R — заданi скалярнi константи, якi мають економiчний змiст
фiксованих (незалежних вiд iнтенсивностей 𝑥𝑗) доходiв або витрат,
а також базових нормативних рiвнiв капiталу;

� 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛 — матриця коефiцiєнтiв системи лiнiйних обмежень роз-
мiрностi 𝑚 × 𝑛, що виступає технологiчною матрицею витрат ре-
сурсiв або матрицею структурних фiнансових лiмiтiв;
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� 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑚)
𝑇 ∈ R𝑚 — вектор правих частин системи обме-

жень, що визначає граничнi обсяги доступних виробничих ресурсiв,
обмеження на загальну лiквiднiсть або зовнiшнi макроекономiчнi
квоти.

Цiльова функцiя узагальненої задачi ДЛП 𝐹 (𝑥) являє собою вiдно-
шення двох функцiй багатовимiрного аргументу. Строга математична
постановка задачi полягає у знаходженнi такого вектора оптимального
плану 𝑥*, який доставляє глобальний максимум дробовому функцiоналу:

𝐹 (𝑥) =
𝑁(𝑥)

𝐷(𝑥)
=

𝑐𝑇𝑥+ 𝛼

𝑑𝑇𝑥+ 𝛽
→ max

𝑥
(2.11)

за умов виконання системи лiнiйних алгебраїчних нерiвностей (або рiв-
нянь) та стандартних вимог невiд’ємностi шуканих змiнних:{︃

𝐴𝑥 ≤ 𝑏,

𝑥 ≥ 0.
(2.12)

Система лiнiйних обмежень (2.12) формує в просторi R𝑛 множину
допустимих розв’язкiв 𝑆, яку формально можна записати у виглядi:

𝑆 = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝐴𝑥 ≤ 𝑏, 𝑥 ≥ 0}. (2.13)

З погляду лiнiйної алгебри множина 𝑆 є перетином скiнченної кiль-
костi замкнених пiвпросторiв (що задаються рядками матрицi 𝐴 та умо-
вами невiд’ємностi), тобто полiедральною множиною (опуклим багато-
гранником). У контекстi коректно поставлених економiчних i фiнансових
задач робиться природне припущення, що множина допустимих планiв
непорожня (𝑆 ̸= ∅). Це означає iснування хоча б одного плану, який
задовольняє всi iнституцiйнi та технологiчнi обмеження.
Крiм того, виходячи з об’єктивних реалiй скiнченностi будь-яких еко-

номiчних ресурсiв чи наявного iнвестицiйного капiталу, ми припускаємо,
що множина 𝑆 є обмеженою. Вiдповiдно до теореми Мiнковського-Вейля,
обмежений багатогранник 𝑆 є полiтопом, що гарантує компактнiсть мно-
жини допустимих розв’язкiв у топологiї евклiдового простору R𝑛 [8] . Ця
топологiчна властивiсть є критично важливою: за теоремою Вейєрштрас-
са, вона є необхiдною умовою для гарантованого досягнення неперерв-
ною функцiєю свого глобального екстремуму на цiй множинi (за умови
вiдсутностi внутрiшнiх точок розриву).
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Для глибшого розумiння специфiки задачi оптимiзацiї вiдносних по-
казникiв варто проаналiзувати поведiнку цiльової функцiї (2.11). На вiд-
мiну вiд класичного лiнiйного програмування, де поверхнi рiвня цiльо-
вої функцiї є строго паралельними одна однiй, множини рiвня дробово-
лiнiйної функцiї

𝐿𝛾 =

{︂
𝑥 ∈ 𝑆

⃒⃒⃒⃒
𝑐𝑇𝑥+ 𝛼

𝑑𝑇𝑥+ 𝛽
= 𝛾

}︂
, (2.14)

де 𝛾 ∈ R — фiксоване значення критерiю, утворюють сiмейство гiпер-
площин вигляду (𝑐 − 𝛾𝑑)𝑇𝑥 + (𝛼 − 𝛾𝛽) = 0. Це сiмейство гiперплощин
не є паралельним; при змiнi параметра 𝛾 вони обертаються (перетина-
ються) навколо спiльного афiнного многовиду простору R𝑛 розмiрностi
𝑛− 2. Така геометрична властивiсть кардинально ускладнює пошук екс-
тремуму методами градiєнтного спуску, оскiльки напрямок найшвидшо-
го зростання функцiї (вектор градiєнта ∇𝐹 (𝑥)) безперервно змiнює свою
орiєнтацiю та модуль при переходi вiд однiєї точки множини 𝑆 до iншої.
[8]
Проаналiзуємо поведiнку знаменника 𝐷(𝑥) = 𝑑𝑇𝑥 + 𝛽 на множинi 𝑆.

У класичнiй постановцi методiв зведення задач ДЛП (зокрема, у стан-
дартному алгоритмi Чарнса-Купера) вводиться жорстке обмеження про
знакосталiсть знаменника:

𝐷(𝑥) = 𝑑𝑇𝑥+ 𝛽 > 0 ∀𝑥 ∈ 𝑆. (2.15)

Проте, як було показано пiд час аналiзу економiчних передумов, для
сучасних задач страхової та фiнансової математики це апрiорне припу-
щення є надто вузьким. Ми розглядаємо узагальнену математичну поста-
новку, де функцiя знаменника може набувати значень довiльного знаку
на множинi 𝑆.
Формально це означає, що гiперплощина нульових значень знаменника

𝐻0 = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝑑𝑇𝑥+ 𝛽 = 0} (2.16)

має непорожнiй перетин з багатогранником 𝑆. Ця множина 𝑆0 = 𝑆 ∩𝐻0

розбиває множину допустимих розв’язкiв на двi просторово роздiленi,
неперетиннi вiдкритi (вiдносно 𝑆) пiдобластi:

𝑆+ = {𝑥 ∈ 𝑆 | 𝑑𝑇𝑥+ 𝛽 > 0}, (2.17)

𝑆− = {𝑥 ∈ 𝑆 | 𝑑𝑇𝑥+ 𝛽 < 0}. (2.18)

Єдиним обмеженням, яке накладається на цiльову функцiю в нашiй
постановцi, є вимога вiдмiнностi знаменника вiд нуля:

𝑑𝑇𝑥* + 𝛽 ̸= 0. (2.19)
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Оскiльки наявнiсть множини 𝑆0 розриває область визначення цiльової
функцiї, вихiдна задача оптимiзацiї повнiстю втрачає кориснi алгори-
тмiчнi властивостi зв’язностi та квазiопуклостi/квазiугнутостi. Вiдтак,
знаходження глобального оптимуму:

𝐹 (𝑥*) = sup
𝑥∈𝑆+∪𝑆−

𝑐𝑇𝑥+ 𝛼

𝑑𝑇𝑥+ 𝛽
(2.20)

потребує розробки специфiчних методiв декомпозицiї простору 𝑆 та за-
стосування модифiкованих процедур зведення до еквiвалентних строго
лiнiйних моделей.
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3 Класичнi методи розв’язання задач дробово-

лiнiйного програмування

3.1 Прямi алгоритми (симплекс-метод для дробових

функцiй)

Пiд час переходу до розв’язання задач дробово-лiнiйного програмування
(ДЛП) найбiльш iнтуїтивним пiдходом видається адаптацiя вже вiдомо-
го симплекс-методу [9]. Цей пiдхiд, вiдомий у лiтературi як «гiперболiчне
програмування» (за термiнологiєю Б. Мартоша) або прямий симплекс-
метод для дробових функцiй (алгоритм, формалiзований К. Сварупом).
З погляду фiнансово-економiчного моделювання використання прямих
алгоритмiв має фундаментальне значення. Збереження вихiдного про-
стору змiнних 𝑥 ∈ R𝑛 гарантує, що на кожнiй iтерацiї алгоритму компо-
ненти вектора 𝑥 не втрачають свого первинного економiчного змiсту.
Перейдемо до строгої математичної постановки прямого методу. Не-

хай вихiдну задачу ДЛП шляхом введення додаткових (компенсуючих)
змiнних зведено до стандартної канонiчної форми. Вимагається знайти
вектор 𝑥 ∈ R𝑛, що максимiзує дробовий цiльовий функцiонал:

𝐹 (𝑥) =
𝑁(𝑥)

𝐷(𝑥)
=

𝑐𝑇𝑥+ 𝛼

𝑑𝑇𝑥+ 𝛽
→ max (3.1)

за умов виконання системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь та невiд’ємностi
змiнних: {︃

𝐴𝑥 = 𝑏,

𝑥 ≥ 0.
(3.2)

Тут 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛 — матриця технологiчних коефiцiєнтiв (або фiнансових
обмежень) рангу rank(𝐴) = 𝑚 < 𝑛; 𝑏 ∈ R𝑚 — вектор правих частин,
для якого виконується умова невiд’ємностi 𝑏 ≥ 0; 𝑐, 𝑑 ∈ R𝑛 — вектори
коефiцiєнтiв чисельника та знаменника вiдповiдно; 𝛼, 𝛽 ∈ R — заданi
константи.
Множина допустимих розв’язкiв (полiедральна множина) визначає-

ться як:
𝑆 = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝐴𝑥 = 𝑏, 𝑥 ≥ 0}. (3.3)

Фундаментальним припущенням класичного прямого методу розв’язання
є вимога строгої знакосталостi знаменника цiльової функцiї на всiй бага-
тограннiй множинi 𝑆. Без втрати загальностi, в класичнiй теорiї припу-
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скається строга додатнiсть:

𝐷(𝑥) = 𝑑𝑇𝑥+ 𝛽 > 0 ∀𝑥 ∈ 𝑆. (3.4)

Ця умова гарантує, що функцiонал 𝐹 (𝑥) є неперервним на 𝑆, а множина
𝑆 не мiстить точок розриву другого роду. Крiм того, саме ця умова за-
безпечує властивiсть псевдоопуклостi/псевдоугнутостi цiльової функцiї,
що є необхiдним для збiжностi локальних градiєнтних процедур до гло-
бального екстремуму.
Припустимо, що за допомогою методу штучного базису або iнших ал-

горитмiв знайдено початковий невироджений опорний план (базисний
допустимий розв’язок) 𝑥(0) ∈ 𝑆. Згiдно з основами лiнiйної алгебри, ро-
зiб’ємо матрицю 𝐴 на квадратну невироджену базисну матрицю 𝐵 ∈
R𝑚×𝑚 (де det(𝐵) ̸= 0) та матрицю небазисних векторiв-стовпцiв 𝑁 ∈
R𝑚×(𝑛−𝑚). Вiдповiдно, вектор змiнних 𝑥 розщеплюється на вектори бази-
сних 𝑥𝐵 та небазисних 𝑥𝑁 змiнних. Тодi базове рiвняння 𝐵𝑥𝐵+𝑁𝑥𝑁 = 𝑏
для опорного плану (де 𝑥𝑁 = 0) дає розв’язок:

𝑥𝐵 = 𝐵−1𝑏 ≥ 0. (3.5)

Аналогiчним чином розiб’ємо вектори коефiцiєнтiв цiльової функцiї:
𝑐 = (𝑐𝐵, 𝑐𝑁)

𝑇 та 𝑑 = (𝑑𝐵, 𝑑𝑁)
𝑇 . Для поточного опорного плану 𝑥(0) =

(𝑥𝐵, 0)
𝑇 обчислимо поточнi значення чисельника 𝑁𝐵 та знаменника 𝐷𝐵:

𝑁𝐵 = 𝑐𝑇𝐵𝑥𝐵 + 𝛼 = 𝑐𝑇𝐵𝐵
−1𝑏+ 𝛼, (3.6)

𝐷𝐵 = 𝑑𝑇𝐵𝑥𝐵 + 𝛽 = 𝑑𝑇𝐵𝐵
−1𝑏+ 𝛽. (3.7)

Вiдповiдно, значення цiльової функцiї для поточного базису становить:

𝐹𝐵 = 𝐹 (𝑥(0)) =
𝑁𝐵

𝐷𝐵
. (3.8)

Завдяки припущенню (3.4), ми гарантовано маємо 𝐷𝐵 > 0, що унемо-
жливлює дiлення на нуль на будь-якiй iтерацiї алгоритму.
Ключова вiдмiннiсть прямого симплекс-методу для задач ДЛП вiд

класичного лiнiйного програмування полягає у специфiчному правилi об-
числення симплекс-оцiнок (reduced costs), якi необхiднi для визначення
змiнної, що вводиться до базису. Оскiльки цiльова функцiя є дробовою,
маргiнальний вплив кожної небазисної змiнної 𝑥𝑗 (де 𝑗 ∈ 𝑁) на значення
𝐹 (𝑥) залежить як вiд змiни чисельника, так i вiд змiни знаменника.
Для кожної небазисної змiнної 𝑥𝑗 попередньо обчислюються двi окремi

вiдноснi оцiнки — для лiнiйної форми чисельника (∆𝑐𝑗) та для лiнiйної
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форми знаменника (∆𝑑𝑗):

∆𝑐𝑗 = 𝑐𝑗 − 𝑧𝑐𝑗 = 𝑐𝑗 − 𝑐𝑇𝐵𝐵
−1𝑎𝑗, (3.9)

∆𝑑𝑗 = 𝑑𝑗 − 𝑧𝑑𝑗 = 𝑑𝑗 − 𝑑𝑇𝐵𝐵
−1𝑎𝑗, (3.10)

де 𝑎𝑗 — 𝑗-й вектор-стовпець початкової матрицi 𝐴, що вiдповiдає змiннiй
𝑥𝑗. Величини 𝑧𝑐𝑗 та 𝑧𝑑𝑗 економiчно iнтерпретуються як непрямi витрати
вiдповiдних ресурсiв при виробництвi одиницi 𝑗-ї продукцiї.
Напрямок зростання дробової функцiї 𝐹 (𝑥) при нескiнченно малому

збiльшеннi змiнної 𝑥𝑗 визначається знаком її часткової похiдної. Згi-
дно з правилом диференцiювання частки двох функцiй, зведена (повна)
симплекс-оцiнка ∆𝑗 обчислюється за формулою:

∆𝑗 = 𝐷𝐵 ·∆𝑐𝑗 −𝑁𝐵 ·∆𝑑𝑗. (3.11)

Економiчний змiст величини ∆𝑗 має ключове значення для фiнансово-
го аналiзу. Вона визначає напрям змiни цiльового вiдносного показника
(наприклад, загальної рентабельностi) при частковому включеннi 𝑗-го
активу до iнвестицiйного портфеля.
З огляду на властивiсть псевдоопуклостi функцiї 𝐹 (𝑥) за умови𝐷(𝑥) >

0, локальний екстремум збiгається з глобальним. Тому, якщо для всiх не-
базисних змiнних виконується умова:

∆𝑗 ≤ 0 ∀𝑗 ∈ 𝑁, (3.12)

то поточний опорний план 𝑥𝐵 є глобально оптимальним розв’язком ви-
хiдної задачi ДЛП на множинi 𝑆. Алгоритм успiшно завершує роботу.
Якщо ж iснує хоча б одна змiнна, для якої ∆𝑗 > 0, поточний план

не є оптимальним i його можна покращити. Змiнна 𝑥𝑘, що вводиться до
базису, обирається наступним чином:

𝑘 = argmax
𝑗

{∆𝑗 | ∆𝑗 > 0}. (3.13)

Нехай 𝑦𝑘 = 𝐵−1𝑎𝑘 — вектор коефiцiєнтiв розкладу 𝑘-го стовпця за по-
точним базисом. Тодi iндекс 𝑟 змiнної, що залишає базис, визначається
як:

𝑟 = argmin
𝑖

{︂
(𝑥𝐵)𝑖
𝑦𝑖𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑦𝑖𝑘 > 0

}︂
. (3.14)

Пiсля цього здiйснюється стандартний крок жорданових виключень для
оновлення оберненої базисної матрицi 𝐵−1 та переходу до нової вершини
багатогранника 𝑆.

21



Прямий алгоритм Кантi Сварупа / Бели Мартоша дозволяє працюва-
ти у первинному просторi змiнних. Проте його критичним недолiком є
жорстка залежнiсть вiд умови (3.4) — строгої додатностi знаменника.
Розглянемо випадок, коли знаменник 𝐷(𝑥) може змiнювати знак на

областi допустимих розв’язкiв 𝑆. У цьому випадку багатогранник 𝑆 пе-
ретинається з гiперплощиною 𝑑𝑇𝑥+𝛽 = 0. Якщо алгоритм пiд час iтера-
цiй наближається до цiєї гiперплощини, базовий знаменник 𝐷𝐵 прямує
до нуля. Це призводить до наступних наслiдкiв для алгоритму:

1. Значення цiльової функцiї 𝐹𝐵 та симплекс-оцiнок (3.11) стають не-
обмеженими (прямують до нескiнченностi) або невизначеними.

2. При змiнi знаку знаменника з плюса на мiнус вектор градiєнта
стрибкоподiбно змiнює напрямок на протилежний, порушується мо-
нотоннiсть зростання цiльової функцiї.

3. Втрата псевдоопуклостi призводить до того, що умова ∆𝑗 ≤ 0 бiль-
ше не гарантує досягнення глобального максимуму — алгоритм мо-
же «застрягти» у локальному хибному екстремумi.

Саме ця вразливiсть прямих методiв при роботi зi знакозмiнними фi-
нансовими потоками робить їх застосування в сучасних страхових мо-
делях небезпечним i некоректним. Це об’єктивно вимагає вiдмови вiд
прямого симплекс-методу на користь методiв нелiнiйного перетворення
простору змiнних (типу Чарнса-Купера) з їх подальшою модифiкацiєю
для обробки знаменникiв довiльного знаку.

3.2 Класичне перетворення змiнних Чарнса-Купера

У 1962 роцi американськi математики Абрахам Чарнс та Вiльям Ку-
пер запропонували альтернативний метод розв’язання задач дробово-
лiнiйного програмування. Його суть полягає у зведеннi моделi ДЛП до
еквiвалентної лiнiйної форми шляхом вiдповiдного перетворення змiн-
них. Завдяки високiй ефективностi та простотi застосування цей пiдхiд
набув значного поширення, ставши фундаментальною основою для роз-
роблення складнiших алгоритмiв. Розглянемо це перетворення детальнi-
ше.[6]
Нехай задано стандартну задачу дробово-лiнiйного програмування (ДЛП):

знайти вектор 𝑥 ∈ R𝑛, що максимiзує функцiонал

𝐹 (𝑥) =
𝑐𝑇𝑥+ 𝛼

𝑑𝑇𝑥+ 𝛽
→ max (3.15)
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на множинi допустимих розв’язкiв

𝑆 = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝐴𝑥 ≤ 𝑏, 𝑥 ≥ 0}, (3.16)

де 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛, 𝑏 ∈ R𝑚, 𝑐, 𝑑 ∈ R𝑛, а 𝛼, 𝛽 ∈ R.
Класичний метод Чарнса-Купера базується на жорсткiй вимозi, що

знаменник цiльової функцiї є строго додатним для всiх допустимих пла-
нiв. Тобто припускається, що:

𝐷(𝑥) = 𝑑𝑇𝑥+ 𝛽 > 0 ∀𝑥 ∈ 𝑆. (3.17)

Iдея методу полягає у введеннi нової невiд’ємної скалярної змiнної
𝑡 ∈ R, яка виконує роль масштабуючого фактора (нормувального мно-
жника), та нового вектора змiнних 𝑦 ∈ R𝑛. Визначимо змiнну 𝑡 як вели-
чину, обернену до знаменника цiльової функцiї:

𝑡 =
1

𝑑𝑇𝑥+ 𝛽
. (3.18)

Оскiльки за припущенням (3.17) 𝐷(𝑥) > 0, а множина 𝑆 обмежена (тоб-
то знаменник не прямує до нескiнченностi), змiнна 𝑡 завжди є строго
додатною та скiнченною величиною: 𝑡 > 0.
Введемо вектор нових просторових змiнних 𝑦 за допомогою лiнiйної

пiдстановки:
𝑦 = 𝑡 · 𝑥. (3.19)

Оскiльки 𝑥 ≥ 0 та 𝑡 > 0, очевидно, що вектор 𝑦 також є додатнiм: 𝑦 ≥ 0.
Виразимо вихiдну цiльову функцiю 𝐹 (𝑥) через новi змiннi 𝑦 та 𝑡. Пiд-

ставляючи 𝑥 = 𝑦/𝑡 у формулу (3.15) та враховуючи означення (3.18),
отримуємо:

𝐹 (𝑥) =
𝑐𝑇 (𝑦/𝑡) + 𝛼

1/𝑡
=

1
𝑡 (𝑐

𝑇𝑦 + 𝛼𝑡)
1
𝑡

= 𝑐𝑇𝑦 + 𝛼𝑡. (3.20)

Як бачимо, розривний дробово-лiнiйний функцiонал 𝐹 (𝑥) перетворився
на лiнiйну функцiю 𝐿(𝑦, 𝑡) = 𝑐𝑇𝑦 + 𝛼𝑡 у розширеному просторi R𝑛+1.
Аналогiчним чином перетворимо систему лiнiйних нерiвностей, що за-

дає багатогранник 𝑆. Помножимо лiву i праву частини матричної нерiв-
ностi 𝐴𝑥 ≤ 𝑏 на строго додатний скаляр 𝑡:

𝐴(𝑡 · 𝑥) ≤ 𝑏 · 𝑡 =⇒ 𝐴𝑦 − 𝑏𝑡 ≤ 0. (3.21)

Це перетворення зберiгає напрямок нерiвностi та забезпечує лiнiйнiсть
структурних обмежень.
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Для того щоб система була повнiстю визначеною i враховувала нелi-
нiйний зв’язок мiж змiнними, необхiдно формалiзувати рiвняння (3.18).
Домноживши обидвi частини рiвностi 𝑡 = (𝑑𝑇𝑥 + 𝛽)−1 на знаменник,
маємо:

𝑡(𝑑𝑇𝑥+ 𝛽) = 1 =⇒ 𝑑𝑇 (𝑡𝑥) + 𝛽𝑡 = 1 =⇒ 𝑑𝑇𝑦 + 𝛽𝑡 = 1. (3.22)

В результатi застосування перетворення Чарнса-Купера вихiдна нелi-
нiйна задача зводиться до розширеної задачi лiнiйного програмування,
яку позначимо як 𝐿𝑃+:

𝐿𝑃+ : 𝐿(𝑦, 𝑡) = 𝑐𝑇𝑦 + 𝛼𝑡 → max
𝑦,𝑡

(3.23)

за умов належностi до нової множини розв’язкiв 𝑄 ⊂ R𝑛+1:

𝑄 =

⎧⎪⎨⎪⎩(𝑦, 𝑡) ∈ R𝑛+1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝐴𝑦 − 𝑏𝑡 ≤ 0,

𝑑𝑇𝑦 + 𝛽𝑡 = 1,

𝑦 ≥ 0, 𝑡 ≥ 0

⎫⎪⎬⎪⎭ . (3.24)

Для теоретичного обґрунтування можливостi замiни вихiдної задачi
(3.15)–(3.16) на задачу (3.23)–(3.24) необхiдно строго довести теорему
про їхню еквiвалентнiсть.

Теорема 1 (Про еквiвалентнiсть перетворення Чарнса-Купера). Нехай
множина 𝑆 непорожня та обмежена, i для всiх 𝑥 ∈ 𝑆 виконується
умова 𝑑𝑇𝑥+𝛽 > 0. Тодi вихiдна задача дробово-лiнiйного програмування
еквiвалентна лiнiйнiй задачi 𝐿𝑃+. А саме: кожному розв’язку 𝑥 ∈ 𝑆
вiдповiдає допустимий розв’язок (𝑦, 𝑡) ∈ 𝑄 з тим самим значенням
цiльової функцiї, i навпаки.

Доведення. Покажемо, що будь-якому 𝑥 ∈ 𝑆 вiдповiдає точка в множинi
𝑄. Нехай 𝑥 ∈ 𝑆. Згiдно з (3.16), маємо 𝐴𝑥 ≤ 𝑏 та 𝑥 ≥ 0. Оскiльки
за умовою теореми 𝐷(𝑥) > 0, ми можемо коректно визначити скаляр
𝑡 = 1

𝑑𝑇𝑥+𝛽 > 0 та вектор 𝑦 = 𝑡𝑥 ≥ 0.
Перевiримо виконання обмежень множини 𝑄 для пари (𝑦, 𝑡). Оскiльки

𝑡 > 0, помножимо нерiвнiсть 𝐴𝑥 ≤ 𝑏 на 𝑡:

𝑡𝐴𝑥 ≤ 𝑡𝑏 =⇒ 𝐴(𝑡𝑥)− 𝑏𝑡 ≤ 0 =⇒ 𝐴𝑦 − 𝑏𝑡 ≤ 0.

Далi, пiдставимо 𝑦 i 𝑡 в умову нормування:

𝑑𝑇𝑦 + 𝛽𝑡 = 𝑑𝑇 (𝑡𝑥) + 𝛽𝑡 = 𝑡(𝑑𝑇𝑥+ 𝛽) = 𝑡 ·𝐷(𝑥) =
1

𝐷(𝑥)
·𝐷(𝑥) = 1.
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Оскiльки 𝑦 ≥ 0 та 𝑡 > 0, пара (𝑦, 𝑡) повнiстю задовольняє всi умови
множини 𝑄, отже (𝑦, 𝑡) ∈ 𝑄. При цьому значення цiльових функцiй збi-
гаються: 𝐹 (𝑥) = 𝑐𝑇𝑥+𝛼

𝑑𝑇𝑥+𝛽 = 𝑡(𝑐𝑇𝑥+ 𝛼) = 𝑐𝑇𝑦 + 𝛼𝑡 = 𝐿(𝑦, 𝑡).
Тепер покажемо, що кожному допустимому розв’язку (𝑦, 𝑡) ∈ 𝑄 вiдпо-

вiдає певний 𝑥 ∈ 𝑆.
Нехай (𝑦, 𝑡) ∈ 𝑄. З умови нормування (3.22) випливає, що 𝑡 не може

дорiвнювати нулю. Дiйсно, якби 𝑡 = 0, то 𝑑𝑇𝑦 = 1. Однак з обмежень
𝐴𝑦 − 𝑏𝑡 ≤ 0 при 𝑡 = 0 маємо 𝐴𝑦 ≤ 0, що для обмеженої множини 𝑆 та
𝑦 ≥ 0 можливо лише при 𝑦 = 0. Але 𝑦 = 0 суперечить умовi 𝑑𝑇𝑦 = 1.
Отже, 𝑡 > 0.
Визначимо 𝑥 = 𝑦/𝑡. Оскiльки 𝑦 ≥ 0 та 𝑡 > 0, то 𝑥 ≥ 0. Подiливши

нерiвнiсть 𝐴𝑦 − 𝑏𝑡 ≤ 0 на 𝑡, отримаємо 𝐴(𝑦/𝑡) ≤ 𝑏, тобто 𝐴𝑥 ≤ 𝑏. Таким
чином, 𝑥 ∈ 𝑆. При цьому значення цiльової функцiї 𝐿(𝑦, 𝑡) = 𝑐𝑇𝑦+ 𝛼𝑡 =

𝑡(𝑐𝑇𝑥+ 𝛼) = 𝑐𝑇𝑥+𝛼
𝑑𝑇𝑥+𝛽 = 𝐹 (𝑥), оскiльки з умови нормування 1/𝑡 = 𝑑𝑇𝑥+ 𝛽.

Отже, задачi еквiвалентнi, i оптимальний розв’язок 𝑥* вихiдної задачi
можна знайти як 𝑥* = 𝑦*/𝑡*, де (𝑦*, 𝑡*) — оптимальний план задачi 𝐿𝑃+.

Попри свою ефективнiсть та легкiсть застосування, класичне перетво-
рення Чарнса-Купера (3.18)–(3.19) критично залежить вiд знаку знамен-
ника. Якщо умова 𝐷(𝑥) > 0 порушується i знаменник може набувати
вiд’ємних значень, то:

1. Змiнна 𝑡 може стати вiд’ємною, що призведе до змiни знаку нерiв-
ностей у системi (3.21) та порушення невiд’ємностi 𝑦.

2. У точцi, де 𝐷(𝑥) = 0, перетворення має розрив, i значення 𝑡 прямує
до нескiнченностi.

3. Опукла множина 𝑄 бiльше не вiдображає всю допустиму область
𝑆.

Проте метод Чарнса-Купера можна використовувати як фундамент
для побудови унiверсального алгоритму розв’язання задач дробово-лiнiйного
програмування у випадку знаменника довiльного знака.
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4 Зведення задачi зi знаменником довiльно-

го знаку до лiнiйної задачi

4.1 Формалiзацiя проблеми змiнного знаку знамен-

ника

Припущення про незмiннiсть знака знаменника цiльової функцiї на всiй
множинi допустимих розв’язкiв є ключовим для забезпечення коректно-
стi та розв’язностi задачi дробово-лiнiйного програмування (ДЛП).
Нехай задано загальну задачу ДЛП на компактнiй (обмеженiй та за-

мкненiй) полiедральнiй множинi допустимих планiв 𝑆 ⊂ R𝑛:

𝐹 (𝑥) =
𝑁(𝑥)

𝐷(𝑥)
=

𝑐𝑇𝑥+ 𝛼

𝑑𝑇𝑥+ 𝛽
→ max, (4.1)

де 𝑥 ∈ 𝑆 = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝐴𝑥 ≤ 𝑏, 𝑥 ≥ 0}.
Для коректного застосування алгоритмiв зведення до лiнiйної задачi

(зокрема, методу Чарнса–Купера або прямих градiєнтних методiв) за-
звичай вводиться суворе обмеження щодо вiдсутностi точок змiни знака
знаменника всерединi областi допустимих розв’язкiв [3]:

∀𝑥 ∈ 𝑆 : 𝐷(𝑥) = 𝑑𝑇𝑥+ 𝛽 > 0 (або 𝑑𝑇𝑥+ 𝛽 < 0). (4.2)

Дотримання умови (4.2) має принципове значення для аналiзу задачi.
Воно гарантує неперервнiсть цiльової функцiї 𝐹 (𝑥) на всiй допустимiй
множинi 𝑆. Крiм того, завдяки незмiнностi знака знаменника, функцiя
(4.1) набуває властивостей псевдоопуклостi та псевдоугнутостi [10] . Це
дозволяє застосувати локально-глобальний принцип: будь-який локаль-
ний екстремум на опуклiй множинi 𝑆 одночасно є i глобальним. Саме
ця особливiсть обґрунтовує можливiсть використання симплекс-методiв
для пошуку оптимального рiшення серед вершин багатогранника.
Проте припущення (4.2) виявляється надто жорстким для розв’язання

багатьох практичних задач у сферi фiнансiв. У сучасних моделях зна-
менник 𝐷(𝑥) може означати чистий капiтал пiд ризиком, грошовий потiк
(сальдо надходжень та виплат) або сукупну вартiсть зобов’язань. Зале-
жно вiд структури моделi цi показники можуть бути як додатними, так
i вiд’ємними. Отже, ситуацiя, коли знаменник цiльової функцiї змiнює
знак у межах множини 𝑆, є природним економiчним явищем. Це зумов-
лює потребу в додатковому математичному аналiзi та пошуку методiв
розв’язання задачi за таких умов.
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Вiдмова вiд припущення (4.2) означає, що афiнна функцiя знаменни-
ка 𝐷(𝑥) = 𝑑𝑇𝑥+ 𝛽 може змiнювати знак пiд час перемiщення поточного
плану оптимiзацiї по множинi допустимих розв’язкiв 𝑆. Оскiльки фун-
кцiя 𝐷(𝑥) є неперервною на R𝑛, за теоремою Больцано-Кошi змiна знаку
з необхiднiстю означає iснування пiдмножини точок, у яких знаменник
дорiвнює нулю.
Позначимо через 𝐻0 афiнну гiперплощину розмiрностi 𝑛−1 у просторi

R𝑛, яка визначається нульовим рiвнем знаменника:

𝐻0 = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝑑𝑇𝑥+ 𝛽 = 0}. (4.3)

Тодi множина критичних точок всерединi областi допустимих розв’язкiв
визначається як перетин множини 𝑆 та гiперплощини 𝐻0:

𝑆0 = 𝑆 ∩𝐻0 = {𝑥 ∈ 𝑆 | 𝑑𝑇𝑥+ 𝛽 = 0}. (4.4)

Наявнiсть непорожньої множини 𝑆0 ̸= ∅ кардинально змiнює поведiн-
ку цiльової функцiї. У точках множини 𝑆0 функцiя 𝐹 (𝑥) не визначена
та зазнає розриву другого роду. При нескiнченно близькому наближеннi
плану 𝑥 до гiперплощини 𝐻0 значення цiльової функцiї асимптотично
прямує до нескiнченностi:

lim
𝑥→𝑥0∈𝑆0

⃒⃒⃒⃒
𝑐𝑇𝑥+ 𝛼

𝑑𝑇𝑥+ 𝛽

⃒⃒⃒⃒
= ∞, (4.5)

причому знак нескiнченностi (напрямок розриву) залежить вiд знаку чи-
сельника 𝑁(𝑥0) = 𝑐𝑇𝑥0+𝛼 у точцi розриву та вiд того, з якої пiвплощини
(𝐷(𝑥) > 0 чи 𝐷(𝑥) < 0) вiдбувається наближення до 𝐻0 [11] . Це створює
ситуацiю за якої глобальний максимум цiльової функцiї на нерозщепле-
нiй множинi 𝑆 може бути математично необмеженим, якщо 𝐻0 мiстить
внутрiшнi точки множини 𝑆, для яких 𝑁(𝑥0) ̸= 0.
Геометрично гiперплощина розриву 𝐻0 розтинає вихiдний багатогран-

ник 𝑆 на три неперетиннi множини: двi вiдкритi (у вiдноснiй топологiї
𝑆) пiдобластi та одну сингулярну грань (якщо перетин має розмiрнiсть
𝑛 − 1). Визначимо цi строго вiдокремленi пiдобластi як множини точок
iз додатним та вiд’ємним знаменником вiдповiдно:

𝑆+ = {𝑥 ∈ 𝑆 | 𝑑𝑇𝑥+ 𝛽 > 0}, (4.6)

𝑆− = {𝑥 ∈ 𝑆 | 𝑑𝑇𝑥+ 𝛽 < 0}. (4.7)

Очевидно, що 𝑆 = 𝑆+ ∪ 𝑆0 ∪ 𝑆−. З точки зору топологiї та опуклого
аналiзу, об’єднання 𝑆+ ∪ 𝑆− стає просторово незв’язною множиною. Як
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наслiдок, ми отримуємо критичну проблему для методiв класичної опти-
мiзацiї, оскiльки область пошуку розв’язку бiльше не може розглядатись
як єдиний опуклий об’єкт.
Дробово-лiнiйна цiльова функцiя 𝐹 (𝑥) зберiгає критично важливi вла-

стивостi псевдоопуклостi та псевдоугнутостi виключно локально — тобто
окремо в межах опуклої вiдкритої множини 𝑆+ та окремо в межах 𝑆−.
Проте на їхньому об’єднаннi (глобально на всiй допустимiй областi без
урахування розриву) цi властивостi безповоротно втрачаються [10] . Як
наслiдок, функцiя 𝐹 (𝑥) може мати декiлька локальних екстремумiв в
обох пiдмножинах, i виконання необхiдних умов оптимальностi першого
порядку (наприклад, умов Каруша-Куна-Таккера) у певнiй точцi бiльше
не гарантує, що знайдено глобальний максимум вихiдної задачi.
Традицiйне перетворення змiнних Чарнса–Купера, що є базовим iн-

струментом лiнеаризацiї задач дробово-лiнiйного програмування, ґрун-
тується на введеннi нормувального множника 𝑡 = (𝑑𝑇𝑥+𝛽)−1 та вектора
нових змiнних 𝑦 = 𝑡 · 𝑥. Проте у випадку, коли знаменник змiнює знак
на множинi 𝑆, пряме застосування цього пiдходу без додаткових аналi-
тичних перетворень призводить до некоректної побудови лiнiйної моделi
з наступних причин:

1. Порушення умови невiд’ємностi. Якщо поточний план 𝑥 ∈ 𝑆−, то
знаменник вiд’ємний (𝐷(𝑥) < 0), i, вiдповiдно, масштабуюча змiн-
на 𝑡 стає строго вiд’ємною (𝑡 < 0). Оскiльки 𝑥 ≥ 0, новий вектор
змiнних 𝑦 = 𝑡 · 𝑥 стає недодатною величиною (𝑦 ≤ 0). Це прямо
суперечить базовiй формi задачi лiнiйного програмування, де всi
змiннi за замовчуванням мають бути невiд’ємними, i унеможлив-
лює використання стандартного симплекс-методу без додаткових
замiн.

2. Iнверсiя системи обмежень. При лiнеаризацiї обмежень множи-
ни 𝑆 (𝐴𝑥 ≤ 𝑏) здiйснюється множення обох частин на скаляр 𝑡.
Для точок з областi 𝑆− (𝑡 < 0) напрямок нерiвностей неминуче
змiнюється на протилежний:

𝐴(𝑡 · 𝑥) ≥ 𝑏 · 𝑡 =⇒ 𝐴𝑦 − 𝑏𝑡 ≥ 0. (4.8)

Це означає, що єдиної еквiвалентної лiнiйної системи обмежень для
всiєї множини 𝑆 не iснує; структурна геометрiя багатогранника роз-
падається.

3. Алгебраїчна невизначенiсть у точках розриву. У будь-якiй точцi
𝑥 ∈ 𝑆0 знаменник дорiвнює нулю, отже, параметр 𝑡 стає невизначе-
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ним (𝑡 → ±∞). Перетворення Чарнса-Купера просто не визначене
на гiперплощинi розриву, i будь-який алгоритм, що базується на
ньому, завершиться критичною помилкою дiлення на нуль.

Для задач профiлю страхової та фiнансової математики iгноруван-
ня проблеми змiнного знаку знаменника призводить не лише до обчи-
слювальних збоїв, а й до серйозних методологiчних помилок. Напри-
клад, при оптимiзацiї коефiцiєнта рентабельностi страхового портфеля
знаменник вiдображає чистий грошовий потiк або баланс страхових ре-
зервiв. Ситуацiя 𝐷(𝑥) > 0 може означати профiцит резервiв, тодi як
𝐷(𝑥) < 0 — їх дефiцит.
Традицiйний пiдхiд штучного накладання обмеження 𝑑𝑇𝑥+ 𝛽 ≥ 𝜀 (де

𝜀 > 0) примусово вiдсiкає частину простору стратегiй 𝑆−. Математично
це призводить до знаходження локального субоптимального розв’язку
замiсть глобального. Економiчно це означає, що аналiтик «не бачить»
тих iнвестицiйних стратегiй, за яких компанiя може ефективно працю-
вати в умовах тимчасового дефiциту лiквiдностi (залучаючи кредитнi
ресурси, що генерують вiд’ємний знаменник), i приймає хибне управлiн-
ське рiшення.
Отже, коректна формалiзацiя та розв’язання задачi ДЛП зi знамен-

ником довiльного знаку безальтернативно вимагає роздiльного аналiзу
iзольованих областей 𝑆+ та 𝑆−. Це зумовлює необхiднiсть декомпози-
цiї вихiдної нелiнiйної задачi на серiю незалежних лiнiйних пiдзадач зi
специфiчними правилами нормування.

4.2 Перетворення змiнних та рiвняння нормування

Для розв’язання узагальненої задачi дробово-лiнiйного програмування
(ДЛП) у випадку, коли знаменник цiльової функцiї може набувати зна-
чень довiльного знаку на множинi 𝑆, необхiдно розробити математичний
апарат, що дозволяє декомпозувати вихiдну нелiнiйну модель на скiнчен-
ну сукупнiсть еквiвалентних задач лiнiйного програмування. На вiдмiну
вiд класичного пiдходу Чарнса-Купера, де масштабуючий множник 𝑡 ви-
значається однозначно, у даному дослiдженнi пропонується узагальнена
трансформацiя, яка враховує топологiчну незв’язнiсть допустимої обла-
стi вiдносно сингулярної гiперплощини 𝐻0 = {𝑥 ∈ R𝑛 | 𝑑𝑇𝑥+ 𝛽 = 0}.
Нехай вихiдна задача ДЛП сформульована як максимiзацiя функцiо-

нала 𝐹 (𝑥) = 𝑁(𝑥)
𝐷(𝑥) на полiедральнiй множинi 𝑆. Оскiльки за умовою за-

дачi знаменник 𝐷(𝑥) не є знакосталим, введемо узагальнену невiд’ємну
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змiнну нормування 𝑡 через абсолютне значення знаменника:

𝑡 =
1

|𝑑𝑇𝑥+ 𝛽|
, 𝑡 > 0. (4.9)

Використовуючи векторну пiдстановку 𝑦 = 𝑡·𝑥, ми переходимо до розши-
реного простору змiнних (𝑦, 𝑡) ∈ R𝑛+1. Враховуючи розбиття множини
𝑆 на пiдобластi 𝑆+ та 𝑆−, де знаменник зберiгає знак, ми отримуємо двi
взаємовиключнi гiпотези щодо знаку виразу 𝑑𝑇𝑥+ 𝛽.
Гiпотеза 1: 𝐷(𝑥) > 0. У цьому випадку |𝑑𝑇𝑥 + 𝛽| = 𝑑𝑇𝑥 + 𝛽, що

вiдповiдає класичнiй умовi нормування 𝑑𝑇𝑦 + 𝛽𝑡 = 1. Цiльова функцiя
зводиться до лiнiйної форми наступним чином:

𝐿1(𝑦, 𝑡) = 𝑡 · (𝑐𝑇𝑥+ 𝛼) = 𝑐𝑇𝑦 + 𝛼𝑡. (4.10)

Це призводить до формування першої лiнiйної пiдзадачi (𝐿𝑃1):

𝑍1 = 𝑐𝑇𝑦 + 𝛼𝑡 → max, (4.11)
за обмежень:
𝐴𝑦 − 𝑏𝑡 ≤ 0, (4.12)

𝑑𝑇𝑦 + 𝛽𝑡 = 1, (4.13)
𝑦 ≥ 0, 𝑡 ≥ 0. (4.14)

Гiпотеза 2: 𝐷(𝑥) < 0. У цiй пiдобластi модуль розкривається з про-
тилежним знаком: |𝑑𝑇𝑥 + 𝛽| = −(𝑑𝑇𝑥 + 𝛽), що приводить до рiвняння
нормування 𝑑𝑇𝑦 + 𝛽𝑡 = −1. Трансформацiя цiльової функцiї в даному
випадку потребує особливої уваги:

𝐹 (𝑥) =
𝑁(𝑥)

𝐷(𝑥)
=

𝑐𝑇𝑥+ 𝛼

𝑑𝑇𝑥+ 𝛽
=

𝑡(𝑐𝑇𝑥+ 𝛼)

𝑡(𝑑𝑇𝑥+ 𝛽)
=

𝑐𝑇𝑦 + 𝛼𝑡

𝑑𝑇𝑦 + 𝛽𝑡
. (4.15)

Враховуючи, що за другою гiпотезою 𝑑𝑇𝑦 + 𝛽𝑡 = −1, отримуємо лiнiйну
цiльову функцiю 𝐿2(𝑦, 𝑡) = −(𝑐𝑇𝑦 + 𝛼𝑡). Таким чином, друга лiнiйна
пiдзадача (𝐿𝑃2) набуває вигляду:

𝑍2 = −(𝑐𝑇𝑦 + 𝛼𝑡) → max, (4.16)
за обмежень:
𝐴𝑦 − 𝑏𝑡 ≤ 0, (4.17)

𝑑𝑇𝑦 + 𝛽𝑡 = −1, (4.18)
𝑦 ≥ 0, 𝑡 ≥ 0. (4.19)
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Для строгого теоретичного обґрунтування такої декомпозицiї необ-
хiдно довести еквiвалентнiсть мiж оптимальними розв’язками вихiдної
дробової задачi та наведених вище лiнiйних моделей.

Лема 1 (Про вiдображення допустимих областей). Кожнiй точцi
𝑥 ∈ 𝑆 ∖ 𝑆0 вiдповiдає допустима точка (𝑦, 𝑡) або в задачi 𝐿𝑃1 (якщо
𝑥 ∈ 𝑆+), або в задачi 𝐿𝑃2 (якщо 𝑥 ∈ 𝑆−), причому значення вiдповiдних
цiльових функцiй збiгаються.

Доведення. Розглянемо випадок 𝑥 ∈ 𝑆−. Тодi 𝑑𝑇𝑥 + 𝛽 < 0. Визначимо
𝑡 = −1/(𝑑𝑇𝑥+𝛽). Оскiльки знаменник вiд’ємний, то 𝑡 > 0. Нехай 𝑦 = 𝑡𝑥.
Оскiльки 𝑥 ≥ 0 та 𝑡 > 0, то 𝑦 ≥ 0. Перевiримо обмеження задачi 𝐿𝑃2: 1)
Помноживши 𝐴𝑥 ≤ 𝑏 на 𝑡 > 0, отримаємо 𝐴(𝑡𝑥) ≤ 𝑏𝑡 =⇒ 𝐴𝑦−𝑏𝑡 ≤ 0. 2)
Пiдставимо в рiвняння нормування: 𝑑𝑇𝑦+𝛽𝑡 = 𝑑𝑇 (𝑡𝑥)+𝛽𝑡 = 𝑡(𝑑𝑇𝑥+𝛽) =

−1
𝑑𝑇𝑥+𝛽 · (𝑑𝑇𝑥+ 𝛽) = −1. 3) Значення цiльової функцiї: 𝐿2(𝑦, 𝑡) = −(𝑐𝑇𝑦 +

𝛼𝑡) = −(𝑡(𝑐𝑇𝑥+𝛼)) = 𝑐𝑇𝑥+𝛼
−(1/𝑡) =

𝑐𝑇𝑥+𝛼
𝑑𝑇𝑥+𝛽 = 𝐹 (𝑥). Аналогiчнi мiркування для

𝑥 ∈ 𝑆+ приводять до допустимостi в 𝐿𝑃1 та рiвностi 𝐿1(𝑦, 𝑡) = 𝐹 (𝑥).

Використовуючи встановлену вiдповiднiсть мiж пiдобластями 𝑆+, 𝑆−

та розширеними лiнiйними задачами, сформулюємо i доведемо основну
теорему. Саме вона є теоретичним пiдґрунтям запропонованого методу
розв’язання.

Теорема 2 (Про глобальний оптимум декомпонованої задачi ДЛП). Не-
хай множина допустимих розв’язкiв 𝑆 є непорожньою та обмеженою
(компактом), а цiльова функцiя 𝐹 (𝑥) = 𝑐𝑇𝑥+𝛼

𝑑𝑇𝑥+𝛽 досягає свого глобального
максимуму в точцi 𝑥* ∈ 𝑆, причому знаменник у цiй точцi не дорiв-
нює нулю (𝑥* /∈ 𝑆0). Тодi глобальний максимум вихiдної задачi дорiвнює
найбiльшому зi значень цiльових функцiй оптимальних розв’язкiв лi-
нiйних пiдзадач 𝐿𝑃1 та 𝐿𝑃2:

𝐹 (𝑥*) = max

{︃
sup

(𝑦,𝑡)∈𝑄1

𝐿1(𝑦, 𝑡), sup
(𝑦,𝑡)∈𝑄2

𝐿2(𝑦, 𝑡)

}︃
, (4.20)

де 𝑄1 та 𝑄2 — множини допустимих розв’язкiв задач (4.11)–(4.14) та
(4.16)–(4.19) вiдповiдно. Якщо множина 𝑄𝑘 (𝑘 ∈ {1, 2}) є порожньою,
вважається, що вiдповiдний супремум дорiвнює −∞.

Доведення. Оскiльки множина 𝑆 розбивається на три неперетиннi пiд-
множини 𝑆 = 𝑆+ ∪ 𝑆0 ∪ 𝑆−, а за умовою теореми 𝑥* /∈ 𝑆0, оптимальний
план 𝑥* з необхiднiстю належить або 𝑆+, або 𝑆−.
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Випадок 1: 𝑥* ∈ 𝑆+. Згiдно з Лемою 1, для точки 𝑥* iснує вiдповiдна
допустима точка (𝑦(1), 𝑡(1)) ∈ 𝑄1, для якої 𝐿1(𝑦

(1), 𝑡(1)) = 𝐹 (𝑥*). Будь-
яка iнша точка 𝑥 ∈ 𝑆+ вiдображається в 𝑄1 зi збереженням значення
цiльової функцiї. Отже, максимум задачi 𝐿𝑃1 дорiвнює 𝐹 (𝑥*). З iншо-
го боку, для будь-якої точки 𝑥 ∈ 𝑆−, яка генерує допустимий розв’язок
(𝑦(2), 𝑡(2)) ∈ 𝑄2, значення цiльової функцiї 𝐿2(𝑦

(2), 𝑡(2)) = 𝐹 (𝑥). Оскiль-
ки 𝑥* є точкою глобального максимуму на всiй множинi 𝑆, виконується
нерiвнiсть 𝐹 (𝑥) ≤ 𝐹 (𝑥*). Вiдповiдно, супремум задачi 𝐿𝑃2 не може пере-
вищувати 𝐹 (𝑥*). Звiдси випливає, що max{max𝐿1,max𝐿2} = max𝐿1 =
𝐹 (𝑥*).
Випадок 2: 𝑥* ∈ 𝑆−. Дзеркально до попереднього випадку, за Лемою 1

оптимальному плану 𝑥* вiдповiдає точка (𝑦(2), 𝑡(2)) ∈ 𝑄2, де 𝐿2(𝑦
(2), 𝑡(2)) =

𝐹 (𝑥*). Для будь-якого iншого плану 𝑥 ∈ 𝑆+ його образ у множинi 𝑄1 ге-
неруватиме значення 𝐿1(𝑦, 𝑡) = 𝐹 (𝑥) ≤ 𝐹 (𝑥*). Таким чином,
max{max𝐿1,max𝐿2} = max𝐿2 = 𝐹 (𝑥*).
Якщо одна з пiдобластей (наприклад, 𝑆−) є порожньою, то згiдно з

умовами нормування вiдповiдна множина 𝑄2 також буде порожньою (си-
стема обмежень виявиться несумiсною). У такому разi задача зводиться
до розв’язання єдиної сумiсної лiнiйної пiдзадачi, що повнiстю узгоджу-
ється з класичним методом Чарнса-Купера. Теорему доведено.

Доведена теорема формує строгий математичний базис для двохета-
пного алгоритму розв’язання задач ДЛП зi знакозмiнним знаменником:

1. Знайти оптимальний розв’язок 𝑍*
1 = max𝐿1(𝑦, 𝑡) задачi 𝐿𝑃1 симплекс-

методом.

2. Знайти оптимальний розв’язок 𝑍*
2 = max𝐿2(𝑦, 𝑡) задачi 𝐿𝑃2 симплекс-

методом.

3. Визначити глобальний оптимум як 𝑍* = max{𝑍*
1 , 𝑍

*
2}. Якщо 𝑍* =

𝑍*
𝑘 (де 𝑘 ∈ {1, 2}), то оптимальний план вихiдної задачi обчислює-

ться зворотним перетворенням 𝑥* = 𝑦(𝑘)/𝑡(𝑘).

Пiдзадача 𝐿𝑃1 (𝐷(𝑥) > 0) оптимiзує систему в умовах позитивного
знаменника, що може iнтерпретуватися як функцiонування в режимi
наявностi чистих зобов’язань, необхiдностi фондування або гарантова-
но позитивного ризику. Рiвняння нормування 𝑑𝑇𝑦 + 𝛽𝑡 = 1 гарантує
масштабування до одиничного рiвня цього позитивного ризику.
Пiдзадача 𝐿𝑃2 (𝐷(𝑥) < 0) аналiзує ефективнiсть системи в зонi вiд’ємного

знаменника, тобто в режимi чистого профiциту лiквiдностi, надлишко-
вого капiталу або «вiд’ємного» ризику. Тут рiвняння нормування
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𝑑𝑇𝑦+𝛽𝑡 = −1 вiдтинає потрiбний конус розв’язкiв. Конкуренцiя мiж ма-
ксимумами цих двох лiнiйних задач дозволяє аналiтику визначити, який
саме фiнансовий режим (iз вiдповiдною структурою активiв 𝑥*) забезпе-
чує абсолютний максимум вiдносного критерiю ефективностi 𝐹 (𝑥).
Окрiм знаходження безпосереднього оптимального плану, розбиття ви-

хiдної задачi ДЛП на двi лiнiйнi пiдзадачi 𝐿𝑃1 та 𝐿𝑃2 вiдкриває шлях
до застосування потужного апарату теорiї двоїстостi лiнiйного програ-
мування. Двоїстi оцiнки вiдiграють ключову роль у аналiзi фiнансових
моделей пiсля їх оптимiзацiї.
Сформулюємо двоїсту задачу до першої лiнiйної пiдзадачi 𝐿𝑃1 (4.11–

4.14). Спiвставимо системi нерiвностей 𝐴𝑦− 𝑏𝑡 ≤ 0 вектор двоїстих змiн-
них 𝑢(1) ∈ R𝑚, 𝑢(1) ≥ 0, а рiвнянню нормування 𝑑𝑇𝑦 + 𝛽𝑡 = 1 — вiльну
скалярну двоїсту змiнну 𝑣(1) ∈ R. Тодi двоїста задача 𝐷𝐿𝑃1 набуває ви-
гляду:

𝑊1 = 𝑣(1) → min, (4.21)
за обмежень:

𝐴𝑇𝑢(1) + 𝑑𝑣(1) ≥ 𝑐, (4.22)

− 𝑏𝑇𝑢(1) + 𝛽𝑣(1) ≥ 𝛼, (4.23)

𝑢(1) ≥ 0, 𝑣(1) — вiльна. (4.24)

Аналогiчним чином побудуємо двоїсту задачу 𝐷𝐿𝑃2 для другої лiнiй-
ної пiдзадачi 𝐿𝑃2 (рiвняння 4.16–4.19). Введемо вектор двоїстих змiнних
𝑢(2) ∈ R𝑚, 𝑢(2) ≥ 0 (для нерiвностей 𝐴𝑦 − 𝑏𝑡 ≤ 0) та скалярну змiнну
𝑣(2) ∈ R (для рiвняння нормування 𝑑𝑇𝑦 + 𝛽𝑡 = −1). Враховуючи, що
цiльова функцiя 𝐿𝑃2 максимiзує вираз −𝑐𝑇𝑦−𝛼𝑡, двоїста задача форму-
люється так:

𝑊2 = −𝑣(2) → min, (4.25)
за обмежень:

𝐴𝑇𝑢(2) + 𝑑𝑣(2) ≥ −𝑐, (4.26)

− 𝑏𝑇𝑢(2) + 𝛽𝑣(2) ≥ −𝛼, (4.27)

𝑢(2) ≥ 0, 𝑣(2) — вiльна. (4.28)

Згiдно з першою теоремою двоїстостi лiнiйного програмування, якщо
пряма задача 𝐿𝑃𝑘 (𝑘 ∈ {1, 2}) має оптимальний розв’язок (𝑦(𝑘)*, 𝑡(𝑘)*),
то вiдповiдна двоїста задача 𝐷𝐿𝑃𝑘 також має оптимальний розв’язок
(𝑢(𝑘)*, 𝑣(𝑘)*), причому значення їхнiх цiльових функцiй збiгаються:

max𝑍1 = min𝑊1 = 𝑣(1)*, (4.29)
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max𝑍2 = min𝑊2 = −𝑣(2)*. (4.30)

Цей результат безпосередньо пов’язаний iз глобальним оптимумом ви-
хiдної задачi ДЛП. З урахуванням Теореми 2, оптимальне значення цi-
льової функцiї дорiвнює:

𝐹 (𝑥*) = max
{︁
𝑣(1)*,−𝑣(2)*

}︁
. (4.31)

Економiчна iнтерпретацiя векторiв 𝑢(1)* та 𝑢(2)* є дещо нетривiальною
через наявнiсть нормувального множника 𝑡. Для встановлення прямого
зв’язку з вихiдними змiнними 𝑥 ∈ 𝑆, необхiдно виконати зворотне пере-
творення. За теоремою про маргiнальнi значення [12] , вектор 𝜋(𝑘) для
обмежень 𝐴𝑥 ≤ 𝑏 у вихiднiй дробовiй задачi обчислюється як:

𝜋(𝑘) =
1

𝑡(𝑘)*
· 𝑢(𝑘)*, де 𝑡(𝑘)* > 0. (4.32)

Елемент 𝜋
(𝑘)
𝑖 показує граничний прирiст оптимального значення дро-

бової функцiї 𝐹 (𝑥*) при збiльшеннi 𝑖-го ресурсу 𝑏𝑖 на одиницю, за умови,
що структура системи залишається в межах обраного режиму лiквiдностi
(вiдповiдно, 𝑆+ або 𝑆−). Таким чином, запропоноване розбиття не лише
дозволяє знайти глобальний математичний оптимум в умовах змiнного
знаку знаменника, але й надає iнструментарiй для повноцiнного еконо-
мiчного аналiзу чутливостi обох фiнансових режимiв, що є неможливим
у рамках стандартного методу Чарнса-Купера.

4.3 Загальний алгоритм розв’язання задачi

На основi теоретичного обґрунтування декомпозицiї, наведеного у попе-
реднiх пiдроздiлах, сформулюємо загальний покроковий алгоритм
розв’язання узагальненої задачi дробово-лiнiйного програмування (ДЛП)
зi знаменником довiльного знаку. Цей алгоритм має конструктивний ха-
рактер i дозволяє звести пошук глобального оптимуму складної нелiнiй-
ної задачi з розривною цiльовою функцiєю до застосування стандартних
процедур симплекс-методу.
Для прикладних задач страхової та фiнансової математики — зокре-

ма, при максимiзацiї коефiцiєнта Шарпа, оптимiзацiї рентабельностi iн-
вестицiйного портфеля або оцiнцi ефективностi перестрахувального пулу
за умов можливого виникнення як профiциту, так i дефiциту лiквiдностi
— запропонований алгоритм виконує функцiю автоматичного селектора
оптимального фiнансового режиму.
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Крок 1. Початкова математична постановка та iнiцiалiзацiя.
Процес починається з формалiзацiї вихiдної економiко-математичної мо-
делi у виглядi задачi ДЛП:

𝐹 (𝑥) =
𝑐𝑇𝑥+ 𝛼

𝑑𝑇𝑥+ 𝛽
→ max (4.33)

за умов виконання системи лiнiйних алгебраїчних нерiвностей та вимог
невiд’ємностi просторових змiнних:{︃

𝐴𝑥 ≤ 𝑏,

𝑥 ≥ 0,
(4.34)

де 𝑥 ∈ R𝑛 — вектор iнтенсивностей фiнансових чи виробничих процесiв
(наприклад, частки активiв у портфелi). Матриця 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛 та вектор
𝑏 ∈ R𝑚 задають технологiчнi, iнституцiйнi або бюджетнi обмеження. Ве-
ктор 𝑐 ∈ R𝑛 вiдображає очiкуванi дохiдностi, а 𝑑 ∈ R𝑛 — мiри ризику
або капiтальних витрат. Система (4.34) формує непорожню та обмежену
полiедральну множину допустимих планiв 𝑆.
Крок 2. Формування та розв’язання пiдзадачi 𝐿𝑃1 (аналiз ре-

жиму 𝐷(𝑥) > 0). На другому етапi алгоритм генерує першу лiнiйну
пiдзадачу у розширеному просторi змiнних (𝑦, 𝑡) ∈ R𝑛+1. Ця пiдзада-
ча моделює функцiонування фiнансової системи за умови строго дода-
тного знаменника, що економiчно iнтерпретується як наявнiсть чистих
зобов’язань або позитивного капiталу пiд ризиком. Вiдповiдна задача лi-
нiйного програмування має вигляд:

𝑍1 = 𝑐𝑇𝑦 + 𝛼𝑡 → max (4.35)

за структурних обмежень, iндукованих множенням вихiдної системи на
масштабуючий множник 𝑡 > 0, та рiвняння нормування:⎧⎪⎨⎪⎩

𝐴𝑦 − 𝑏𝑡 ≤ 0,

𝑑𝑇𝑦 + 𝛽𝑡 = 1,

𝑦 ≥ 0, 𝑡 ≥ 0.

(4.36)

Згенерована задача (4.35)–(4.36) розв’язується за допомогою класи-
чного прямого або двоїстого симплекс-методу. За результатами оптимi-
зацiї можливi два результати:

� Якщо система обмежень (4.36) є несумiсною (позначимо 𝑄1 = ∅),
то пiдзадача є нерозв’язною. Це означає, що система не може фун-
кцiонувати в режимi 𝐷(𝑥) > 0 з дотриманням базових обмежень.
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Або ж цiльова функцiя 𝑍1 є необмеженою на множинi допустимих
розв’язкiв.

� Якщо знайдено базовий оптимальний план, алгоритм запам’ятовує
максимальне значення цiльової функцiї 𝑍*

1 та вiдповiдний йому
оптимальний вектор (𝑦(1), 𝑡(1)).

Крок 3. Формування та розв’язання пiдзадачi 𝐿𝑃2 (аналiз ре-
жиму 𝐷(𝑥) < 0). Паралельно або послiдовно алгоритм формує другу
лiнiйну пiдзадачу. Вона моделює поведiнку економiчної системи в зонi
вiд’ємного знаменника цiльової функцiї, що вiдповiдає режимам надли-
шкової лiквiдностi, профiциту або вiд’ємного агрегованого ризику (на-
приклад, за рахунок переважання коротких позицiй або специфiчних iн-
струментiв хеджування).
Згiдно з виведеними ранiше трансформацiями, задача формулюється

з iнвертованим рiвнянням нормування та змiненим знаком цiльової фун-
кцiї:

𝑍2 = −(𝑐𝑇𝑦 + 𝛼𝑡) → max (4.37)

за обмежень: ⎧⎪⎨⎪⎩
𝐴𝑦 − 𝑏𝑡 ≤ 0,

𝑑𝑇𝑦 + 𝛽𝑡 = −1,

𝑦 ≥ 0, 𝑡 ≥ 0.

(4.38)

Аналогiчно до попереднього кроку, задача розв’язується симплекс-
методом:

� У випадку несумiсностi обмежень (4.38) (𝑄2 = ∅) друга пiдзадача
нерозв’язна. Випадок необмеженостi цiльової функцiї 𝑍2 тут немо-
жливий.

� При успiшнiй оптимiзацiї фiксується екстремальне значення 𝑍*
2 та

оптимальний вектор (𝑦(2), 𝑡(2)).

Цi три кроки повнiстю завершують обчислювальний етап лiнеаризацiї
та оптимiзацiї. Наступнi кроки будуть присвяченi порiвняльному аналiзу
сумiсностi, виявленню глобального оптимуму вихiдної дробової задачi
та зворотному перетворенню змiнних у простiр початкових фiнансових
стратегiй.
Крок 4. Аналiз сумiсностi пiдзадач та визначення глобально-

го оптимуму. На цьому етапi алгоритм здiйснює агрегацiю результатiв
оптимiзацiї локальних пiдзадач та визначає глобальний максимум вихi-
дної задачi. Оскiльки пiдзадачi 𝐿𝑃1 та 𝐿𝑃2 повнiстю та без перетинiв
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покривають множину допустимих розв’язкiв 𝑆 (за винятком множини
𝑆0, де функцiя не визначена), можливi наступнi сценарiї:

1. Якщо 𝑄1 = ∅ та 𝑄2 = ∅, це математично доводить, що вихiдна
система лiнiйних обмежень (4.34) є апрiорi несумiсною (𝑆 = ∅).
З економiчної точки зору це означає, що заданi технологiчнi чи
iнвестицiйнi обмеження є надто жорсткими, i побудова будь-якого
допустимого фiнансового плану є неможливою. Алгоритм штатно
завершує роботу.

2. Якщо обидва значення є скiнченними, то глобальний максимум ви-
хiдної дробоволiнiйної задачi 𝐹 (𝑥*) обчислюється як супремум ре-
зультатiв двох пiдзадач:

𝐹 (𝑥*) = 𝑍* = max{𝑍*
1 , 𝑍

*
2}. (4.39)

3. Якщо 𝑍1 → +∞, то досягти максимального значення цiльової фун-
кцiї неможливо.

Нехай максимум досягається на пiдзадачi з iндексом 𝑘 ∈ {1, 2} (якщо
𝑍*
1 = 𝑍*

2 , що можливо у випадку виродження, алгоритм може обрати
будь-який iз цих iндексiв). Вiдповiдно, фiксується оптимальний вектор
у розширеному просторi: (𝑦(𝑘)*, 𝑡(𝑘)*).
Крок 5. Зворотне просторове перетворення та формування

оптимальної стратегiї. Для знайденого домiнуючого фiнансового ре-
жиму 𝑘 необхiдно здiйснити зворотне вiдображення з розширеного про-
стору R𝑛+1 у початковий простiр фiнансових стратегiй R𝑛. Оптимальний
план вихiдної задачi 𝑥* обчислюється за формулою:

𝑥* =
1

𝑡(𝑘)*
· 𝑦(𝑘)*. (4.40)

Для математичної правильностi цього кроку необхiдно довести обґрун-
тованiсть операцiї дiлення, тобто показати, що 𝑡(𝑘)* > 0. Звернемося до
умов задачi: множина 𝑆 є обмеженою. Припустимо супротивне: нехай в
оптимальному розв’язку 𝑡(𝑘)* = 0. Тодi з системи нерiвностей пiдзадачi
маємо 𝐴𝑦(𝑘)* ≤ 0 при 𝑦(𝑘)* ≥ 0. З теорiї полiедральних множин вiдомо,
що єдиним розв’язком такої однорiдної системи для обмеженого багато-
гранника є тривiальний вектор 𝑦(𝑘)* = 0. Проте пiдстановка (𝑦, 𝑡) = (0, 0)
у будь-яке з рiвнянь нормування (𝑑𝑇𝑦+𝛽𝑡 = ±1) дає протирiччя: 0 = ±1.
Отже, припущення є хибним, i 𝑡(𝑘)* строго бiльше нуля. Це гарантує ко-
ректнiсть зворотного перетворення (4.40).
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Пiдсумовуючи викладену обчислювальну послiдовнiсть, сформулюємо
теорему про збiжнiсть розробленого алгоритму.

Теорема 3 (Про збiжнiсть декомпозицiйного алгоритму). Для будь-якої
задачi дробово-лiнiйного програмування вигляду (4.33)–(4.34) з непоро-
жньою компактною областю допустимих розв’язкiв 𝑆, за умови, що
глобальний максимум не лежить на сингулярнiй гiперплощинi розри-
ву, запропонований 5-кроковий алгоритм є скiнченним i гарантовано
знаходить глобальний оптимальний розв’язок 𝑥* (або встановлює йо-
го вiдсутнiсть) за час, еквiвалентний розв’язанню щонайбiльше двох
стандартних задач лiнiйного програмування розмiрностi 𝑚× (𝑛+ 1).

Доведення. Скiнченнiсть алгоритму випливає зi скiнченностi класично-
го симплекс-методу (з урахуванням правил антизациклювання Бленда),
який застосовується на Кроках 2 та 3. Коректнiсть знаходження гло-
бального оптимуму забезпечується Теоремою 2 (про декомпозицiю), яка
доводить, що множини розв’язкiв 𝐿𝑃1 та 𝐿𝑃2 iзоморфнi пiдобластям 𝑆+

та 𝑆− вiдповiдно, i їх об’єднання покриває всю множину 𝑆 ∖ 𝑆0. Коре-
ктнiсть зворотного перетворення (Крок 5) доведена вище через власти-
вiсть компактностi 𝑆.

Пiдсумовуючи результати, можна констатувати, що розроблена мето-
дологiя зведення задачi дробово-лiнiйного програмування зi знаменни-
ком довiльного знаку до еквiвалентних лiнiйних моделей дозволяє ефе-
ктивно подолати фундаментальнi обмеження класичних методiв (зокре-
ма, прямого алгоритму Мартоша та стандартного перетворення Чарнса-
Купера). Головна перешкода — втрата властивостей квазiопуклостi та
виникнення розривiв цiльової функцiї на сингулярнiй гiперплощинi𝐻0 =
{𝑥 ∈ R𝑛 | 𝑑𝑇𝑥+ 𝛽 = 0} — вирiшується шляхом просторової декомпозицiї
полiедральної множини допустимих розв’язкiв 𝑆 на двi вiдкритi пiдмно-
жини 𝑆+ та 𝑆−.
Такий топологiчний подiл обґрунтував введення модифiкованої, зна-

козмiнної масштабуючої змiнної 𝑡, яка спирається на модуль знаменника.
Це гарантувало невiд’ємнiсть нових просторових змiнних 𝑦 i дозволило
строго сформулювати двi незалежнi лiнiйнi пiдзадачi: 𝐿𝑃1 (для режи-
му додатного знаменника) та 𝐿𝑃2 (для режиму вiд’ємного знаменника).
Кожна з цих пiдзадач надiлена унiкальними рiвняннями нормування
(𝑑𝑇𝑦 + 𝛽𝑡 = 1 та 𝑑𝑇𝑦 + 𝛽𝑡 = −1 вiдповiдно) i може бути ефективно
розв’язана стандартними полiномiальними алгоритмами лiнiйного про-
грамування.
Запропонований покроковий алгоритм вiдзначається не лише обчи-

слювальною стiйкiстю та гарантованою скiнченнiстю (Теорема 3), але
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й глибокою економiчною iнтерпретацiєю. Для прикладних фiнансових
i актуарних моделей конкуренцiя двох лiнiйних пiдзадач математично
формалiзує вибiр мiж кардинально рiзними фiнансовими режимами фун-
кцiонування системи — наприклад, мiж станом профiциту та дефiциту
лiквiдностi, або мiж хеджуванням ризикiв та агресивною роботою з коро-
ткою позицiєю. Таким чином, розроблений математичний апарат є пов-
ноцiнним iнструментом прийняття управлiнських рiшень в умовах зна-
козмiнних грошових потокiв i формує мiцний базис для подальшої про-
грамної реалiзацiї та обчислювальних експериментiв, що складатимуть
предмет наступних роздiлiв роботи.
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5 Приклад та практична реалiзацiя

5.1 Формування модельної економiчної задачi

Для доведення працездатностi, обчислювальної стiйкостi та економiчної
адекватностi розробленого у попередньому роздiлi декомпозицiйного ал-
горитму, виникає об’єктивна необхiднiсть у конструюваннi тестової мо-
дельної задачi. Ця задача повинна не лише задовольняти базовим алге-
браїчним вимогам теорiї дробово-лiнiйного програмування (ДЛП), але й
мiстити ключову топологiчну особливiсть, що є фундаментальним пре-
дметом даного дисертацiйного дослiдження — змiну знаку знаменника цi-
льової функцiї всерединi полiедральної множини допустимих розв’язкiв.
Розглянемо задачу фiнансово-виробничого планування гiпотетичної

iнвестицiйної компанiї (або страхового фонду), яка здiйснює алокацiю
наявного капiталу мiж двома базовими напрямками дiяльностi. Позна-
чимо через 𝑥1 iнтенсивнiсть реалiзацiї першого напрямку (наприклад,
довгострокового iнвестицiйного кредитування, що потребує значного вiд-
волiкання капiталу), а через 𝑥2 — обсяг операцiй на ринку короткостро-
кових лiквiдних активiв (наприклад, акумулювання страхових премiй
або продаж деривативiв, що генерує вiльну готiвку). Вектор фiнансових
стратегiй 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2)

𝑇 за економiчним змiстом має бути невiд’ємним:
𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0.
Дiяльнiсть компанiї обмежена двома критичними агрегованими фа-

кторами:

1. Адмiнiстративно-операцiйнi обмеження (лiмiти трудомiсткостi управ-
лiння портфелем або жорсткi регуляторнi квоти щодо структури
активiв), що формалiзуються лiнiйною нерiвнiстю: 𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 10.

2. Ресурснi обмеження (лiмiт сукупного прийнятного ризику або обме-
ження на використання власних виробничих потужностей iнфра-
структури): 3𝑥1 + 𝑥2 ≤ 15.

Критерiєм ефективностi функцiонування компанiї обрано узагальне-
ний вiдносний показник 𝐹 (𝑥), що визначається як вiдношення сумарного
очiкуваного економiчного прибутку (чисельник 𝑁(𝑥)) до чистої потреби
у зовнiшньому фондуваннi (знаменник 𝐷(𝑥)).
Нехай очiкуваний прибуток описується афiнною формою:

𝑁(𝑥) = 4𝑥1 + 5𝑥2 + 2, (5.1)
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де 4 та 5 — питомi дохiдностi вiдповiдних проектiв, а константа 2 вiд-
ображає фiксований гарантований дохiд вiд безризикових активiв, що не
залежить вiд поточного розподiлу 𝑥.
Чиста потреба у фондуваннi моделюється функцiєю:

𝐷(𝑥) = 2𝑥1 − 3𝑥2 − 1. (5.2)

Змiстовна економiчна iнтерпретацiя знаменника (5.2) є такою: перший
проект вимагає значних вкладень капiталу з коефiцiєнтом 2, тодi як
другий проект виступає донором, генеруючи вiльну лiквiднiсть iз ко-
ефiцiєнтом −3. Константа −1 вiдображає наявнiсть власного вiльного
початкового резерву.
Математична формалiзацiя моделi.
З урахуванням наведених вище економiчних умов, строга математична

модель оптимiзацiйної задачi набуває такого вигляду:

𝐹 (𝑥) =
4𝑥1 + 5𝑥2 + 2

2𝑥1 − 3𝑥2 − 1
→ max

𝑥1,𝑥2

(5.3)

за умов виконання системи структурних обмежень:⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 10,

3𝑥1 + 𝑥2 ≤ 15,

𝑥1 ≥ 0, 𝑥2 ≥ 0.

(5.4)

У стандартнiй матрично-векторнiй формi, прийнятiй у методах дослi-
дження операцiй, параметри моделi записуються так:

𝐴 =

(︂
1 2
3 1

)︂
, 𝑏 =

(︂
10
15

)︂
, 𝑐 =

(︂
4
5

)︂
, 𝑑 =

(︂
2
−3

)︂
, 𝛼 = 2, 𝛽 = −1.

(5.5)
Топологiчний аналiз допустимої множини.
Система лiнiйних обмежень (5.4) формує на евклiдовiй площинi R2

компактну полiедральну множину допустимих розв’язкiв 𝑆, яка геоме-
трично є опуклим чотирикутником. Для подальшого розв’язання задачi
та перевiрки алгоритму, знайдемо координати всiх крайнiх точок (вер-
шин) 𝑉𝑖 цього багатогранника. Вони визначаються як розв’язки систем
лiнiйних рiвнянь на перетинi вiдповiдних граничних прямих (активних
обмежень):

� 𝑉1 = (0, 0) — початок координат (перетин тривiальних обмежень
𝑥1 = 0 та 𝑥2 = 0);
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� 𝑉2 = (5, 0) — перетин ресурсного обмеження 3𝑥1 + 𝑥2 = 15 та вiсi
абсцис 𝑥2 = 0;

� 𝑉3 = (4, 3) — перетин двох основних структурних обмежень 𝑥1 +
2𝑥2 = 10 та 3𝑥1 + 𝑥2 = 15 (розв’язок системи 𝑥1 = 10 − 2𝑥2 =⇒
3(10− 2𝑥2) + 𝑥2 = 15 =⇒ 30− 5𝑥2 = 15 =⇒ 𝑥2 = 3, 𝑥1 = 4);

� 𝑉4 = (0, 5) — перетин адмiнiстративного обмеження 𝑥1 + 2𝑥2 = 10
та вiсi ординат 𝑥1 = 0.

Отже, множина допустимих фiнансових стратегiй є опуклою оболон-
кою знайдених вершин: 𝑆 = conv{(0, 0), (5, 0), (4, 3), (0, 5)}.
Доведення знакозмiнностi знаменника.
Для пiдтвердження того, що сконструйована модель дiйсно iлюструє

проблему наявностi сингулярностi, дослiджувану в дисертацiї, обчисли-
мо значення лiнiйної форми знаменника𝐷(𝑥) = 2𝑥1−3𝑥2−1 у знайдених
крайнiх точках багатогранника 𝑆:

𝐷(𝑉1) = 2(0)− 3(0)− 1 = −1 < 0; (5.6)
𝐷(𝑉2) = 2(5)− 3(0)− 1 = 9 > 0; (5.7)
𝐷(𝑉3) = 2(4)− 3(3)− 1 = 8− 9− 1 = −2 < 0; (5.8)
𝐷(𝑉4) = 2(0)− 3(5)− 1 = −16 < 0. (5.9)

Як свiдчать розрахунки, знаменник набуває як додатних (𝐷(𝑉2) = 9),
так i вiд’ємних (𝐷(𝑉1) = −1, 𝐷(𝑉3) = −2) значень всерединi полiтопу
𝑆. Згiдно з теоремою Больцано-Кошi про промiжнi значення неперерв-
ної функцiї, це однозначно доводить, що множина 𝑆 перетинається син-
гулярною гiперплощиною (у двовимiрному випадку — прямою лiнiєю)
розриву:

𝐻0 = {(𝑥1, 𝑥2) ∈ R2 | 2𝑥1 − 3𝑥2 − 1 = 0}. (5.10)

Згiдно з розробленою методологiєю, для знаходження глобального опти-
муму вихiдної задачi (5.3)–(5.4) застосуємо процедуру розщеплення на
двi лiнiйнi пiдзадачi. Введемо узагальнену масштабуючу змiнну 𝑡 = |2𝑥1−
3𝑥2 − 1|−1 > 0 та новi просторовi змiннi 𝑦1 = 𝑡𝑥1, 𝑦2 = 𝑡𝑥2.
Крок 1. Формування та аналiз пiдзадачi 𝐿𝑃1 (𝐷(𝑥) > 0). Припуска-

ючи, що знаменник є строго додатним, ми фiксуємо рiвняння норму-
вання у виглядi 2𝑦1 − 3𝑦2 − 𝑡 = 1. Цiльова функцiя лiнеаризується як
𝑍1 = 4𝑦1+5𝑦2+2𝑡. Вiдповiдно, перша лiнiйна пiдзадача набуває вигляду:

𝑍1 = 4𝑦1 + 5𝑦2 + 2𝑡 → max (5.11)
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за умов: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑦1 + 2𝑦2 − 10𝑡 ≤ 0,

3𝑦1 + 𝑦2 − 15𝑡 ≤ 0,

2𝑦1 − 3𝑦2 − 𝑡 = 1,

𝑦1 ≥ 0, 𝑦2 ≥ 0, 𝑡 ≥ 0.

(5.12)

Дослiдимо багатогранник допустимих розв’язкiв цiєї пiдзадачi 𝑄1. Ви-
разимо 𝑡 з рiвняння нормування: 𝑡 = 2𝑦1−3𝑦2−1. Оскiльки 𝑡 ≥ 0, маємо
базове обмеження 2𝑦1 − 3𝑦2 ≥ 1. Пiдставимо вираз для 𝑡 у структурнi
нерiвностi:

𝑦1 + 2𝑦2 − 10(2𝑦1 − 3𝑦2 − 1) ≤ 0 =⇒ −19𝑦1 + 32𝑦2 + 10 ≤ 0 (5.13)
=⇒ 19𝑦1 − 32𝑦2 ≥ 10, (5.14)

3𝑦1 + 𝑦2 − 15(2𝑦1 − 3𝑦2 − 1) ≤ 0 =⇒ −27𝑦1 + 46𝑦2 + 15 ≤ 0 (5.15)
=⇒ 27𝑦1 − 46𝑦2 ≥ 15. (5.16)

На вiдмiну вiд вихiдної множини 𝑆, множина 𝑄1 не є обмеженою. По-
кажемо це аналiтично, побудувавши допустимий промiнь (ray), вздовж
якого змiннi можуть зростати нескiнченно. Нехай параметричне сiмей-
ство точок задається як (𝑦1, 𝑦2) = (2𝜆, 𝜆), де 𝜆 > 0 — скалярний па-
раметр. Перевiримо асимптотичне виконання умов (5.14) та (5.16) при
𝜆 → +∞:

19(2𝜆)− 32(𝜆) = 38𝜆− 32𝜆 = 6𝜆
𝜆→∞−−−→ +∞ > 10,

27(2𝜆)− 46(𝜆) = 54𝜆− 46𝜆 = 8𝜆
𝜆→∞−−−→ +∞ > 15.

Умова невiд’ємностi 𝑡 також виконується: 𝑡 = 2(2𝜆)−3(𝜆)−1 = 𝜆−1 > 0
для всiх 𝜆 > 1.
Оскiльки вздовж цього напрямку змiннi 𝑦1, 𝑦2, 𝑡 зростають нескiнчен-

но, цiльова функцiя 𝑍1 = 4(2𝜆)+ 5(𝜆)+ 2(𝜆− 1) = 15𝜆− 2 прямолiнiйно
прямує до нескiнченностi. Отже, супремум першої пiдзадачi становить:

𝑍*
1 = sup

(𝑦,𝑡)∈𝑄1

𝐿1(𝑦, 𝑡) = +∞. (5.17)

Крок 2. Формування пiдзадачi 𝐿𝑃2 (𝐷(𝑥) < 0). Для повноти алгори-
тмiчної картини сформулюємо другу пiдзадачу, яка моделює фiнансо-
ву систему в режимi 𝐷(𝑥) < 0. Рiвняння нормування набуває вигляду
2𝑦1 − 3𝑦2 − 𝑡 = −1, а цiльова функцiя iнвертується:

𝑍2 = −(4𝑦1 + 5𝑦2 + 2𝑡) → max (5.18)
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за умов: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑦1 + 2𝑦2 − 10𝑡 ≤ 0,

3𝑦1 + 𝑦2 − 15𝑡 ≤ 0,

2𝑦1 − 3𝑦2 − 𝑡 = −1,

𝑦1 ≥ 0, 𝑦2 ≥ 0, 𝑡 ≥ 0.

(5.19)

Оскiльки 𝑦1, 𝑦2, 𝑡 ≥ 0, цiльова функцiя 𝑍2 є сумою недодатних додан-
кiв, вiдтак 𝑍2 ≤ 0. Глобальний оптимум цiєї пiдзадачi буде гарантовано
скiнченним i вiд’ємним числом (або нулем).
Крок 3. Економiчна iнтерпретацiя та висновки щодо глобального

оптимуму. Вiдповiдно до Теореми про глобальний оптимум декомпо-
зованої задачi ДЛП, загальний результат дорiвнює:

𝐹 (𝑥*) = max{𝑍*
1 , 𝑍

*
2} = max{+∞, 𝑍*

2} = +∞. (5.20)

Отриманий математичний результат (+∞) є надзвичайно важливим
для розумiння економiчної природи оптимiзацiї вiдносних показникiв.
Вiн вказує на те, що iнвестицiйна компанiя здатна досягти теоретично
нескiнченно великого рiвня рентабельностi 𝐹 (𝑥), якщо буде перемiщува-
ти свiй портфель стратегiй (𝑥1, 𝑥2) нескiнченно близько до сингулярної
прямої 𝐻0 : 2𝑥1 − 3𝑥2 − 1 = 0 з боку пiдобластi 𝑆+.
Повертаючись до початкових змiнних 𝑥 = 𝑦/𝑡, напрямок променя

(𝑦1, 𝑦2, 𝑡) = (2𝜆, 𝜆, 𝜆− 1) вiдповiдає асимптотичному наближенню до то-
чки:

𝑥1 = lim
𝜆→∞

2𝜆

𝜆− 1
= 2, 𝑥2 = lim

𝜆→∞

𝜆

𝜆− 1
= 1. (5.21)

Перевiримо цю точку: 𝑥 = (2, 1)𝑇 . Вона належить вихiднiй множинi 𝑆
(оскiльки 2+2(1) = 4 ≤ 10 та 3(2)+1 = 7 ≤ 15). Значення знаменника в
цiй точцi: 𝐷(2, 1) = 2(2)− 3(1)− 1 = 0. Значення чисельника: 𝑁(2, 1) =
4(2) + 5(1) + 2 = 15 > 0.

5.2 Покрокове розв’язання задачi за запропонова-

ним алгоритмом

Для пiдтвердження та алгоритмiчної демонстрацiї запропонованого де-
композицiйного методу здiйснимо покрокове розв’язання задачi, сфор-
мульованої у попередньому пiдроздiлi. Згiдно iз запропонованим алго-
ритмом, процес розв’язання вимагає незалежного формування та опти-
мiзацiї двох лiнiйних пiдзадач (𝐿𝑃1 та 𝐿𝑃2), кожна з яких дослiджує
поведiнку цiльового вiдносного показника у вiдповiднiй пiдобластi допу-
стимої множини (𝑆+ та 𝑆−). Оскiльки рiвняння нормування порушують
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вихiдну базисну структуру, для iнiцiалiзацiї обчислювальної процедури
застосовуватиметься метод штучного базису.

Етап 1. Оптимiзацiя пiдзадачi 𝐿𝑃1 (режим профiциту ризику
𝐷(𝑥) > 0)

Запишемо першу лiнiйну пiдзадачу 𝐿𝑃1 у стандартнiй канонiчнiй фор-
мi. Для перетворення структурних нерiвностей на рiвняння введемо не-
вiд’ємнi залишковi (слабкi) змiннi 𝑠1, 𝑠2 ≥ 0. Для забезпечення сумi-
сностi рiвняння нормування введемо штучну змiнну 𝑎1 ≥ 0. Згiдно з
𝑀 -методом, цiльова функцiя максимiзується з урахуванням штрафного
коефiцiєнта 𝑀 → +∞ при штучнiй змiннiй:

𝑍1 = 4𝑦1 + 5𝑦2 + 2𝑡+ 0𝑠1 + 0𝑠2 −𝑀𝑎1 → max (5.22)

за умов: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑦1 + 2𝑦2 − 10𝑡+ 𝑠1 = 0,

3𝑦1 + 𝑦2 − 15𝑡+ 𝑠2 = 0,

2𝑦1 − 3𝑦2 − 𝑡+ 𝑎1 = 1,

𝑦1, 𝑦2, 𝑡, 𝑠1, 𝑠2, 𝑎1 ≥ 0.

(5.23)

Сформулюємо початкову симплекс-таблицю. Базисними змiнними на
нульовiй iтерацiї виступають 𝑠1, 𝑠2 та 𝑎1. Звернемо увагу на специфiку
моделi: правi частини перших двох рiвнянь дорiвнюють нулю. Це свiд-
чить про те, що початковий опорний план є сильно виродженим (базиснi
змiннi 𝑠1 та 𝑠2 дорiвнюють нулю). Вiдноснi симплекс-оцiнки обчислюю-
ться за формулою ∆𝑗 = 𝑧𝑗 − 𝑐𝑗 =

∑︀
𝑖𝐶𝐵𝑖𝑎𝑖𝑗 − 𝑐𝑗.

Табл. 5.1. Початкова симплекс-таблиця (Iтерацiя 0) для задачi 𝐿𝑃1

Базис 𝐶𝐵 𝑃0 𝑦1 𝑦2 𝑡 𝑠1 𝑠2 𝑎1

𝑠1 0 0 1 2 -10 1 0 0

𝑠2 0 0 3 1 -15 0 1 0

𝑎1 -M 1 2 -3 -1 0 0 1

∆𝑗 -M -2M-4 3M-5 M-2 0 0 0

Умовою оптимальностi для задачi максимiзацiї є невiд’ємнiсть усiх
симплекс-оцiнок (∆𝑗 ≥ 0). У Таблицi 5.1 найменшою (найбiльш вiд’ємною)
оцiнкою є ∆𝑦1 = −2𝑀 − 4. Отже, змiнна 𝑦1 вводиться до базису. Для
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визначення змiнної, що виводиться, обчислимо симплекснi вiдношення
𝜃𝑖 = 𝑃𝑖0/𝑎𝑖𝑗 (для 𝑎𝑖𝑗 > 0):

𝜃𝑠1 =
0

1
= 0, 𝜃𝑠2 =

0

3
= 0, 𝜃𝑎1 =

1

2
= 0.5. (5.24)

Через явище виродженостi маємо збiг мiнiмальних невiд’ємних вiдно-
шень (нулiв). Для запобiгання зациклюванню застосуємо антициклiчне
правило Бленда (Bland’s rule) i виведемо з базису змiнну з найменшим
iндексом — 𝑠1. Провiдний елемент дорiвнює 1. Виконуємо крок жорда-
нових виключень.

Табл. 5.2. Симплекс-таблиця (Iтерацiя 1) для задачi 𝐿𝑃1

Базис 𝐶𝐵 𝑃0 𝑦1 𝑦2 𝑡 𝑠1 𝑠2 𝑎1

𝑦1 4 0 1 2 -10 1 0 0

𝑠2 0 0 0 -5 15 -3 1 0

𝑎1 -M 1 0 -7 19 -2 0 1

∆𝑗 -M 0 7M+3 -19M-42 2M+4 0 0

Аналiз Таблицi 5.2 показує, що опорний план залишається виродже-
ним. Найбiльш вiд’ємною оцiнкою є ∆𝑡 = −19𝑀 − 42, що визначає вве-
дення масштабуючої змiнної 𝑡 до базису. Обчислюємо симплекснi вiдно-
шення для стовпця 𝑡:

𝜃𝑦1 = − (не обчислюється, бо 𝑎1𝑡 < 0), 𝜃𝑠2 =
0

15
= 0, 𝜃𝑎1 =

1

19
≈ 0.0526.

(5.25)
Мiнiмальне вiдношення знову дорiвнює нулю, що вказує на виведення з
базису залишкової змiнної 𝑠2. Провiдним елементом стає 15. Виконуємо
наступну iтерацiю.

Табл. 5.3. Симплекс-таблиця (Iтерацiя 2) для задачi 𝐿𝑃1

Базис 𝐶𝐵 𝑃0 𝑦1 𝑦2 𝑡 𝑠1 𝑠2 𝑎1

𝑦1 4 0 1 −4/3 0 -1 2/3 0

𝑡 2 0 0 −1/3 1 −1/5 1/15 0

𝑎1 -M 1 0 −2/3 0 9/5 −19/15 1

∆𝑗 -M 0 2𝑀
3 − 11 0 −9𝑀

5 − 22
5

19𝑀
15 + 42

15 0
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В Iтерацiї 2 (Таблиця 5.3) найменша оцiнка вiдповiдає стовпцю 𝑠1
(∆𝑠1 = −1.8𝑀 − 4.4). Проте критичним є те, що всi коефiцiєнти в цьому
стовпцi, крiм 𝑎3,𝑠1 = 9/5, є вiд’ємними. Змiнна 𝑠1 вводиться до базису, а
штучна змiнна 𝑎1 нарештi виводиться (𝜃𝑎1 = 1/(9/5) = 5/9). Це означа-
тиме завершення першої фази (штучна змiнна виходить з базису, штраф
𝑀 зникає) i перехiд до повноцiнного допустимого невиродженого плану.

Етап 2. Оптимiзацiя пiдзадачi 𝐿𝑃2 (режим профiциту лiквiдно-
стi 𝐷(𝑥) < 0)

Для знаходження глобального оптимуму необхiдно також дослiдити аль-
тернативний фiнансовий режим, за якого знаменник вихiдної функцiї є
строго вiд’ємним. Це вiдповiдає пiдзадачi 𝐿𝑃2, де рiвняння нормування
набуває вигляду 2𝑦1 − 3𝑦2 − 𝑡 = −1.
Для зведення цiєї задачi до канонiчної форми та застосування симплекс-

методу, помножимо рiвняння нормування на −1, щоб забезпечити не-
вiд’ємнiсть правої частини: −2𝑦1+3𝑦2+ 𝑡 = 1. Цiльова функцiя iнверту-
ється i набуває вигляду 𝑍2 = −4𝑦1 − 5𝑦2 − 2𝑡 → max.
Введемо залишковi змiннi 𝑠1, 𝑠2 ≥ 0 та штучну змiнну 𝑎2 ≥ 0 iз вели-

ким штрафом 𝑀 > 0. Розширена канонiчна форма пiдзадачi 𝐿𝑃2 запи-
сується так:

𝑍2 = −4𝑦1 − 5𝑦2 − 2𝑡+ 0𝑠1 + 0𝑠2 −𝑀𝑎2 → max (5.26)

за умов: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑦1 + 2𝑦2 − 10𝑡+ 𝑠1 = 0,

3𝑦1 + 𝑦2 − 15𝑡+ 𝑠2 = 0,

−2𝑦1 + 3𝑦2 + 𝑡+ 𝑎2 = 1,

𝑦1, 𝑦2, 𝑡, 𝑠1, 𝑠2, 𝑎2 ≥ 0.

(5.27)

Побудуємо початкову симплекс-таблицю для 𝐿𝑃2. Як i в попередньому
випадку, початковий опорний план (𝑠1 = 0, 𝑠2 = 0, 𝑎2 = 1) є виродженим.
У рядку оцiнок найменшим (найбiльш вiд’ємним) значенням є ∆𝑦2 =

−3𝑀 +5. Змiнна 𝑦2 вводиться до базису. Обчислюємо симплекснi вiдно-
шення для додатних елементiв стовпця 𝑦2:

𝜃𝑠1 =
0

2
= 0, 𝜃𝑠2 =

0

1
= 0, 𝜃𝑎2 =

1

3
≈ 0.333. (5.28)

Вiдповiдно до антициклiчного правила, виводимо 𝑠1 (провiдний елемент
2). Пiсля здiйснення серiї жорданових виключень, симплекс-алгоритм
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Табл. 5.4. Початкова симплекс-таблиця (Iтерацiя 0) для задачi 𝐿𝑃2

Базис 𝐶𝐵 𝑃0 𝑦1 𝑦2 𝑡 𝑠1 𝑠2 𝑎2

𝑠1 0 0 1 2 -10 1 0 0

𝑠2 0 0 3 1 -15 0 1 0

𝑎2 -M 1 -2 3 1 0 0 1

∆𝑗 -M 2M+4 -3M+5 -M+2 0 0 0

успiшно виводить штучну змiнну 𝑎2 з базису та усуває виродженiсть. На
фiнальнiй iтерацiї алгоритм сходиться до єдиного оптимального розв’язку:

𝑦*1 = 0, 𝑦*2 =
5

16
, 𝑡* =

1

16
. (5.29)

Значення цiльової функцiї у цiй точцi становить:

𝑍*
2 = −4(0)− 5

(︂
5

16

)︂
− 2

(︂
1

16

)︂
= −25

16
− 2

16
= −27

16
= −1.6875. (5.30)

Оскiльки всi ∆𝑗 ≥ 0, даний розв’язок є глобально оптимальним для
пiдзадачi 𝐿𝑃2.

Етап 3. Глобальний аналiз та вибiр оптимальної стратегiї

На завершальному кроцi декомпозицiйного алгоритму здiйснюється агре-
гацiя результатiв. Ми отримали супремуми цiльових функцiй для обох
пiдобластей:

𝑍*
1 = sup

(𝑦,𝑡)∈𝑄1

𝐿1(𝑦, 𝑡) = +∞ (режим 𝐷(𝑥) > 0), (5.31)

𝑍*
2 = max

(𝑦,𝑡)∈𝑄2

𝐿2(𝑦, 𝑡) = −1.6875 (режим 𝐷(𝑥) < 0). (5.32)

Згiдно з Теоремою про глобальний оптимум, максимальне значення
вихiдної дробово-лiнiйної функцiї 𝐹 (𝑥) на всiй полiедральнiй множинi 𝑆
визначається як:

𝐹 (𝑥*) = max{𝑍*
1 , 𝑍

*
2} = max{+∞,−1.6875} = +∞. (5.33)

Здiйснiмо зворотне перетворення для оптимального розв’язку 𝐿𝑃2,
щоб перевiрити альтернативний локальний оптимум. Для 𝑍*

2 маємо 𝑥
* =

𝑦(2)*/𝑡(2)* = (0/(1/16), (5/16)/(1/16))𝑇 = (0, 5)𝑇 . Ця точка вiдповiдає
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вершинi 𝑉4 допустимого багатогранника 𝑆. Значення функцiї у цiй вер-
шинi дiйсно дорiвнює 𝐹 (0, 5) = 27

−16 = −1.6875. Якби ми iгнорували змiну
знаку i застосували класичний градiєнтний метод або алгоритм Дiнкель-
баха без топологiчного аналiзу, обчислення могли б «застрягти» у цьому
локальному оптимумi, iмiтуючи успiшне розв’язання задачi з вiд’ємним
результатом.
Однак наш розширений алгоритм виявив, що справжнiй потенцiал мо-

делi розкривається у режимi 𝐷(𝑥) > 0. Цей модельний приклад безза-
перечно доводить обчислювальну перевагу та економiчну необхiднiсть
застосування запропонованого алгоритму декомпозицiї.
Для глибшого розумiння природи отриманих результатiв та пiдтвер-

дження коректностi алгоритму з позицiй теорiї оптимiзацiї, застосуємо
апарат двоїстостi до обох пiдзадач. Розглянемо спочатку пiдзадачу 𝐿𝑃1,
для якої прямий симплекс-метод зафiксував необмеженiсть цiльової фун-
кцiї (𝑍*

1 = +∞). Сформулюємо двоїсту задачу 𝐷𝐿𝑃1. Вiдповiдно до ма-
трицi умов (5.12), введемо двоїстi змiннi 𝑢1, 𝑢2 ≥ 0 для нерiвностей та
вiльну змiнну 𝑣 ∈ R для рiвняння нормування:

𝑊1 = 0 · 𝑢1 + 0 · 𝑢2 + 1 · 𝑣 = 𝑣 → min (5.34)

за обмежень: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢1 + 3𝑢2 + 2𝑣 ≥ 4,

2𝑢1 + 𝑢2 − 3𝑣 ≥ 5,

−10𝑢1 − 15𝑢2 − 𝑣 ≥ 2,

𝑢1 ≥ 0, 𝑢2 ≥ 0.

(5.35)

Згiдно з фундаментальною теоремою двоїстостi, якщо цiльова функцiя
прямої задачi максимiзацiї є необмеженою зверху, то вiдповiдна двоїста
задача повинна бути несумiсною (не мати жодного допустимого плану).
Доведемо це аналiтично для системи (5.35).
З третьої нерiвностi виразимо змiнну 𝑣:

𝑣 ≤ −10𝑢1 − 15𝑢2 − 2. (5.36)

Пiдставимо цю оцiнку для 𝑣 у першу нерiвнiсть системи:

𝑢1 + 3𝑢2 + 2(−10𝑢1 − 15𝑢2 − 2) ≥ 4 =⇒ −19𝑢1 − 27𝑢2 − 4 ≥ 4 (5.37)
=⇒ −19𝑢1 − 27𝑢2 ≥ 8. (5.38)

Оскiльки 𝑢1 ≥ 0 та 𝑢2 ≥ 0, лiва частина отриманої нерiвностi є гаран-
товано недодатною величиною (≤ 0). Вiдповiдно, умова 0 ≥ 8 утворює
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строгу математичну суперечнiсть. Отже, система обмежень𝐷𝐿𝑃1 є несу-
мiсною (𝑄𝐷𝐿𝑃1 = ∅). Цей факт є незалежним i строгим пiдтвердженням
необмеженостi фiнансового режиму 𝐷(𝑥) > 0 у моделi.
Перейдемо до аналiзу пiдзадачi 𝐿𝑃2, де було знайдено скiнченний ло-

кальний оптимум 𝑍*
2 = −27/16. Сформулюємо двоїсту задачу 𝐷𝐿𝑃2.

Враховуючи, що цiльова функцiя мала вигляд −4𝑦1 − 5𝑦2 − 2𝑡 → max, а
рiвняння нормування було зведено до вигляду −2𝑦1+3𝑦2+ 𝑡 = 1, двоїста
задача записується так:

𝑊2 = 𝑣 → min (5.39)

за обмежень: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑢1 + 3𝑢2 − 2𝑣 ≥ −4,

2𝑢1 + 𝑢2 + 3𝑣 ≥ −5,

−10𝑢1 − 15𝑢2 + 𝑣 ≥ −2,

𝑢1 ≥ 0, 𝑢2 ≥ 0.

(5.40)

Використовуючи теорему про доповняльну нежорсткiсть та знайде-
ний прямий оптимальний план (𝑦*1 = 0, 𝑦*2 = 5/16, 𝑡* = 1/16), визначимо
оптимальнi значення двоїстих змiнних. Оскiльки друга пряма нерiвнiсть
виконується як строга (3(0)+5/16−15(1/16) = −10/16 < 0), вiдповiдна
двоїста змiнна дорiвнює нулю: 𝑢*2 = 0. Оскiльки прямi змiннi 𝑦2 та 𝑡 є ба-
зисними (бiльшими за нуль), вiдповiднi друге та третє двоїстi обмеження
виконуються як строгi рiвностi:{︃

2𝑢1 + 3𝑣 = −5,

−10𝑢1 + 𝑣 = −2 =⇒ 𝑣 = 10𝑢1 − 2.
(5.41)

Пiдставляючи вираз для 𝑣 у перше рiвняння, отримуємо:

2𝑢1 + 3(10𝑢1 − 2) = −5 =⇒ 32𝑢1 = 1 =⇒ 𝑢*1 =
1

32
. (5.42)

Тодi 𝑣* = 10(1/32)−2 = 5/16−32/16 = −27/16. Значення двоїстої цiльо-
вої функцiї min𝑊2 = 𝑣* = −27/16, що iдеально збiгається з максимумом
прямої задачi max𝑍*

2 = −1.6875.
Обчислимо iстиннi тiньовi (маргiнальнi) цiни ресурсiв для вихiдної

дробової задачi в режимi 𝐷(𝑥) < 0. Згiдно з теорiєю дробового про-
грамування, тiньова цiна 𝜋𝑖 обчислюється як 𝜋𝑖 = 𝑢*𝑖/𝑡

*:

𝜋1 =
𝑢*1
𝑡*

=
1/32

1/16
=

1

2
, 𝜋2 =

𝑢*2
𝑡*

= 0. (5.43)
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Економiчна iнтерпретацiя результату є наступною: у фiнансовому ре-
жимi профiциту лiквiдностi збiльшення лiмiту за першим обмеженням
(𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 10) на одну умовну одиницю призведе до локального покра-
щення цiльового показника 𝐹 (𝑥) рiвно на 0.5 одиницi. Друге ж ресурсне
обмеження є неактивним, i його маргiнальна змiна не впливає на опти-
мум.
Проведений покроковий обчислювальний експеримент повнiстю пiд-

тверджує працездатнiсть, математичну строгiсть та економiчну значу-
щiсть запропонованого алгоритму декомпозицiї. Застосування класичних
одноетапних методiв до сформульованої задачi було б неможливим через
перетин допустимої областi iз сингулярною гiперплощиною 𝐻0. Завдяки
розщепленню задачi на два лiнiйнi простори 𝑄1 та 𝑄2, алгоритм не лише
iдентифiкував локальний оптимум у зонi профiциту лiквiдностi, але й
виявив глобальну асимптотичну необмеженiсть функцiї у зонi дефiциту
капiталу. Отриманi результати та побудована система двоїстих оцiнок
формують надiйний iнструментарiй для прийняття стратегiчних управ-
лiнських рiшень в умовах нелiнiйних фiнансових процесiв.

5.3 Аналiз результатiв та ефективностi методу

Проведене у попередньому пiдроздiлi розв’язання модельної задачi iлю-
струє високу працездатнiсть, обчислювальну стiйкiсть та теоретичну об-
ґрунтованiсть описаного алгоритму. Пiдсумовуючи результати, можна
зробити висновок щодо надiйностi запропонованого методу та його пере-
ваг над традицiйними одноетапними пiдходами в умовах знакозмiнного
знаменника.
Ключова цiннiсть методу полягає у вирiшеннi проблеми оптимiзацiї на

топологiчно складних, незв’язних допустимих множинах. Як було пока-
зано, при змiнi знаку знаменника 𝐷(𝑥) = 𝑑𝑇𝑥 + 𝛽 на опуклому багато-
граннику 𝑆, цiльова функцiя зазнає розриву другого роду на гiперпло-
щинi 𝐻0. У класичнiй постановцi це призводить до втрати властивостi
псевдоугнутостi (квазiугнутостi) на всiй множинi 𝑆, що робить традицiй-
нi градiєнтнi алгоритми або параметричнi методи (наприклад, алгоритм
Дiнкельбаха) непридатними, оскiльки вони здатнi iдентифiкувати лише
локальнi екстремуми в однiй iз пiдобластей або зазнавати обчислюваль-
ного збою поблизу точок розриву.
Запропонований декомпозицiйний пiдхiд нiвелює цi ризики шляхом

аналiтичного розщеплення вихiдної задачi на двi незалежнi лiнiйнi пiдза-
дачi 𝐿𝑃1 та 𝐿𝑃2, що вiдповiдають областям 𝑆+ та 𝑆−. Оскiльки кожна
з цих пiдзадач є строго лiнiйною за побудовою, локальний оптимум у
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кожнiй iз них математично тотожний глобальному у межах вiдповiдної
пiдобластi. Вiдповiдно, результуюча операцiя вибору:

𝐹 (𝑥*) = max{𝑍*
1 , 𝑍

*
2} (5.44)

гарантовано та безальтернативно визначає iстинний глобальний макси-
мум вихiдної дробово-лiнiйної задачi на всiй множинi допустимих фiнан-
сових стратегiй 𝑆, включаючи випадки асимптотичної необмеженостi, як
це було продемонстровано у прикладi 4.1.
З позицiй теорiї складностi обчислень, розроблений метод демонструє

оптимальнi показники ефективностi. Трансформацiя вихiдної нелiнiйної
моделi у лiнiйну форму вимагає введення лише однiєї додаткової масшта-
буючої змiнної 𝑡 та одного рiвняння нормування для кожної пiдзадачi.
Матриця обмежень розширюється мiнiмально — з розмiрностi 𝑚× 𝑛 до
(𝑚+ 1)× (𝑛+ 1).
В умовах високої волатильностi ринкiв фiнансова система може пе-

ребувати на межi переходу з режиму «чистого дефiциту» (𝐷(𝑥) > 0)
у режим «чистого профiциту» капiталу (𝐷(𝑥) < 0). Алгоритми, що ба-
зуються на припущеннi знакосталостi, у подiбних критичних точках ге-
нерують хибнi результати або вiдмовляють у роботi. Описаний метод,
навпаки, забезпечує безперервнiсть аналiзу фiнансового простору.
Покрокове розв’язання цiєї задачi iз застосуванням методу штучного

базису повнiстю пiдтвердило теоретичнi гiпотези, висунутi у попереднiх
роздiлах роботи. Було наочно продемонстровано, що застосування кла-
сичних оптимiзацiйних пiдходiв без урахування знакозмiнностi знамен-
ника призводить до iдентифiкацiї хибного локального оптимуму (у зонi
вiд’ємного знаменника 𝑍*

2 = −1.6875). Натомiсть, запропоноване роз-
щеплення задачi дозволило виявити справжню асимптотичну необмеже-
нiсть цiльової функцiї в зонi додатного знаменника (𝑍*

1 = +∞), що було
математично строго доведено через аналiз несумiсностi системи обме-
жень вiдповiдної двоїстої задачi 𝐷𝐿𝑃1.
Таким чином, запропонований алгоритм довiв свою обчислювальну ко-

ректнiсть, стiйкiсть до сингулярностей та абсолютну перевагу у здатно-
стi гарантовано знаходити глобальний оптимум на топологiчно розiрва-
них допустимих множинах. Його практичне застосування у страховiй
та фiнансовiй сферах забезпечує ризик-менеджерам можливiсть уника-
ти критичних похибок при оцiнцi ефективностi портфелiв, дозволяючи
об’єктивно та одночасно аналiзувати стратегiї профiциту i дефiциту ка-
пiталу в єдинiй математичнiй системi координат.
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Висновки

У магiстерськiй дисертацiї вирiшено актуальну фундаментальну та науково-
прикладну задачу нелiнiйної оптимiзацiї, яка полягає у розробцi, стро-
гому математичному обґрунтуваннi та алгоритмiчнiй реалiзацiї методу
зведення узагальненої задачi дробово-лiнiйного програмування (ДЛП) зi
знаменником довiльного знаку до скiнченної сукупностi еквiвалентних
моделей лiнiйної оптимiзацiї. За результатами проведеного теоретико-
аналiтичного дослiдження та серiї обчислювальних експериментiв сфор-
мульовано наступнi ключовi науковi та практичнi результати:
Доведено, що вiдмова вiд класичного припущення щодо строгої знако-

сталостi знаменника афiнної цiльової функцiї докорiнно змiнює тополо-
гiчну та алгебраїчну структуру оптимiзацiйної задачi. Встановлено, що у
випадку знакозмiнностi лiнiйної форми знаменника 𝐷(𝑥) = 𝑑𝑇𝑥+ 𝛽, ба-
зовий компактний полiедральний багатогранник допустимих розв’язкiв
𝑆 ⊂ R𝑛 неминуче перетинається сингулярною гiперплощиною розриву:

𝐻0 =
{︀
𝑥 ∈ R𝑛 | 𝑑𝑇𝑥+ 𝛽 = 0

}︀
. (5.45)

Наявнiсть цiєї гiперплощини розтинає вихiдну множину 𝑆 на двi вiд-
критi (у вiдноснiй топологiї) та просторово незв’язнi пiдобластi: 𝑆+ =
{𝑥 ∈ 𝑆 | 𝑑𝑇𝑥 + 𝛽 > 0} та 𝑆− = {𝑥 ∈ 𝑆 | 𝑑𝑇𝑥 + 𝛽 < 0}. Показано,
що внаслiдок цього розриву цiльова функцiя 𝐹 (𝑥) безповоротно втра-
чає критично важливi властивостi псевдоопуклостi та квазiопуклостi на
глобальному об’єднаннi областi допустимих рiшень. Це призводить до
виникнення множинних локальних екстремумiв i робить традицiйнi iте-
рацiйнi градiєнтнi алгоритми, а також класичнi параметричнi методи
(зокрема, метод Дiнкельбаха) алгоритмiчно неспроможними. Вони або
розбiгаються поблизу сингулярної множини 𝑆0 = 𝑆 ∩𝐻0, генеруючи по-
милку дiлення на нуль, або збiгаються до хибного локального оптимуму,
не перетинаючи бар’єр гiперплощини розриву.
Для подолання проблеми топологiчної незв’язностi допустимої мно-

жини та уникнення сингулярностей розроблено узагальнення класично-
го алгоритму лiнеаризацiї Чарнса-Купера. Теоретично обґрунтовано не-
обхiднiсть введення модифiкованої, строго додатної скалярної масшта-
буючої змiнної 𝑡, яка визначається через абсолютне значення (модуль)
знаменника:

𝑡 =
1

|𝑑𝑇𝑥+ 𝛽|
, 𝑡 > 0. (5.46)

Доведено лему про еквiвалентне просторове вiдображення, згiдно з
якою введення векторної пiдстановки 𝑦 = 𝑡 · 𝑥 дозволяє iзольовано лiне-
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аризувати кожну з пiдобластей. У результатi вихiдна нелiнiйна задача
ДЛП була строго декомпозована на двi незалежнi лiнiйнi пiдзадачi (𝐿𝑃1

та 𝐿𝑃2) у розширеному просторi змiнних (𝑦, 𝑡) ∈ R𝑛+1. Кожна з цих
пiдзадач отримала власне унiкальне рiвняння нормування, що вiдповiд-
ає знаку знаменника у вихiднiй пiдобластi:

Для 𝑆+ =⇒ 𝑑𝑇𝑦 + 𝛽𝑡 = 1, 𝑍1(𝑦, 𝑡) = 𝑐𝑇𝑦 + 𝛼𝑡 → max; (5.47)

Для 𝑆− =⇒ 𝑑𝑇𝑦 + 𝛽𝑡 = −1, 𝑍2(𝑦, 𝑡) = −(𝑐𝑇𝑦 + 𝛼𝑡) → max . (5.48)

Така алгебраїчна декомпозицiя дозволила повнiстю усунути модульнi не-
лiнiйностi, зберiгши при цьому вимогу невiд’ємностi для всiх трансфор-
мованих просторових змiнних (𝑦 ≥ 0, 𝑡 ≥ 0), що є критично необхiдним
для застосування прямого симплекс-методу.
Математично доведено, що оскiльки кожна з пiдзадач 𝐿𝑃1 та 𝐿𝑃2 є

класичною задачею лiнiйного програмування, будь-який знайдений для
них локальний екстремум (завдяки властивостям опуклостi лiнiйних фун-
кцiй на полiедральних множинах) автоматично є глобальним екстрему-
мом у межах вiдповiдної пiдобластi. З цього строго випливає, що обчи-
слення агрегуючої функцiї:

𝐹 (𝑥*) = max {𝑍*
1 , 𝑍

*
2} (5.49)

гарантовано та безальтернативно визначає iстинний глобальний макси-
мум вихiдної задачi на всiй множинi 𝑆. Розроблений декомпозицiйний
алгоритм вiдзначається високою обчислювальною стiйкiстю та ефектив-
нiстю, оскiльки потребує розв’язання щонайбiльше двох задач лiнiйного
програмування дещо збiльшеної розмiрностi (𝑚+1)×(𝑛+1). Це вигiдно
вiдрiзняє його вiд нескiнченних iтерацiйних алгоритмiв (зокрема, методу
Дiнкельбаха), гарантуючи отримання точного результату за скiнченний
час.
Для прикладних завдань страхової та фiнансової математики резуль-

тати дисертацiйного дослiдження мають безпосереднє значення. При опти-
мiзацiї вiдносних iндикаторiв ефективностi (наприклад, модифiкованого
коефiцiєнта Шарпа, рентабельностi активiв або дохiдностi на капiтал пiд
ризиком) знаменник функцiонала часто вiдображає чисту позицiю лiквi-
дностi або агрегований фiнансовий ризик.
У пiдсумку, магiстерська дисертацiя становить собою завершене нау-

кове дослiдження, яке повнiстю вирiшує поставлену проблему лiнеари-
зацiї дробових задач зi знаменником довiльного знаку, збагачуючи тео-
ретичний апарат дослiдження операцiй та надаючи дiєвий прикладний
iнструментарiй для сучасної фiнансової аналiтики.
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