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� Fn � Fn−� � Fn−�, n ≥ �,
F� � 
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� ��� �!��
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�� ������ �$�����
�
�� ����$���� ����% ����	�� ��� �����
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,�"� �����	��� ������
�� ��������� ���- (�! .��(��
� n��(� (�
�#�� 	���� Fn� �� Fn ����������! 
������������
�� �
�� �
������ ������
�� ��������� ���- (�! .��(�� � n�
�(� (�
�#�� �������! ������
�� ��������� ���- .��(�� (��
� �n − 
���(� (�
�#�� �� ��- ��������� ��� ��������
� � n�
�(� (�
�#�� /
����� ������
�� �������! ������
�� ���������
���- .��(�� (�� � �n − 0���(� (�
�#��
1�
�� )�*���		� (���� *�2��� #�����- ���
����
��3� ���

�� � ���- ���$���! %- � ����������( ������2� ���������
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*�+��"6 ��  �7�� ' * $�2��!.&� $"��.�� . . .

� ���������� ������3 ������� ������ ��
���	�!��
� � @��
����� �AAA 
����		� �� ������ ���3 ����$���� ���� ����	��
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���'����

������� !
� '�& � #����� �� ������� ���'�& ���
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������� �� ��� �
��
��	 �� ������� !
� '�& #�������

������
�����	� 
�	�
�� �����	����� ��2�*��%	�� ����$��
����� ����	� ! ��
��� ���
��(� Ǳ����	�(� ��� ��� �������
��� AC �� CB 	���� a �� b� ��� ���(�(�� "� a > b� B���
�(��� ����	� (� �� ����
��� ���+

a� b

a
�

a

b
⇐⇒ 
 �




φ
� φ ⇐⇒ φ� − φ − 
 � :,

�� (� �����	��� φ � a
b � C���$������ ��������� ��������

�����
�� φ� ����(�!(�

φ± �

±√

7

0
.

/
������ φ− < :� �� !����( ����$����( ����	� 0 !

φ± �

 �

√
7

0
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D�� �����-���� ��2�����2� 	���� ��
�������
�� )�*���	�
	� ��
��
�!(� ���
� ����������� D�� ���	��
�� �������(�
F� � :� B��� �����
�� �
� 
����� �!��
� ��� n ≥ 0� �������
����
� �
����

�
��� Fn� n ≥ 
� �����(� 
�(� ����

�0� F �t� � F� � F�t� F�t
� � . . .

=��	���� ���3��(� .��(��� ��� 2��������
�� ����( ����
�����(� %% � ���� ��������	� ���3 � �0�� ����(�!(� Fn�
n ≥ 
�
��
� ������� E� ���
���� �
� (�!(�

F �t� � t� t� �
∞∑

n��

Fntn � t� t� �
∞∑

n��

Fn−�tn �
∞∑

n��

Fn−�tn.

/
������

∞∑
n��

Fn−�tn � t�F �t�− t�,
∞∑

n��

Fn−�tn � t�F �t�,

�� F �t� � t � t� � t�F �t� − t� � t�F �t� � t � tF �t� � t�F �t��
������

F �t� � − t

t� � t − 
 .

��
� ������� B���� ���3��(� � ����(� ��2���� �������
.���#�% F �t� � ���� ?����� �������� t��t−
 � : �����	�(�
t� �� t�+

��� t� �
−
−√

7

0
, t� �

−
 �√
7

0
.



������ �� 	
��
 �����
��� ��

F���� �(�� "� t�t� � −
� t� − t� �
√
7� F��3��(� ���.��

#�!��� A �� B � ��������

F �t� �
A

t − t�
�

B

t − t�
�
�A� B�t − At� − Bt�
�t − t���t − t��

�
�A� B�t − At� − Bt�

t� � t − 
 .

G� ���.�#�!��� ������������ ���� 
�
��(� �������+{
A� B � −

At� �Bt� � :

�⇒ A �
t�√
7
, B � − t�√

7
.

B���( 	���(

F �t� �

√
7

(
t�

t − t�
− t�

t − t�

)
�

√
7

(




− t
t�

− 



− t
t�

)
.

E����� ��� �!(�� "� |t| < 65H{|t�|, |t�|}� B��� �� .��(����

�(� 2��(����	��% ���2��
�%

�;� F �t� �

√
7

∞∑
n��

(



tn�
− 


tn�

)
tn.

��
� ������� /���(�!(� ����� *����
������� 	�
�� Fn�
Ǳ�������	� �;� � �0�� ��
��!(�

�7� Fn �

√
7

(



tn�
− 


tn�

)
.

G� .��(��� (� �� ��"� 
���
����+

Fn �

√
7
· t

n
� − tn�
�t�t��n

�
�−
�n√
7

[(
−
−√

7

0

)n

−
(
−
 �√

7

0

)n]
,
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−
(

−√
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������ ��
���� !" Ǳ������(� c � t�/t�� F .��(��� �7�
�������!� "�

Fn��

Fn
� − tn��� − tn���

tn� − tn�
� − t� − cnt�


− cn
.

/
������ |c| < 
� �� cn → :� n → ∞� ������ Fn��/Fn →
−t� � φ� n → ∞� �

�� ���� ��	�������� ���
� �����	���

/
������ Fi � Fi�� − Fi��� i ≥ 
� �2���� �� �
�� �� F� �
F� � · · ·� Fn � IF� − F�J � IF� − F�J � · · ·� IFm�� − Fm��J �
Fm�� − F� � Fm�� − 
� ������

�<�
m∑

k��

Fi � Fm�� − 
, m ≥ 
.

/
������ F� � F� �� F�k−� � F�k − F�k−�� k ≥ 0� �2����
�� �
�� �� F��F�� · · ·�F�n−� � F�� IF�−F�J � IF�−F�J �
· · ·� IF�n − F�n−�J � F�n − 
� ������

�9�
n∑

k��

F�k−� � F�n, n ≥ 
.
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��!(�
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�

�K�

n∑
k��

F�k � F�n�� − 
− F�n � F�n�� − 
,

�� ����
�	 ����
��� �����	���

L� �� �(�� "� ��
�������
�� ����������- 	�
�� ak� k ≥

� �������! ��*������� 
�
��(� 	�
������ ��"� *�������
���������� 	�
�� n (� �� ����
������ !����( 
��
�*�(
� ��2���� 
���	���% 
�(� �����- 	����� ��
�������
�� {ak}�
Ǳ�
�������
�� 
������3 	�
�� 
: �������! ��*������� 
�
���
(� 	�
������ ���� (� ��
��3�� ����
��!(�
�� M����2�	��

����#�� � 
������(� *�������2� ����2� ����������2� 	�
��
���3*���� ����(�� ! ��
�������
�� 
������3 0�� ������!���

�� "� ��  
�(� (� �� ���3
���� � ��
�������
�� 	�
�� )��
*���		�� E��������� 
, :::, ::: � F���F���F���F���F���

��
���� �� ���#���� �������#�� ����
 n ��$ $���� �����
���
����� 
���

�
:� n � Fk� � Fk� � · · ·� Fkr
,

�� k� ≥ k� � 0, k� ≥ k� � 0, . . . , kr−� ≥ kr � 0"

%��
�&���� !" F� ����(�2�� �����(� 0 �� �� ����������
	�
�� n (� �� ����
������ !����( 	���( � ��2���� ��
���
�����
�� ����3 �� �����#�+

n � �εmεm−� . . . ε��F ⇐⇒ n �
m∑

k��

εkFk.
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, ak ≤ 
 �
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i��

ai, k ≥ 0.
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������ ���� !" Ǳ������(� A� � :� Ak �
∑k−�

i�� ai� k ≥ 0�
D�����(�� "� ��� *�������2� N ≥ 
 �
� 	�
�� n ≤ 
 � AN

(���� �����	��� ����
��������� ������
��!(� (���� (����
(���	��% �����#�% �� N � ���� �����+�)� 1�
�� N � 
 (� ��
����
������ �����	���( 	���(� �
������ 
 � a�� Ǳ�����
-���� �����+�)� E�-�3 ����
�������� 
���������� ��� �
�-
n ≤ 
 � AN � ��
� �����+�)� D�����(�� "� ����
��������

���������� ��� �
�- n ≤ 
 � AN��� ,�"� n ≤ 
 � AN � ��
����
�������� ������!��
� �� �����"����( �����#�%� E��
-�3 
 � AN < n ≤ 
 � AN��� B��� : ≤ 
 � AN − aN�� <
n − aN�� ≤ 
 � AN � B�(� �� �����"����( �����#�% �����

�������� 
����� �!��
� ��� 	�
�� n−aN��� ���	��� � ���
	�
�� n� �
 

������ ��
���� ." F�
��
�!(� ��(� 
 �� ��
�������
��
)�*���		�� N(��� ��(� ��������+ F� � 
� Fk � Fk−� �
Fk−� < 
 � F� � · · ·� Fk−� � Fk−��
D�� ��*����� ��*�� ���� �
:� ������
����!(� ����3 ���

2����(+ � ���� Fk� ��*���!��
� ��3*����� 	�
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	�
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D�� ��������� !����
�� ����
�������� �
:�� ��(���(��

"� n ≥ Fk� > Fk� − 
 � F� � · · · � Fk�−� �� ���
���� �<��
/
������ k� ≥ k� � 0� ��  ���� ��(*���#�� 	�
�� )�*���		�
Fk � k ≤ k�− 0 ������� �
� ����� �� ������"��� Fk� − 
� ��(
*����� n� B�(� 	�
�� k� �*���!��
� !����( 
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�*�(� �

� Ǳ 
 � � �

�
���� �� ;�!�#�& ������7 ��

�
����� �� <& ��#�&�= -�#+� �!.�#�= >&#�+ ?�%�.">>� .�#$�.>�..7
$�+=$�#�= -��#�&3 >&#�+@ A!� -�!� = .�!� ��"  � B=��� >"#7C

�
���� �� D"  �-�����5 B&�$7+0 �" +�.�,$7 -�%7 7!"�& *�+��&,
-����&. !� ��*$" AB�

�
���� �� E-�04�.&� *�+��&� -����&.�� ."*&!"��=#0 !� F��.&,
��*!F0*�$ ��!.0..0

�− G H − �

G
.

;�!�#�&6 1� G H �− φ�

�
���� �� �&!�#�& %�*-�#��� .=� * �*.">�..06 1� φ � ���"B��."+=I
.&� >&#+���

�
���� �� J�3", >&#+" t� �" t� �*.">�.� ��!.�#�5 A�C� ;�!�#�&6 1�

|t�| < � �" Fn H KA−t�C
n/

√
�L�

�
���� �� ;�!�#�& %�*-�#��� .=�6 1� -�"!" >"#�&." A9C � ."�7�"+=I
.&� >&#+���

�
���� �� <&#+"�& M5$N" ."*&!"��=#0 -�#+� �!.�#�= L� H �6 L� H �6

Ln H Ln−� O Ln−�6 n > �� P��� �� ��.��"��&# *.",�& *"�"+=.7
)���7+7  +0 >&#�+ M5$"�
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.

�
���� ��� ;�!�#�&6 1� Fn��Fn−� − F �
n H A−�Cn� KD.",�&  ������I

.".�& 7 *" ">� :�L

�
���� ��� ;�!�#�&6 1� #7#� .� >&#+" ?�%�.">>� � !*"��.� -��#�&I
�&�

�
���� ��� ;�!�#�&6 1� Fn H FmFn−m�� O Fm−�Fn−m6 n ≥ �6
� ≤ m < n� KǱ�� #�"!&�& �"��&B� 7 *" ">� : 7 !&�+0 �  �%7�$7 #��-�.�!
m �" n − m �&3 #"�&3 �"��&B=�L

�
���� ��� ;�!�#�&6 1� !#� �.2� >&#+" k�, . . . , kr ! -�� #�"!+�..�
A��C �"$�4 �%&�"5�=#0 � &.&� #-�#�%���

�
���� ��� J"!�#�& -�&$+" 6 0$&, -�$"*7�6 1� -�� #�"!+�..0 A��C
.� � � &.&�6 0$1� 7��!" k� ≥ k� O �, k� ≥ k� O �, . . . , kr−� ≥ kr O � .�
!&�"�"��=#0�
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 +0  �0$&3 ."�7�"+=.&3 n
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m
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m
H

m
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