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Ǳ��� � ���� ��	� � � ��	
� ���	�� ������� �� ������������!����� 	�
����� �
�"��� 	�
��� Ǳ��� �#��	#���� � ��	�������! p� � ���� $ � ��	�������! 
q % �− p� &������� ��� 	��
�!���# 	�
���� ���������# �	
� �� �	
��� Ǳ����
�"���� 	�
��� �	���	��'�( ������ ��)������ � ��� � ������ ��	# Ǳ���
����� a ���� � ���� $ b ��� *�	� �	����"����� �� ��+ ��	� ���� ���� ��
��	��� �� 	���	����� �� �� )���� n 	�
����� ,���� ��	�������! 	���	����
Ǳ���-

���� ������ ��� ���������� ��� ������ ,������ Ǳ��� �� � ������
����� � �	���	� � �������� �� � ��� ����� �"���� 	�
���� .������	��
������
� ���	�� � �����!�#( ������ �	����� ��+������ � ���� x % a �
���	�� �� �"��� '��� ���������� ��	���� ���� Ǳ��� �#��	#����� � ������
���� �� �	���	#����� /���� ������ Ǳ��� 	���� ��	������ ������# � �"�#(
������ �	������ 0��� ������� ��������� ���� x % 1 	��!'�� ��� ����
x % a 2 b� �� Ǳ��� 	���	��� � 3��� ���
��(�#(� ������ �	����� )�
"�����
�	�	�4������ 5�
"����� ������������ � �	� �����"���� ���� x % a 2 b
�� 3��� ��
��� 	���	�� ������

��!� "#���� ������ ��� ���������� ��� ������ �� �������� 	��6
����	�� ��
��(�
 �	����	� � �#+���4
 �� ������ ��	������ Ǳ
��!
A ≤ 1 ≤ B $ ��� ���#+ ������ 7)������� ��	�� N�

k ��������� ����!��

�	����	�� �	��� ��	�#+ k� ���	#� ���	�����# ���	+� � ��	�� N−
j $ �����6

���� ����!�� �	����	�� �	��� ��	�#+ k� ���	������#+ ����� �#+�� ��
��(6
���� )�
"����� �� 
	����! B � ������ k ��������� ��� N�

k − N−
k % B� 8��� �

��� ���	��!� 	�������!�� ���
� ��� � ������ k 
 ���� �� b % B �	���	#'�(
)��!'�� ��� �#��	#'�(� � 3�� � �������� ��� 	���	�����
9���������� �#+�� ��
��(���� )�
"����� �� 
	����! A � ������ k ����6

����� ��� N�
k −N−

k % A� 8�� 	�������!�� ���
� ��� � ������ k Ǳ��� ����� ��
a % −A )��!'� �	���	#'�#+ 	�
����� ��� �#��	#'�#+� � 3�� 	�������!��
��� 	���	��� �
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 � §���� &������
������ �����	#� �)��������� � ��	����+ ��
��(���� )�
"������
.������	�� ��
��(��� )�
"����� S�, . . . , Sn: �
��! p $ ��	�������! ������

��	���� q % �− p $ ��	�������! ������ ������ &������� ��� S� % 1�
Ǳ
��! A ≤ 1 ≤ B� A < B� � x ∈ ;A, B< ∩ $� &��"�� �� ��
��(�#� )�
"6

������ S�, . . . , Sn � ������ x ������������!����! τ�x� % τn�x�� A ≤ x ≤ B�

�������� ��	
 ��� �� �����������	
�� 	� ����������

�=



�� �������� � ���	�
 �������� �	�������

��	�������
 ����
 4�� �)	����> τ�A� % τ�B� % 1 � ��� x ∈ �A, B�

��� τ�x� %

⎧⎪⎨
⎪⎩

j, ���� x2 Sj % A ��� x2 Sj % B�

�� x2 Si ∈ �A, B� ��� ���+ � ≤ i < j,

n2 �, ���� x2 Si ∈ �A, B� ��� ���+ � ≤ i ≤ n.

��� ��������� ��������� !�"#��� {ω$ τ%x& ' �}( /��� �)	����� τ�x� $ 3�� ������

��	���� �#+��� )�
"����� �� �	����
 ����	���� ;A, B<� � ��+ ��
���+� ����
3���� �� �	���+����� �# �������� τ�x� % n2 ��

��������� �	 ?# �����!�
�� ����� n � �)��������� τn�x� � ��� ��
���� ����
���)+����� �������!�� 
����! �������!��� ��������� '���� 
 ��
��(����
)�
"������ ��"� �# 	������	����� ��
��(�#� )�
"������ ���	#� ��� �
��	������� ��������� '���� k ≤ n� ��� �������#� �#'� ��	�������� ����
������	
 ��� � ��� ���+ )�
"����(�
@�� 1 ≤ k ≤ n 	������	�� ��
��(�#� ��)#���

���

Ak�x� %

k⋃
j��

Akj�x�, Akj�x�
���
% {ω> τk�x� % j, x2 Sj % A} ,

Bk�x� %
k⋃

j��

Bkj�x�, Bkj�x�
���
% {ω> τk�x� % j, x2 Sj % B} .

/��� �)	����� An�x� $ 3�� ��)#���� ��� �� 4���� � ���� ��� )�
"�����
S�, . . . , Sn ���	�#� �#+���� �� �	����
 ����	���� ;A, B< � ���� A� � Bn�x� $
3�� ��)#���� ��� �� 4���� � ���� ��� ��� ���	�#� �#+���� �� �	����
 ��6
��	���� ;A, B< � ���� B�
7��� �� �	����	�( ��)#��� An�x� �	���������� �� 	��� ��

B

A

x

���� �� /	����	�� �� An�x�

7)������� ��"� ��	�� αn�x� � βn�x� ��	�������� ��)#��( An�x� � βn�x��
��������������>

�A� αn�x� % P�An�x��, βn�x� % P�Bn�x��.

7��� �� �	����	�( ��
��(���� )�
"����� S�, . . . , S��� �	�����4��  	���6
	��� ���	��� ��	��� ������� �� 	��� ��



������ �� ������ � 	���	���� � ���������� ��

nτx
n

B

A

���� � .���	���� ���	��� ��	��> n % �B� x % 1� τn�x� % �A

%������ �� 
�� ��� x ∈ �A, B� � � ≤ k ≤ n

��� βk�x� % pβk−��x2 �� 2 qβk−��x − ��,
������

�C�
βj�B� % �, 1 ≤ j ≤ n,

βj�A� % 1, 1 ≤ j ≤ n.

����������� ��� ��� x ∈ �A, B� � � ≤ k ≤ n

�B� αk�x� % pαk−��x 2 �� 2 qαk−��x − ��,
������

�=�
αj�A� % �, 1 ≤ j ≤ n,

αj�B� % 1, 1 ≤ j ≤ n.

/��� �)	����� � ��	�
��+ ��� � �B� ��	�������� �����"���� �	���� ��6
��	���� �� k '���� �#	�"��# ��	�� ��	�������� �����"���� 3��+ "� �	�����
�� �� k − � '����� �	���� � ��������#� �����!�#� ����"������
��������� �	 7�	������ �����	��������� α��x� � β��x�� @�� x % A � x % B
3�� ��	�������� �����# ��	�
���� �C� � �=�� 0��� "� x ∈ �A, B�� �� �� ���
�#������ ��� An�x� % ∅ � Bn�x� % ∅� ��)�*+( ��3���
 α��x� % β��x� % 1�

x ∈ �A, B��

��������� �	 .�
		����#� ������'���� ��� � �B� ��"�� �����!�����! ���
������������!���� �#�������� ��	��������( �#+��� �� �	����
� Ǳ��"�� 3�

�	����
	
 ��� k % �� 0��� B % A 2 �� �� �A, B� ∩ $ % ∅ � ��3���
 ���
��	�������� α��x� � β��x�� x ∈ ;A, B<� ��	������# � 	��������+ �C� � �=�� 0���
"� B % A2 �� �� �A, B� ∩ $ % {A2 �} � �������� ��	�
��� ���D�=�

β��A2 �� % pβ��B� 2 qβ��A� % p,

α��A2 �� % pα��B� 2 qα��A� % q.



,� �������� � ���	�
 �������� �	�������

������� ���� B > A2 � � x ∈ �A, B� ∩ $� �� �������� �������� �

β��x� % pβ��x2 �� 2 qβ��x − �� %
{
1, A2 � ≤ x < B − �,
p, x % B − �,

�

α��x� % pα��x 2 �� 2 qα��x − �� %
{

q, x % A2 �,

1, A2 � < x ≤ B − �.

������������ ������� �	 &������� �������� �� α��x� % β��x� % 1 ���
���+ x ∈ �A, B�� Ǳ
��! ����	! � ≤ k ≤ n� Ǳ� ��	�
�� �����( ��	��������

βk�x� % P�Bk�x�� % P �Bk�x�/ε� % ��P�ε� % �� 2 P �Bk�x�/ε� % −��P�ε� % −��
% pP �Bk�x�/ε� % �� 2 qP �Bk�x�/ε� % −�� .

Ǳ��"��� ���

P �Bk�x�/ε� % �� % P�Bk−��x2 ���,�E�

P �Bk�x�/ε� % −�� % P�Bk−��x − ���.�F�

G������� ��� ��)#��� Bkj�x� � ��� ���� ��� ����	���� 4������ &�)#���
Bkj�x� ������� �� �	����	�(

�x, x2 S�, x2 S	, . . . , x2 Sk−�, x2 Sk�,

��	�����# ���	#+ 
��������	� � 
�������> x ∈ �A, B� �

x2 S� ∈ �A, B�, x2 S	 ∈ �A, B�, . . . , x2 Sj−� ∈ �A, B�, x2 Sj % B.

� ��� ���	��!� �"��� �� ��)#��( Bkj�x� �	��������� � ���� �)H��������

����	���� 4�+�� ��
��(�#+ ��)#��( B−
kj�x� � B�

kj�x�� ���

B−
kj�x� % Bkj�x� ∩ {ω> ε� % −�} , B�

kj�x� % Bkj�x� ∩ {ω> ε� % �} .

,�"��� �	����	��

�x, x2 �, x2 � 2 ε	, . . . , x2 � 2 ε	 2 · · ·2 εk� ∈ B�
kj�x�

��+������ �� ������� ����������� ������������ � �	����	��(

�x2 �, x2 � 2 ε	, . . . , x2 � 2 ε	 2 · · ·2 εk� ∈ Bk−�,j−��x2 ��.

9���������� ������� ����������� ������������ ��"�� 
��������! ��"�
 �	�6
���	���� �� ��)#��( B−

kj�x� � Bk−�,j−��x − ��� Ǳ�3���

��1� P�B�

k �x�� % P�Bk−��x2 ���, P�B−
k �x�� % P�Bk−��x2 ���.

-�� ���� �"./!��� 0 !�+)�� p �' q I��)# �������! ��������!����� �������� ���

P �Bk�x�/ε� % �� % P
(
�x, x2 S�, . . . , x2 Sk� ∈ B�

k �x�/ε� % �
)

% P
(
�x, x2 �, . . . , x2 �2 ε	 2 · · ·2 εk� ∈ B�

k �x�/ε� % �
)

% P��x, x2 �, x2 � 2 ε	, . . . , x2 � 2 ε	 2 · · ·2 εk� ∈ B�
k �x��,

�� � ��
��(��� �������� ε� �� ������� �� ε	, . . . , εk� 0��� 
����! 	����6
���� ��1�� �� ���
��� �E��
Ǳ	����� ���������#� 	���
"����� ��� P �Bk�x�/ε� % −��� �	�+����  �F�

� ���������� ��������!���� 	�
		������� ������'���� ����
/�� "� ����� �	������ � ��� ��������!���� ������'���� �B�� �
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&��� '��(����� )*+,)-+� J���� ��� Bk−��x� ⊆ Bk�x�� k ≤ n� Ǳ�3���

βk−��x� ≤ βk�x� ≤ �� k ≤ n� &���������!��� ����������� ������!� ��� βn�x�
�	� )��!'�+ n )����  	�'��� β�x� 
	�������

���� β�x� % pβ�x 2 �� 2 qβ�x − ��, A < x < B,

� �	�����#�� 
��������

���� β�A� % 1, β�B� % �.

��������� �	 Ǳ����!
 n $ 3�� ��������� '���� ��
��(���� )�
"������
�� ��	�+��  �	����
 �	� n → ∞ ��"�� ����	�	���	����! � ��	�+��  K����
�������� L ��
��(���
 )�
"���� � &��� ��	�������� α�x� � β�x� ��"��
	������	����! � ��	�������� 	���	���� ��	��� �	� K�����������L �����6
���� 	�
����� Ǳ������ K����������� �� ��!��� �� "�����L )
��� 	������	���
� ����
 4�( ������

#�$����  ������� ����	 Ǳ����!
 β�x� % �p2 q�β�x�� �# �#����� �� ����

q�β�x� − β�x − ��� % p�β�x 2 ��− β�x��.

Ǳ���"��
r %

q

p
, dx % β�x2 ��− β�x�, A ≤ x < B,

�	�+����  	�
		������
 
	������ 

dx % rdx−�, A < x ≤ B.

*��	�	
� ���� ���
���� dx % rx−AdA� A ≤ x ≤ B� G������ �	� A < x ≤ B�

��A�

−β�x� % β�A�− β�x� %
x−�∑
i�A

�β�i�− β�i2 ��� %
x−�∑
i�A

di %
x−�∑
i�A

ri−AdA

%
�− rx−A

�− r
dA

�	� 
������� ��� r �% �� *����!�
� ���
������ 	�������� � x % B� ��+����
dA % −��− r�/��− rB−A�� Ǳ��������� 3��� 	��
�!��� � ��A�� ���
����

���� β�x� %
�− rx−A

�− rB−A
%

rx − rA

rB − rA
, A ≤ x ≤ B.

���	���	� ��	�������! 	���	���� ���	��� ��	�� 	��!'�� ��� ��	����� 	����

β�1� %
�− �q/p�A

�q/p�B − �q/p�A
, p �% q.

0��� r % �� �� dj % dA� j ≥ A� � ��3���
 ������ 	������� ��A� �	������ 
−β�x� % �x − A�dA� Ǳ	� x % B ����� −� % �B − A�dA� G�����

��C� β�x� % �x − A�dA %
x − A

B − A
.

� ���������� ��	�������! 	���	���� ���	��� ��	�� 	��!'�� ��� ��	����� 	��6
��

β�1� % − A

B − A
, p % q.

�



,� �������� � ���	�
 �������� �	�������

������ �� Ǳ������� %�,& �	 %��& 
�������� 
������� 
�� r → ��

&�!� '��(����� ).+,)/+� /�� "� �������� ��� � � §A��� ��"�� 	������	��!
�������������� 
	������� � ��� α>

��B�
α�x� % pα�x 2 �� 2 qα�x − ��, A < x < B,

α�A� % �, α�B� % 1.

� 	��
�!���� �# ���
��� 	�'����

��=� α�x� %
rx − rA

rB − rA
, A ≤ x ≤ B,

� ��
��� p �% q ���

��E� α�x� %
B − x

B − A
, A ≤ x ≤ B,

� ��
��� p % q�
G������� ��� � � )�� ��
���

α�x� 2 β�x� % �, A ≤ x ≤ B.

������ �� Ǳ�������� ��� �� ����� ��� � � §���� � ����� ������� ��������� ���� �
��� ���� 
�� p �' q ��� �� � 
�� p ' q�

��������� %	 .�'���� ��=� � ��E� ��"�� ���
���! �����	��������� � ����6
����� 	��
�!����� §A��� @�� 3���� ���)+����� �������! Ǳ�� � ��� ��������
������ �� !"#�$���� %�% 
������� ������� ���� � �� � $ 
���&�' ������ �
�����(
��)� � 	�������� *�

&�&� �#(�#0 ( ������ 1��(�� 1��#���(2�� Ǳ	������ �����# ��� �������
	������	����( � §���� ��	�������! uj � 1 ≤ j ≤ c� ����� ��� �������� ���	�
 6
4�� �� ���� j ��������� ���� 1 	��!'�� ��� ���� c > 1� 	����

��F� uj %

⎧⎪⎨
⎪⎩

rj − rc

�− rc
, p �% q,

c − j

c
, p % q.

8�� 	��
�!���# ���
�� ��� �� ��=� � ��E� ������( x → j 2 A � B − A → c�
�"./!��� 1 I���� uj � ��F� ��"�� ����	�	���	����! � ��	�������� 	���	����
Ǳ���� ���� ���
����!� ��� ��	� ��"�� K������"����� ����������L�
��	�������! vj � 1 ≤ j ≤ c� ����� ��� �������� ���	�
 4�� �� ���� j ��6

������� ���� c > 1 	��!'�� ��� ���� 1� 	����

��1� vj %

⎧⎪⎨
⎪⎩
�− rj

�− rc
, p �% q,

j

c
, p % q.

8�� 	��
�!���# ���
�� ��� �� ���� � ��C� ������( x → j 2 A � B − A → c�
�"./!��� 1 9���������� ����� vj � ��1� ��"�� ����	�	���	����! � ��	���6
����� 	���	���� ����� ���� ���
����!� ��� ��	� ��"�� K������"����� ������

�����L�



������ �� ������ � 	���	���� � ���������� ,2

��������� &	 I���� vj � ��1� ��"�� ���
���! �� ����� uj � ��F� �������� ���
��)��� Ǳ��� 	�������!�� ��	�"��� ���� � ���)�	��� Ǳ�3���
 �p, q� )�
"6
����� ���������� �� x % j � ������������ � x % c � ���( "� ��	�������! �
��( �q, p� )�
"����� ���������� �� x % c − j � ������������ � x % 1� 8��
��������� ��� vj�p, q� % uc−j�q, p� ��	�
����# � ��)�+ 
��#�� �  ���

)�
"���� � �p, q� ��� �q, p� ��������� ��	�������� vj � uc−j�� *����!�
� ��F��
�	�+����  ��1��

��������� '	 &���#��� ����� �� ��F� � ��1�� ���
����

���� uj 2 vj % �, 1 ≤ j ≤ c.

8��� 	��
�!�����"�� ����	�	���	����! ���� �)	����� ��� �	� K����������!
����L ��	�������! 	���	���� ������ �� ��	��� 	���� � ��� )# ��������
��� �� �)������ � ������ ��	#� &��� ��	�������� 	���	���� � 3��� ��
���
	���#

����

P���������� Ǳ�	�� % ua %

⎧⎪⎨
⎪⎩

ra − ra�b

�− ra�b
, p �% q,

a

a2 b
, p % q,

P���������� 
���� % va %

⎧⎪⎨
⎪⎩

�− ra

�− ra�b
, p �% q,

b

a2 b
, p % q.

/��� �)	����� ��	�������! 	���	���� � K����������! ����L �	���	������!��
������
 �	�������� ���� p % q�

�� Ǳ������� ��
���
��� ������

Ǳ	������"��� ��� q > p� �� ���! ��	� ��)�����	����� ��� Ǳ���� ,���
����� ��
 �������)	���� �����!� ���)# ��������	����! ����)�"�#� ����6
	�- ,�"���� ����������#�� ��� ����� ���)+����� 
���!'��!� 8�
 �������

��"�� ����������! �������������
7)������� ��	�������! 	���	���� Ǳ��� ��	�� α′� &������� ����

α′ %
ra�b − ra

ra�b − � .

0��� Ǳ��� �	������� 	�'���� 
�����! ����
 � ��	��! �� ��� ���(�� ��

P�εi % �� % p, P�εi % −�� % q.

7)������� ��	�������! 	���	���� Ǳ��� � 3��� ��
��� ��	�� α′′� /� � �6
����� ��	�� ����	�#������ ����� )#��	��� �� 
��������� ����� ����� 	����6
���!�� 
���!'��� �������� ������ Ǳ�3���


α′′ %
r
a�b�/	 − ra/	

r
a�b�/	 − � .



,� �������� � ���	�
 �������� �	�������

&	����� α′ � α′′>

α′ %
�r
a�b�/	 − ra/	��r
a�b�/	 2 ra/	�

�r
a�b�/	 − ���r
a�b�/	 2 ��
% α′′ · r
a�b�/	 2 ra/	

r
a�b�/	 2 �
> α′′,

�� � q > p�

G������ ���� q > p� �� Ǳ��� �#����� 
�������! ����
� �����!
 3�� 
���!6
'��� ��	�������! ��� 	���	����� 8�� ��	������ �"���� ��	������!��(� ��
� �	�����	���� ��'�( ���������

������ 	� +$$������� %�% ������$� ��������$�� 
���)���� 
�� �	������� $���%� �
θ ��	�

�� ���� ������  
����
���  ������� ���
�����

Ǳ
��! c → ∞ � ��F� � ��1�� Ǳ	� ����	������� a 3�� ��������� ��� b → ∞�
�� ���! Ǳ��� ��	��� �	���� K���������� ��������L �	��������

7)������� �	����# � ��1� ��	�� α̂j � ���
����

��A� α̂j %

{
�, ���� r ≥ �,

rj , ���� r < �.

I���� α̂j ��"�� ����	�	���	����! � ��	�������� 	���	���� ��	��� ��� 6
4��� �����!�#( ������ j� �	� ��	� � )�������� )����#� ����	����� /���
�)	���� 
 Ǳ���� ��� 4��� �����!�#( ������ j� ���! '��� �� �	���	��! )��6
������ )������
 ����	��
� ���� r < � ���	�������! 3���� '���� 	���� �−rj��

!� "
�������
�����# �����$����  ��%�����

Ǳ��
����#� 	��
�!����� ��"�� ���! ����	�	����� � ��	����+ ����	���6
�������� ��
��(���� )�
"������

3����#(�� �� Ǳ ��� �� ��!��� �� "����� ����������  x % 1	 )������

����� ������� x % j > 1 ���� � ��� p ≥ q � �p/q�j ��� p < q	


������������	 @����"���� ���� x % j �� x % 1 ��
��(�#� )�
"������
� ��	����	��� �p, q� �p $ 3�� ��	�������! ������ ��	���� 	�������!�� �����6
"��� ���� x % 1 �� x % j ��
��(�#� )�
"������ � ��	����	��� �q, p��
��	�������! ���������� ��)#��� 	�������!�� 	���	��� ��	��� ��� 4���
�����!�#( ������ j� � ��	� �	���� )�������� )������� �	�������� Ǳ�3��6
�
 ��������� � �#����� �� ��A�� �

%������ !� *���� �� �� ���� p� a > 1 � c > a� �� ��!��� �� "������
����� +,�� �� a- � ����������+ �����.� ��������� �����.� ��������

;1, c<	


������������	 *����!�
� 	�������� ����� ����#�������� ��	�������! �����
��� )�
"����� ��������� �	����# ����	���� ;1, c<� �� ���! ��)� ���� x % 1�
��)� ���� x % c� 	���� �� �



������ �� ������ � 	���	���� � ���������� ,,

%������ &� *���� �� �� ���� p� �� ��!��� �� "����� �������� �+��!

�������! ������� � ����������+ �����.�	


������������	 @��"��� ��� ���� ��
��(��� )�
"����� ���������� � ��6
��	���� ;u, v<� �� ��� ������� ��� � ��	�������! �� ��� u < v $ �	������!�#�
������ .������	�� ��
��( u > 1� �#)�	�� c > v� M	����� ����	���� ;1, c< ��6
��������� ����� � ���!� ������ ���� )�
"����� ������� ����	��� ;u, v<� �
���
 ���	��# � 3�� ��	�������! 	���� �� �
������� 
� ,�$$������� $����� u < � � u ' ��

&� '�
���� ������%��
�#����# ���(

� ������������ � ������( �� �	���	� � ����������
 4�� ��
��(��� )�
"6
����� �	�	�4����� � ������ �����"���� �	����# ����	���� ;1, c<� � 3���
��
��� ����	��� ��� ��
��(��� )�
"����� �����,����� �����.�! ��� ��� ���
��������  �����������! ������ &�� ������� ���� )�
"����� �������� � ��6
�	��	����( �	���� ���#������ �������� �����,����� 0��� �����!�����! ��6
	��
 ��	�������� � �� ����
�� ����	��! � ������"���������� ���� ������
������� �����4�����
Ǳ
��! τj $ 3�� ���
��(�#(� ������� � ���	#( )�
"������ ��������! ��

x % j� ��������� ��)� ���� x % 1� ��)� x % c� &������� ���	��� A τj <
∞ � ��	�������! �� ��(��� K�	�����L �	��� �����"���� �	����#� �� ���!
ej % E ;τj <� ?������������ �"������ ej 
��������	� � ���� 	�
		����#�

	��������

���� ej % pej�� 2 qej−� 2 �, � ≤ j ≤ c − �,

� ����� 	���#�� 
�������� e� % 1 � ec % 1� 8�� �	�����#� 
������ �)H��6
�� ��� 	���������� τ� % 1 � τc % 1�
I��)# ������! ���� ��� � ≤ j ≤ c − �� �	������ ��	�
�
 �����( ��6

	�������� ��� �	
��# ��)#��( H % {ω> ε� % �} � H � *���� P�τj % k� %

pP �τj % k/H� 2 qP
(
τj % k/H

)
� k ≥ �� J���� ���

P �τj % k/H� % P�τj�� % k − ��, P
(
τj % k/H

)
% P�τj−� % k − ��, k ≥ �.

Ǳ�3���


ej %

∞∑
k��

kP�τj % k� % p

∞∑
k��

P�τj�� % k − �� 2 p

∞∑
k��

�k − ��P�τj�� % k − ��

2 q

∞∑
k��

P�τj−� % k − �� 2 q

∞∑
k��

�k − ��P�τj−� % k − ��.

@��"��� ��� ��	��� ��������� 	���� p� � ��
��� j 2 � % c 3�� �#����� ��
P�τj�� % 1� % � � P�τj�� % k� % 1� k ≥ �� � ��
��� "� j 2 � < c ��� 	����
pP�τj�� < ∞� % p � ���
 ���	��# �� 9��������#� ���)	�"���� ����#�� ��
��� �	��!� ��������� 	���� q� Ǳ����!
 ���	�� � �����	��� �������#� 	���#
pej�� � qej−�� ��������������� �� ���� ��������



,3 �������� � ���	�
 �������� �	�������

?# 	�'��� 	�
		������ 
	������� ���� ���!� ��� ��
��� p % �
	 � 7)����6

��� dj % ej−ej��� /���� �� ���� �#������ ��� dj % dj−�2�� ��
�� dj % d�2�j
� ��3���


1 % e� − ec %

c−�∑
j��

dj %

c−�∑
j��

�d� 2 �j� % cd� 2 c�c − �� % c�d� 2 c − ��.

&���������!�� d� % �− c � ������

��C� ej %
c−�∑
i�j

di %
c−�∑
i�j

��− c2�i� % �c− j���− c� 2 c�c− ��− j�j − �� % j�c− j�.

��������� /	 � ���
 ������	�� ����������� �"����!� ��� ej % ec−j� 8��
��(�������!�� ��� ��� � ������	"������ ��	�
��( ��C��

������ �� -���� 
�� � 
45 ����������$%�)� ������� ej %�% .��%/�� �� j�

������� �� ,����� ��%�������� ��������� %��& �� 
���	������)� p�

)� '������# �*��������

,� �# 
����� ��"�� ������� αn�x� �� α�x� � βn�x� �� β�x� ������� ���
)����� ��� εn �	� �����	�� ε ∈ �1, ����
%������ *� Ǳ ��� p ∈ �1, ��	 0���� � ,��� �� ����� ε ∈ �1, ��� ��� �����

���

1 ≤ α�x� − αn�x� ≤ εn, 1 ≤ β�x� − βn�x� ≤ εn

��� ��� n > �|A|2B�/��− �p − q�	�	


������������	 /��	��
 ���"�� ��� )�
"������ ���	�� ���������� ��
������ ��	����� x % 1� 7)4�( ��
��( ��������  3���
�
@�� �	�����# �)������� αn�1� % αn� βn�1� % βn� γn % � − αn − βn� *�#6

�� �������� γn $ 3�� ��	�������! ����� ��� ������� �� �#+���� �� �	����

����	���� ;A, B<>

γn % P{A < S� < B, A < S� < B, . . . , A < Sn < B}.

J���� ���

{ω>A < S� < B, A < S� < B, . . . , A < Sn < B} %
⋂

�≤k≤n

{ω>A < Sk < B} .

G�����	
�� ���
	��!��� ����� m > C/��− �p − q�	�� @��!��('�� �����6
���!���� �	������ ���!� ��� ��
��� n % rm� ��� r4�
7�	������ ��
��(�#� �������#

ζ� %

m∑
i��

εi, ζ	 %

	m∑
i�m��

εi, . . . , ζr %

rm∑
i�m
r−��

εi.



������ �� ������ � 	���	���� � ���������� ,6

0��� �)�������! ����
���� )�������� ��	��� ��	�� C % |A|2B� ��

{A < S� < B, A < S� < B, . . . , A < Sn < B} ⊆ {|ζ�| < C, . . . , |ζr| < C} .

/� � ��
��(�#� �������# ζ�, . . . , ζr ���������# � �������� 	���	���6
���#� ��)�*+( ��

γn ≤ P�|ζ�|: . . . : |ζr| < C� %

r∏
i��

P�|ζi| < C� % �P�|ζ�| < C��
r
.

@��"��� ��� �	� ���������� )��!'�+ m

��B� P�|ζ�| < C� ≤ ε�

��� �����	��� ε� < �� @�(�������!��� ���� P�|ζ�| < C� % �� �� var ;|ζ�|< ≤ C	�
��)�*+( & �	
��( ���	��#�

var ;|ζ�|< % var ;ζ�< % m var ;ε�< % m��− �p − q�	�� > C,

�� � m > C/�� − �p − q�	�� Ǳ�3���
 �� ��B� ����
��� ��� γn ≤ εn� ���

ε
���
% ε

�

m
� < ��

/� � α2 β % �� �� �α− αn�− �β − βn� % γn� Ǳ����!
 α ≥ αn � β ≥ βn�
��)�*+( ��

1 ≤ α − αn ≤ εn, 1 ≤ β − βn ≤ εn,

�	���� ε < �� �
������ � 0�%�	��� ������� 1 � �"&�� $����� "�	 
��
�������� n ' rm�

������ �� 0�%�	��� ������� 1 � �� x �' �� �������� 70�!�� !�+)�8 x �' � � x ' �9

����:�0 A� ' A − x9 B� ' B − x�

+� '�
���� ����
�#����# ���(

.������	�� �	���  ������!����! )�
"����� ��'�( ������#� ����N� ��6
����������� �"������ �������� ���� ��	� �	�	�4�����> E ;τk�x�< % mk�x�
��� k ≤ n� �#����� 	�
		������ ������'���� ��� �������������� �"���6
��� �	����"����!����� ��	#>

mk�x� % E ;τx
k < %

∑
�≤l≤k

lP�τx
k % l�

%
∑

�≤l≤k

l�pP �τx
k % l/ε� % �� 2 qP �τx

k % l/ε� % −���

%
∑

�≤l≤k

l
(
pP�τx��

k−� % l − �� 2 qP�τx−�
k−� % l − ��)

%
∑

�≤l≤k−�

�l 2 ��
(
pP�τx��

k−� % l� 2 qP�τx−�
k−� % l�

)
% pmk−��x 2 �� 2 qmk−��x − �� 2

∑
�≤l≤k−�

�pP�τx��
k−� % l� 2 qP�τx−�

k−� % l��

% pmk−��x 2 �� 2 qmk−��x − �� 2 �.



,� �������� � ���	�
 �������� �	�������

@�� x ∈ �A:B� � k ∈ ;1:n< �# ���
���� 	�
		������ ������'���� ��� �
�6
��� mk�x� > mk�x� % pmk−��x2 �� 2 qmk−��x − �� 2 � �	� m��x� % 1�

����N� �	�����#� 
������> ���� ��	� ���������� � ���� A ��� B� �� ��6
��� ��� �
� "� � ����	'���� $ �N ������!����! )
��� 	���� 1> mk�A� %
mk�B� % 1� *� 	�
		������� ������'���� � �	�����#+ 
�����( ��"��
���� �� �	
��� �#������! mi�x�� /� � mk���x� ≥ mk�x�� �� �
4����
��
�	���� m�x� % OPQn→∞ mn�x�� ���	#( 
��������	��� ������'��� mk�x� %
pmk−��x2��2qmk−��x−��2� > m�x� % �2pm�x2��2qm�x−�� �	� �#�����6
���m�A� % m�B� % 1� @���#� ��	�+��# ���������# ���� ��� �# 	������	���
�	� ��	�+���  n → ∞ � 
	������� ��	�������� �	���	#'�� @�� ���� ���)#
	�'��! ������ 
	�������� ���� ������ �4N ���� 
������> ����"������ ���6
������ +���� ���"�� )#�! �����#�� �� ���! m�x� < ∞� x ∈ �A:B��
.�'�� ������ 
	�������� � 
	������� ��	�������� �	���	#'� �p �% q� 
"�

)#�� ���
���# �����#� 	�'���� a � b
(

q
p

)x

� G���! "� ���������� �4N ����
�	�������� �� 	��! �������� 	�'����>

x

q − p
%

q − p2 �p2 q�x2 p − q

q − p
%

q − p

q − p
2

p�x2 ��

q − p
2

q�x − ��
q − p

% � 2 p
x2 �

q − p
2 q

x − �
q − p

,

��3���
 m�x� % x
q−p 2 a 2 b

(
q
p

)x

� & 
�N��� �	�������� 
������ m�A� %

m�B� % 1 ��+���� �	� ����4� 	���� ���
����#+ ������'���( m�x� > m�x� %
�

p−q �Bβ�x� 2 Aα�x� − x�� � ��
��� �����!��( ������ ���
���� ����
 4��

�#	�"����> m�x� % a2 bx−x	� Ǳ	�������� �	�������� 
������ ��N�> m�x� %
�B − x��x − A�� *� 3���� ����
��� ��� � ��
��� 	���#+ ���	���#+ ��������
m�1� % B	� ���	���	� ���� 
 �"���� ��	�� ���! �� C 	
)��(� � ����� $ �
	
)�!� �� � �	����� 	���	��!�� ��	�� )
�
� ��	�� �C +�����

Ǳ	� 	������	���� �#'�
�����#+ ��	�
� ���	��
�������! ��������! ��6
������������ �"������ ����� +����> m�x� < ∞� /���	! )
��� �	����"���
��������!���� 3���� ����� G����� � ��������� �"�������� ����� +����

����� �� m�x� < ∞ ��� ��� A, B	


������������	 @��������� ������! 3�� ��� ��
��� x % 1 ��� � 	����
)#�� 
"� �	��������	�	������ ��� ��
��� x �% 1 ���
� )#�! ������#  x % 1
��	�����( A � B� � p % q� � ����� 	������	��! ��
��( p �% q�

*��� 	������	�� ��
��(��� )�
"����� S�, . . . , Sn � ����N� ��
��(�
 ��6
�����
 Sτn % Sτn�ω�� ��� τn % τ�n $ ������ ��������� @����� �
��!

Sτn�ω� %

n∑
k��

Sk�ω��R{τn�k}�ω�.

*���	�	������ �����> Sτn $ 3�� �������� ��
��(���� )�
"����� � ������
τn� 0��� τn < n� �� Sτn ∈ {A:B}: ���� τn % n� �� A ≤ Sτn ≤ B� ��������� ���
p % q % �

	 � � ���"��� ��� E ;Sτn < % 1� E
[
S	

τn

]
% E ;τn<�



������ �� ������ � 	���	���� � ���������� ,�

@�� ��������!���� ��	���� 	�������� ����'��>

E ;Sτn < %

n∑
k��

E
[
Sk�R{τn�k}

]

%
n∑

k��

E
[
Sn�R{τn�k}

]
2

n∑
k��

E
[
�Sk − Sn��R{τn�k}

]

% E ;Sn< 2

n∑
k��

E
[
�Sk − Sn��R{τn�k}

]
�.

&���	'���� ��������� ��� E ;Sn< % 1� �� � Sn % ε� 2 . . . 2 εn, εi % ±� �	�
p % q� 7������! ������!� ���

n∑
k��

E
[
�Sk − Sn��R{τn�k}�ω�

]
% 1.

@�� 1 ≤ k < n ��	��������� ���

{ω> τn > k} % {ω>A < S� < B, . . . , A < Sk < B} .

Ǳ�������� ��)#��� ��"�� )#�! �	���������� � ����
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ω> �ε�: . . . : εn� ∈ J

}
� ���

J $ �����	�� ������"����� ���"����� {−�:2�}k� 8�� ���"����� ��	�����6

���� ���!� εi �	� i % �: k� @�� )��!'�+ i �������� εk��: . . . : εn �� ���� � ��
J � ?��"����� ���� {τn % k} % {τn > k − �}\{τn > k} ��"� ��"�� )#�! �	��6
�������� � ����

{
ω> �ε�: . . . : εn� ∈ J

}
� 5������	� ������������� εi �#������

��� ∀1 ≤ k < n ��
��(�#� �������# Sn − Sk � �R{τn�k} ���������#� 7�� ��

E
[
Sk · �R{τn�k}�ω�

]
% E ;Sk< · E

[
�R{τn�k}�ω�

]
% 1
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����(�
/���	!

E
[
S	

τn

]
%

n∑
k��

E
[
S	

k�R{τn�k}
]
%

n∑
k��

E
[
Sn 2 �Sk − Sn�

	�R{τn�k}
]

%
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k��

�E
[
S	

]
�R{τn�k} 2 �E

[
Sn�Sk − Sn��R{τn�k}

]
2 E

[
�Sn − Sk�

	�R{τn�k}
]

% E
[
S	

] − n∑
k��

E
[
�Sn − Sk�

	
]
�R{τn�k} % n −

n∑
k��

E ;�n − k�<P�τn % k�

%

n∑
k��

kP�τn % k� % E ;τn< .

S����������� ��� ��� �����!��( ������ E ;Sτn < % 1� E
[
S	

τn

]
% E ;τn<� � ��
���

"� p �% q ��� � ����� ������'���� E ;Sτn < % �p − q�E ;τn< ������!
 E ;ε�< %
p − q� �

E
[
�Sτn − τnE ;ε�<�

	
]
% var ;ε�< · E ;τn< ,
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�����!
 var ;ε�< % �− �p − q�	�
/���	! ���"��� ���

OPQ
n→∞ mn�1� % m�1� < ∞.

� ��
��� ��	��������( ��	# � ���
 ������'���� E
[
S	

τn

]
% E ;τn< ��	��� ���

E ;τn< ≤ QTU{A	:B	}� /���� "�

E ;τn< % E
[
S	

τn

]
% A	αn 2B	βn 2 E

[
S	

n�R{A<Sn<B}
]
�R{τn�n},
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A	αn 2B	βn ≤ E ;τn< ≤ A	αn 2B	βn 2QTU{A	:B	} · γn.

*� ��	�������� γn < εn ����
��� ��� ������������� �"������ E ;τn< �+������
�	� n → ∞  �	����!���
 ������� 

m�1� % A	α2B	β % A	 · B

B − A
− B	 · A

B − A
% |AB|.

� ��
��� ����	��������( ��	# E ;τn< ≤ ��{|A|�B}
|p−q| � /� � �� τn �)���������
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����� ��� ���!'� ��	����N��#+ ������ ����������!��� ���!'� )������������
Ǳ	� ���� 
������ E ;τn<→ m�1� % αA�βB
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