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Ǳ���� An� n ≥ �� �	
����� ����	����	������� �������� �������� �����
��� 	��
���� 	���
����������� ������ {An} ����	���

��� ���  !"An
���
#

∞⋂
m��
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n≥m

An.

Ǳ��
���
� ���  !"An �������� �� ������� {An} � ��$�%�& ��	���'� 
���(
�	��� ��	�)��� �� ���  !"An ∈ F� ��������	


������ �� ����� �����An ��� 	
�
�
��� �
����
�������
���� {An}�

Ǳ���� B # {ω ∈ *+ ω ������	,�� �	�
��	���$� 
����	���� ������� An}�
������ �� �
������� ��


⋂
n≥�

An ⊆ B �
⋂

n≥�
A�n ⊆ B�

����� �� B # ���  !"An�

�������������� Ǳ���� ω ∈ B� ���
� ω �∈ ���  !"An� -�'���� ���	�	�	(
��& ��� ����	��		 ����	�� ��� ω �∈ ⋃n≥m An ��� �&��'� m ≥ �� . ���������

ω �∈ ⋃n≥� An� �� 	��� ω �	 ������	,�� �� ����$� �� ������� An� ��� �����(
���	��� ���	�	�	��& B�

/��� ,	 ω ∈ ���  !"An� �� ω ∈ ⋃n≥m An ��� �&��$ m ≥ �� 0���� ω ∈ An

��� �	
�����$ n ≥ m � �&��$ m ≥ �� /��� �� ��� 1��$ ω �∈ B� �� $� ��
������ N # �2�34{n + ω ∈ An}� 5�'� �� ω �∈ An� n ≥ N � - ���'�� ��������


 $� ��
��� ω ∈ An ��� �	
�����'� n ≥ N � �

��������� �� 6� ���	$ ����������� ������	��	 {An ������} ��� ���  !"An�

�����	 ��7����	��� �	$$�� ��

�� ����� ��������������

����� �� Ǳ��� An� n ≥ �� � �������� 	���
����������� ��������

������� �� ��� An ∈ F� n ≥ ��

�3� ���
∑

P�An� < ∞� �� P�An ������� # 8�
�9� ��� !�

∑
P�An� # ∞ � ����� {An} ��������� � �����	�����

�� P�An ������� # ��

������ �� Ǳ������� ���	�� �
����
�������
��� {An}� ��� �
�
�
�
∑

P�An� � ∞� �


P�An ������� �� ��

�������� � ������ �� ���� A� � A � An � A� n ≥ �� �� �����An � A � P�An ������� � P�A��

������ ! "�# �$ %� �����������	
�� #� �&�����'�(
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� ��� �&��'� m ≥ �

P����  !"An� ≤ P

( ⋃
n≥m

An

)
≤
∑
n≥m

P�An�,

�� P����  !"An� # 8 � ����	 �3��
<�� ��
��	����� ���	�,�	��� �9� �$	��$� ��� An� n ≥ �� �
,	 ����	(

����	������� �	�����$�� � ����
������� �������� ��������

������ 	� �
������� ��
 An� n ≥ �� ����� �������� �
����
�������
���� �������� 
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�
�!��
��� ��!����� �
������

������ ������ �� )�:�;��� <��=>�? @A�B�?��CD��A�B�?��C

P

(
n⋂

i��

Ai

)
� �− P

⎛
⎝ n⋂

i��

Ai

⎞
⎠ � �−P

(
n⋃

i��

Ai

)

� �−
∑

P�Ai� E
∑

P�Ai ∩ Aj� E · · · E �−��nP�A� ∩ · · · ∩ An�

� �−
∑

P�Ai� E
∑

P�Ai�P�Aj� E · · ·E �−��nP�A�� . . . P�An�.

Ǳ�;@;� �;��	 ��?@�F�� �;@�; ��−P�A��� . . . ��−P�An��� ��� � F�A;GH@;?� P
(⋂n

i�� Ai

)
� ��−

P�A��� . . . ��− P�An��� -;A�? I? �;��>IF?��? =�I�� J��@?��� F�� �B��:� �;���; ��F?A��@

{i�, . . . , in} @=?��� {�, . . . , n}� ��� � F�A;GH@;?� �?G;@���=���	 ���H��C {An}�
0=�
����	$ n� . ���� ���� > �$		$ ��� �&��'� N ≥ n
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( N⋂
m�n

Am

)
#

N∏
m�n

P
(
Am

)
#

N∏
m�n

��− P�Am��.

��� �! �" "�#������ ��������� 	���
����������� {mk, k ≥ �}� 
� 
������� P�Amk

� # �� 0=�
����	$ n � ��� �	'� ���	$ mk > n� Ǳ��
���
�⋂∞
m�n Am ⊆ Amk

� P�Amk
� # 8� ��

�;� P

( ∞⋂
m�n

Am

)
# 8.

��� �! �" "�#������ n�� 
� ������$� P�Am� < � 	�� m ≥ n�� 5�'�
��� �&��� N ≥ n ≥ n�

�?P

( N⋂
m�n

Am

)
#

N∑
m�n

�?��− P�Am��.

������ 
� ���� − x� ≤ −x ��� ��� ' ≤ x < ��

������ ������ �� Ǳ���I�= f�x� � ���� − x� E x� K�� ' ≤ x < � �=??= f ′�x� �

−x/��− x� ≤ '� �� ?��	 f >�H@;?� � f�x� ≤ f�'� � ' F�� ' ≤ x < ��

@� ���� A � ������� �	��	�������� �	��������� ��� ����&%�� �������
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	�� ��� ��� n ≥ n�
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/��� ������� ��� n� # � � ����	 �� �� �;� ������	�� ��� ��	� n ≥ n� �
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� ��1��$� P����  !"An� # �� ��� � ��	������� ��
���� �

Ǳ#$��# �� -�$$	������ $��	� ��������	��� �	�
��	���	 
����	����
��� Ǳ���� k D =�
��������	 ��������	 ������ Ǳ���,�$

An
���
# {�� ��	� ������������ �� k�n − �� 2 �(�'� �� kn(�'� ���� E$���F} .

5�'� P�An� # �
�k � ��1��$� ���

∑
P�An� ���������� 5
 

 ������� {An}

�	�����$� � ����
�������� �� �	$$ G��	��HI��	��� ��� �	�����$�� ��(
����� ��	�	� P����  !"An� # �� J�$	��$� ��� ���  !"An 1�� ����
� ���� ��(
����� {� ����	����	������� �	�������� ����������� �$		��� �	�
��	���
$��'� ����
�� ����� k� 
,��� �� 
������ ������� ����
� �� E$�����F}�

�� ����� ��

 ����

����� %� Ǳ��� {ξn} � 	���
����������� ������%�������� ��������

�������� Ǳ��
	���!��� ���
∑∞

n�� E KξnL < ∞� &�$
� ξn
	
�
−→ 8�

�������������� 0=�
����	$ ε > 8 � ����,�$ An
���
# {ω+ ξn ≥ ε}� . ����

�	��	���� 6�
�� P�An� ≤ E�ξn
ε � ��
��

∑
P�An� < ∞� @� �	$$� G��	��H

I��	��� ��	$$� ;� ���	
	�� ��� P����  !"An� # 8� J������$ �	�	�� �����(
�	��	 ������� ���  !"An �	�	� B� 5�'� P�B� # �� 0=�
����	$ 1�	$	�����	
������	 ω ∈ B� 0$	��$� ��� ��� ������	,�� ����
� 
��	���$� 
����	����
������� {An}� 0���� ξn�ω� < ε� ����� � �	
�����'� ��$	� n�� Ǳ��
���
�
ε ������������ �� �	$$ C ��
��� �

�� ��������	 �� � ���!�� "���� �����

��&#��� �� Ǳ��� Sn � 	���!���� �p, q� �������$� ���!
��� �� 	� ���

	��� n '�$��� &�$
�

�>�
Sn

n

	
�
−→ p − q, n → ∞.
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������������� ������� �� M��$����$ ����
� ����� p # q # �
� � Ǳ����

Xn ������	� N' n �������'� ���,����� 5�'� E KXnL # 8� E
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X�

n

]
# ��

E
[
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n

]
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[
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n
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n
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#
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E KXi�Xi�Xi�Xi� L #
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E
[
X�

i
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E
[
X�

i�X
�
i�

]
.

0���� E
[
S�

n

]
# n2On�n−�� ≤ On�� J������$ ξn # �Sn/n��� 5�'� E KξnL ≤ �

n� �
��
��

∑
E KξnL < ∞� Ǳ��$	��� �	$$� G	��� P	��� ��
���	$ �>�� �

������ �� �
������� ��
 ���� νn " �
�������
 !���
� � �p, q� ��	� #���!���� �


�N�
νn

n

����−→ p, n → ∞.

�������� � ������ $� *��J��	G�@;�	�� ��IF?��@�= �νn − n � Sn�

#� $ ���� �������� � ������ �����

��&#��� �� Ǳ��� Sn � 	���!���� �p, q� �������$� ���!
��� �� 	� ���

	��� n '�$��� �� �(��$� 8 ≤ r < �
�

�O� nr

(
Sn

n
− p 2 q

)
	
�
−→ 8 ⇐⇒ Sn − n�p − q�

n�−r

	
�
−→ 8, n → ∞.

������������� ������� ;� 6� ���$����	$ ����
� ����� p # q # �
� �

��
���	$ �O� ����
� ��� r < �
� � Ǳ��'� ξn #

(
Sn/n�−r

)�
� 

 � � ��
(

��	�����	 �	��	$� �� $� �����	$ E KξnL ≤ �
n�−�r � ��
��

∑
E KξnL < ∞� �




 r < �
� � Ǳ��$	��� �	�	�� �	$$� G	��� P	��� �
����	$ ��
��	������

�	��	$� ;� �
������� �� �
������ ��
��	! � ��� �

�
≤ r < �

�
�

�������� � ������ %� * �J�?F?�?��� ξn @=?��� ( ��J��	G�@;�	 ���?? @H��A�? ��?J?���

������ � �
������� ��
 ���� νn " �
�������
 !���
� � �p, q� ��	� #���!���� �
 ���

���
&
 ' ≤ r < �

�

�O� nr
( νn

n
− p

)
����−→ ' ⇐⇒ νn − np

n�−r

����−→ ', n → ∞.

%� &�'����"������ ��("�	�' ��()�����

��&#��� %� Ǳ��� Sn � 	���!���� ����������$� �������$� ���!
��� 

�� 	� ��� 	��� n '�$��� �� �(��$� r ≥ �
�

�:� ��� �?Q
n→∞

Sn

n�−r
# −∞ � ���  !"

n→∞
Sn

n�−r
# 2∞ 	���� ��������.

�������������� 6� ���$����	$ ����
� ����� r # �� ����	$ ��
���	$
���		 ����	 ���	�,�	��	 J��?=> P�� ��;�?? �9�L

���  !"
n→∞

|Sn| # 2∞ ����� ��	���	.



9( )*+,)-*.� /+-+01� *1Ǳ+3456-)5 Ǳ+7-8 4.*�04+�

<�� 1��'� ��������� ��
���� ��� ���  !"k→∞ |S�k | # 2∞ ����� ��	���	�

Ǳ���,�$ nk # ;k� mk # nk − nk−� # nk−��  �
,	 ζn # Sn/
√

n/>� ξk #∣∣∣∣Snk
−Snk−�√
mk/�

∣∣∣∣ � Ak # {ω+ |ξk| ≥ x} ��� x ∈ '� -�'���� )	�������� ��	�	�����

�	��	$	�

P�Ak� # P�|ξk| ≥ x� # P�|ζmk
| ≥ x� → ;��− R�x�� > 8, x ∈ '.

Ǳ�1��$� ���
∑

P�Ak� ���������� ��������	
 5
 

 ������� An� n ≥ �� �	�(
����$� � ����
�������� �� P����  !"An� # � � ���� �	$$� G��	��HI��	����

0$	��$� ��� ������	 B�x�
���
# ���  !"An ������ �� x� 5
�$ �����$ �	�(

�	����� |ξk�ω�| ≥ x �������	��� �	�
��	���	 ����� �� ��� �&��'� ω ∈ Bn �

��� �&��$ x ∈ '� Ǳ���� *�
���
#
⋂

x∈�B�x�� Ǳ������� ��� ���  !" |ξk�ω�| # ∞
��� �&��'� ω ∈ *�� F�A;G;�	
 S���� ��� P�*�� # �� �
 



P

( ⋂
x∈�

B�x�

)
# P

( ⋃
x∈�

B�x�

)
≤
∑
x∈�

P�B�x�� # 8.

Ǳ���,�$ �	�	�� U�ω�
���
# ���  !"k→∞ |S�k�ω�| � *� # {ω+U�ω� < ∞}� TN	�

���	� ����	��� ��
���� ��� P�*�� # 8� Ǳ�	�����,�$ �� ��������'�� ���
P�*�� > 8� Ǳ�	,�	 ��	'�� 	��� *� ∩ *� �# ∅� �� ���	�	$ ω ∈ *� ∩ *�� 5�'�
ω ∈ B��� �

|Snk
�ω�| ≥ |ξk�ω�| ·

√
mk/>− |Snk−�

�ω�|
�
�
�

≥

√
mk/>− |Snk−�

�ω�|.

Ǳ���	��		 �	��	����� �������	��� �	 �����	���� ��� ��	� k�  ����
� ���
�	�
��	���'� 
����	��� k ��
 

 x ∈ B����� Ǳ��
���
� |Snk−�

�ω�| < U�ω�2�
��� ��	� k� ����� � �	
�����'�� �� ��� �	�
��	���'� 
����	��� ���	
��� k

|Snk
�ω�| ≥

√
mk/>− U�ω�− �.

0���� ���  !"k→∞ |Snk
�ω�| # ∞� J��?=>L U�� ��������	��	 ��
���	�� ���

*� ∩*� # ∅� 5	�	�� �	'
� �������� ��������	��	 ��	�����,	��& P�*�� > 8+

� ≥ P�*� ∪ *�� # P�*�� 2 P�*�� # � 2 P�*�� > �. �


