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X � Y ������� �� ����% � ������ 1�� �����2� Ǳ���� X1j2 -
xjxj�� . . . xj�m−� ������$��� �$����
 !�%��X �����m� ���
$���� � ������� j� "���$���
 �$���
� X1j2 �� ��
�������
�� !�
����

��� 1X1j22 - g1xj . . . xj�m−�2 789 p,
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g1xj . . . xj�m−�2

- xj.
m−� 3 xj��.

m−� 3 · · ·3 xj�m−�.
� 3 xj�m−�.

�

-

j�m−�∑
k�j

xk.
m−��j−k.
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�	�������
.m� ���$�� ��� ����� �� ����*�� $�� m �
����� ��������%�
4
��� ��#�� ��� 1X1j22 - ��� 1Y 2 ��#�� � ����
� ��#���

�#�� p ����� X1j2− Y � Ǳ�(����

1=2 P1��� 1X1j22 - ��� 1Y 22 ≤ m

π1k2
.

:���  � X1j2 �- Y ��� 	��� = ≤ j ≤ n − m3 =� ��

1.2

P1��#�
��� ��������� *�����2

- P

( n−m��⋃
j��

{��� 1X1j22 - ��� 1Y 2}
)

≤ 1n − m3 =2m

π1k2
∼ =

c
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1A2

g1X1j 3 =22 -

j�m∑
k�j��

xk.
m�j−k

- xj�m 3

j�m−�∑
k�j

xk.
m�j−k − xj.

m

- .1g1X1j22− .m−�xj2 3 xj�m.

4� ��� ���
���� 	 1A2 	���������� �� 	
��� O1=2 1!�
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��$��
� ���������� . ��� ���� � . ���� ����2�
;���� ��������� ���
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AB - C�
Ǳ���� ������ �
� ���
��� A� B� C 
����
� n×n� (������

���� 
���
�� �	������ ����
� B ��� =� ,� 
������
�	���
�
�!����$��
�� ���
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x3 y -

{
B, ���� x - y - B ��� x - y - =,

=, ���� x - B, y - = ��� x - B, y - =.
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AB - CC
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=� ��
���� ��� ���
��� A � BD
.� �
�	�
��� 
�	����	� ��� 
� ��#� �� (�������	 ����

�� AB � C�

6�� 	�$������� �
���	������ ���
�� A � B �
�������
O1n�2 ���
���%@ (������� ���
��� AB 	�$�������� ��
!�
����

1AB2ij -
n∑

k��

aikbkj 789 ., = ≤ i, j ≤ n.

<�
�� ��
����� ��� 	�$������� (������� 1AB2ij �
�������
n ���
���% ���� ���� � n ���
���% ��� ����� Ǳ��
���
�
���
��� 
����
� n×n ����� n� (�������	� �� ��� 	�$�����
��� �
���	������ AB ��%��	������� �
������� O1n�2 ����

���%� ������	��� ���
�����% ����
����
�	����% ������

���
�% ���	����� �������	��� ���
���� ���� ���� �	��
���
�� �� O1n�.���2 ���
���%�
,� 
������
�� 
��������
�	����% ��#�
��� �
�	���

��� ���
�� AB � C� 
���
�% �� ������ 	 O1n�2 ���
��
����� E��� ��#�
��� ���	����� ��	�
 ����� $�� 
�	����	�
AB - C 	�������� ��*� � ��
��������% 	�
���������� 
��
��
�� �� �� ������� ��	����� ��$���

)��� ���*�$�+�"�����,� ��!�"�#$ -"�� "�� "�.

� ��#�� $�#"�/� ���$��� ��#�
��� #���
�
��� ���$�%�
��% 	�
��
 0 
����
����� n� 
���
�% ����� 
�	����
���

���
�������� 	 {B, =}n� E�� ����$���� $�� 
��
������ 	�
�
��
� 0 
�	�� ���� B� ���� =� �
�$��

P10 - ε2 -
=

.n

��� ����#� 	�
��
� ε� �����	�����#� �� B � =�
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B0, A1B02, C0.

+����� ��#�
���� ��
��$�	����� �
�	�

�% 
�	����	�

A1B02 - C0.

:��� (�� 
�	����	� ��
�*������ �� �
��������� 	�
��� 
��
*���� � AB �- C� � �
���	���  � ���$�� ��#�
��� 
�*����
$�� AB - C� � (�� � � 	�
�� �� 	��#��� Ǳ��
���
� 0 F
���$�%��% 	�
��
� �� �*���$��� 
�*���� ��
 � ���$�%��D
�#� 	�
�������� �� �� ��������
0� � �
�	����� ���
������ �����#� ��#�
�����

������ *����+� A� B� C ��#,��� n × n�

������� d � $� ���� AB � C	 ��� d � )� ���� AB �� C�
�	 -.�
��������� ��!���
�� ������ � � �r�, . . . , rn ∈ {), $}n�

	 ��������� B�� A�B� � C��
�	 -���
��� A�B� � C�/

�� A�B� � C� 

�� d � $ ���� d � )�

	 �
���

��!�"�#$ �� �
�	����� ���
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)��� �" $1 ! � "�"�����1 � �#�"�� 6�� #���
����
	�
��
� 0� ������#� 
�	����
��� 
���
�������� 	 {B, =}n�
���������� O1n2 ���
���%� E�� 	���
��� �� ��������#�

����������

2 $$� �� �����	 0 ����� 	��
���	
�� 	���	�����
�� �

�
������� {B, =}n ����� � ������ ������ ����� ��� ���	�

��
��� rk� = ≤ k ≤ n� 
��������� � ����� ������	��
��

	���	�����
�� ��	

����

P1rk - B2 - P1rk - =2 -
=

.
.
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� 0� �����
��#� 
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��� 
���
�������� 	 {B, =}n� �	������ 
 #����

�
�	���� n ���$�%��� 	���$�� H�
������ Ǳ��
���
� #��
��
�
�	���� ����% ���$�%��% 	���$��� H�
����� �
�����
O1=2 ���
���%� �� #���
�
�	���� 	�
��
� 0 ��%��	�������
�
����� O1n2 ���
���%�

)�)� �" $1 �,3��� ��1 -"��+� * ��1 $�#"�/, ��

� �#�"� E������� 	�
��
�	 B0� A1B02 � C0 	�$��������
�� ���$��% !�
����� 
���
�� ����*�� ��� B0@

1B02i -
n∑

k��

bikrk 789 ., = ≤ i ≤ n.

��$������� �
���	������ ���
��� 
����
� n×n �� 	�
��
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����� n �
����� O1n�2 ���
���%� ���
���
� 	�$���
����� 
� ��#� (������� �
���	������ �
����� n ���
���%
���� ���� � n ���
���% ��� ����� Ǳ�(���� O1n�2 ���
��
��% �������$�� ��� 	�$������� 	��� 	�
��
�	 B0� A1B02�
C0�

)�4� ��5  �" $1� �
�	����� �	�� 	�
��
�	 �
�����
O1n2 ���
���%� �����	�������� ��#�
��� ��
��$�	��� 
��
���� �� O1n2 3O1n�2 3 O1n2 - O1n�2 ���
���%�

)�6� � "�1#���#7 ������ ��!�"�#$�� :��� �� �����
���� AB - C� �� A1B02 - C0 ��� ����#� 0� :���  �
AB �- C� �� ��� �� ����� 
�	����	� A1B02 - C0 	��  �
�� �� 	���������� ��� ��
���
�� 	�
��
�	 0� :��� ��
��
���$������ �� ��#�
��� ���� ��	�
��% ��	��� ��
��������
��	�
��#� ��	��� �����	����� 	 ��������% ���
����

� �" $� ��  ��� AB �- C� � �����	 0 ����� 	��
���	
��

	���	�����
�� � �
������� {B, =}n� ��

P1AB0 - C02 ≤ =
.
.
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�
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�� "���
� ����������� ������� �������� �����
��	���� ���$*������ G������ ��	��
�� ��������� �
����
��
� ��� 
��� Ǳ
� (���� ������	����� ���$�%��% 	�
��
 0

����� �
�#��� "�����$�� (�� �	� 	�
��
�� 	����
�����
�
� ��
	�� � 	��
�� ��	��
� �
�����
�� $�
�� 0′ � 0′′� Ǳ��
�
���
� 	�
��
� 0′ � 0′′ ����	������ 	�
�������� �	�%��%
�*��
� �� �� ������� ��
@

P1AB0′ - C0′, AB0′′ - C0′′2

- P1AB0′ - C0′2P1AB0′′ - C0′′2

≤ =
.
· =
.
-
=

J
.

Ǳ�	��
�� �
�����
� =B 
��� ��� ��� 	�
�������� �*��
�
�� �

���
≤ �

����
� :��� ����������� $���� 	�
�������� �*��
�

�� �
�	�������� δ > B� �� �������$�� ��	��
��� �
�����
�
=3

[
>8K� δ−�

]

��� <�
�� ��	��
���� ���
���
� �� 	����� ��

����
� O1n�2 	
����� 	��������� �
�����
��

����+�# �7�#��� ���$��� ��
� �� ����� =� � ����� ����

��� =�

!������������� ����� =" � Ǳ���� r�, . . . , rn F ����	����
��� ���$�%��� 	���$��� H�
������ 6�
� ��� $�� 	�
��

0 - 1r�, . . . , rn2 ����� 
�	����
��� 
���
�������� �� ����
 ���	� {B, =}n� ����
�� �
���	�����% 	�
��
 ε ∈ {B, =}n�
�� ���� ε - 1ε�, . . . , εn2� #�� εi ∈ {B, =}� = ≤ i ≤ n� <�#�� 	
���� ����	��������

P10 - ε2 - P1r� - ε�, . . . , rn - εn2

- P1r� - ε�2 . . .P1rn - εn2 -
=

.n
.
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E�� � ����$���� $�� 	�
��
 0 ����� 
�	����
��� 
���
����
����� �� ��� ���	� {B, =}n�

� Ǳ���� ����
� 	�
��
 0 ����� 
�	����
��� 
���
����
����� �� ��� ���	� {B, =}n� 6�
� ��� $�� �#� 
��
�����
�� r�, . . . , rn ����	����� � ����� 
���
�������� H�
����
��� � ����� �������
���� ���� 
������
�� ���$��� ����
$�% n - .@ ��� ε� ∈ {B, =} �����

P1r� - ε�2 - P1r� - ε�, ε� - B2 3 P1r� - ε�, ε� - =2

-
=

J
3
=

J
-
=

.
,

�� ���� r� F ���$�%��� 	���$��� H�
������ &����#�$��
��
���	����� ��
������	���� 	���$��� r�� <���
� �� �����
	�������� ��
����� �
����@

P1r� - ε�, r� - ε�2 -
=

J
-
=

.
· =
.
- P1r� - ε�2 · P1r� - ε�2.

6�
���������	� 	 ����� ���$�� ��	�
*���� �����#�$��@ ���
�� ε� ∈ {B, =}� ��

P1r� - ε�2 -
∑

ε�,...,εn∈{�,�}
P1r� - ε�, . . . , rn - εn2

-
∑

ε�,...,εn∈{�,�}

=

.n
- .n−� · =

.n
-
=

.
.

E�� � ����$���� $�� r� F ���$�%��� 	���$��� H�
������
&����#�$�� ��
���	����� ��
������	���� �
�#�� 	���$��
�� r�, . . . , rn� 6�� ��
���������	� ����	�������� r�, . . . , rk

	���
�� ε�, . . . , εk ∈ {B, =} � ����*��
P1r� - ε�, . . . , rk - εk2

-
∑

εk��,...,εn∈{�,�}
P1r� - ε�, . . . , rk - εk, rk�� - εk��, rn - εn2

- .n−k · =
.n
-
=

.k
- P1r� - ε�2 . . .P1rk - εk2.



������ �� 	
��
���
��� � ��
��� 
����
��
� (1

E�� � ����$���� $�� ���$�%��� 	���$��� r�, . . . , rk ����	��
����� 6�
���������	� ����	�������� �
�#�� 
��������%
�� ����
� r�, . . . , rn ��������� �����#�$��� �

!������������� ���	��� =" Ǳ��� �� D
	
�
- AB−C� :���

AB0 - C0� �� D0 - B� :��� �
� (��� D �- B� �� � ���
���
D ������� ������	�% (������� 0� ��
�� �������� �$������
$�� d�� �- B� G� D0 - B 	���
���

n∑
j��

d�jrj - B,

��
���

1J2 r� - − =

d��

n∑
j��

d�jrj .

;���� ��$*� �
�����	��� ������%*�� ����
� 	�
��������
P1AB0 - C02� 
������
�� ���$��� ���$�% n - .� <�#�� 1J2

�	��������

1L2 r� - −d��
d��

r� - θr�, #�� θ
	
�
- −d��

d��
.

Ǳ��
���
� 1L2 	���
��� �� 
�	����	� AB0 - C0� ��

{ω@AB0 - C0} ⊆ {ω@ r� - θr�} .

�����	��������

P1AB0 - C02 - P1AB0 - C0, r� - B2 3 P1AB0 - C0, r� - =2

≤ P1r� - θr�, r� - B2 3 P1r� - θr�, r� - =2

- P1r� - B, r� - B2 3 P1r� - θ, r� - =2.



(2 �	
��
�����
�
���� 
��
����� � �� �����������

� ���� ����	�������� 	���$�� r� � r� �����

P1AB0 - C02 ≤ P1r� - B2 · P1r� - B2 3 P1r� - θ2 · P1r� - =2.

M���� $�� P1r� - θ2 ≤ �

�
� �
�$�� 
�	����	� 	���� �� �����


� �
� θ - B ��� θ - = 1	 ��������� ���$��� (�� 	�
����
����� 
�	�� B2� Ǳ�(���� ��
	�% ����� ����� � ���#�����
	 �
�	�% $���� ��������#� ��
�	����	� �� �
�	������� �

�
�

��
��� � 	���
���

P1AB0 - C02 ≤ =

.
1P1r� - B2 3 P1r� - =22 -

=

.
.

6�
���������	� ��� �
�#�� n ��������� �����#�$��@ ���
�� ��

ξ
	
�
- − =

d��

n∑
j��

d�jrj .

<�#�� {AB0 - C0} ⊆ {r� - ξ} � �� 1J2 ����$���

P1AB0 - C02

-
∑

ε�,...,εn∈{�,�}
P1AB0 - C0, r� - ε�, . . . , rn - εn2

≤
∑

ε�,...,εn∈{�,�}
P1r� - ξ, r� - ε�, . . . , rn - εn2.

0� ������� {r� - ξ, r� - ε�, . . . , rn - εn} 	���$��� ξ 
�	��

x
	
�
- − =

d��

n∑
j��

d�jεj

1x ����$����� �� ξ ���� $�� 
� ��� 	���$��� rj � . ≤ j ≤ n� 	
��
�������� ξ ���������� �� $���� εj2� � ���� ����	������
��� ���$�%��% 	���$��� r� � ���$�%��#� 	�
��
� 1r�, . . . , rn2



������ �� 	
��
���
��� � ��
��� 
����
��
� (�

����
� �� �� �
���� ��� ��������� ��
����@

P1AB0 - C02

≤
∑

ε�,...,εn∈{�,�}
P1r� - x, r� - ε�, . . . , rn - εn2

-
∑

ε�,...,εn∈{�,�}
P1r� - x2P1r� - ε�, . . . , rn - εn2

≤ =
.

∑
ε�,...,εn∈{�,�}

P1r� - ε�, . . . , rn - εn2

-
=

.
.

�


