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 ���� � ��������� � (��
"� �� �"� �������! � ���� ���� %2�3 6 ����������	
����� 
����� ��������� 23 6 $����	 ����� ��������&�
/ ��� �
 �� ���� ��$! ����� ��������	�

)���� ����� ���������	 ���� �������� �����

%7& ������ 899������� �
��� ����� ��
� �������
���	 � ����������!���� ����4 ������� �� p4

%8& ������ 897������� �
��� ����4 ������� �� q4
%:& ������	�� �
��������� N ; pq4 N 6 (� �����

������� -99 ��� -97 ���	������ ���
�

Ǳ������� �� ����� �����"� ���������! �
������
� � ���!� ���!���
� �� �"� �������! � �������
��� �������	� <���
! �����

%-& ������ ���� ���� N �

=��� ����� N ��� �������	� p � q� � ��� �� �� ������
,� �������� ���! �����

%.& ������ ���� ����� p � q�

��� ���� �������������� �� ����	 � ����
�� ��
���
���
�� ���!$�� �� ����� p � q� =��� ������!�	� ��
����� �� ��������� ��� ��� ������	�� �
��������� pq�
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�� �� �� ����	1 ��	 (�� ��� �����
��� 
���"��! N �� ��"����� %(�� ������ ���������	
������
���
��&� � (� ��� �� �� ����� ��� ��� N �����
�� -99 %��� ��"� ��!$�& ���	������ ���
� ?���
�����	
���� ����� �� ��� ���	�� ��� ��"� � ����!������� ���
��
����� ��
������� ���!���
��

@ �"�� �� ����� ������! ����� ����� ��� �
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��!��
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���� ������ 5������� �� �
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������ ��
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���
� � 77A:+ /�� �����
������� Ǳ�
�� �� ����� ����� �"� �� �� � ���!�
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77A: 999999999999999999999 . . .99999999999999999999︸ ︷︷ ︸
��� �����

:C7

'�
���� ����!������ (�� ����� � �������� p ��� ��
��
������� ��	 ����	� ��� ��� ��� �	�����!� ����� ��
��� ����� ����� � ����

���������� �� �
���� 899�������� �
���� ������ ���
���������	 � 77A:+ /�� �
���� ��� ���� �� ����� ��
�� ���� ��
��
��! ��"� ����� �� ����!� =��� �����!
�������� ����� ������ ����!�����	 ��
�� � ������
����� �
���� ����� %��� �
���� %7�78&&1

π%x& ∼ x

DEFx
, x → ∞.

G���! π%x& �������� �������� �
���� ������ �� �
����
��	��� x� H� ���� �����! �������� �
���� �����
p� �������
	���� �
�������	�

77A: 999 . . .999︸ ︷︷ ︸
��	 �����

≤ p ≤ 77A: III . . .III︸ ︷︷ ︸
��	 
�����

.

� ����!$ ���
� ��
���� �"� ������!� �� ��	
��!$�� x

π%x& ≈ x

DEFx
.

#�� ���
�������	 ��	 ��$�� �
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���� ������ �����������	 � 77A:�
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π%77A-× 79��	 − 7&− π%77A:× 79��	&

≈ 77A- · 79��	 − 7

DJ%77A- · 79��	 − 7&
− 77A: · 79��	

DJ%77A: · 79��	&
≈ 77A- · 79��	 − 77A: · 79��	

DJ %77A- · 79��	& ≈ 79��	

DJ %77A-& K 7IA DJ%79&

≈ 79��	

C.9A K 7IA · 8.:9 ≈ 7.I.× 79���.
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���� ��"�� ����������  ��� �� ��������
���� � ��� '������ �� �
������� 79����

 � ��� ��!��
� ������"��� ���	
�� ��	��
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��� @ ������ ����� ��
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�
���! ����	��� p � ����!������� �������
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� ���
� p ��
��
��
��
���� �� ��������� 77A:� � ��"��� �� ����!���
7IA ���
 ����� �"�� ���
��! ����� �� Ǳ�
��	 �����
�� �� �	�����!� �
������ � ������1 ������$���	 899�
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���� 899�������� ����� �
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�
� -A9 
�� ���!$�� ��� ���� 899�������� �����1

x

π%x&
≈ DJ%x& ≈ DJ

(
79���

) ≈ -A9.

#� �������� �� �
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� �� -A9 ����� ����
���� 899�
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��� ����� ������ ��
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� �������
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������!� �����! �� �� ��� ������ ���!$��

√
n� /�	 899�

������� n (� ����� ������! �
��
�� �������� �� ��� ����
�� �

√
79��� ; 79���� #� 
���� �� ������� ��� ���� ���
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,������ ����	
��� ����� ������� ���� 	��	���
�	 ��	� #
�����$%�&
�� ������� �� ��� ��
���
?�
��� ' ���! ��
���� �
�� ��� ���
���	 (��
����� ����� � ����������

������ &�����
�	� ���
	 n 
������� '���� � �	(�	�) *������� �� n	+)

s , �� ��
� n �	����	�-
s , �� ��
� ��.������� ���� ��	 n (�	��	� 

�	 /
���#�� 	����	� ������� ���
	 a 

	 !����
��� y , 0an − a1 234 n 
�	 5�
� y , �� �	 s , �- ���� s , � 
�	 6��	���� �
7	���� 

�������� �� )��� ���
���	 ���
���� H����
�BL�����

0��� (�� ���
��� �
����� ����
��� � ��"�� 
��
������! ���� 2 . . . 
����	� '�	( ��� n )��	��� �
	*
�� . . . 3� � ���
�����! � �
���� n ��
������ � ��"� 
��������� ���
���� � Ǳ
� 89 �
���� ���
���� ��
�
	����! ���
����!�� ����� �� �
���$��� 79−���

@��
��� H����
�BL������ ��� � ����� �
���� 
����
����
������ ���
���� �
��
�� ����� �� �
����� ���

����	 �� ����� ������� +�����

$ �� �� �� Ǳ�	�� p - )��	��� �
	��� � a - �������*

��� .�/��
%ap − a& MEN p ; 9,

�� �	�� ap − a ���
�	� � p0

���������� � �
���	� (�����������	� �
����
��� ���
� ��
��� ?�
���

$ �� �� %� Ǳ�	�� p - )��	��� �
	��� � a - �������*

��� )�
��� a � ���
�	� � p0 .�/��

ap−� MEN p ; 7.
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1���������	��� ������� 70 Ǳ
�"�� ���� �� ���"���
�� ���� 9 < k < p� � Ck

p ������	 �� p� /� �������!��

Ck
p ;

p%p − 7& . . . %p − k K 7&

kO
.

Ǳ���!�� ��������! ������	 �� p� � ����������! 6 ����
� ������ ������	 �� p�

<���
! �
������ �������� � a� P���
"����� ��
��
�Q ������ ��	 a ; 7� Ǳ
����"��� �� � ��
� ��	
����
� a ; b� ���"�� �� ��	 a ; b K 7� 5����

ap−a ; %bK7&p−%bK7& ;
p∑

k��

Ck
p bk−%bK7& ; bp−bK

p−�∑
k��

Ck
p bk.

R��� �� bp − b ������	 �� p � �
����"���� ���������
� ��"�� �������� � ������� ����� ������	 �� p � ��
�������� ��$�� �

%� ��&��� � ���	
�� �'���
��

��"���! ����������!��� ���
���� ���� ����
	�
���	 �
������� ��������� ��	 �
����� ������ ����
���� 0��� ������� ������� 	��	���	 ������ � ��"�
���! ���
���� ���! ������	 ��������� m ���	������
���
 �����!$�� �� ������

'
��	 ��������	 )��	��2 ���
���� 	�	���	 �
�
�
�����!� ������� ����� m ��� �
�
�����!� ����
��� � m� ,��
���
� ��
���"���� ���� m�������� ���
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