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Реферат 

 

 Магістерська дисертація: 52 сторінки, 30 слайдів для проектора, 18 

першоджерел.  

 Досліджується гранична поведінка кратних рекордних значень у деяких  

𝐹∝ −  схемах   

 Мета роботи полягає в знаходженні умов для існування нескінченної 

кількості кратних рекордних значень та отримання законів великих чисел для 

кількості кратних рекордних значень та величини рекордних моментів. 

 Завданням роботи є знаходження 𝐹∝ −  схем  для яких існує 

нескінченна кількість кратних рекордних значень. Об’єктом дослідження є 

рекордні значення для послідовності випадкових величин. Предметом 

дослідження є асимптотична поведінка кратних рекордних значень у випадку  

𝐹∝ −  схеми.  

 Вперше пропонується знаходження 𝐹∝ −  схем  в яких існує 

нескінченна кількість кратних рекордних значень та запропоновані нові 

методи для знаходження їх асимптотичної поведінки.   

 Результати дослідження опубліковані у збірнику тез на V-й 

Міжуніверситетський науковій конференції з математики та фізики для 

студентів та молодих вчених (25-26 квітня 2016 р., м. Київ).  

 Ключові слова: 𝐹∝ −  схема, рекорди, рекордний момент, кратні 

рекордні значення.   

 

 

 

 

 

 

 

 



6 
 

Реферат 

 

 Магистерская диссертация: 52  страницы,  30 слайдов для проектора, 18 

первоисточников.  

 Исследуется предельное поведение кратных рекордных значений в 

некоторых 𝐹∝ −  схемах   

 Цель работы состоит в нахождении условий для существования 

бесконечного количества кратных рекордных значений и получения законов 

больших чисел для количества кратных рекордов и величины рекордных 

моментов. 

 Заданием работы является нахождение 𝐹∝ −  схем  для которых 

существует бесконечное количество кратных рекордных значений. Объектом 

исследования является рекордные значения для последовательности 

случайных величин. Предметом исследования является асимптотическое 

поведение кратных рекордных значений в случае 𝐹∝ −  схемы.  

 Впервые предлагается поиск 𝐹∝ −  схем в которых существует 

бесконечное число кратных рекордных значений и предложены новые 

методы для нахождения их асимптотического поведения.  

 Результаты исследования опубликованы в сборнике тезисов на V-й 

Межуниверситетской научной конференции по математике и физике для 

студентов и молодых ученых (25-26 апреля 2016 г., г. Київ).  

 Ключевые слова: 𝐹∝ −  схема, рекорды, рекордный момент, кратные 

рекордные значения.   
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Summary 

 Master's degree thesis contains: 52 pages, 30 slides for projector, 18 primary 

sources. 

 Investigated the limit behavior of multiple record values in some  

𝐹∝ − schemes 

 The goal of the work is to find conditions for the existence of an infinite 

number of multiple record values and getting laws of large numbers for the number 

of multiple records and value of record moments. 

 The task of the work is to find  𝐹∝ − schemes for which there is an infinite 

number of multiple record values. The object of this research is record values for a 

sequence of random variables. The subject of research is the asymptotic behavior 

of multiple record values in the case of  𝐹∝ − scheme. 

 For the first time invited to search 𝐹∝ − schemes in which there are an 

infinite number of multiple record values and new methods for finding their 

asymptotic behavior. 

 The results of research are present at the V-th Inter-Univesity Scientific 

Conference in Mathematics and Physics for Students and Young Scientists (April 

25-26, 2016, the Kyiv). 

 Keywords: 𝐹∝ − 𝑠𝑐ℎ𝑒𝑚𝑒, records, record time, record multiple values. 
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Вступ

Мабуть кожний хоча б раз у життi чув фразу "було встановлено
рекорд". Дiйсно, рекорди привертають до себе велику увагу. Наприклад,
рекорди на Олiмпiйських iграх, у спортi i рекорднi температури у певно-
му регiонi викликають великий iнтерес. Також слiд зауважити, що книга
рекордiв Гiнеса є другою за популярнiстю у свiтi i поступається першим
мiсцем лише Бiблiї. Саме через все це дана тема привернула увагу матема-
тикiв та надихнула на створення математичної теорiї рекордiв. Вперше во-
на була продемонстрована у роботi [7], яка була видана у 1952 роцi. Згодом
пiсля роботи Чендлера з’явилося кiлька публiкацiй, якi були присвяченi
статистичним процедурам на основi рекордiв. До кiнця 70-х рокiв минуло-
го столiття класична теорiя рекордiв для випадку нормального розподiлу
була майже завершена.

Згiдно з [14] кiлькiсть публiкацiй на тему рекордiв зростає в геометри-
чнiй прогресiї, подвоюється кожнi 10 рокiв. Данi дослiдження стимулю-
ються красою математичної теорiї рекордiв i багатьма додатками, напри-
клад, чисельними даними у спортi, гiдрологiї, метеорологiї i т. д. мотивую-
чи математикiв на побудову моделей з наявними записами спостережень i
спробами передбачити майбутнi значення рекорду, а також моменту, коли
вiн вiдбудеться. З математичної точки зору, основна увага в теорiї рекордiв
була придiлено питанням їх розподiлiв або границь їх розподiлiв.

Важливими характеристиками математичних рекордiв є послiдовнiсть
рекордних моментiв та послiдовнiсть кiлькостi рекордiв,якi позначаються
{L(n)} та {N(n)} вiдповiдно.

Граничнi властивостi послiдовностi {L(n)} вивчались багатьма автора-
ми, починаючи з робiт [7], [15], а властивостi послiдовностi N(n) у [15], [8],
[9], [11], [12], [13]. Наприклад, наступнi спiввiдношення називаються пiдси-
леними законами великих чисел:

lim
n→∞

lnL(n)

n
= 1 майже напевно,

lim
n→∞

N(n)

lnn
= 1 майже напевно,
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Для послiдовностей {L(n)} та {N(n)} доведено також закони повторного
логарифму та центральнi граничнi теореми.

Одним з важливих узагальнень класичної постановки є F α-схема.Вперше
випадок F α-схеми був розглянутий у [16]. Ця схема мала вiдображати дина-
мiку олiмпiйських рекордiв в умовах геометричного росту популяцiї спортс-
менiв вiд одних Олiмпiйських iгор до iнших.

Найбiльш загальнi результати стосовно асимптотичної поведiнки вели-
чини N(n) в F α-схемi отримано в роботах [8], [9], [4], [17].

Також важливим є поняття кратних рекордiв. Властивостi послiдовно-
стi {N(n)} для випадку кратних рекордiв вивчались в [11]– [13].

Органiзацiя роботи

У роздiлi 1 даної роботи наведенi та доведенi теореми та факти для
класичної постановки теорiї рекордiв.

У роздiлi 2 наведено результати стосовно F α-схеми.
У роздiлi 3 знайдено умови, при яких при фксованому l ≥ 2 у послiдов-

ностi {Xn} iснує нескiнченна кiлькiсть l-кратних рекордiв.
У роздiлi 4 при фiксованому l ≥ 2 знайдено асимптотичнi поведiнки

кiлькостi l-кратних рекордiв.
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1 Класичнi рекорди

Нехай {Xn, n ≥ 1} невiд’ємнi незалежнi однаково розподiленi випад-
ковi величини (н.о.р.в.в.) з функцiєю розподiлу F . Кажемо, що r є рекор-
дним моментом , якщо

Xr > max{X1, . . . , Xr−1}, r > 1.

Вважаємо, що r = 1 є першим рекордним моментом. Позначимо послi-
довнiсть рекордних моментiв через {L(n), n ≥ 1}. Таким чином, виконую-
ться наступнi спiввiдношення:

L(0) = 0, L(1) = 1, L(n+ 1) = min{j > L(n) : Xj > XL(n)}, n = 1, 2, . . . .

(1)
Позначимо через N(n) кiлькiсть рекордiв, якi вiдбулися до моменту n.

Зазначимо, що
N(n) = η1 + η2 + · · ·+ ηn, (2)

де ηi — це iндикатори рекордiв в момент i:

η1 = 1, ηk = IXk>max{X1,X2,...,Xk−1}, k = 2, 3, . . . . (3)

Теорема 1 (А. Реньi [15]). Iндикатори рекордiв {ηk} є незалежними ви-
падковими величинами Бернуллi з ймовiрнiстю успiху

P (ηk = 1) =
1

k
. (4)

При чому для n = 1, 2, . . . iндикатори рекордiв η1, η2, . . . , ηn i випадкова
величина Mn = max{X1, . . . , Xn} є також незалежними.

Доведення. Вiзьмемо випадок n ≥ 2. За симетрiєю очевидно, що:

P (ηn = 1) = P (Xn =Mn) = P (Xk =Mn), k = 1, 2, . . . , n.

11



За неперервнiстю функiї розподiлу величин Xk маємо, що

P (Xi = Xj) = 0

для будь-яких i 6= j. Тодi

1 = P (Mn = X1) + · · ·+ P (Mn = Xn) = nP (Mn = Xn)

i
P (ηn = 1) = P (Xn =Mn) =

1

n
.

Iндикатори η2, η3, . . . приймають лиша два значення. Тодi, для доведення
леми достатньо показати, що для будь-якого x, r = 2, 3, . . . , s = 1, . . . , r, i

1 ≤ α(1) < α(2) < · · · < α(s) ≤ r

виконується наступне спiввiдношення:

P (ηα(1) = 1, . . . , ηα(2) = 1,Mr < x) = (5)

= P (ηα(1) = 1) . . . P (ηα(2) = 1)P (Mr < x)

Розглянемо випадки, коли s = 1 та s = 2. Беручи до уваги (4) ми отрима-
ємо:

P (ηα(1) = 1,Mr < x) =

= P (max{X1, . . . , Xα(1)−1} < Xα(1) < x,max{Xα(1)+1, . . . , Xr} < x) =

= (F (x))r−α(1)
∫ x

−∞
(F (u))α(1)−1 dF (u) =

F r(x)

α(1)
=

= P (ηα(1) = 1)P (Mr < x).
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У iншому випадку

P (ηα(1) = 1, ηα(2) = 1,Mr < x) =

= P ( max {X1, . . . , Xα(1)−1} < Xα(1) < x,

max {Xα(1), . . . , Xα(2)−1} < Xα(2)max{Xα(2)+1, . . . , Xr} < x) =

= (F (x))r−α(2)
∫ x

−∞

∫ x

u

(F (u))α(1)−1 (F (v))α(2)−α(1)−1 dF (v)dF (u) =

=
F r(x)

α(1)α(2)
= P (ηα(1) = 1)P (ηα(2) = 1)P (Mr < x).

Аналогiчно можна довести для ∀s.

В цiй роботi дослiджуються так званi кратнi рекорди.

Означення. Припустимо, що для деяких k ≥ 1 та l ≥ 1

Xi є черговим рекордом для кожного i = k, k + 1, . . . , k + l − 1.

В цьому випадку ми кажемо про l-кратний рекорд в момент k або просто
про l-кратний рекорд.

Зрозумiло, що 1-кратний рекорд є звичайним рекордом.

Лема 1. Нехай {Xi} незалежнi однаково розподiленi випадковi величини.
Тодi в послiдовностi {Xi}

1) з ймовiрнiстю 1 iснує нескiнченна кiлькiсть рекордiв;

2) з ймовiрнiстю 0 iснує нескiнченна кiлькiсть 2-кратних рекордiв.

Зрозумiло, що з леми 1 випливає, що для будь-якого l > 1 з ймовiрнiстю
одиниця у послiдовностi {Xi} iснує лише скiнченна кiлькiсть l-кратних
рекордiв.
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Доведення. Оскiльки

n∑
k=1

P (ηk = 1) =
∞∑
k=1

1

k
=∞,

то за лемою Бореля-Кантеллi (лема 3 у роздiлi Додатки) з ймовiрнiстю
одиниця iснує нескiнченна кiлькiсть рекордiв у послiдовностi {Xn, n ≥ 1}.

З iншого боку, за теоремою Реньi (теорема 1)

∞∑
k=1

P (ηk = 1, ηk+1 = 1) =
∞∑
k=1

P (ηk = 1) · P (ηk+1 = 1) =
∞∑
k=1

1

k
· 1

k + 1
<∞.

За лемою Бореля–Кантеллi (лема 3 у роздiлi Додатки) це означає, що з
ймовiрнiстю одиниця iснує лише скiнченна кiлькiсть 2-кратних рекордiв.

Основним об’єктом дослiджень у теорiї рекордiв [1], [2], [3], [14] є двi
послiдовностi {L(n)} (див. (1)) та {N(n)} (див. (2)). Для послiдовностей
{L(n)} та {N(n)} справедливi наступнi пiдсиленi закони великих чисел.

Теорема 2 (А. Реньi [15]). Нехай {Xi} незалежнi однаково розподiленi
випадковi величини. Тодi

lim
n→∞

lnL(n)

n
= 1 майже напевно, (6)

lim
n→∞

N(n)

lnn
= 1 майже напевно. (7)
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2 Вiдомостi про F α-схему

Теорема Реньi (теорема 1) не виконується у випадку загальної послi-
довностi випадкових величин {Xn}, навiть якщо вони є незалежними. Тим
не менше, iснує важливий випадок, який називається F α-схемою, у якому
теорема 1 є вiрною.

Означення. Нехай {Xn, n ≥ 1} — невiд’ємнi незалежнi випадковi вели-
чини з функцiями розподiлу {Fn, n ≥ 1}. Кажемо, що ця послiдовнiсть є
F α-схемою, якщо

Fk(x) = (F (x))αk, k = 1, 2, . . . ,

де F — деяка неперервна функцiя розподiлу, а α1, α2, . . . — додатнi кон-
станти.

Зауваження. Якщо αk = 1, k ≥ 1, то така F α-схема вiдповiдає класичнiй
послiдовностi незалежних однаково розподiлених випадкових величин.

Не втрачаючи загальностi, в подальшому вважатимемо, що α1 = 1.
Рекорднi моменти, кiлькiсть рекордiв та iндикатори рекордiв для F α-схеми
вводяться аналогiчно випадку класичних рекордiв, тобто формулами (1) та
(2).

Позначимо An = α1 + α2 + · · ·+ αn.

Теорема 3 (Боровков, Пфайфер [6]). Нехай {Xn, n ≥ 1} — невiд’ємнi не-
залежнi випадковi величини, якi утворюють F α-схему. Тодi iндикатори
рекордiв {ηk} є незалежними випадковими величинами Бернуллi з ймо-
вiрнiстю успiху:

P (ηk = 1) =
αk
Ak
. (8)

Доведення. Функцiя розподiлу максимумiмMn−1 = max{X1, X2, . . . , Xn−1}
Gn−1 має вигляд:

Gn−1 = F1F2 . . . Fn− 1 = FAn−1.
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Тодi отримаємо:

P (ηn = 1) = P (Xn > max{X1, X2, . . . , Xn−1}) =
∫ ∞
−∞

Gn−1(x)dFn(x) =

=

∫ ∞
−∞

FAn−1dF αn
n (x) =

∫ 1

0

xAn−1d(xαn) =
αn

αn + An−1
=
αn
An

Щоб довести незалежнiсть iндикаторiв достатньо показати, що для будь
якої перестановки 1 ≤ k(1) < k(2) < · · · < k(r) ми маємо

P (ηk(1) = 1, ηk(2) = 1, . . . , ηk(r) = 1) =
r∏

m=1

P (ηk(m) = 1) =
r∏

m=1

αk(m)

Ak(m)
(9)

Можемо припустити, не порушуючи загальностi, що

F (x) = x, Fn(x) = xαn, 0 < x < 1.

Тодi
P (ηk(1) = 1, ηk(2), . . . , ηk(r) = 1) =

= P (Xk(1) > M(k(1)− 1), Xk(2) > M(k(2)− 1), . . . , Xk(r) > M(k(r)− 1)) =

=

∫ 1

0

u
Ak(1)−1

1 d
(
u
αk(1)

1

) ∫ 1

u1

u
Ak(2)−1−Ak(1)

2 d
(
u
αk(2)

2

)
. . .

∫ 1

ur−1

u
Ak(r)−1−Ak(r−1)
r d

(
u
αk(r)
r

)
Iнтегруючи даний вираз отримаємо, що виконується рiвнiсть (9).

Зауваження. Нехай l ≥ 1. Ряд

∞∑
k=1

P (ηk = 1, ηk+1 = 1, . . . , ηk+l−1 = 1) =
∞∑
k=1

l−1∏
i=0

αk+i
Ak+i

збiгається не завжди. За лемою Бореля–Кантеллi це означає, що у F α-схемi
майже напевно може бути нескiнченна кiлькiсть 2-, 3- i взагалi l-кратних
рекордiв, l > 3, на вiдмiну вiд класичної теорiї рекордiв.
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3 Умови нескiнченностi та скiнченностi кра-
тних рекордiв

3.1 Нескiнченна кiлькiсть кратних рекордiв

Введемо позначення:

η
(l)
i = ηiηi+1 . . . ηl+i−1, i ∈ N,

де
η1 = 1, ηk = IXk>max{X1,X2,...,Xk−1}, k = 2, 3, . . . . (10)

Тобто η(l)i — це iндикатор l-кратного рекорду на i-му кроцi.
Нехай N(n, l) — це кiлькiсть l-кратних рекордiв, що вiдбулися до мо-

менту n, у вiдповiднiй F α-схемi. Зауважимо, що

N(n, l) =
n−l+1∑
k=1

η
(l)
k .

Також позначимо через L(n, l) момент n-го l-кратного рекорду.

Теорема 4. Нехай випадковi величини {Xn} утворюють F α-схему. Нехай
l ≥ 1. Тодi умова

∞∑
n=1

l−1∏
i=0

αn+i
An+i

=∞ (11)

є еквiвалентною до iснування майже напевно нескiнченної кiлькостi l-
кратних рекордiв.

Доведення. Дiйсно ряд

∞∑
n=1

l−1∏
i=0

αn+i
An+i

=
∞∑
k=1

P (ηk = 1, ηk+1 = 1, . . . , ηk+l−1 = 1)

тому при розбiжностi ряду (11) отримаємо за лемою Бореля-Кантеллi май-
же напевно нескiнченну кiлькiсть подiй {ηk = 1, ηk+1 = 1, . . . , ηk+l−1 = 1},
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k ≥ 1, що рiвносильнi тому, що вiдбувається нескiнченна кiлькiсть l-кратних
рекордiв майже напевно.

Зауважимо, що твердження про нескiнченну кiлькiсть l-кратних рекор-
дiв можна еквiвалентним чином записати так

N(n, l)→∞, n→∞.

Достатнi умови

Наведемо кiлька простiших умов для iснування нескiнченої кiлькостi
l-кратних рекордiв.

Лема 2. Якщо

lim
n→∞

l−1∏
i=0

αn+i
An+i

6= 0, (12)

то N(n, l) −−−→
n→∞

∞ майже напевно.

Доведення. Якщо виконується умова (12), то очевидно, що n-ий член ряду
(11) не прямує до нуля. Звiдси слiдує, що сам ряд (11) розбiгається. Тодi
за лемою Бореля-Кантеллi маємо, що N(n, l) −−−→

n→∞
∞.

Наступний результат мiстить умови для (12), якi можна перевiряти до-
сить ефективно.

Теорема 5. Нехай αn = g(n) для деякої функцiї g(x). Припустимо, що

g(x) > 0, ∀x ∈ N; (13)

lim
n→∞

g(n− 1)

g(n)
= c, 0 < c < 1. (14)

Тодi майже напевно

N(n, l) −−−→
n→∞

∞, ∀l ∈ N.

Доведення. Оскiльки αn = g(n), то

An =
n∑
k=1

αk =
n∑
k=1

g(n).
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Доведемо, що умова (12) виконується у випадку такої послiдовностi
{αn}. Зрозумiло, що

lim
n→∞

l−1∏
i=0

αn+i
An+i

=
l−1∏
i=0

lim
n→∞

αn+i
An+i

.

Знайдемо границю lim
n→∞

αn+i

An+i
для кожного 0 ≤ i ≤ l − 1:

lim
n→∞

αn+i
An+i

= lim
n→∞

g(n+ i)
n+i∑
k=1

g(k)

.

З умови (14) випливає, що An+i → ∞, n → ∞, та An+i+1 > An+i. Тепер з
теореми Штольца (теорема 12 у роздiлi Додатки) отримуємо

lim
n→∞

g(n+ i)
n+i∑
k=1

g(k)

= lim
n→∞

g(n+ i)− g(n+ i− 1)

g(n+ i)
= lim

n→∞

(
1− g(n+ i− 1)

g(n+ i)

)

= 1− c > 0.

Тому

lim
n→∞

l−1∏
i=0

αn+i
An+i

=
l−1∏
i=0

lim
n→∞

αn+i
An+i

=
l−1∏
i=0

(1− c) = (1− c)l > 0.

Оскiльки lim
n→∞

l−1∏
i=0

αn+i

An+i
6= 0, то за лемою 2 маємо, що майже напевно

N(n, l) −−−→
n→∞

∞, ∀l ∈ N.

Зауваження 1. Найпростiшим випадком послiдовностi {αn}, для якої ви-
конуються умови теореми 5, є геометрична прогресiя, а саме αn = qn−1,
q > 1. Дiйсно, перевiримо умови теореми 5:

умова (13): qx > 1,∀x ∈ N;
умова (14): lim

n→∞
qn−1

qn = 1
q < 1, так як q > 1.
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Таким чином, умови (13) i (14) виконуються й тому у випадку αn = qn,
q > 1, майже напевно

N(n, l) −−−→
n→∞

∞, ∀l ∈ N.

У наступному результатi вказано конкретнi випадки, для яких викону-
ються умови для iснування нескiнченої кiлькостi кратних рекордiв.

Теорема 6. Нехай αn = qn−1

R(n), q > 1, де функцiя R є такою, що

R(x) > 0, ∀x > 0; (15)

lim
n→∞

R(n)

R(n− 1)
= b, b < q. (16)

Тодi майже напевно

N(n, l) −−−→
n→∞

∞, ∀l ∈ N.

Доведення. В цьому випадку g(n) = qn−1

R(n) . Перевiримо умови теореми 5:

умова (13): R(x) > 0⇒ qx−1

R(x) = g(x) > 0;

умова (14): lim
n→∞

g(n−1)
g(n) = lim

n→∞

qn−2

R(n−1)

qn−1

R(n)

= lim
n→∞

R(n)
R(n−1) ·

1
q =

b
q < 1.

Отже, виконуються теореми 5, а це значить, що майже напевно

N(n, l) −−−→
n→∞

∞, ∀l ∈ N.

Наслiдок 1. Нехай αn = qnR(n), де q > 1, а R — правильно змiнна
функцiя. Тодi майже напевно

N(n, l) −−−→
n→∞

∞, ∀l ∈ N.

Стосовно означення та властивостi правильно змiнних функцiй див. [5]
або [18].
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Зауваження. Нижче наведено найпростiшi приклади функцiй R(x), для
яких виконуються умови теореми 6:

1) Степенева функцiя xm,m ∈ R;

2) Логарифмiчна функцiя: loga x, a > 0;

3) Показникова функцiя: ax, 0 < a < q;

4) Деякi оберненi тригонометричнi функцiї, а саме: arctg x, arcctg x;

5) Лiнiйна комбiнацiя даних вище функцiй.

3.2 Скiнченна кiлькiсть кратних рекордiв

У теоремах 5 та 6 були розглянутi умови, при яких майже напевно

N(n, l) −−−→
n→∞

∞, ∀l ∈ N.

Покажемо тепер, що iснують випадки, коли

∃l ∈ N : N(n, l) −−−→
n→∞

∞, але sup
n≥1

N(n, l + 1) <∞.

Приклад 1. Нехай
αn
An

=
1√
n
. (17)

Тодi
∞∑
n=1

αn
An

=
∞∑
n=1

1√
n
=∞.

Тому
∞∑
n=1

αn
An
· αn+1

An+1
=

∞∑
n=1

1√
n
· 1√

n+ 1
=∞;

∞∑
n=1

αn
An
· αn+1

An+1
· αn+2

An+2
=

∞∑
n=1

1√
n
· 1√

n+ 1
· 1√

n+ 2
<∞.

Таким чином, для послiдовнiстi {αn}, яка рекурентно визначається умовою
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(17), маємо майже напевно:

N(n, 1) −−−→
n→∞

∞, N(n, 2) −−−→
n→∞

∞, sup
n≥1

N(n, 3) <∞.

Знайдемо аналiтичний вираз для членiв послiдовностi {αn}, якi визна-
чаються рекурентною формулою (17). Оберемо α1 = 1. З рiвностi (17) ви-
пливає

αn =
An−1√
n− 1

;

α2 =
1√
2− 1

= 1 +
√
2 =

√
2 + 1

2

(
1 +

1

1

)
;

A2 = 1 + (1 +
√
2) = 2 +

√
2 = 2

(
1 +

1√
2

)
;

α3 =
2
(
1 + 1√

2

)
√
3− 1

= (
√
3 + 1)

(
1 +

1√
2

)
=

√
3 + 1

2

(
1 +

1

1

)(
1 +

1√
2

)
;

A3 = 2

(
1 +

1√
2

)
+ (
√
3 + 1)

(
1 +

1√
2

)
=

(
1 +

1√
2

)
(
√
3 + 3) =

= 3

(
1 +

1√
2

)(
1 +

1√
3

)
;

Продовжуючи цю процедуру далi можна отримати, що:

αn =

√
n+ 1

2

n−1∏
k=1

(
1 +

1√
k

)
, n ∈ N;

An =
n

2

n∏
k=1

(
1 +

1√
k

)
, n ∈ N;

Зауважимо, що:

αn =

√
n+ 1√

n− 1 + 1

(
1 +

√
n− 1

n− 1

)
αn−1,

Використовуючи останню рiвнiсть отримуємо, що αn > αn−1.

Iдею прикладу 1 можна застосувати для загального випадку.
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Приклад 2 (Узагальнення прикладу 1). Нехай r ≥ 2 — фiксоване нату-
ральне число. Розглянемо послiдовнiсть {αn, n ∈ N} таку, що:

αn
An

=
1
r
√
n
, n ∈ N. (18)

Тодi
∞∑
n=1

αn
An

=
∞∑
n=1

1
r
√
n
=∞.

Таким чином

∞∑
n=1

m∏
k=0

αn+k
An+k

=∞, m = 0, 1, 2, . . . , (r − 1),

∞∑
n=1

r∏
k=0

αn+k
An+k

<∞.

Тобто якщо послдовнiсть {αn} задовольняє умову (18), то будемо мати, що

N(n,m+ 1) −−−→
n→∞

∞, m = 0, 1, 2, . . . , (r − 1),

sup
n≥1

N(n, r + 1) <∞.

Використовуючи такi ж мiркування, як у прикладi 1, можна отримати,
що:

αn =
Pr−1( r

√
n)

r

n−1∏
k=1

Pr−1

(
1
r
√
k

)
, n > 1;

An =
n

r

r∏
k=1

Pr−1

(
1
r
√
k

)
, n > 1,

де
Pr(z) = 1 + z + · · ·+ zr.

Аналогiчно, зауважимо, що αn > αn−1.
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4 Гранична поведiнка послiдовностей N(n, l)

та L(n, l)

В цьому роздiлi ми встановимо поведiнку майже напевно випадкових
величин L(n, l) та N(n, l). Перший результат стосується звичайних рекор-
дiв в F α-схеми, у якiй αn утворюють геометричну прогресiю.

Теорема 7. Нехай αn = qn−1, q > 1. Тодi

N(n, 1)

n
−−−→
n→∞

1− 1

q
м.н., (19)

L(n, 1)

n
−−−→
n→∞

1

1− 1
q

м.н. (20)

Доведення. Оскiльки l = 1, то η(1)k = ηk (див. (10)) i

E[η
(1)
k ] = P (ηk = 1) =

qk−1

k−1∑
i=0

qi
= 1− qk−1 − 1

qk − 1
;

E[N(n, 1)] = E[S(1)
n ] = E

[
n∑
k=1

η
(1)
k

]
=

n∑
k=1

E[η
(1)
k ] =

n∑
k=1

(
1− qk−1 − 1

qk − 1

)
.

Оскiльки η(1)n є випадковою величиною Бернуллi, то var[η(1)n ] < 1. Звiдси
випливає

∞∑
n=1

var[η
(1)
n ]

n2
<

∞∑
n=1

1

n2
<∞.

Таким чином, умови теореми Колмогорова (теорема 13 у роздiлi Додатки)
про пiдсилений закон великих чисел для незалежних випадкових величин
виконуються.

Для знаходження lim
n→∞

E[S
(1)
n ]

an
скористаємось лемою 4:

lim
n→∞

E[S
(1)
n ]

an
= lim

n→∞

n∑
k=1

(
1− qk−1−1

qk−1

)
n

= 1− 1

q
.
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Використовуючи наслiдок 3 (роздiл Додатки), отримуємо

N(n, 1)

n
=
S
(l)
n

n
−−−→
n→∞

1− 1

q
м.н.

Тобто спiввiдношення (19) виконано.
Оскiльки N(L(n, 1), 1) = n, застосуємо (19) з L(n, 1) замiсть n:

N(L(n, 1), 1)

L(n, 1)
=

n

L(n, 1)
−−−→
n→∞

1− 1

q
м.н.,

Таким чином, спiввiдношення (20) виконано.

Теорема 8. Нехай αn = qn−1, q > 1. Тодi

N(n, 2)

n
−−−→
n→∞

(
1− 1

q

)2

м.н., (21)

L(n, 2)

n
−−−→
n→∞

1(
1− 1

q

)2 м.н. (22)

Доведення. Оскiльки l = 2, то η(2)k = ηkηk+1 (див. (10)) i

E[η
(2)
k ] = P (ηkηk+1 = 1) = P (ηk = 1)P (ηk+1 = 1) =

=

(
1− qk−1 − 1

qk − 1

)(
1− qk − 1

qk+1 − 1

)
.

Покладемо an = n. Нехай n = 2l i розглянемо наступний вираз:

Sn
an

=
η1η2 + η2η3 + · · ·+ ηn−1ηn

n
=

=
η1η2 + η3η4 + · · ·+ ηn−1ηn

n
+
η2η3 + η4η5 + · · ·+ ηn−2ηn−1

n
.

Позначимо

Y
(2)
l,1 = η1η2 + η3η4 + · · ·+ ηn−1ηn =

n/2−1∑
k=0

η
(2)
2k+1 =

l−1∑
k=0

η
(2)
2k+1,
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Y
(2)
l,2 = η2η3 + η4η5 + · · ·+ ηn−2ηn−1 =

n/2−2∑
k=0

η
(2)
2k+2 =

l−2∑
k=0

η
(2)
2k+2.

Тодi матимемо
Sn
an

=
Y

(2)
l,1

2l
+
Y

(2)
l,2

2l
.

Зазначимо, що {η(2)2k+1, k ≥ 1} є послiдовнiстю незалежних випадкових ве-
личин, причому var[η

(r)
2k+1] < 1, оскiльки η

(2)
2k+1 є випадковою величиною

Бернуллi. Звiдси слiдує, що

∞∑
k=1

var[η
(2)
2k+1]

(2k + 1)2
<

∞∑
k=1

1

(2k + 1)2
<∞.

З теореми Колмогорова (теорема 13 в роздiлi Додатки) отримуємо пiдсиле-
ний закон великих чисел для Y (2)

l,1 . Аналогiчно отримуємо пiдсилений закон
великих чисел для Y (2)

l,2 .

Тепер знайдемо границi lim
l→∞

E[Y
(2)
l,1 ]

2l i lim
l→∞

E[Y
(2)
l,2 ]

2l :

lim
l→∞

E[Y
(2)
l ]

2l
= lim

l→∞

E

[
l−1∑
k=0

η
(2)
2k+1

]
2l

= lim
l→∞

l−1∑
k=0

(
1− q2k−1

q2k+1−1

)(
1− q2k+1−1

q2k+2−1

)
2l

=

=

(
1− 1

q

)2
2

на пiдставi леми Кошi (лема 4 в роздiлi Додатки).

Аналогiчно lim
l→∞

E[Y
(2)
l,2 ]

2l =
(1− 1

q)
2

2 . Тому

Y
(2)
l,1

2l
−−−→
l→∞

(
1− 1

q

)2
2

м.н.

Y
(2)
l,2

2l
−−−→
l→∞

(
1− 1

q

)2
2

м.н.
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Звiдси отримуємо

Sn
n

=
S2l

2l
=
Y

(2)
l,1

2l
+
Y

(2)
l,2

2l
−−−→
l→∞

(
1− 1

q

)2
2

+

(
1− 1

q

)2
2

=

(
1− 1

q

)2

м.н.

Аналогiчний результат можна довести для випадку n = 2l − 1. Таким
чином,

N(n, 2)

n
∼ N(n, 2)

n− 1
=

Sn−1
n− 1

−−−→
n→∞

(
1− 1

q

)2

м.н..

Оскiльки N(L(n), 1) = n, застосуємо (21) з L(n, 2) замiсть n:

N(L(n, 2), 2)

L(n, 2)
=

n

L(n, 2)
−−−→
n→∞

(
1− 1

q

)2

м.н.,

Таким чином, спiввiдношення (22) виконано, що i закiнчує доведення тео-
реми.

Зауваження. Методами, аналогiчними до теорем 7 та 8, можна довести,
що при αn = qn−1, q > 1 й довiльного l ≥ 1

N(n, l)

n
−−−→
n→∞

(
1− 1

q

)l
м.н.,

L(n, l)

n
−−−→
n→∞

1(
1− 1

q

)l м.н.

Теорема 9. Нехай αn = g(n), де g(n) задовольняє умови теореми 9.Тодi

N(n, 1)

n
−−−→
n→∞

1− c м.н. (23)

L(n, 1)

n
−−−→
n→∞

1

1− c
м.н. (24)

Доведення. Оскiльки l = 1, то η(1)k = ηk i

E[η
(1)
k ] = P (ηk = 1) =

g(k)
k∑
i=1

g(i)
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E[N(n, 1)] = E[S(1)
n ] = E

[
n∑
k=1

η
(1)
k

]
=

n∑
k=1

E[η
(1)
k ] =

n∑
k=1

g(k)∑k
i=1 g(i)

Оскiльки η(1)n є випадковою величиною Бернуллi, то var[η(1)n ] < 1. А звiдси
слiдує, що

∞∑
n=1

var[η
(1)
n ]

n2
<

∞∑
n=1

1

n2
<∞

Отже, виконуються умови теореми Колмогорова (теорема 13 у роздiлi До-
датки) про пiдсилений закон великих чисел для незалежних випадкових
величин при an = n. Знайдемо lim

n→∞
E[S

(1)
n ]

an
, скориставшись лемою 4 та тим,

що lim
n→∞

g(k)∑k
i=1 g(i)

= 1− c :

lim
n→∞

E[S
(1)
n ]

an
= lim

n→∞

n∑
k=1

g(k)∑k
i=1 g(i)

n
= (1− c)

Тодi використовуючи наслiдок 3, маємо:

N(n, 1)

n
=
S
(1)
n

n
−−−→
n→∞

1− c м.н.

Оскiльки N(L(n, 1), 1) = n, застосуємо (23) з L(n, 1) замiсть n:

N(L(n, 1), 1)

L(n, 1)
=

n

L(n, 1)
−−−→
n→∞

1− c м.н.,

Таким чином спiввiдношення (24) виконано, що i закiнчує доведння теоре-
ми.

Зауваження. Методами, аналогiчними до теореми 8 та 9, можна довести,
що при αn = g(n)

N(n, l)

n
−−−→
n→∞

(1− c)l м.н.,

L(n, l)

n
−−−→
n→∞

1

(1− c)l
м.н.,

де g(n) — функцiя, що задовольняє умови теореми 1.
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Теорема 10. Розглянемо послiдовнiсть αn з прикладу 1, тобто

αn =

√
n+ 1

2

n−1∏
k=0

(
1 +

1√
k

)

причому αn

An
= 1√

n
. Тодi:

N(n, 1)

n1/2
−−−→
n→∞

2 м.н. (25)

L1/2(n, 1)

n
−−−→
n→∞

1

2
м.н. (26)

N(n, 2)

lnn
−−−→
n→∞

1 м.н. (27)

lnL(n, 2)

n
−−−→
n→∞

1 м.н. (28)

Доведення. а) l = 1. Оскiльки l = 1, то η(1)k = ηk i

N(n, 1) =
n∑
k=1

η
(1)
k , E[η

(1)
k ] = P (ηk = 1) =

1√
k

Зауважимо, що

var[η
(1)
k ] =

1√
k
− 1

k
=

√
k − 1

k

E[N(n, 1)] = E[S(1)
n ] = E[

n∑
k=1

η
(1)
k ] =

n∑
k=1

E[η
(1)
k ] =

n∑
k=1

1√
k

Перевiримо умови теореми Колмогорова, де вiзьмемо an =
√
n.

∞∑
n=1

var[η
(1)
n ]

n
=

∞∑
n=1

√
n− 1

n2
=

∞∑
n=1

1

n3/2
−
∞∑
n=1

1

n2
<∞

Отже, умови теореми Колмогорова (теорема 13 у роздiлi Додатки) про
пiдсилений закон великих чисел для незалежних випадкових величин ви-
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конуються. Знайдемо lim
n→∞

E[S
(1)
n ]

an
, скориставшись наслiдком 2:

lim
n→∞

E[S
(1)
n ]

an
= lim

n→∞

n∑
k=1

1√
k

√
n

= lim
n→∞

n∑
k=1

k−1/2

n−1/2+1
=

1

−1
2 + 1

= 2

Тодi, використовуючи наслiдок 3, маємо:

N(n, 1)√
n

=
S
(1)
n√
n
−−−→
n→∞

2 м.н.

Тобто
N(n, 1)

n1/2
−−−→
n→∞

2 м.н.

Оскiльки N(L(n, 1), 1) = n, застосуємо (25) з L(n, 1) замiсть n:

N(L(n, 1), 1)

L1/2(n, 1)
=

n

L1/2(n, 1)
−−−→
n→∞

2 м.н.,

Таким чином спiввiдношення (26) виконано, що i закiнчує доведння пункту
а).

б) N(n, 2) =
n−1∑
k=1

η
(2)
k , η

(2)
k = ηkηk+1, E[η

(2)
k ] = P (ηkηk+1 = 1) = 1√

k(k+1)

Зауважимо, що

var[η
(2
k ] =

1√
k(k + 1)

− 1

k(k + 1)
=

√
k(k + 1)− 1

k(k + 1)

Вiзьмемо в якостi послiдовностi an = lnn. Покажемо, що ряд
∞∑
n=1

var[η
(2)
n ]

ln2 n

збiгається.

∞∑
n=1

var[η
(r)
n ]

ln2 n
=

∞∑
n=1

(
1√

n(n+ 1) ln2 n
− 1

n(n+ 1) ln2 n

)

Оскiльки
∞∑
n=1

1
n(n+1) ln2 n

<
∞∑
n=1

1√
n(n+1) ln2 n

, то для збiжностi ряду
∞∑
n=1

var[η
(r)
n ]

ln2 n

досить довести збiжнiсть ряду
∞∑
n=1

1√
n(n+1) ln2 n

. Порiвняємо даний ряд iз
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збiжним рядом
∞∑
n=1

1
n ln2 n

. Легко бачити, що

∞∑
n=1

1√
n(n+ 1) ln2 n

<
∞∑
n=1

1

n ln2 n
<∞

Тобто ряд
∞∑
n=1

1√
n(n+1) ln2 n

збiгається, а отже ряд
∞∑
n=1

var[η
(r)
n ]

ln2 n
збiгається.

Нехай n = 2l i розглянемо наступний вираз:

Sn
an

=
η1η2 + η2η3 + · · ·+ ηn−1ηn

lnn
=

=
η1η2 + η3η4 + · · ·+ ηn−1ηn

lnn
+
η2η3 + η4η5 + · · ·+ ηn−2ηn−1

lnn

Позначимо

Y
(2)
l,1 = η1η2 + η3η4 + · · ·+ ηn−1ηn =

n/2−1∑
k=0

η
(2)
2k+1 =

l−1∑
k=0

η
(2)
2k+1

Y
(2)
l,2 = η2η3 + η4η5 + · · ·+ ηn−2ηn−1 =

n/2−2∑
k=0

η
(2)
2k+2 =

l−2∑
k=0

η
(2)
2k+2

Тодi матимемо
Sn
an

=
Y

(2)
l,1

ln 2l
+
Y

(2)
l,2

ln 2l

Зазначимо, що {η(2)2k+1, k ≥ 1} є послiдовнiстю незалежних випадкових ве-
личин i

∞∑
k=1

var[η
(2)
2k+1]

ln2 2k
<

∞∑
n=1

var[η
(2)
n ]

ln2 n
<∞,

тобто для неї буде виконуватись умови теореми Колмогорова Аналогiчно i

з послiдовнiстю {η(2)2k+2, k ≥ 1} . Тодi знайдемо lim
l→∞

E[Y
(2)
l,1 ]

ln 2l i lim
l→∞

E[Y
(2)
l,2 ]

ln 2l , скори-
ставшись твердженням 1 роздiлу Додатки та теоремою Штольца (теорема
12 роздiлу Додатки):
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lim
l→∞

E[Y
(2)
l,1 ]

ln 2l
= lim

l→∞

E

[
l−1∑
k=0

η
(2)
2k+1

]
ln 2l

= lim
l→∞

l−1∑
k=0

1√
(2k+1)(2k+2)

ln 2l
=

= lim
l→∞

l−1∑
k=0

1√
(2k+1)(2k+2)

l∑
k=1

1
2k

l∑
k=1

1
2k

ln 2l
=

= lim
l→∞

l−1∑
k=0

1√
4k2+6k+2

l∑
k=1

1
2k

lim
l→∞

1
2(ln l + γ + εl)

ln 2l
=

= lim
l→∞

1√
4l2+6l+2

1
2l

· 1
2
=

1

2
lim
l→∞

2l√
4l2 + 6l + 2

=

=
1

2
lim
l→∞

1√
1− 6

4l +
2
4l2

=
1

2

Аналогiчно lim
l→∞

E[Y
(2)
l,2 ]

ln 2l = 1
2 . Тодi

Y
(2)
l,1

ln 2l
−−−→
l→∞

1

2
м.н.

Y
(2)
l,2

ln 2l
−−−→
l→∞

1

2
м.н.

Тодi

Sn
lnn

=
S2l

ln 2l
=
Y

(2)
l,1

ln 2l
+
Y

(2)
l,2

ln 2l
−−−→
l→∞

1

2
+

1

2
= 1 м.н.

Аналогiчно можна довести у випадку, коли n = 2l− 1. Тодi отримуємо, що

N(n, 2)

lnn
∼ N(n, 2)

ln(n− 1)
=

Sn−1
ln(n− 1)

−−−→
n→∞

1 м.н.
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N(n, 2)

lnn
−−−→
n→∞

1 м.н.

Оскiльки N(L(n, 2), 2) = n, застосуємо (27) з L(n, 2) замiсть n:

N(L(n, 2), 2)

lnL(n, 2)
=

n

lnL(n, 2)
−−−→
n→∞

1 м.н.

Таким чином спiввiдношення (28) виконано, що i закiнчує доведння теоре-
ми.

Теорема 11. Розглянемо послiдовнiсть αn з прикладу 2, тобто:

αn =
Pr−1( r

√
n)

r

n−1∏
k=1

Pr−1

(
1
r
√
k

)
, n > 1

де
Pr(z) = 1 + z + · · ·+ zr,

причому αn

An
= 1

r
√
n
, r > 1. Тодi:

N(n,m)

n1−m/r
−−−→
n→∞

r

r −m
м.н., m = 1, 2, . . . , r − 1; (29)

L1−m/r(n,m)

n
−−−→
n→∞

r −m
r

м.н., m = 1, 2, . . . , r − 1; (30)

N(n, r)

lnn
−−−→
n→∞

1 м.н.; (31)

lnL(n, r)

n
−−−→
n→∞

1 м.н. (32)

Доведення. а) l = 1, 2, 3, . . . r − 1. Розглянемо випадок l = 2, для 2 < l ≤
r − 1 та l = 1 доводиться аналогiчно. Оскiльки l = 2, то η(2)k = ηkηk+1 i

N(n, 2) =
n−1∑
k=1

η
(2)
k , E[η

(2)
k ] = P (ηkηk+1 = 1) =

1
r
√
k(k + 1)

.
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Зауважимо, що

var[η
(2
k ] =

1
r
√
k(k + 1)

− 1
r
√
(k(k + 1))2

=
(k(k + 1))1/r − 1

(k(k + 1))2/r

Вiзьмемо в якостi послiдовностi an = n1−2/r. Покажемо, що ряд
∞∑
n=1

var[η
(2)
n ]

n2(1−2/r)

збiгається.

∞∑
n=1

var[η
(2)
n ]

n2(1−2/r)
=

∞∑
n=1

1

n2−1/r(n+ 1)1/r
−
∞∑
n=1

1

n2(n+ 1)2/r

Оскiльки
∞∑
n=1

1
n2(n+1)2/r

<
∞∑
n=1

1
n2−1/r(n+1)1/r

, то для збiжностi ряду
∞∑
n=1

var[η
(r)
n ]

n2(1−2/r)

досить довести збiжнiсть ряду
∞∑
n=1

1
n2−1/r(n+1)1/r

. Порiвняємо даний ряд iз

збiжним рядом
∞∑
n=1

1
n2 . Легко бачити, що

∞∑
n=1

1

n2−1/r(n+ 1)1/r
<

∞∑
n=1

1

n2
<∞

Тобто ряд
∞∑
n=1

1
n2−1/r(n+1)1/r

збiгається, а отже ряд
∞∑
n=1

var[η
(r)
n ]

n2(1−2/r) збiгається.

Нехай n = 2l i розглянемо наступний вираз:

Sn
an

=
η1η2 + η2η3 + · · ·+ ηn−1ηn

n1−2/r
=

=
η1η2 + η3η4 + · · ·+ ηn−1ηn

n1−2/r
+
η2η3 + η4η5 + · · ·+ ηn−2ηn−1

n1−2/r

Позначимо

Y
(2)
l,1 = η1η2 + η3η4 + · · ·+ ηn−1ηn =

n/2−1∑
k=0

η
(2)
2k+1 =

l−1∑
k=0

η
(2)
2k+1

Y
(2)
l,2 = η2η3 + η4η5 + · · ·+ ηn−2ηn−1 =

n/2−2∑
k=0

η
(2)
2k+2 =

l−2∑
k=0

η
(2)
2k+2
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Тодi матимемо
Sn
an

=
Y

(2)
l,1

(2l)1−2/r
+

Y
(2)
l,2

(2l)1−2/r

Зазначимо, що {η(2)2k+1, k ≥ 0} є послiдовнiстю незалежних випадкових ве-
личин i

∞∑
k=1

var[η
(2)
2k+1]

(2k + 1)2(1−2/r)
<

∞∑
n=1

var[η
(2)
n ]

n2(1−2/r)
<∞

тобто для неї буде виконуватись умови теореми Колмогорова (теорема 13
у роздiлi Додатки) про пiдсилений закон великих чисел. Аналогiчно для

послiдовностi {η(2)2k+2, k ≥ 0}. Тодi знайдемо lim
l→∞

E[Y
(2)
l,1 ]

(2l)1−2/r i lim
l→∞

E[Y
(2)
l,2 ]

(2l)1−2/r , скори-
ставшись теоремою Штольца (теорема 12 роздiлу Додатки):

lim
l→∞

E[Y
(2)
l,1 ]

(2l)1−2/r
= lim

l→∞

E

[
l−1∑
k=0

η
(2)
2k+1

]
(2l)1−2/r

= lim
l→∞

l−1∑
k=0

1
(2k+1)(2k+2)1/r

(2l)1−2/r
=

= lim
l→∞

1

((2l+1)(2l+2))
1/r

(2l)1−2/r − (2(l − 1))1−2/r
=

= lim
l→∞

1

2l
(
(2l+1)(2l+2)

4l2

)1/r
− (2l − 2)

(
(2l+1)(2l+2

(2l−2)2

)1/r =
= lim

l→∞

1

2l
(
4l2+6l+2

4l2

)1/r − (2l − 2)
(
4l2+6l+2
4l2−8l+4

)1/r =
= lim

l→∞

1

2l
(
1 + 3

2l +
1
2l2

)1/r − (2l − 2)
(
1 + 14l−2

4l2−8l+4

)1/r =
= lim

l→∞

1

2l
(
1 + 3

2lr + o(l)
)
− (2l − 2)

(
1 + 14l−2

r(4l2−8l+4) + o(l)
) =

= lim
l→∞

1

2l + 3
r − 2l + 2− 28l2−24l−4

r(4l2−8+4)

=

= lim
l→∞

1

2l + 3
r − 2l + 2− 7

r

=
1

2
(
1− 2

r

) = r

2(r − 2)
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Аналогiчно lim
l→∞

E[Y
(2)
l−1]

(2l)1−2/r =
r

2(r−2) . Тодi

Y
(2)
l,1

(2l)1−2/r
−−−→
l→∞

r

2(r − 2)
м.н.

Y
(2)
l,2

(2l)1−2/r
−−−→
l→∞

r

2(r − 2)
м.н.

Тодi

Sn
n1−2/r

=
S2l

(2l)1−2/r
=

Y
(2)
l

(2l)1−2/r
+

Y
(2)
l−1

(2l)1−2/r
−−−→
l→∞

r

2(r − 2)
+

r

2(r − 2)
=

r

r − 2
м.н.

Аналогiчно можна довести у випадку, коли n = 2l− 1. Тодi отримуємо, що

N(n, 2)

n1−2/r
∼ N(n, 2)

(n− 1)1−2/r
=

Sn−1
(n− 1)1−2/r

−−−→
n→∞

r

r − 2
м.н.

N(n, 2)

n1−2/r
−−−→
n→∞

r

r − 2
м.н.

Оскiльки N(L(n, 2), 2) = n, застосуємо (29) з L(n, 2) замiсть n:

N(L(n, 2), 2)

L1−2/r(n, 2)
=

n

L1−2/r(n, 2)
−−−→
n→∞

r

r − 2
м.н.

Таким чином спiввiдношення (30) виконано. Аналогiчними дiями можна
отримати, що:

N(n,m)

n1−m/r
−−−→
n→∞

r

r −m
м.н., m = 2, 3, . . . , r − 1

L1−m/r(n,m)

n
−−−→
n→∞

r −m
r

м.н., m = 2, 3, . . . , r − 1
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б) l = r. Оскiльки l = r, то η(r)k =
r−1∏
j=0

ηk+j i

N(n, r) =
n−r+1∑
k=1

η
(r)
k , E[η

(r)
k ] = P

(
r−1∏
j=0

ηk+j = 1

)
=

r−1∏
j=0

1

(k + j)1/r

Зауважимо, що

var[η
(r)
k ] =

r−1∏
j=0

1

(k + j)1/r
−

r−1∏
j=0

1

(k + j)2/r
=

r−1∏
j=0

(k + j)1/r − 1

r−1∏
j=0

(k + j)2/r

Вiзьмемо в якостi послiдовностi an = lnn. Покажемо, що ряд
∞∑
n=1

var[η
(r)
k ]

ln2 n

збiгається.

∞∑
n=1

var[η
(r)
n ]

ln2 n
=

∞∑
n=1

(
r−1∏
j=0

1

(n+ j)1/r ln2 n
−

r−1∏
j=0

1

(n+ j)2/r ln2 n

)

Оскiльки
∞∑
n=1

r−1∏
j=0

1
(n+j)2/r ln2 n

<
∞∑
n=1

r−1∏
j=0

1
(n+j)1/r ln2 n

, то для збiжностi ряду
∞∑
n=1

var[η
(r)
n ]

ln2 n

досить довести збiжнiсть ряду
∞∑
n=1

r−1∏
j=0

1
(n+j)1/r ln2 n

. Порiвняємо даний ряд iз

збiжним рядом
∞∑
n=1

1
n ln2 n

. Легко бачити, що

∞∑
n=1

r−1∏
j=0

1

(n+ j)1/r ln2 n
<

∞∑
n=1

1

n ln2 n
<∞

Отже, маємо, що ряд
∞∑
n=1

var[η
(r)
n ]

ln2 n
збiгається.
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Нехай n = rl i розглянемо наступний вираз:

Sn
an

=
η1η2 . . . ηr + η2η3 . . . ηr+1 + · · ·+ ηn−r+1ηn−r+2 . . . ηn

lnn
=

=
η1η2 . . . ηr + ηr+1ηr+2 . . . η2r + · · ·+ ηn−r+1ηn−r+2 . . . ηn

lnn
+

+
η2η3 . . . ηr+1 + ηr+2ηr+3 . . . η2r+1 + · · ·+ ηn−2r+2ηn−2r+3 . . . ηn−r+1

lnn
+

+ · · ·+
+

ηrηr+1 . . . η2r−1 + η2rη2r+1 . . . η3r−1 + · · ·+ ηn−rηn−r+1 . . . ηn−1
lnn

Позначимо

Y
(r)
l,1 = η1η2 . . . ηr + ηr+1ηr+2 . . . η2r + · · ·+ ηn−r+1ηn−r+2ηn =

=

n/r−1∑
k=0

η
(r)
rk+1 =

l−1∑
k=0

η
(r)
rk+1

Y
(r)
l,2 = η2η3 . . . ηr+1 + ηr+2ηr+3 . . . η2r+1 + · · ·+ ηn−2r+2ηn−2r+3 . . . ηn−r+1 =

=

n/r−2∑
k=0

η
(r)
rk+2 =

l−2∑
k=0

η
(r)
rk+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Y
(r)
l,r = ηrηr+1 . . . η2r−1 + η2rη2r+1 . . . η3r−1 + · · ·+ ηn−rηn−r+1 . . . ηn−1 =

=

n/r−2∑
k=0

η
(r)
rk+r =

l−2∑
k=0

η
(r)
rk+r

Тодi матимемо
Sn
an

=
Y

(r)
l,1

ln rl
+
Y

(r)
l,2

ln rl
+ · · ·+

Y
(r)
l,r

ln rl

Зазначимо, що {η(r)rk+i, k ≥ 1}, i = 1, 2, . . . , r є послiдовнiстю незалежних
випадкових величин i

∞∑
l=1

var[η
(r)
rl+i]

ln2(rl + i)
<

∞∑
n=1

var[η
(r)
n ]

ln2 n
<∞, i = 1, 2, . . . , r

Тобто для них буде виконуватись умови теореми Колмогорова (теорема 13
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у роздiлi Додатки) про пiдсилений закон чисел для незалежних випад-

кових величин. Тодi знайдемо lim
l→∞

E[Y
(r)
l,i ]

ln rl , i = 1, 2, . . . , r.. Зробимо це для
i = 1,скориставшись твердженням 1 та теоремою Штольца (теорема 12
роздiлу Додатки):

lim
l→∞

E[Y
(r)
l,1 ]

ln rl
= lim

l→∞

E

[
l−1∑
k=0

η
(r)
rk+1

]
ln rl

= lim
l→∞

l−1∑
k=0

r−1∏
j=0

1
(rk+1+j)1/r

ln rl
=

= lim
l→∞

l−1∑
k=0

r−1∏
j=0

1
(rk+1+j)1/r

l∑
k=1

1
rk

l∑
k=1

1
rk

ln rl
=

= lim
l→∞

l−1∑
k=0

r−1∏
j=0

1
(rk+1+j)1/r

l∑
k=1

1
rk

1
r(ln l + γ + εl)

ln rl
=

= lim
l→∞

r−1∏
j=0

1
(rl+j)1/r

1
rl

· 1
r
=

1

r
lim
l→∞

rl
r−1∏
j=0

(rl + j)1/r
=

1

r

Аналогiчно lim
l→∞

E[Y
(r)
l,i ]

ln rl = 1
r , i = 2, 3, . . . , r. Тодi

Y
(r)
l,i

ln rl
−−−→
l→∞

1

r
м.н., i = 1, 2, . . . , r

Отже,
Sn
an

=
r∑

k=1

Y
(r)
l,k

ln rl
−−−→
l→∞

r∑
k=1

1

r
= 1 м.н.

Аналогiчно доводиться для випадкiв n 6= rl. Тодi маємо, що:

N(n, r)

lnn
∼ N(n, r)

ln(n− r)
−−−→
n→∞

1 м.н.
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N(n, r)

lnn
−−−→
n→∞

1 м.н.

Оскiльки N(L(n, r), r) = n, застосуємо (31) з L(n, r) замiсть n:

N(L(n, r), r)

lnL(n, r)
=

n

lnL(n, r)
−−−→
n→∞

1 м.н.

Таким чином спiввiдношення (30) виконано, що i закiнчує доведення тео-
реми.
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5 Охорона працi та безпеки в надзвичайних
сутуацiях

Тема магiстерської дисертацiї асоцiюється з науковими дослiдженнями
теоретичного характеру в галузi математики. Такi дослiдження зазвичай
супроводжуються потужною розумовою працею, яка найчастiше вiдбуває-
ться в унiверситетських примiщеннях, у залах бiблiотек, вдома у працiвни-
кiв. Для того, щоб результати розумової працi були якомога кращi, необ-
хiдно органiзувати оптимальнi умови працi на робочому мiсцi та звернути
увагу на складнiсть i специфiку розумової працi.

5.1 Оцiнка напруженостi працi

Використовуючи «Гiгiєнiчну класифiкацiю працi за показниками шкi-
дливостi та небезпечностi факторiв виробничого середовища, важкостi та
напруженостi трудового процесу», ми встановили, що умови працi, в яких
здiйснювалася робота над дисертацiєю, можна вiднести до допустимих. Пiд
допустимими умовами працi розумiють такi, що характеризуються рiвня-
ми факторiв виробничого середовища та трудового процесу, якi не переви-
щують встановлених нормативiв, а можливi змiни функцiонального стану
органiзму вiдновлюються за час регламентованого вiдпочинку чи до поча-
тку наступної змiни та не чинять несприятливого впливу на стан здоров’я
працюючих i їх потомство в найближчому та вiддаленому перiодах. За цiєю
ж квалiфiкацiєю ми оцiнили важкiсть трудового процесу. Оскiльки робо-
та не передбачає фiзичних навантажень, ми пропускаємо всi пункти, якi
визначають обсяг саме фiзичної роботи. Доцiльним видається лише оцiнка
за пунктом «Стереотипнi робочi рухи». За цим пунктом клас працi можна
оцiнювати як «Оптимальний» (легке фiзичне навантаження), тобто кiль-
кiсть рухiв за змiну є меншою, нiж 20000. Статичнi навантаження також
не передбаченi при виконаннi магiстерської дисертацiї. За пунктом «Робо-
ча поза» умови працi можна також вiднести до оптимального класу, що
передбачає вiльну, зручну позу, можливiсть змiни пози (сидячи-стоячи) за
бажанням працiвника та знаходження в позi «стоячи» до 40% часу змi-
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ни. Пункт «Нахили корпуса» – менше 50, тобто за цим пунктом умови
працi також можна вiднести до оптимальних. Те ж саме стосується й пун-
кту «Перемiщення у просторi», якi складають у даних умовах працi мен-
ше 4 кiлометрiв по горизонталi. Оцiнка напруженостi трудового процесу
здiйснюється на пiдставi облiку факторiв, що характеризують напруже-
нiсть працi, а саме: iнтелектуальнi, сенсорнi, емоцiйнi навантаження, сту-
пiнь монотонностi працi, режим роботи. Iнтелектуальне навантаження при
виконаннi магiстерської дисертацiї можна оцiнити як навантаження важ-
кого ступеня (3,2) – евристична (творча) дiяльнiсть, що вимагає вирiшення
складних завдань за вiдсутнiстю алгоритму. Особисте керiвництво в скла-
дних ситуацiях. Сприймання сигналiв (iнформацiї) та їх оцiнка – важкий
рiвень навантажень (3,1), який передбачає сприймання сигналiв з подаль-
шим порiвнянням фактичних значень параметрiв iз їх номiнальним значе-
нням. Заключна оцiнка фактичних значень параметрiв. Розподiл функцiй
за ступенем складностi завдання оцiнюється як середнє навантаження –
обробка, виконання завдання та його перевiрка. Характер виконуваної ро-
боти можна оцiнити за другим рiвнем складностi (допустимий) – робота за
встановленим графiком iз можливим його коректуванням у ходi дiяльно-
стi. Щiльнiсть сигналiв та повiдомлень в середньому за 1 годину складає
менше 75, тому за цим критерiєм робота оцiнюється як легка. Кiлькiсть
об’єктiв одночасного спостереження в середньому становить до 5, тобто
за цим фактором робота теж оцiнюється як легка. Оцiнка напруженостi
роботи за пунктом «Навантаження на зоровий аналiзатор» здiйснюється
за таким критерiєм – «Розмiр об’єкту розрiзнення при тривалостi спосте-
реження (% вiд часу змiни)», роботу можна класифiкувати як легку або
допустиму, оскiльки об’єкти розрiзнення становлять менше, нiж 5 мм, про-
те значно бiльше нiж 0,3 мм. Роботи з оптичними приладами та екранами
вiзуального дисплейного термiналу не передбачено. За критерiєм «Наван-
таження на слуховий аналiзатор» робота оцiнюється як легка, тобто пiд
час виконання роботи розбiрливiсть слiв i сигналiв становить 90 – 100%,
перешкоди вiдсутнi. Навантаження на голосовий апарат (сумарна кiлькiсть
годин, якi наговорюється протягом тижня) – легкого рiвня, до 16 годин на
тиждень. Емоцiйне навантаження. Ступiнь вiдповiдальностi за результат
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своєї дiяльностi. Значущiсть помилки – допустимий, другий рiвень важко-
стi, працiвник несе вiдповiдальнiсть за функцiональну якiсть допомiжних
робiт. Робота вимагає додаткових зусиль з боку керiвництва. Ступiнь ризи-
ку для власного життя та ступiнь вiдповiдальностi за безпеку iнших осiб –
виключенi. Монотоннiсть навантажень оцiнюється за такими критерiями:
кiлькiсть елементiв, необхiдних для реалiзацiї простого завдання, стано-
вить бiльше 10; тривалiсть виконання простих виробничих завдань (опера-
цiй), якi повторюються – бiльше 100 секунд; час активних дiй становить
бiльше 20 вiдсоткiв вiд тривалостi робочого часу; монотоннiсть виробничої
обстановки (пасивне спостереження в % вiд тривалостi змiни) становить
менше 75%. Отже, за монотоннiстю навантажень праця класифiкується
як праця найлегшого рiвня. За параметром «Режим працi» роботу можна
також вiднести до легкої, ураховуючи оцiнку всiх критерiїв: фактична три-
валiсть робочого дня становить 6 – 7 годин та менше; робота передбачає
одну змiну, без працi у нiчний час; перерви регламентованi та становлять
бiльше 7% вiд часу змiни. Отже, всi критерiї, за винятком тих, якi скла-
дають оцiнку напруженостi працi, характеризуються найлегшим, першим
рiвнем складностi. Лише два, якi стосуються iнтелектуального навантаже-
ння та сприймання iнформацiї i її оцiнки, а зокрема змiсту, оцiненi нами
найвищим балом складностi.

5.2 Аналiз психологiчних аспектiв працi

Цей пункт є особливо важливим пiд час оцiнки умов працi, оскiльки
наш вид роботи передбачає переважно розумове навантаження. Широко
поширене помилкове уявлення про розумову працю як працю легку. Таке
уявлення основане на тому, що при розумовiй працi енергетичнi витрати
значно нижчi, нiж при фiзичнiй. Але слiд вiдзначити, що при iнтенсивнiй
iнтелектуальнiй дiяльностi потреба мозку в енергiї пiдвищується та стано-
вить 15 – 20% вiд загального об’єму енергiї, яка витрачається в органiзмi.
При цьому вживання кисню 100 г кори головного мозку в 5 разiв бiльше,
нiж скелетними м’язами тiєї ж ваги при максимальному фiзичному наван-
таженнi. Розумова праця має ряд особливостей. Найчастiше вони пов’язанi
з тривалою роботою в закритому примiщеннi та сидячим способом життя.
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Посилена робота мозку вимагає великого припливу кровi до нього, що, в
свою чергу, пов’язано з пiдвищенням тонусу судин мозку. Це фiзiологiчне
пiдвищення тонусу судин при неправильнiй органiзацiї працi може перейти
в патологiчне, що може призвести до стiйкого пiдвищення артерiального
тиску. Робота сидячи, найчастiше в напiвзiгнутому положеннi приводить до
тривалого здавлення грудної клiтини, що погiршує вентиляцiйну здатнiсть
легень та веде до розвитку хронiчної кисневої недостатностi. При тривалiй
роботi сидячи створюються також умови для застою кровi в органах че-
ревної порожнини та тазу, знижується моторна дiяльнiсть кишечника, що
може призвести до порушення їх функцiй. При невмiннi правильно органi-
зувати розумову працю настає стан хронiчної втоми, який може закiнчити-
ся виснаженням нервової системи чи розвитком судинного захворювання.
Першими ознаками хронiчної втоми є зниження уваги, ослаблення пам’я-
тi, погiршення апетиту, дратiвливiсть або апатiя, перiодичнi головнi болi,
розлади сну, якi в одних випадках виявляються сонливiстю, в iнших – без-
сонням. Для того, щоб попередити захворювання, пов’язанi з хронiчною
втомою, перш за все необхiдно врегулювати сон. Для цього рекомендує-
ться лягати спати завжди в один i той самий час. За 1 годину до настання
сну слiд припинити напружену роботу та присвятити цей час вiдпочин-
ку. Також при напруженiй розумовiй працi рекомендується здiйснювати
кожного дня прогулянки на свiжому повiтрi.

5.3 Нормування працi, вибiр оптимального режиму пра-

цi та вiдпочинку

Оскiльки робота над дисертацiєю була плановою, проте не передбачала
строгої звiтностi, режим працi залежав лише вiд працiвника. Оптимальним
у цьому випадку є такий режим, за якого робота розподiляється на при-
близно однакову кiлькiсть годин щодня, з обов’язковими перервами кожну
годину на 10 хвилин для того, щоб дати вiдпочинок зору та зробити невели-
ку розминку, i тим самим не допускати стану втоми та сприяти збереженню
високої працездатностi та оптимального функцiонального стану органiзму
протягом роботи. Також потрiбно уникати роботи в нiчний час, коли мозку
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необхiдний вiдпочинок i всi процеси в органiзмi уповiльнюються. Стосовно
початку роботи та її закiнчення, перiодичностi та тривалостi перерв, то в
цьому випадку працiвник може сам встановлювати свiй оптимальний ре-
жим, спостерiгаючи, в якi години робота є найбiльш продуктивною, а коли
вiдпочинок приносить найбiльше користi, скiльки часу потрiбно iндивiду-
ально працiвнику на вiдновлення сил i скiльки часу вiн може працювати
до появи вiдчуття втоми. Потрiбно також враховувати, що несприятливi
умови працi створюють додаткове функцiональне навантаження на орга-
нiзм працiвника, що зумовлює необхiднiсть скорочення перiодiв роботи та
збiльшення часу вiдпочинку, а також скорочення робочого часу. У цьому
випадку розробляються так званi компенсаторнi режими працi та вiдпо-
чинку.

5.4 Санiтарiя та гiгiєна робочого мiсця

Вимоги до примiщення Примiщення, в якому проводилася робота над
дисертацiєю, вiдповiдає нормам. Оскiльки у примiщеннi лише один ком-
п’ютер, усi норми стосовно розташування кiлькох комп’ютерiв та робочих
мiсць ми опускаємо. Площа кiмнати становить бiльше нiж 6 кв. м. Ви-
моги до органiзацiї робочого мiсця Оскiльки використання комп’ютера є
перiодичним i не є основним видом працi, то вiн розмiщується на пристав-
ному столi, з лiвого боку вiд основного робочого столу. Основне робоче
мiсце являє собою стiл, розмiри якого задовольняють норми (висота – 725
мм, ширина – 1000 мм, глибина – 800 мм). Робоче сидiння має всi необхi-
днi основнi елементи: сидiння, спинку, стацiонарнi пiдлокiтники. Пристав-
ний стiл, на якому розташований комп’ютер, також задовольняє норми
та забезпечує пiдтримання оптимальної робочої пози. Вимоги до освiтлен-
ня Вiдносно вiкон робоче мiсце розташоване з лiвого боку, тому природне
свiтло задовольняє норми. Штучне освiтлення примiщення не вiдповiдає
нормам, оскiльки не має системи загального рiвномiрного освiтлення. На
робочому мiсцi встановленi свiтильники мiсцевого освiтлення, якi значно
покращують роботу з книгами. Немає можливостi використовувати систе-
му вимикачiв, що дозволяє регулювати iнтенсивнiсть штучного освiтлення
залежно вiд iнтенсивностi природного, а також дозволяє освiтлювати тiль-
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ки потрiбнi для роботи зони примiщення. Вимоги до вентиляцiї, опалення,
кондицiювання, мiкроклiмату У примiщеннi в холодний та теплий перiоди
року пiдтримується температура 22 – 23oС, що є оптимальною. Вологiсть
повiтря також перебуває у межах норми. Вимоги електробезпеки Усi про-
вiдники вiдповiдають номiнальним параметрам мережi та навантаження,
умовам навколишнього середовища, умовам розподiлу провiдникiв, темпе-
ратурному режиму. Персональний комп’ютер i периферiйнi пристрої пiд-
ключаються до електромережi тiльки за допомогою справних штепсельних
з’єднань та електророзеток заводського виготовлення. Дотримуються та-
кож усi правила експлуатацiї кабелiв i розеток, пошкодженi пристрої не
використовуються. Усi деталi та пристрої, якi нагрiваються пiд час експлу-
атацiї, iзольованi вiд контактiв iз горючими речовинами та водою. Вимоги
до рiвнiв шуму та вiбрацiй Пiд час роботи не використовувалися жоднi шу-
мопоглинаючi пристрої, оскiльки рiвень шуму в примiщеннi був зведений
до мiнiмуму, так само як i стороннi звуки; поруч не працювала нiяка технi-
ка, яка могла б чинити шум та вiбрацiї. Тому будемо вважати, що рiвень
шуму та вiбрацiй на робочому мiсцi був мiнiмальним.

5.5 Охорона працi пiд час роботи з комп’ютером

Пiд час роботи з комп’ютером були дотриманi всi правила безпечно-
го користування комп’ютером. Окрiм дотримання правил гiгiєни, про якi
вже було сказано вище, було дотримано порядок дiй на початку та при
завершеннi роботи; вiдсутнiсть будь-яких втручань у роботу деталей ком-
п’ютера пiд час його роботи; вiдсутнiсть поблизу предметiв, якi можуть
завадити нормальнiй роботi комп’ютера або пошкодити його, а також по-
жежонебезпечних речовин i предметiв. Не використовувалося обладнання,
яке перевищило термiн експлуатацiї, вiдремонтоване в домашнiх умовах,
ненадiйне чи поламане. Потрiбно зазначити також, що пiд час роботи бу-
ло використано плоский монiтор останнiх модифiкацiй, який є найменш
шкiдливим для зору.
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Висновки

В роботi вивчаються властивостi рекордiв та рекордних моментiв, якi
вiдповiдають послiдовностям випадкових величин. Наведено нове понят-
тя кратних рекордiв; доведено, що в класичнiй постановцi майже напевно
iснує лише скiнченна кiлькiсть кратних рекордiв.

Розглянуто так звану F α-схему, для якої майже напевно можуть iсну-
вати нескiнченно багато кратних рекордiв. Наведено умови на послiдов-
нiсть {αn}, при яких майже напевно iснує нескiнченна кiлькiсть кратних
рекордiв. Для будь-якого натурального r побудовано приклади F α-схем,
для яких майже напевно iснує нескiнченно багато r-кратних рекордiв, але
тiльки скiнченна кiлькiсть (r + 1)-кратних рекордiв.

Вивчено асимптотичну поведiнку кратних рекордiв та рекордних мо-
ментiв, побудованих з F α-схем. Виявилось, що ця поведiнка вiдрiзняється
вiд класичної i визначається вiдповiдною послiдовнiстю {αn}. Доведено
пiдсиленi закони великих чисел для l-кратних рекордiв N(n, l) та рекор-
дних моментiв L(n, l). На вiдмiну вiд класичного випадку iндикатори кра-
тних рекордiв не є незалежними випадковими величинами, тому у доведен-
нi граничних результатiв використовується технiка дляm-залежних випад-
кових величин.

Побудовано ряд прикладiв, якi показують рiзнi нормування у пiдси-
лених законах великих чисел для кратних рекордiв та рекордних момен-
тiв. Основну увагу придiлено моделi Янга (F α-схема, у якiй {αn} є гео-
метричною послiдовнiстю), яка використовується для прогнозування олiм-
пiйських рекордiв з рiзних видiв спорту.

Отриманi результати дають змогу бiльш широко використовувати F α-
схему на практицi для прогнозування 2-, 3- та l-кратних рекордiв у спортi,
метереологiї, гiдрологiї i т. д.
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Додатки

В цьому роздiлi зiбрано вiдомi результати та означення, якi використо-
вуються в основному текстi роботи.

Лема Бореля–Кантеллi

Лема 3. Нехай Cn, n ≥ 1 – деяка послiдовнiсть випадкових подiй, тобто
Cn ∈ F, n ≥ 1. Тодi:

а) Якщо
∞∑
n=1

P (Cn) <∞, то P (Cn нескiнченне число разiв) = 0;

б) Якщо
∞∑
n=1

P (Cn) =∞, i подiї {Cn} незалежнi в сукупностi, то

P (Cn нескiнченне число разiв) = 1.

Теорема Штольца

Теорема 12 (Теорема Штольца). Нехай {xn} i {yn} — двi послiдовностi
дiйсних чисел, причому послiдовнiсть {yn} строго зростає (починаючи з
деякого номера) i є необмеженою. Тодi

lim
n→∞

xn
yn

= lim
n→∞

xn − xn−1
yn − yn−1

.

Наслiдок 2. Позначимо xn = 1 + 2β + · · ·+ nβ. Якщо β > −1, то

xn ∼
nβ+1

β + 1
або lim

n→∞

nβ+1

xn
= β + 1 або lim

n→∞

xn
nβ+1

=
1

β + 1
.
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Теорема Колмогорова

Теорема 13 (Теорема Колмогорова). Нехай {Xn} - послiдовнiсть незале-

жних випадкових величин, an ↑ ∞. Якщо
∞∑
n=1

var[Xn]
a2n

<∞, тодi

Sn − E[Sn]
an

−−−→
n→∞

0 м.н.,

де Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn.

Наслiдок 3. Якщо виконуються умови теореми 13 i

lim
n→∞

E[Sn]

an
= c <∞,

то
Sn
an
−−−→
n→∞

c м.н.

Лема Кошi

Лема 4 (лема Кошi). Нехай lim
n→∞

cn = c. Тодi

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

ck = c

Константа Ойлера–Маклорена

Твердження 1. Нехай Hn =
n∑
k=1

1
n. Тодi

Hn = lnn+ γ + εn,

де γ = 0, 5772 . . . — стала Ойлера-Маскеронi, а εn −−−→
n→∞

0.

m-залежнi випадковi величини

Означення. Послiдовнiсть випадкових величин {Yi, i = 1, 2 . . . } називає-
ться m-залежною, якщо величини (Y1, . . . , Yr) i (Ys, Ys+1, . . . ) незалежнi
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тодi, коли s− r > m.

Правильно змiннi функцiї

Означення. Функцiя R називається правильно змiнною, якщо вона ви-
значена та додатна при x ≥ x0 > 0, а границя

lim
x→∞

R(λx)

R(x)

iснує i є скiнченою для всiх λ > 0.
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