
НАЦIОНАЛЬНИЙ ТЕХНIЧНИЙ УНIВЕРСИТЕТ УКРАЇНИ
«КИЇВСЬКИЙ ПОЛIТЕХНIЧНИЙ IНСИТУТ»
ФIЗИКО-МАТЕМАТИЧНИЙ ФАКУЛЬТЕТ

КАФЕДРА МАТЕМАТИЧНОГО АНАЛIЗУ ТА ТЕОРIЇ ЙМОВIРНОСТЕЙ

«На правах рукопису» «До захисту допущено»
УДК 519.21 Завiдувач кафедри

(пiдпис)
О. I. Клесов

(iнiцiали, прiзвище)
“ ” 20 р.

Магiстерська дисертацiя
на здобуття ступеня магiстра

зi спецiальностi 8.04020101, «Математика»
(код i назва спецiальностi)

на тему «Великi вiдхилення оцiнок параметрiв регресiї з неперервним часом»
Виконала: студенткаVI курсу, групи ОМ-41м

(шифр групи)

Кароль Богдана Вiкторiвна
(прiзвище, iм’я, по батьковi) (пiдпис)

Науковий керiвник д. ф.- м. н., проф. Iванов О. В.
(посада, науковий ступiнь, вчене звання, прiзвище та iнiцiали) (пiдпис)

Консультант з охорони працi та безпеки в надзвичайних ситуацiях
(назва роздiлу)

к. т. н., доц. Мiтюк Л. О.
(посада, науковий ступiнь, вчене звання, прiзвище та iнiцiали) (пiдпис)

Рецензент Член.-кор. НАНУ, зав. вiддiлом мат. методiв дослiдження
операцiй Iнституту кiбернетики iм. В. М. Глушкова НАНУ

д. ф.-м. н., проф. Кнопов П. С.
(посада, науковий ступiнь, вчене звання, прiзвище та iнiцiали) (пiдпис)

Засвiдчую, що у цiй дипломнiй роботi
немає запозичень з праць iнших авторiв
без вiдповiдних посилань.
Студент

(пiдпис)

Київ - 2016 року



2

Нацiональний технiчний унiверситет України
«Київський полiтехнiчний iнститут»

Iнститут (факультет) фiзико-математичний
(повна назва)

Кафедра математичного аналiзу та теорiї ймовiрностей
(повна назва)

Рiвень вищої освiти - другий (магiстерський)
Спецiальнiсть 8.04020101, «Математика»

(код i назва)

ЗАТВЕРДЖУЮ
Завiдувач кафедри

(пiдпис)
О. I. Клесов

(iнiцiали, прiзвище)
“ ” 20 р.

ЗАВДАННЯ
на магiстерську дисертацiю студенту

Кароль Богданi Вiкторiвнi

1) Тема дисертацiї «Великi вiдхилення оцiнок параметрiв регресiї з
неперервним часом»
науковий керiвник дисертацiї Iванов Олександр Володимирович

д. ф.- м. н., проф.
(прiзвище, iм’я по батьковi, науковий ступiнь, вчене звання)

затвердженi наказом по унiверситету вiд «23» лютого 2016р № 870с

2) Термiн подання студентом дисертацiї «15» червня 2016р

3) Об’єкт дослiдження: нелiнiйнi моделi регресiї з дискретним та
неперервним часом

4) Предмет дослiдження: експоненцiальнi оцiнки ймовiрностей великих
вiдхилень нормованої оцiнки найменших квадратiв параметрiв нелiнiйних
моделей регресiї



3

5) Перелiк завдань, якi потрiбно розробити

a) основна частина:

1. Опрацювати статтю А. Сайдерса та К. Джапарiдзе. Детально
розiбрати доведення загальної теореми про ймовiрностi
великих вiдхилень нормованих М-оцiнок.

2. Застосувати цю теорему для отримання теорем про ймовiрностi
великих вiдхилень нормованої оцiнки найменших квадратiв
в моделi регресiї з дискретним часом у випадках:

- сумiсно строго субгауссiвських похибок спостережень;

- стацiонарних сумiсно строго субгауссiвських помилок
спостережень.

3. Розглянути вiдповiдну нелiнiйну модель регресiї з неперервним
часом i сформулювати та довести вiдповiднi теореми у
випадках:

- гауссiвського стацiонарного випадкового шуму;

- сумiсно строго субгауссiвського випадкового шуму;

- стацiонарного сумiсно строго субгауссiвського випадкового
шуму.

б) охорона працi:

1. Оцiнка важкостi та напруженостi працi.

2. Аналiз психологiчнх аспектiв умов працi.

3. Нормування працi i вибiр оптимального режиму працi та
вiдпочинку.

4. Санiтарiя та гiгiєна робочого мiсця.

5. Охорона працi при використаннi технiчних засобiв.

6) Орiєнтовний перелiк публiкацiй:

1. Кароль Б. В. Ймовiрностi великих вiдхилень оцiнки параметра
гауссiвської регресiї з неперервним часом: V-та всеукраїнська



4

наукова конференцiя молодих вчених з математики та фiзики,
25-26 квiтня 2016 р., Київ: Матерiали конф. С.1. Математичного
аналiзу, теорiї ймовiрностей, диференцiальних рiвнянь – К.: НПУ
iм. М. П. Драгоманова 2016. – с. 10.

2. Кароль Б. В. Iмовiрностi великих вiдхилень оцiнки найменших
квадратiв в гауссiвськiй регресiї: XVII-та мiжнародна наукова
конференцiя iм. акад. М. Кравчука, 19-20 травня 2016 р.,
Київ: Матерiали конф. С.3. Теорiя ймовiрностей та математична
статистика – К.: НТУУ “КПI” 2016., т. 3, с. 84.

7) Консультанти роздiлiв дисертацiї

Роздiл
Прiзвище, iнiцiали та
посада консультанта

Пiдпис, дата
завдання
видав

завдання
прийняв

Охорона працi та
безпека в надзви-
чайних ситуацiях

доцент Мiтюк Л. О.

8) Дата видачi завдання 01.02.2016

Календарний план

№
з
/
п

Назва етапiв виконання магiстер-
ської дисертацiї

Термiн вико-
нання етапiв
магiстерської
дисертацiї

Примiтка

1 Отримання завдання на магiстер-
ську дисертацiю. Узгодження по-
переднього змiсту дипломної робо-
ти. Робота з лiтературою.

8.02.2016 виконано



5

2 Детальний запис доведення загаль-
ної теореми Сайдерса-Джапарiдзе
про ймовiрностi великих вiдхилень
статистичних оцiнок.

29.02.2016 виконано

3 Iмовiрностi великих вiдхилень
оцiнки найменших квадратiв в
моделях регресiї з дискретним
часом.

04.04.2016 виконано

4 Iмовiрностi великих вiдхилень
оцiнки найменших квадратiв в
моделях регресiї з неперервним
часом.

23.05.2016 виконано

5 Оформлення роботи. 10.06.2016 виконано

Студент
(пiдпис)

Б. В. Кароль
(iнiцiали, прiзвище)

Науковий керiвник дисертацiї
(пiдпис)

О. В. Iванов
(iнiцiали, прiзвище)



6

Реферат

Магiстерська дисертацiя: 90 сторiнок, слайдiв для проектора, 31

першоджерело.
Вивчаються ймовiрностi великих вiдхилень нормованої оцiнки наймен-

ших квадратiв параметрiв нелiнiйних моделей регресiї з дискретним та не-
перервним часом.

Мета роботи полягає в отриманнi умов до функцiї регресiї та випадко-
вого шуму (помилок спостережень), за яких ймовiрностi великих вiдхилень
оцiнки найменших квадратiв спадають iз показниковою швидкiстю.

Завданням роботи є отримання результатiв про ймовiрностi великих вiд-
хилень оцiнки найменших квадратiв за рiзними припущеннями щодо еле-
ментiв моделi регресiї: функцiї регресiї та випадкового шуму. Об’єктом до-
слiдження є нелiнiйнi моделi регресiї з дискретним та неперервним часом.
Предметом дослiдження є експоненцiальнi оцiнки ймовiрностей великих
вiдхилень нормованої оцiнки найменших квадратiв параметрiв нелiнiйних
моделей регресiї.

Для отримання вказаних результатiв використано складнi поняття тео-
рiї ймовiрностей, математичної статистики та теорiї випадкових процесiв.

Запропоновано сукупнiсть умов на елементи регресiйних моделей, за
яких ймовiрностi великих вiдхилень норми нормованої деякою матрицею
рiзницi оцiнки найменших квадратiв та невiдомого значення параметра збi-
гаються до нуля з експоненцiальною швидкiстю, що визначає актуальнiсть,
важливiсть та новизну отриманих результатiв для статистики випадкових
процесiв.

Робота має теоретичний характер, проте наведенi в нiй приклади пока-
зують, що отриманi результати можна застосувати у розв’язаннi прикла-
дних статистичних задач.

Природними напрямками продовження дослiджень є поширення доведе-
них теорем на iншi класи сумiсно строго субгауссiвських випадкових проце-
сiв, побудова надiйних областей для невiдомих параметрiв моделей регресiї
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з дискретним та неперервним часом, вивчення швидкостi збiжностi момен-
тiв оцiнки найменших квадратiв до моментiв її граничного нормального
розподiлу.

Ключовi слова: Нелiнiйна модель регресiї, дискретний час, неперервний
час, оцiнка найменших квадратiв, iмовiрностi великих вiдхилень, сумiсно
строго субгауссiвськi часовi ряди та випадковi процеси.
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Abstract

Master’s degree thesis contains 90 pages, slides for projector, 31

primary sources.
Probabilities of large deviations for normed least squares estimator of di-

screte and continuous time nonlinear regression model parameters are studied
in the thesis.

The goal of this work lies in obtaining conditions on the regression function
and random noise (observation errors) to ensure exponential decrease rate of
probabilities of large deviations for the least squares estimator.

The task of this research is receiving results on probabilities of large devi-
ations of the least squares estimator under different assumptions on elements of
regression models: regression function and random noise. Nonlinear regression
models with discrete and continuous time are the object of the studying. The
exponential convergence rate of probabilities of large deviations of nonlinear
regression model parameter least squares estimator is the research subject.

For obtaining the thesis results complicated concepts of probability theory,
mathematical statistics and theory of random processes have been used.

The set of conditions on the elements of regression models is proposed under
which probabilities of large deviations of the norm of the normed by some matrix
the least squares estimator and true parameter value difference converges to zero
with exponential rate. This fact determines urgency, importance and novelty of
obtained results for statistics of random processes.

This work is of a theoretical nature, however the examples considered in its
text show that the results obtained can be used in solution of applied statistical
problems.

A natural direction for further study lies in extension of the proved theorems
to other classes of jointly strictly subgaussian random processes, constructing
the confidence intervals for unknown regression model parameters with discrete
and continuous time, study the rate of convergence of the moments of least
squares estimation to its limiting normal distribution.
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Key words: nonlinear regression model, discrete time, continuous time, least
squares estimator, probabilities of large deviations, jointly strictly subgaussian
time series and random processes.
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Вступ

Теорiя великих вiдхилень є важливою складовою частиною сучасної тео-
рiї ймовiрностей, математичної статистики та теорiї випадкових процесiв,
в якiй вивчається швидкiсть збiжностi на нескiнченностi до нуля хвостiв
ймовiрнiсних розподiлiв. Першi iдеї цiєї теорiї та її застосувань можна зна-
йти ще в роботах П. С. Лапласа, а пiзнiше – у роботах С. Н. Бернштейна
та Г. Крамера. Загальний математичний апарат теорiї великих вiдхилень
було запропоновано у 1966р. Р. С. Вараданом [1], який у 2007р. отримав
Абелеву премiю за цикл робiт в цiй галузi.

Для сум незалежних випадкових величин (в. в.) i векторiв величезний
внесок у вивчення ймовiрностей великих вiдхилень зробили Б. В. Гнеденко,
А. М. Колмогоров [2], В. В. Петров [3, 4], Р. Н. Бхаттачарiя, Р. Ранга Рао
[5], В. В. Булдигiн, Ю. В. Козаченко [6].

Результати про великi вiдхилення для функцiоналiв вiд рiзноманiтних
класiв випадкових процесiв мiстяться в монографiях Л. Саулiса, В. Стату-
лявiчуса [7], О. Д. Вентцеля [8], В. В. Булдигiна, Ю. В. Козаченка [6] та
багатьох iнших.

Теорiя великих вiдхилень в математичнiй статистицi та статистицi ви-
падкових процесiв вивчає асимптотичну поведiнку хвостiв функцiй розпо-
дiлу параметричних та непараметричних статистичних оцiнок. Сенс отри-
мання результатiв такого типу з точними або наближено точними констан-
тами в показнику експоненти, якщо збiжнiсть до нуля експоненцiальна, або
перед степеневою функцiєю, якщо збiжнiсть степенева, правих частин не-
рiвностей полягає в отриманнi можливостi будувати надiйнi iнтервали для
невiдомих функцiональних характеристик випадкових процесiв, таких як
коварiацiйна функцiя стацiонарного гауссiвського процесу [6]. Крiм цього,
для асимптотично нормальних оцiнок отримуємо iнструмент дослiдження
асимптотичних властивостей моментiв оцiнки, що вивчається, наприклад,
збiжнiсть моментiв оцiнки до вiдповiдних моментiв граничного гауссiвсько-
го розподiлу.
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Що стосується параметричних оцiнок, то треба послатися на вiдому мо-
нографiю I. А. Iбрагiмова, Р. З. Хасмiнського [9], в якiй було отримано екс-
поненцiальну швидкiсть збiжностi ймовiрностей великих вiдхилень оцiнок
максимальної вiрогiдностi. Цей результат привiв до появи великої кiлькостi
робiт з тематики великих вiдхилень статистичних оцiнок.

Далi ми будемо говорити виключно про оцiнки найменших квадратiв
(ОНК) параметрiв нелiнiйної регресiї. Так, у роботi О. В. Iванова [10] було
доведено теорему про ймовiрностi великих вiдхилень зi степеневою швидкi-
стю спадання ОНК скалярного параметра нелiнiйної регресiї. Аналогiчний
результат отримав Б. Л. С. Пракаса Рао [11] для гауссiвської регресiї та
експоненцiальної швидкостi збiжностi. Зiшлемося також на роботу С. ван
де Гiр [12], присвячену тiй же тематицi. У цитованих роботах розглядалися
нелiнiйнi моделi регресiї з незалежними однаково розподiленими помилка-
ми спостережень.

У мононграфiї О. В. Iванова, М. М. Леоненка [13] з використанням ре-
зультатiв [9] було отримано теорему про степеневу збiжнiсть ймовiрностей
великих вiдхилень ОНК параметрiв нелiнiйної регресiї з однорiдним гаус-
сiвським випадковим полем в якостi шуму.

У роботi А. Сайдерса, К. Джапарiдзе [14] було отримано теорему про
ймовiрностi великих вiдхилень, що розширює результат [9], i застосовано до
ОНК векторного параметра нелiнiйної функцiї регресiї в моделях з незале-
жними та однаково розподiленими предгауссiвськими та субгауссiвськими
[6] помилками спостережень.

Незалежно вiд цiєї роботи, але пiзнiше, схожi результати було надру-
ковано в монографiї О. В. Iванова [15], де було отримано експоненцiальну
та степеневу швидкiсь збiжностi ймовiрностей великих вiдхилень ОНК па-
раметра нелiнiйної регресiї з незалежними однаково розподiленими випад-
ковими помилками спостережень. Деякi узагальнення результатiв [14] на
коррельованi спостереження мiстяться у роботi Ху Шухе [16].

Магiстерська дисертацiя складається iз трьох роздiлiв.
У 1-му роздiлi даємо детальне доведення теореми Сайдерса-Джапарiдзе
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[14] (у нас — теорема 1.1), яка узагальнює згадану вище теорему Iбрагiмова-
Хасмiнського [9]. Оригiнальне доведення у роботi [14] мiстить купюри, якi
вiдновлено у 1-му роздiлi.

У 2-му роздiлi розглянуто нелiнiйнi моделi регресiї з дискретним часом
та субгауссiвськими помилками спостережень.

У пiдроздiлi 2.1 наведено результати про великi вiдхилення ОНК у ви-
падку незалежних однаково розподiлених субгауссiвських помилок спосте-
режень. Теореми цього пiдроздiлу сформульовано в [14] i доведено у ди-
пломнiй роботi О. Д. Плаксiна [17]. Ми наводимо їх в нашiй роботi для
повноти викладення матерiалу та для зручностi посилань у подальшому
текстi.

У пiдроздiлi 2.2 помилки спостережень утворюють лiнiйний часовий
ряд, побудований за дискретним субгауссiвським бiлим шумом. У пiдроздi-
лi 2.3 у якостi випадкових помилок розглянуто лiнiйний стацiонарний суб-
гауссiвський часовий ряд. В обох випадках отримано теореми про збiжнiсть
з експоненцiальною швидкiстю до нуля ймовiрностi великих вiдхилень ОНК
параметра функцiї регресiї з константами в показниках експонент, що за-
лежать вiд числових характеристик випадкового шуму, функцiї регресiї та
розмiрностi невiдомого параметра.

У 3-му роздiлi йдеться про ймовiрностi великих вiдхилень ОНК пара-
метра нелiнiйної моделi регресiї з неперервним часом.

У пiдроздiлi 3.1 розглянуто гауссiвський та гауссiвський стацiонарний
шуми як частиннi, але важливi у застосуваннях, приклади сумiсно строго
субгауссiвських випадкових процесiв [6], для яких отримано теореми ана-
логiчнi теоремам про великi вiдхилення ОНК 2-го роздiлу.

У пiдроздiлi 3.2 випадковий шум — це сумiсно строго субгауссiвський
випадковий процес, який можна представити у виглядi стохастичного iнте-
гралу, побудованого за ортогональною стохастичною мiрою. У пiдроздiлi 3.3
випадковий шум — теж стохастичний iнтеграл, побудований за ортогональ-
ним сумiсно строго субгауссiвським бiлим шумом, i є фiзично здiйсненним
лiнiйним фiльтром. Для таких випадкових шумiв отримано теореми про
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ймовiрностi великих вiдхилень ОНК параметра регресiї, аналогiчнi теоре-
мам 2-го роздiлу.

Отриманi в роботi результати проiлюстровано прикладами функцiй ре-
гресiї та випадкових шумiв, для яких виконуються умови доведених теорем.

Результати про ймовiрностi великих вiдхилень оцiнки найменших квад-
ратiв в моделi регресiї з неперервним часом та гауссiвським стацiонарним
випадковим шумом доповiдались на V-тiй всеукраїнськiй науковiй конфе-
ренцiї молодих вчених з математики та фiзики [18] та на XVII-тiй мiжна-
роднiй науковiй конференцiї iм. акад. М. Кравчука [19].

1 Теорема Сайдерса-Джапарiдзе про ймовiр-
ностi великих вiдхилень М-оцiнок

У цьому роздiлi роботи ми наведемо у зручнiй для наших подальших
цiлей формi теорему Сйдерса-Джапарiдзе [14] про ймовiрностi велиих вiд-
хилень М—оцiнок , яка є узагальненням класичної теореми Iбрагiмова—
Хасьмiнського [9] про ймовiрностi великих вiдхилень оцiнок максимальної
вiрогiдностi.

Розглянемо сiм’ю статистичних експериментiв E (T )={X (T ),U (T ),P(T )
θ ,

θ ∈ Θc}, де Θc —замикання вiдкритої множини Θ ∈ Rq. Розглянемо також
M -оцiнку, що максимiзує за θ ∈ Θc функцiонал CT : X (T ) × Θ → [0;∞),
вiд спостережень XT ∈X (T ), де CT (XT , θ) для всiх XT ∈X (T ) є додатною
неперервною функцiєю вiд XT .

Далi ми припускаємо, що для всiх θ ∈ Θc та XT ∈X (T ) супремум θ̂T у
спiввiдношеннi

CT (XT , θ̂T ) = sup
θ∈Θc

CT (XT , θ) (1.1)

досягається. Тодi на пiдставi теореми (3.10) на с.270 роботи I. Пфанцагля
[20] iснує хоча б один такий випадковий вектор.

Результати нашої роботи мають асимптотичну природу, тобто вони
справедливi для достатньо великих T (T > T0 > 0) та R (R > R0 > 0),
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де “T → ∞” описує наближення до граничного стану статистичного екс-
перименту E∞, а R описує величину вiдхилення θ̂T вiд iстинного значення
параметра θ.

Нехай для кожного T > T0 i θ ∈ Θ φ(T, θ) - деяка невироджена норму-
юча квадратна матриця порядку q. Визначимо нормоване M -вiдношення

ZT,θ(u) := ZT,θ(X
T , u) =

CT (XT , θ + φ(T, θ)u)

CT (XT , θ)
, (1.2)

яке для фiксованих спостережень XT є неперервною додатною скiнченною
функцiєю на множинi UT, θ := φ(T, θ)−1(Θc − θ). Введемо сiм’ю множин

ΓT, θ,R := UT, θ ∩ {u : R ≤ ‖u‖ ≤ R + 1}, (1.3)

де ‖u‖ =

( q∑
i=1

u2
i

)1/2

— евклiдова норма вектора u = (u1, u2, . . . , uq) ∈ Rq.

Позначимо F клас всiх функцй fT , якi мають наступнi властивостi:
1) для фiксованого T fT є монотонно зростаючою до нескiнченнотi на

[0,∞) функцiєю;
2) для будь-якого N > 0

lim
R→∞, T→∞

RN exp{−fT (R)} = 0. (1.4)

Нехай γ(R) - полiном, не обов’язково один i той самий, коефiцiєнти якого
можуть залежати вiд m,α, q, але не вiд T, θ, R, u, v.

Позначимо також H клас всiх функцiй ηT, θ, якi мають наступнi власти-
востi:
(1) для фiксованого T та θ ∈ Θ, ηT, θ : UT, θ → (0,∞);
(2) iснує полiном γ(R) такий, що для T > T0 та R > R0

sup
u∈ΓT,θ,R

η−1
T, θ(u) ≤ γ(R). (1.5)
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Нехай для кожного T i θ, ζ̃ : [0,∞) → R — монотонно неспадна непе-
рервна функцiя. Визначимо випадковий функцiонал

ζT, θ := ζ̃T, θ (ZT, θ (u)) (1.6)

Теорема 1.1. (a) Нехай функцiонали ζT,θ(u), u ∈ UT,θ, мають наступнi
властивостi: iснують дiйснi числа m i α, m ≥ α > q, функцiї fT ∈ F

та ηT,θ ∈ H, дiйсний полiном γ(R) такi, що для T > T0 та R > R0

виконуються наступнi умови:

1.1 ETθ |ζT,θ(u)− ζT,θ(v)|m ≤ ‖u− v‖α γ(R), u, v ∈ ΓT,θ,R; (1.7)

1.2 PTθ {ζT,θ(u)− ζT,θ(0) ≥ −ηT,θ(u)} ≤ exp {−fT (R)} , u ∈ ΓT,θ,R. (1.8)

Тодi iснують константи B0, b0 > 0 такi, що для T > T0 i достатньо
великих H (H > H0 > 0)

PTθ
{
‖φ(T, θ)−1(θ̂T − θ)‖ ≥ H

}
≤ B0 exp {−b0 fT (H)} , (1.9)

причому значення b0 можна зробити як завгодно близьким знизу до
α− q

α− q +mq
, обравши B0 достатньо великим.

(b) Результат частини (a) буде виконуватись, якщо замiнити 1.1 на
1.1δ Умова 1.1 виконується для всiх u, v ∈ ΓT,θ,R при ‖u − v‖ ≤ δ,

де δ — фiксована додатна константа, за умови виконання одного iз двох
(слабших) припущень:

1.1’ Θ є опуклою множиною;
1.1” ETθ |ζT,θ(u)|m ≤ γ(R) для всiх u ∈ ΓT,θ,R.

Сформулюємо двi леми, необхiднi нам для доведення теореми 1.

Лема 1.1. Нехай величини Z, θ̂T та iн. визначено так само, як i вище.
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Тодi

PTθ
{
‖φ(T, θ)−1(θ̂T − θ)‖ ≥ H

}
≤ PTθ

{
sup

‖u‖≥H, u∈UT,θ
ZT,θ(u) ≥ 1

}
. (1.10)

Доведення. Позначимо ûT = φ(T, θ)−1(θ̂T − θ). Тодi, враховуючи, що
ZT,θ(0) = 1, маємо за означенням оцiнки θ̂T

PTθ {‖ûT‖ ≥ H} = PTθ
{
‖ûT‖ ≥ H, ZT,θ(ûT ) ≥ ZT,θ(0)

}
≤

≤ PTθ

{
‖ûT‖ ≥ H, sup

‖u‖≥H, u∈UT,θ
ZT,θ(ûT ) ≥ ZT,θ(0)

}
≤

≤ PTθ

{
sup

‖u‖≥H, u∈UT,θ
ZT,θ(ûT ) ≥ ZT,θ(0)

}
.

�

Лема 1.2. Нехай ζ(u) — вимiрна та сепарабельна дiйсна випадкова фун-
кцiя на замкненiй пiдмножинi Γ ⊂ Rq. Нехай також iснують числа
m ≥ α > q та обмежена на компактах функцiя C : Rq → R такi, що
для всiх u, v ∈ Γ

E|ζ(u)|m ≤ C(u), (i)

E|ζ(u)− ζ(v)|m ≤ C(u)‖u− v‖α. (ii)

Тодi майже напевно реалiзацiї ζ(u) є неперервними функцiями на Γ. Бiль-
ше того, покладемо

w(h, ζ, L) = sup |ζ(u)− ζ(v)|,

де sup береться по всiх u, v ∈ Γ з ‖u− v‖ ≤ h, ‖u‖ ≤ L, ‖v‖ ≤ L. Тодi

E w(h, ζ, L) ≤ B

(
sup
‖u‖≤L

C(u)

)1/m

Lq/m h(α−q)/m,
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де константа B залежить тiльки вiд m,α, q.

Доведення. Це твердження доведено в [9], с.488, теорема 19, а описку у її
формулюваннi виправлено в [14]. �

Доведення теореми 1.1. Доведемо спочатку частину (b). Покажемо, що
з 1.1δ та 1.1’ випливає 1.1. З опуклостi Θ випливає, що будь-якi точки
u, v ∈ ΓT,θ,R можна з’єднати в ΓT,θ,R лiнiйно-кусковим шляхом iз вiдрiзкiв
довжиною не бiльше δ, де кiлькiсть вiдрiзкiв не перевищує cδ−1‖u−v‖, а c —
фiксована константа, яка не залежить вiд θ та R. Застосувавши нерiвнiсть
Мiнковського та використавши оцiнку кiлькостi вiдрiзкiв, маємо

(
ETθ |ζT,θ(u)− ζT,θ(v)|m

)1/m ≤ cδ−1‖u− v‖δα/mγ(R)1/m,

що приводить до 1.1, оскiльки для u, v ∈ ΓT,θ,R

‖u− v‖ ≤ ‖u− v‖α/m
(
2(R + 1)

)1−α/m
,

де другий множник поглинається полiномом γ(R).
Доведемо тепер, що з 1.1δ та 1.1” випливає 1.1’. З 1.1”, знову викори-

стовуючи нерiвнiсть Мiнковського, знаходимо, що лiва частина 1.1 обмеже-
на 2mγ(R), тобто при ‖u− v‖ > δ обмежена величиною ‖u− v‖α2mδ−αγ(R)

Покажемо, що для отримання основного результату (a) теореми доста-
тньо довести, що знайдуться такi константи B, b, що

PTθ

{
sup

ΓT,θ,R

ζT,θ(u) ≥ ζT,θ(0)

}
≤ B exp {−b fT (R)} . (1.11)

Дiйсно, з означення ζ (1.6), монотонностi fT та ζ̃ для будь-якого малого
δ > 0, з урахуванням (1.11), маємо

PTθ

{
sup

‖u‖≥R, u∈UT,θ
ZT,θ(u) ≥ 1

}
≤
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≤
∞∑
r=0

PTθ

{
sup

ΓT,θ,r+R

ZT,θ(u) ≥ 1

}
=

∞∑
r=0

PTθ

{
sup

ΓT,θ,r+R

ζT,θ(u) ≥ ζT,θ(0)

}
≤

≤ B
∞∑
r=0

exp {−bfT (r +R)} =

= B exp {−b0fT (R)}
∞∑
r=0

exp {−b δfT (r +R)} , (1.12)

де b0 = b(1 − δ). Доведемо, що ряд в правiй частинi (1.12) збiгається.
З (1.4) випливає, що для N > 0, R > R0(N), T > T0(N) виконує-

ться RN exp {−fT (R)} ≤ 1. Полкладемо N =
2

b δ
, тодi exp {−b δfT (R)} ≤

(R−N)b δ = R−2. А це означає, що ряд з (1.12) можна оцiнити рядом
∞∑
r=0

(r +R)−2 <∞. Отримали спiввiдношення

PTθ

{
sup

‖u‖≥R, u∈UT,θ
ZT,θ(u) ≥ 1

}
≤ B0 exp {−b0fT (R)} . (1.13)

Тепер використаємо лему 1.1. Покладемо H = R, тодi з (1.12) i (1.13)
випливає результат теореми.

Отже, залишилось довести спiввiдношення (1.11). Розiб’ємо множину
{u : R ≤ ‖u‖ ≤ R+1} на N областей, кожна з яких має дiаметр менший за
h. Вищеописане розбиття можна зробити так, що кiлькiсть областей буде
обмежена величиною

N ≤ c(q)(R + 1)q−1h−q, (1.14)

де c(q) — константа, яка залежить тiльки вiд q. Це розбиття породжує
розбиття ΓT,θ,R на не бiльше, нiж N множин. Позначимо

ΓT,θ,R = Γ
(1)
T,θ,R ∪ Γ

(2)
T,θ,R ∪ . . . ∪ Γ

(N ′)
T,θ,R, N ′ ≤ N. (1.15)
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Вiзьмемо з кожного Γ
(i)
T,θ,R точку ui. Тодi

PTθ

{
sup

ΓT,θ,R

ζT,θ(u) ≥ ζT,θ(0)

}
≤ P1 + P2, (1.16)

де

P1 =
N ′∑
i=1

PTθ
{
ζT,θ(ui)− ζT,θ(0) ≥ −ηT,θ(ui)

}
, (1.17)

P2 = PTθ

{
sup

‖u−v‖≤h
|ζT,θ(u)− ζT,θ(v)| ≥ inf

ΓT,θ,R
ηT,θ; u, v ∈ ΓT,θ,R

}
. (1.18)

Для отримання цiєї оцiнки запишемо

PTθ

{
sup

ΓT,θ,R

ζT,θ(u) ≥ ζT,θ(0)

}
= PTθ

 sup

u∈
N ′⋃
i=1

Γ
(i)
T,θ,R

(ζT,θ(u)− ζT,θ(0)) ≥ 0

 ≤

≤ PTθ


N ′⋃
i=1

 sup
u∈Γ

(i)
T,θ,R

(ζT,θ(u)− ζT,θ(0)) ≥ 0


 =

= PTθ

N ′⋃
i=1

 sup
u∈Γ

(i)
T,θ,R

(ζT,θ(u)− ζT,θ(ui) + ζT,θ(ui)− ζT,θ(0)) ≥ ηT,θ(ui)− ηT,θ(ui)


 .

Зауважимо, що sup
u∈Γ

(i)
T,θ,R

(ζT,θ(u)− ζT,θ(ui) + ζT,θ(ui)− ζT,θ(0)) ≥ ηT,θ(ui)− ηT,θ(ui)

 ⊆
⊆

{
sup

u∈Γ
(i)
T,θ,R

(ζT,θ(u)− ζT,θ(ui)) ≥ ηT,θ(ui)

}
∪

{
ζT,θ(ui)− ζT,θ(0) ≥ −ηT,θ(ui)

}
,
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а також  sup
u∈Γ

(i)
T,θ,R

(ζT,θ(u)− ζT,θ(ui)) ≥ ηT,θ(ui)

 ⊆
⊆

{
sup

‖u−v‖≤h
|ζT,θ(u)− ζT,θ(v)| ≥ ηT,θ(ui), u, v ∈ ΓT,θ,R

}
⊆

⊆

{
sup

‖u−v‖≤h
|ζT,θ(u)− ζT,θ(v)| ≥ inf

ΓT,θ,R
ηT,θ, u, v ∈ ΓT,θ,R

}
.

Отримали
N ′⋃
i=1

 sup
u∈Γ

(i)
T,θ,R

(ζT,θ(u)− ζT,θ(0)) ≥ 0

 ⊆
⊆

N ′⋃
i=1

{ζT,θ(ui)− ζT,θ(0)) ≥ −ηT,θ(ui)}∪

∪

{
sup

‖u−v‖≤h
|ζT,θ(u)− ζT,θ(v)| ≥ inf

ΓT,θ,R
ηT,θ, u, v ∈ ΓT,θ,R

}
,

звiдки i випливає оцiнка (1.16).
З умов 1.2 та (1.14) отримуємо

P1 ≤ N ′ exp {−fT (R)} ≤ c(q)(R + 1)q−1h−q exp {−fT (R)} . (1.19)

Оцiнимо P2. Нехай u0 деяка точка з ΓT,θ,R. Розглянемо випадку фун-
кцiю ζT,θ(u) − ζT,θ(u0) на замкненiй множинi ΓT,θ,R. Застосуємо лему 2.2.
Покладемо

C(u) = max{1, ‖u− u0‖α} γ(R). (1.20)

Тодi C(u) обмежена γ(R) при u, u0 ∈ ΓT,θ,R. При такому виборi C(u) умови
(i) та (ii) леми 2.2 виконуються завдяки 1.1. Тодi з нерiвностi Маркова,
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леми 2.2 та обмеженостi η−1
T,θ полiномом маємо

P2 ≤
ETθ

{
sup

‖u−v‖≤h, u,v ∈ΓT,θ,R

|ζT,θ(u)− ζT,θ(v)|

}
inf

ΓT,θ,R
ηT,θ

≤ h
α−q
m γ(R). (1.21)

Тодi враховуючи (1.16), (1.19), (1.21), маємо

PTθ

{
sup

ΓT,θ,R

ζT,θ(u) ≥ ζT,θ(0)

}
≤ h−qγ(R) exp {−fT (R)}+ h

α−q
m γ(R). (1.22)

Тепер покладемо h = exp{c fT (R)}, де константу c потрiбно обрати таким
чином, щоб жоден доданок в правiй частнi (1.22) не домiнував. Це призво-
дить до

c = − m

α− q +mq
. (1.23)

Тодi результат теореми випливає з (1.22), (1.23) та властивостi (1.4) функцiї
exp{fT (R)} подавляти будь-який полiном. �

2 Iмовiрностi великих вiдхилень оцiнки най-
менших квадратiв в моделi регресiї з дис-
кретним часом

2.1 Незалежнi субгауссiвськi помилки спостережень

Припустимо, що спостереження Xt, t = 1, T , є випадковими величи-
нами (в.в.) на (R,B) з розподiлами Pt (B − σ-алгебра борелевих пiдмно-
жин дiйсної вiсi R). Припустимо також, що невiдомий розподiл Pt нале-
жить деякiй параметричнiй множинi {Pt θ, θ ∈ Θ}. Будемо називати трiйку
Et = (R,B,Pt θ, θ ∈ Θ) статистичним експериментом, породженим спосте-
реженням Xt.
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Будемо казати, що статистичний експеримент E T = (RT ,BT ,PTθ , θ ∈ Θ)

є добутком статистичних експериментiв Et, t = 1, T , якщо PTθ = P1θ × . . .×
PTθ (RT — T -вимiрний евклiдiв простiр, BT − σ-алгебра його борелевих
пiдмножин).

В цьому роздiлi ми розглядатимемо статистичнi експерименти, поро-
дженi спостереженнями

Xt = gt(θ) + εt, t = 1, T , (2.1.1)

де gt(θ), θ ∈ Θc ⊂ Rq, t ≥ 1, — послiдовнiсть неперервних функцiй, при-
чому в (2.1.1) iстинне значення пераметра θ належить вiдкритiй множинi
Θ, εt, t ≥ 1, — послiдовнiсть незалежних в. в., Eεt = 0.

Означення 2.1.1. Оцiнкою найменших квадратiв (ОНК) невiдомого пара-
метра θ ∈ Θ називається такий випадковий вектор θ̂T , що

QT (XT , θ̂T ) = inf
θ∈Θc

QT (XT , θ), (2.1.2)

де XT = (X1, . . . , XT ), а QT (XT , θ) =
T∑
t=1

(
Xt − gt(θ)

)2.

Нехай
CT (XT , θ) = exp

{
−1

2
QT (XT , θ)

}
, (2.1.3)

i будемо вважати, що iнфiмум у (2.1.2) досягається для всiх XT ∈ X T =

RT . Тодi, як було зауважено вiдносно (1.1), iснує хоча б один випадковий
вектор θ̂T з означення 2.1.1.

Для можливостi застосування теореми 1.1 для моделi спостережень
(2.1.1) будемо використовувати ОНК θ̂T , що задана спiввiдношенням (2.1.2)
та функцiоналом CT (XT , θ̂T ), означеним рiвнiстю (2.1.3).

В асимптотичнiй теорiї нелiнiйної регресiї (див., наприклад, [15]) в зада-
чах нормальної апроксимацiї розподiлу нормованої ОНК вiдхилення ОНК
вiд iстинного значення параметра θ̂T − θ нормується дiагональною матри-
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цею

dT (θ) = diag(diT (θ), i = 1, q), d2
iT (θ) =

T∑
t=1

(
∂

∂θi
gt(θ)

)2

. (2.1.4)

Далi будемо писати
T∑
t=1

=
∑

.

Нехай в моделi спостережень (2.1.1) функцiї gt(θ), θ ∈ Θ, t ≥ 1, не-
перервно диференцiйовнi на множинi Θ. Таким чином, в задачi, яку ми
розв’язуємо, можна покласти φ(T, θ) = d−1

T (θ).
Введемо нормоване вiдношення

ZT,θ(u) =
CT (XT , θ + d−1

T (θ)u)

CT (XT , θ)
=

= exp

{∑
∆t(u)εt −

1

2

∑
∆2
t (u)

}
, (2.1.5)

де
∆t(u) = gt(θ + d−1

T (θ)u)− gt(θ), t = 1, T . (2.1.6)

Спираючись на монографiю [6], введемо деякi поняття необхiднi для
отримання результатiв цього роздiлу.

Означення 2.1.2. В. в. називається субгауссiвською, якщо знайдеться таке
число ς ≥ 0, що для всiх λ ∈ R виконується нерiвнiсть

E exp {λξ} ≤ exp

{
1

2
ς2λ2

}
. (2.1.7)

Введемо числову характеристику

τ = τ(ξ) = inf

{
ς ≥ 0 : E exp {λξ} ≤ exp

{
1

2
ς2λ2

}
, λ ∈ R

}
,

яку будемо називати субгауссiвським стандартом в. в. ξ.
Позначимо Sub(Ω) клас всiх субгауссiвських в.в., заданий на загально-



25

му ймовiрнiсному просторi (Ω,F ,P). Простiр Sub(Ω) є банаховим вiдносно
норми τ(·) [6].

Лема 2.1.1. Нехай ξ ∈ Sub(Ω). Тодi для будь-якого m > 0

E |ξ|m <∞.

Крiм того, Eξ = 0 i виконується

Eξ2 ≤ τ 2(ξ).

Далi в цьому роздiлi важливу роль грає наступне твердження про екс-
поненцiальну оцiнку хвостiв розподiлiв сум незалежних субгауссiвських в.
в. (див., наприклад, [6], с. 22).

Лема 2.1.2. Нехай ξt, t = 1, T , — незалежнi субгауссiвськi в. в. iз субга-
уссiвькими стандартами τt = τ(ξ), t = 1, T . Нехай також ST =

∑
∆tξt,

де ∆t, t = 1, T , — деякi числа. Тодi для всiх x > 0 справедливi нерiвностi

P {ST ≥ x} ≤ GT (x), P {ST ≤ −x} ≤ GT (x),

P {|ST | ≥ x} ≤ 2GT (x),
(2.1.8)

де
GT (x) = exp

{
− x2

2
∑
τ 2
t ∆2

t

}
. (2.1.9)

Введемо деякi умови вiдносно моделi спостережень (2.1.1).
Припустимо, що випадковi помилки спостережень εt, t ≥ 1, задоволь-

няють наступну умову.
2.1.1 εt, t ≥ 1, — незалежнi однаково розподiленi субгауссiвськi випад-

ковi величини iз субгауссiвським стандартом τ > 0.
Припустимо також, що iснують функцiя fT (R) ∈ F, константи δ ∈(

0,
1

2

)
, κ > 0, ρ ∈ (0, 1], полiном γ(R) такi, що для T > T0 i R > R0

виконано наступнi умови:
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2.1.2 1) Для будь-яких u, v ∈ ΓT,θ,R таких, що ‖u− v‖ ≤ κ,∑(
∆t(u)−∆t(v)

)2 ≤ ‖u− v‖2ργ(R); (2.1.10)

2) Для будь-якого u ∈ ΓT,θ,R∑
∆2
t (u) ≤ γ(R). (2.1.11)

2.1.3 Для будь-якого u ∈ ΓT,θ,R∑
∆2
t (u) ≥ 2τ 2δ−2fT (R). (2.1.12)

Теорема 2.1.1. Нехай виконано умови 2.1.1—2.1.3. Тодi для T > T0, H >

H0 iснують такi константи B0, b0 > 0, що

PTθ
{
‖dT (θ)(θ̂T − θ)‖ ≥ H

}
≤ B0 exp {−b0fT (H)} , (2.1.13)

причому для будь-якого β > 0 можна обрати B0 так, що

b0 ≥
ρ

ρ+ q
− β. (2.1.14)

Доведення. Доведення теореми буде базуватись на перевiрцi умов 1.1 та
1.2 теореми 1.1 з ζ̃(Z) = log(Z).

Будемо вважати, що T та R взятi достатньо великими. Нехай u, v ∈
ΓT,θ,R, ‖u−v‖ ≤ κ. Спочатку перевiримо виконання умови 1.1. Зауважимо,
що з (2.1.11) випливає, що (2.1.10) справджується i при ‖u−v‖ > κ. Дiйсно∑
|∆t(u)−∆t(v)|2 ≤

∑
∆2
t (u) +

∑
∆2
t (v) ≤ 2γ(R) ≤ ‖u− v‖2ρκ−2ργ(R),

де множник κ−2ρ поглинається полiномом γ(R).
Нехай в. в. εt, t ≥ 1 задовольняють умовi 2.1.1, а в лемi 2.1.2 ξt = εt,

числа ∆t = At = ∆t(u)−∆t(v), де величини ∆t(u) задано формулою (2.1.6).
Тодi за формулою для моментiв невiд’ємної в. в. (див., наприклад, [21], с.
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190) та (2.1.8), (2.1.9)

E
∣∣∣∑Atεt

∣∣∣m = m

∞∫
0

xm−1P
(∣∣∣∑Atεt

∣∣∣ ≥ x
)
dx ≤

≤ 2m

∞∫
0

xm−1 exp

{
− x2

2τ 2
∑
A2
t

}
dx =

=
√

2πmτm
(∑

A2
t

)m
2 E |z|m−1 , m > 0, (2.1.15)

де z — стандартна гауссiвська випадкова величина. За вiдомою формулою

E |z|m−1 =
2
m−1
2 Γ

(
m
2

)
√
π

, m > 0. (2.1.16)

Разом (2.1.15) та (2.1.16) дають оцiнку

E
∣∣∣∑Atεt

∣∣∣m ≤ 2
m
2 mΓ

(m
2

)
τm
(∑

A2
t

)m
2

, (2.1.17)

яка надає можливiсть отримати нерiвнiсть

E|ζT,θ(u)− ζT,θ(v)|m ≤ ‖u− v‖ρmγ(R), (2.1.18)

яка при m >
q

ρ
призводить до виконання умови 1.1 теореми 1.1.

Перевiримо виконання умови 1.2 теореми 1.1 Застосуємо першу з не-
рiвностей (2.1.8) для випадкових величин ξt = εt, чисел ∆t = ∆t(u) та
x = δ

∑
∆2
t (u). Тодi

PTθ
{∑

∆t(u)εt ≥ δ
∑

∆2
t (u)

}
≤ exp

{
−1

2
δ2τ−2

∑
∆2
t (u)

}
≤

≤ exp {−fT (R)} , (2.1.19)

тобто умову 1.2 теореми 1.1 виконано i, таким чином, доведено теорему
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2.1.1. �

Введемо умову
2.1.4 Iснують додатнi числа c0(θ) i c1(θ) такi, що для будь-яких u, v ∈

UT,θ = dT (θ)(Θc − θ), T > T0

c0(θ)‖u− v‖2 ≤
∑(

∆t(u)−∆t(v)
)2 ≤ c1(θ)‖u− v‖2. (2.1.20)

Наступна теорема, яку сформульовано в роботi [14] дещо в iншому ви-
глядi, узагальнює результати робiт [10, 11].

Теорема 2.1.2. Нехай виконано умови 2.1.1 та 2.1.4. Тодi iснують такi
константи B0 та b, що для T > T0, H > H0

PTθ
{
‖dT (θ)(θ̂T − θ)‖ ≥ H

}
≤ B0 exp

{
−bH2

}
, (2.1.21)

причому для будь-якого β > 0 можна обрати B0 таким чином, щоб вико-
нувалась нерiвнiсть

b ≥ c0(θ)

8τ 2(1 + q)
− β. (2.1.22)

Доведення. Перевiримо виконання умов 2.1.2 та 2.1.3. Тодi тверджен-
ня даної теореми буде випливати з теореми 2.1.1. Нерiвнiсть (2.1.10) умо-
ви 2.1.2 випливає з правої частини нерiвностi (2.1.20), якщо ми вiзьме-
мо в (2.1.10) ρ = 1, γ(R) = c1(θ). Нерiвнiсть (2.1.11) умови 2.1.2 випли-
ває також iз правої частини нерiвностi (2.1.20), якщо в нiй взяти v = 0,
γ(R) = c1(θ)(R + 1)2.

Для перевiрки виконання умови 2.1.3 перепишемо лiву частину нерiв-
ностi (2.1.20) при v = 0 наступним чином:

∑
∆2
t (u) ≥ c0(θ)‖u‖2 ≥ 2τ 2δ−2

(
1

2
δ2τ−2c0(θ)R

2

)
, (2.1.23)

тобто в нерiвностi (2.1.12) умови 2.1.3 можна взяти

fT (R) =
1

2
δ2τ−2c0(θ)R

2. (2.1.24)
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Тепер запишемо показник експоненти в правiй частинi нерiвностi (2.1.13) у
виглядi

−b0fT (H) = −b0 ·
1

2
δ2τ−2c0(θ)H

2.

Оскiльки зараз у правiй частинi (2.1.14) ρ = 1, то для будь-якого β > 0 в
(2.1.21) можна взяти

b = b0 ·
1

2
δ2τ−2c0(θ) ≥

δ2c0(θ)

2τ 2(1 + q)
− β. (2.1.25)

Нерiвнiсть (2.1.22) отримаємо при δ → 1

2
. �

Приклад 2.1.1. Припустимо, що gt(ν) = g(y(t), ν), де y(t), t ≥ 1, — послi-
довнiсть, що набуває значеня у компактнiй областi планування регресiйного
експерименту Y ⊂ Rq, ν ∈ Θc, Θ ⊂ Rq — вiдкрита обмежена опукла мно-

жина. Нехай g(y, ν) = exp {〈y, ν〉} , 〈y, ν〉 =
q∑
i=1

yiνi. Тодi g(y, ν) неперервно

диференцiйовна за ν ∈ Θc при кожному y ∈ Y , причому її частиннi похi-
днi за (ν1, . . . , νk) обмеженi за сукупнiстю змiнних (y, ν) ∈ Y × Θc. Тодi,
оскiльки

diT ≤ d2
iT (θ) ≤ diT, i = 1, q, θ ∈ Θ, (2.1.26)

di, di — деякi додатнi константи, що не залежать вiд θ, то можна взяти
замiсть dT (θ) нормуючу матрицю T 1/2Iq, де Iq — одинична матриця q-го
порядку. Тодi за введеними вище умовами∑(

∆t(u)−∆t(v)
)2

=

=
∑(

exp
{
〈y(t), θ + T−1/2u〉

}
− exp

{
〈y(t), θ + T−1/2v〉

})2

≤

≤M 2
∑(

exp
{
〈y(t), T−1/2u〉

}
− exp

{
〈y(t), T−1/2v〉

})2

, (2.1.27)

де M = max
(y,ν)∈Y×Θc

exp {〈y, ν〉}. За теоремою Лагража для деякого η ∈
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(0, 1) ∣∣∣exp
{
〈y(t), T−1/2u〉

}
− exp

{
〈y(t), T−1/2v〉

}∣∣∣ =

= T−1/2

∣∣∣∣∣
q∑
i=1

yi(t) exp
{
〈y(t), T−1/2

(
u+ η(v − u)

)
〉
}
· (ui − vi)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ T−1/2M‖y(t)‖ · ‖u− v‖, ‖y(t)‖ =

(
q∑
i=1

y2
i (t)

)1/2

. (2.1.28)

З (2.1.27) та (2.1.28) отримуємо∑(
∆t(u)−∆t(v)

)2 ≤M 4T−1
∑
‖y(t)‖2‖u− v‖2 ≤

≤M 4 max
y∈Y
‖y‖2‖u− v‖2, (2.1.29)

тобто в правiй частинi нерiвностi (2.1.20) можна взяти

c1(θ) = M 4 max
y∈Y
‖y‖2. (2.1.30)

Перевiримо виконання лiвої частини нерiвностi (2.1.20) при v = 0. Для
цього запишемо

∆2
t (u) =

(
exp

{
〈y(t), θ + T−1/2u〉

}
− exp {〈y(t), θ〉}

)2

=

= exp
{

2〈y(t), θ〉
}(

exp
{
〈y(t), T−1/2u〉

}
− 1
)2

.

Оскiльки
(
exp{x} − 1

)2 ≥ x2, x ≥ 0, та
(
exp{x} − 1

)2 ≥ exp{2x}x2, x < 0,(
exp

{
〈y(t), T−1/2u〉

}
− 1
)2

≥ S2〈y(t), u〉2T−1,

S = min

(
1, min

(y,ν)∈Y×Θc
exp
{
〈y, ν〉

})
> 0. (2.1.31)



31

Таким чином,∑
∆2
t (u) ≥ S2T−1

∑
exp
{

2〈y(t), θ〉
}
〈y(t), u〉2 ≥

≥ S4

q∑
i,j=1

(
T−1

∑
yi(t)yj(t)

)
uiuj. (2.1.32)

Розглянемо невiд’ємно визначену матрицю

JT =
(
T−1

∑
yi(t)yj(t)

)q
i,j=1

(2.1.33)

та припустимо, що план регресiйного експерименту {yt, t = 1, T} влашто-
вано таким чином, що для T > T0 найменше власне число матрицi JT
задовольняє умову

λmin(JT ) ≥ λ0 > 0. (2.1.34)

Тодi для T > T0 ∑
∆2
t (u) ≥ S4λ0‖u‖2 (2.1.35)

в лiвiй частинi нерiвностi (2.1.20), яка використовується в доведеннi теореми
2.1.2 тiльки при v = 0, можна покласти

c0(θ) = S4λ0. (2.1.36)

Зауважимо, що припущення (2.1.34) вiдносно матрицi регресiйного екс-
перименту (2.1.33) виглядає природнiшим, якщо розглядати модель регресiї
(2.1.1) у схемi серiй. Це не змiнює позитивних результатiв попереднiх тео-
рем, якщо їх умови переписати вiдповiдним чином.

2.2 Коррельованi субгауссiвськi помилки спострежень

В цьому роздiлi ми продовжимо розглядати модель регресiї вигляду
(2.1.1), але iз залежними помилками спостережень, i тому будемо вважати,
що вони розглядаються на ймовiрнiсному просторi (Ω,F ,P), i не будемо
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далi додавати до позначення ймовiрностi P iндекси T та θ.
Наступнi два означення сформульовано за [6].

Означення 2.2.1. Випадковий вектор ε = (ε1, ε2, . . . , εT ) ∈ RT називається
строго субгауссiвським, якщо для будь-якого u = u1, . . . , uT ∈ RT

E exp{〈ε, u〉} ≤ exp

{
1

2
〈Bu, u〉

}
, (2.2.1)

де 〈ε, u〉 =
∑
εTuT , B = (B(t, s))Tt,s=1 — коварiацiйна матриця вектора ε,

тобто B(t, s) = Eεtεs, t, s = 1, T ,

〈Bu, u〉 =
T∑

t,s=1

B(t, s)utus.

Означення 2.2.2. Сiм’я випадкових величин (Ω,F ,P) називається су-
мiсно строго субгауссiвською, якщо для будь-якого T ≥ 1 i будь-яких
ε1, ε2, . . . , εT iз цiєї сiм’ї випадковий вектор ε = (ε1, ε2, . . . , εT ) є строго суб-
гауссiвським. Вiдповiдно, часовий ряд {εt, t ∈ Z}, назвемо сумiсно строго
субгауссiвським, якщо для будь-якого n ≥ 1 та будь-яких t1, . . . , tn ∈ Z
випадковий вектор (εt1, . . . , εtn) є строго субгауссiвьким.

Нехай {ξj, j ∈ Z} — послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених
строго субгауссiвських в. в., яку природно називати дискретним бiлим суб-
гауссiвським шумом. Введемо умову

2.2.1 Помилки спостережень моделi регресiї (2.1.1) мають вигляд

εt =
∞∑

j=−∞
ψtjξj, t ∈ Z, (2.2.2)

де {ξj, j ∈ Z} — дискретний бiлий субгауссiвський шум (Eξj = 0, Eξ2
j = σ2

ξ),

‖ψ‖2
2 =

∞∑
t=−∞

∞∑
j=−∞

ψ2
tj <∞. (2.2.3)
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З умови 2.2.1 випливає, що ряди (2.2.2) збiгаються майже напевно (див.,
наприклад, [22]), i часовий ряд {εt, t ∈ Z} визначено майже напевно. За-
уважимо також, що коварiацiйна функцiя цього ряду має вигляд

B(t, s) = Eεtεs = E
∞∑

j=−∞
ψtjξj

∞∑
k=−∞

ψskξk =

= σ2
ξ

∞∑
j=−∞

ψtjψsj, t, s ∈ Z. (2.2.4)

Лема 2.2.1. Якщо виконано умову 2.2.1, то {εt, t ∈ Z} є сумiсно строго
субгауссiвським часовим рядом.

Доведення. Для вектора ε = (εt1, . . . , εtn) запишемо

〈u, ε〉 =
n∑
k=1

ukεtk =
n∑
k=1

uk

∞∑
j=−∞

ψtk,jξj =
∞∑

j=−∞

(
n∑
k=1

ukψtk,j

)
ξj.

Використовуючи незалежнiсть випадкових величин ξj, маємо далi

E exp{〈u, ε〉} = E exp

{ ∞∑
j=−∞

(
n∑
k=1

ukψtk,j

)
ξj

}
=

=
∞∏

j=−∞
E exp

{(
n∑
k=1

ukψtk,j

)
ξj

}
≤

∞∏
j=−∞

exp

1

2

(
n∑
k=1

ukψtk,j

)2

σ2
ξ

 =

= exp

1

2
σ2
ξ

∞∑
j=−∞

(
n∑
k=1

ukψtk,j

)2
 =

= exp

1

2

n∑
k,l=1

(
σ2
ξ

∞∑
j=−∞

ψtk,jψtl,j

)
ukul

 = exp

1

2

n∑
k,l=1

B(tk, tl)uk, ul

 =
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= exp

{
1

2
〈Bu, u〉

}
.

�

Лема 2.2.2. Якщо виконано умову 2.2.1 i B =
(
B(tk, tl)

)2

k,l=1
, u =

(u1, . . . un), то
〈Bu, u〉 ≤ σ2

ξ ‖ψ‖2
2 ‖u‖2. (2.2.5)

Доведення. Дiйсно, iз доведення попередньої леми маємо

〈Bu, u〉 = σ2
ξ

∞∑
j=−∞

( n∑
k=1

ψtk,j uk

)2

≤ σ2
ξ

∞∑
j=−∞

(
n∑
k=1

ψ2
tk,j

n∑
k=1

u2

)
=

= σ2
ξ

n∑
k=1

∞∑
j=−∞

ψ2
tk,j
‖u‖2 ≤ σ2

ξ ‖ψ‖2
2 ‖u‖2.

�

Зауважимо, що коли B =
(
B(t, s)

)T
t,s=1

, u = (u1, . . . , uT ), то оцiнка
леми 2.2.2 набуває вигляду

〈Bu, u〉 ≤ σ2
ξ ‖ψ̃‖2

2 ‖u‖2, (2.2.6)

де

‖ψ̃‖2
2 =

∞∑
t=1

∞∑
j=−∞

ψ2
tj, ‖u‖2 =

T∑
t=1

u2
t . (2.2.7)

Лема 2.2.3. Нехай виконується умова 2.1.1 i

ST =
∑

∆t εt,

де ∆t, t ∈ 1, T , — деякi числа. Тодi для всiх x > 0 справедливi нерiвностi

P {ST ≥ x} ≤ GT (x), P {ST ≤ −x} ≤ GT (x), (2.2.8)

P {|ST | ≥ x} ≤ 2 GT (x), (2.2.9)
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де GT (x) = exp

{
− x2

2<B∆,∆>

}
, ∆ = (∆1,∆2, . . . ,∆T ), а B вказано в

означеннi 2.2.1.

Доведення. Для будь-яких x > 0, λ > 0 за нерiвнiстю Чебишова - Маркова
та (2.2.1), враховуючи результат леми 2.2.1, отримуємо

P(ST ≥ x) ≤ P
(
exp {λST} ≥ exp {λx}

)
≤

≤ E exp {λST}
exp {λx}

= exp {−λx}E exp {λST} =

= exp {−λx} exp

{
λ2

2
〈B∆,∆〉

}
=

= exp

{
λ2

2
〈B∆,∆〉 − λx

}
. (2.2.10)

Мiнiмiзуючи за λ > 0 показник експоненти в правiй частинi (2.2.10), отри-
маємо першу з нерiвностей (2.2.8). Друга нерiвнiсть отримується аналогi-
чно, а нерiвнiсть (2.2.9) є очевидним наслiдком iз нерiвностей (2.2.8). �

Введемо умову

2.2.2 Для будь-яких ΓT, θ, R та δ ∈
(

0;
1

2

)
для T > T0 та R > R0

∑
∆2
t (u) ≥ 2 σ2

ξ ‖ψ̃‖2
2 δ
−2fT (R), (2.2.11)

де fT ∈ F, а величина ‖ψ̃‖2
2 означена в (2.2.7).

Теорема 2.2.1. Нехай вконано умови 2.1.2, 2.2.1 та 2.2.2. Тодi для T >

T0 та R > R0 iснують такi константи B0, b0 > 0 такi, що є вiрними
нерiвностi (2.1.13), (2.1.14).

Доведення. Як i у доведеннi теореми 2.1.1, для отримання моментної умо-
ви (2.1.18) Скористаємось лемою 2.2.2, поклавши ∆t = At = ∆t(u)−∆t(v),
де величини ∆t(·) задано в (2.1.6). Тодi аналогiчно (2.1.15), для будь-якого
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m > 0

E
∣∣∣∑Atεt

∣∣∣m = m

∞∫
0

xm−1P
(∣∣∣∑Atεt

∣∣∣ ≥ x
)
dx ≤

≤ 2m

∞∫
0

xm−1 exp

{
− x2

2〈B∆,∆〉

}
dx =

=
√

2πm〈B∆,∆〉m/2E|z|m−1, m > 0, (2.2.12)

де z — стандартна гауссiвська випадкова величина.

За лемою 2.2.2 та (2.2.6)

〈B∆,∆〉 =
T∑

t, s=1

B(t, s)AtAs ≤ σ2
ξ ‖ψ̃‖2

2

∑
A2
t , (2.2.13)

де величина ‖ψ̃‖2
2 означена в (2.2.7).

Враховуючи формулу (2.1.16) iз (2.2.12) та (2.2.13) отримаємо аналогi-
чно (2.1.17)

E
∣∣∣∑Atεt

∣∣∣m ≤ 2
m
2 mΓ

(m
2

)
σmξ ‖ψ̃‖2

2

(∑
A2
t

)m
2

, (2.2.14)

що призводить при m >
q

ρ
до виконання умови 1.1 теореми 1.

Перевiримо виконання умови 1.2 теореми 1. Застосуємо першу з нерiв-
ностей (2.2.8) для ∆t = ∆t(u) та x = δ

∑
∆2
t (u). Тодi

P
{∑

∆t(u)εt ≥ δ
∑

∆2
t (u)

}
≤ exp

{
−δ

2

2

(∑
∆2
t (u)

)2

〈B∆,∆〉

}
≤

≤ exp

{
−δ

2

2

2 σ2
ξ ‖ψ̃‖2

2 δ
−2fT (R)

∑
∆2
t (u)

σ2
ξ ‖ψ̃‖2

2

∑
∆2
t (u)

}
≤
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≤ exp {−fT (R)} ,

тобто умову 1.2 теореми 1.1 виконано i, таким чином, доведено теорему
2.2.1. �

Якщо функцiя регресiї gt(θ) задовольняє умову 2.1.4, а помилки спосте-
режень мають вигляд (2.2.2), то є вiрним факт, аналогiчний теоремi 2.1.2,
який можна сформулювати наступним чином.

Теорема 2.2.2. Нехай виконано умови 2.2.1 та 2.1.4. Тодi iснують такi
константи B0 та b, що для T > T0, H > H0

P
{
‖dT (θ)(θ̂T − θ)‖ ≥ H

}
≤ B0 exp

{
−bH2

}
, (2.2.15)

причому для будь-якого β > 0 можна обрати B0 таким чином, щоб вико-
нувалась нерiвнiсть

b ≥ c0(θ)

8(1 + q)σ2
ξ‖ψ̃‖2

2

− β. (2.2.16)

Доведення. Перевiримо виконання умов 2.1.2 та 2.2.2. Тодi тверджен-
ня теореми буде випливати з попередньої теореми 2.2.1. Нерiвнiсть (2.1.10)
умови 2.1.2 випливає, як було вказано в доведеннi теореми 2.1.2, з правої
частини нерiвностей (2.1.20), якщо взяти в (2.1.10) ρ = 1, γ(R) = c1(θ). Не-
рiвнiсть (2.1.11) умови 2.1.2 випливає також iз правої частини нерiвностей
(2.1.20), якщо взяти v = 0, γ(R) = c1(θ)(R + 1)2.

Для перевiрки виконання умови 2.2.2 перепишемо лiву частину нерiв-
ностi (2.1.20) при v = 0 у виглядi

∑
∆2
t (u) ≥ c0(θ)‖u‖2 ≥ 2σ2

ξ ‖ψ̃‖2
2 δ
−2

(
1

2
δ2‖ψ̃‖−2

2 σ−2
ξ c0(θ)R

2

)
. (2.2.17)

Тодi в нерiвностi (2.1.11) умови 2.1.2 можна взяти

fT (R) =
1

2
δ2‖ψ̃‖−2

2 σ−2
ξ c0(θ)R

2. (2.2.18)

Тепер запишемо показник експоненти в правiй частинi нерiвностi (2.1.13) у
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виглядi
−b0fT (H) = −b0

1

2
δ2‖ψ̃‖−2

2 σ−2
ξ c0(θ)H

2. (2.2.19)

Оскiльки в нерiвностi (2.1.14) ρ = 1, то для будь-якого β > 0 в (2.2.15)
можна взяти

b ≥ δ2

2

c0(θ)

(1 + q)σ2
ξ‖ψ̃‖2

2

− β. (2.2.20)

Нерiвнiсть (2.2.16) отримаємо при δ → 1

2
. �

2.3 Стацiонарнi субгауссiвськi помилки спостережень

В цьому пiдроздiлi, як i в попереднiх, ми розглядаємо ОНК параметра θ
в моделi спостережень (2.1.1), але на вiдмiну вiд пiдроздiлу 2.2, припускає-
мо, що в представленнi помилок спостережень (2.2.2) величини ψtj залежать
вiд рiзницi аргументiв, тобто ψtj = ψt−j, причому ψt−j = 0 при j > t.

Таким чином, замiсть умови 2.2.1 в цьому пiдроздiлi ми вводимо умову
2.3.1 Помилки спостережень моделi регресiї (2.1.1) мають вигляд

εt =
t∑

j=−∞
ψt−jξj =

∞∑
j=0

ψjξt−j, t ∈ Z, (2.3.1)

де {ξj, j ∈ Z} — бiлий субгауссiвський шум
(
Eξj = 0, Eξ2

j = σ2
ξ

)
, причому

‖ψ‖2
l2

=
∞∑
j=0

ψ2
j <∞. (2.3.2)

Умова 2.3.1 означає, що εt є функцiєю лiнiйної однорiдної та фiзично
здiйсненної системи в момент часу t на послiдовнiсть iмпульсiв ξj, j ∈ Z,
[22].

Оскiльки послiдовнiсть εt умови 2.3.1 є частинним випадком послi-
довностi εt з умови 2.2.1, то послiдовнiсть (2.3.1) є сумiсно строго суб-
гауссiвським часовим рядом за лемою 2.2.1.
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Знайдемо коварiацiйну функцiю послiдовностi. Маємо за формулою
(2.2.4)

B(t, s) = Eεtεs = σ2
ξ

∞∑
j=−∞

ψt−jψs−j = σ2
ξ

min(t,s)∑
j=−∞

ψt−jψs−j.

Нехай t > s. Тодi, зробивши замiну змiнної s− j = j′, отримуємо

B(t, s) =
s∑

j=−∞
ψt−jψs−j =

∞∑
j′=0

ψt−(s−j′)ψj′ =

=
∞∑
j′=0

ψj′ψj′+t−s =
∞∑
j=0

ψjψj+t−s.

Якщо s > t, то

B(t, s) =
∞∑
j=0

ψjψj+s−t.

Таким чином, εt — стацiонарний часовий ряд з коварiацiйною функцiєю

B(t) = σ2
ξ

∞∑
j=0

ψjψj+|t|, t ∈ Z. (2.3.3)

Нехай послiдовнiсть εt задовольняє умовi 2.3.1. Покладемо

h(eiλ) =
1√
2π

∞∑
j=0

ψje
ijλ. (2.3.4)

Тодi за формулою Парсеваля (див., наприклад, [22], с. 283)

B(t) = σ2
ξ

∞∑
j=0

ψjψj+t = σ2
ξ

∫ π

−π
eitλ
∣∣h(eiλ)

∣∣ dλ. (2.3.5)

Це означає, що стацiонарна послдовнiсть εt має абсолютно неперервний
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спектр зi щiльнiстю

f(λ) = σ2
ξ

∣∣h(eiλ)
∣∣2 =

σ2
ξ

2π

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

ψje
ijλ

∣∣∣∣∣
2

, λ ∈ [−π, π]. (2.3.6)

Тепер нам потрiбна загальна умова.
2.3.2.Послiдовнiсть {εt, t ∈ Z} є стацiонарною у широкому сенсi сумiсно

строго субгауссiвською випадковою послiдовнiстю iз обмеженою спектраль-
ною щiльнiстю f(λ), λ ∈ [−π, π] :

f1 = sup
λ∈[−π,π]

f(λ) <∞. (2.3.7)

Наступна умова є модифiкацiєю умови 2.2.2.

2.3.3. Для будь-яких u ∈ ΓT,θ,R та δ ∈
(

0,
1

2

)
для T > T0, R > R0

∑
∆2
t (u) ≥ 4πf1δ

−2fT (R), (2.3.8)

де fT ∈ F, величина ∆t(u) означена в (2.1.6).

Теорема 2.3.1. Якщо виконано умови 2.1.2, 2.3.2 та 2.3.3, то для
T > T0, R > R0 iснують такi константи B0, b0 > 0, що виконуються
нерiвностi (2.1.13), (2.1.14).

Доведення. Доведення цiєї теореми вiдбувається за планом доведення те-
ореми 2.2.1, але замiсть леми 2.2.2 та спiввiдношення (2.1.6) використає-
мо iншi мiркування. Нехай ∆t = At = ∆t(u) − ∆t(v), t = 1, T , ∆ =

(∆1, . . . ,∆T )′, B = (B(t− s))Tt,s=1. Тодi за теоремою Герглотца ([22], с. 55)
та умовою 2.3.2.

〈B∆,∆〉 =
T∑

t,s=1

B(t− s)∆t∆s =

∫ π

−π
f(λ)

∣∣∣∑ eiλt∆t

∣∣∣2 dλ ≤
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≤ f1

∫ π

−π

∣∣∣∑ eiλt∆t

∣∣∣2 dλ = 2πf1

∑
∆2
t = 2πf1‖∆‖2. (2.3.9)

Враховуючи формулу (2.1.16), iз (2.2.12) та (2.3.9) отримуємо

E
∣∣∣∑Atεt

∣∣∣m ≤ 2mπm/2f
m/2
1 mΓ

(m
2

)(∑
A2
t

)m/2
. (2.3.10)

Якщо m >
q

ρ
, то виконується умова 1.1 теореми 1.1. Завершення доведення

теореми 2.3.1 таке ж, як i в теоремi 2.1.1. �

Теорема 2.3.2. Нехай виконано умови 2.1.4 та 2.3.2. Тодi iснують такi
константи B0 та b, що для T > T0, H > H0

P
{
‖dT (θ)(θ̂T − θ)‖ ≥ H

}
≤ B0 exp

{
−bH2

}
, (2.3.11)

причому для будь-якого β > 0 можна обрати B0 таким, щоб виконувалась
нерiвнiсть

b ≥ c0(θ)

16πf1(1 + q)
− β. (2.3.12)

Доведення цiєї теореми цiлком аналогiчне доведенню теореми 2.2.2 i не
потребує додаткових мiркувань.

Повертаючись до помилок спостережень вигляду (2.3.1), переформулю-
ємо результати попереднiх двох теорем у виглядi наступних тверджень.

Теорема 2.3.3. Нехай виконано умови 2.1.2, 2.3.1, а також
1)

fmax = sup
λ∈[−π,π]

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

ψje
ijλ

∣∣∣∣∣
2

<∞; (2.3.13)

2) для будь-яких u ∈ ΓT,θ,R, δ ∈
(

0,
1

2

)
, для T > T0, R > R0 та деякої

функцiї fT ∈ F ∑
∆2
t (u) ≥ 2σ2

ξfmaxfT (R). (2.3.14)

Тодi для T > T0, R > R0 iснують такi константи B0, b0 > 0, що є
вiрними нерiвностi (2.1.13), (2.1.14).



42

Доведення цiєї теореми спiвпадає з доведенням теореми 2.3.1.

Теорема 2.3.4. Нехай виконано умову 2.1.4, 2.3.1 та є вiрною нерiвнiсть
(2.3.13). Тодi iснують такi константи B0 та b, що для T > T0, H > H0

P
{
‖dT (θ)(θ̂T − θ)‖ ≥ H

}
≤ B0 exp

{
−bH2

}
, (2.3.15)

причому для будь-якого β > 0 можна обрати B0 таким, щоб виконувалась
нерiвнiсть

b ≥ c0(θ)

8σ2
ξfmax(1 + q)

− β. (2.3.16)

Доведення теореми 2.3.4 очевидне. Нерiвнiсть (2.3.16) є модифiкацiєю
нерiвностi (2.3.12).

Важливим прикладом стацiонарних послiдовностей вигляду (2.3.1) є ав-
торегресiйнi процеси ковзного середнього, або ARMA(p, q)-процеси, що за-
данi системою рекурентних спiввiдношень (див., наприклад, [23])

εt − a1εt−1 − · · · − apεt−p = ξt + b1ξt−1 + · · ·+ bqξt−q, t ∈ Z, (2.3.17)

де {ξt, t ∈ Z} утворює дискретний субгауссiвський бiлий шум. Якщо S -
оператор зворотнього зсуву на один крок, то спiввiдношення (2.3.17) можна
переписати у символiчному виглядi

a(S)εt = b(S)ξt, (2.3.18)

де

a(z) = 1− a1z − · · · − apzp,
b(z) = 1 + b1z + · · ·+ bqz

q.
(2.3.19)

Якщо полiноми a(z) i b(z) не мають спiльних коренiв та a(z) 6= 0, b(z) 6= 0

для комплексних z таких, що |z| ≤ 1, то {εt, t ∈ Z} — стацiонарний
ARMA(p, q)-процес.
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Iнколи буває зручно записати ARMA(p, q)-процес як чистий процес ков-
зного середнього MA(∞) у виглядi

εt = ψ(S)ξt, ψ(z) =
b(z)

a(z)
=

∞∑
j=0

ψjz
j. (2.3.20)

Якщо ARMA(p, q)-процес записано у виглядi (2.3.1), причому виконано
(2.3.2),то коварiацiйна функцiя процесу εt задано рiвнiстю (2.3.3), а спе-
ктральна щiльнiсть має вигляд [23]

f(λ) =
σ2
ξ

2π

∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

ψje
ijλ

∣∣∣∣∣
2

=
σ2
ξ

2π

|b(iλ)|2

|a(iλ)|2
, λ ∈ [−π, π]. (2.3.21)

Запис ARMA(p, q)-процесу в формi (2.3.1) називається представленням
через ψ-ваги. Оскiльки в записi (2.3.21) полiном a(z) не має коренiв розта-
шованих на одиничному колi, то f(λ), λ ∈ [−π, π], є неперервною обмеже-
ною функцiєю, i

fmax = max
−π≤λ≤π

|b(iλ)|2

|a(iλ)|2
. (2.3.22)

Розглянемо декiлька простих прикладiв спектральної щiльностi (2.3.21)
i вiдповiднi їм величини типу (2.3.22).

Приклад 2.3.1. Розглянемо MA(1)-процес вигляду

εt = ξt + b ξt−1, (2.3.23)

де εt - помилки моделi (2.1.1), ξt - субгауссiвський бiлий шум. Тодi

a(z) = 1, b(z) = 1 + b z.

Зауважимо, що для стацiонарностi MA(q)-процесу, не потрiбно накла-
дати жодних умов на коефiцiєнти bi. Проте,MA(q)-процес буде оборотним,
якщо всi коренi (взагалi кажучи комплекснi) рiвняння b(z) = 0 лежатимуть
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зовнi одиничного круга. У випадку MA(1)-процесу ця умова еквiвалентна
умовi |b1| < 1.

Розглянемо функiю щiльностi процесу (2.3.23)

f(λ) =
σ2
ξ

2π

∣∣1 + b e−iλ
∣∣2 =

σ2
ξ

2π
(1 + 2b cosλ+ b2), −π ≤ λ ≤ π.

Позначимо s(λ) = (1 + 2b cosλ + b2), −π ≤ λ < π, i знайдемо max
−π≤λ≤π

s(λ).

При b > 0

max
−π≤λ≤π

s(λ) = s(0) = 1 + 2b+ b2 = (1 + b)2,

а при b < 0

max
−π≤λ≤π

s(λ) = s(−π) = 1− 2b+ b2 = (1− b)2.

Отже, для будь-якого b ∈ (−1, 1)

max
−π≤λ≤π

s(λ) = (1 + |b|)2.

В (2.3.23) покладемо b = 0.2, тодi

s(λ) = (1 + 0.4 cosλ+ 0.04), −π ≤ λ ≤ π,

max
−π≤λ≤π

s(λ) = s(0) = 1.44.

fmax = max
−π≤λ≤π

s(λ) = 1.44.

Пiдставляючи значення fmax в формули (2.3.14) i (2.3.16), ми отримуємо
вiдповiднi константи в теоремах 2.3.3 i 2.3.4.
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Рис. 2.3.1: Графiк функцiї s(λ),

Приклад 2.3.2. Розглянемо AR(1) процес вигляду

εt − a εt−1 = ξt, (2.3.24)

де εt - помилки моделi (2.1.1), ξt - субгауссiвський бiлий шум. Тодi

a(z) = 1− a z, b(z) = 1.

Розглянемо функцiю щiльностi процесу (2.3.24)

f(λ) =
σ2
ξ

2π

1

|1− a e−iλ|2
=
σ2
ξ

2π

1

1− 2a cosλ+ a2
.

В (2.3.24) покладемо a = 0.75, тодi

εt − 0.75 εt−1 = ξt, (2.3.25)

f(λ) =
σ2
ξ

2π

1

1− 1.5 cosλ+ 0.5625
.

Зауважимо, що процес (2.3.25) є стацiонарним, оскiльки 0.75 < 1.

Позначимо s(λ) =
1

1− 1.5 cosλ+ 0.5625
, −π ≤ λ ≤ π, i знайдемо
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max
−π≤λ≤π

s(λ). Оскiльки min
−π≤λ≤π

(1− 1.5 cosλ+ 0.5625) =
1

16
, то

max
−π≤λ≤π

s(λ) = s(0) = 16.

Рис. 2.3.2: Графiк функцiї s(λ),

fmax = max
−π≤λ≤π

s(λ) = 16.

Приклад 2.3.3. Розглянемо тепер AR(2) процес вигляду

εt − 1.2 εt−1 + 0.85 εt−2 = ξt, (2.3.26)

де εt - помилки моделi (2.1.1), ξt - субгауссiвський бiлий шум. Тодi

a(z) = 1− 1.2 z + 0.85 z2, b(z) = 1.

Перевiримо умови стацiонарностi (a1 + a2 < 1, a1 − a2 > −1, a2 > −1) для
процесу (2.3.26), при a1 = 1.2, a2 = −0.85:

1.2− 0.85 = 0.35 < 1;

1.2 + 0.85 = 2.05 > 1;
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−0.85 > −1.

Умови виконуються, отже, процес (2.3.26) є стацiонарним.
Запишемо функцiю щiльностi даного процесу

f(λ) =
σ2
ξ

2π

1

|1− 1.2e−iλ + 0.85e−i2λ|2
, λ ∈ [−π, π].

Позначимо s(λ) =
1

|1− 1.2e−iλ + 0.85e−i2λ|2
.

∣∣1− 1.2e−iλ + 0.85e−i2λ
∣∣2 =

= |1− 1.2(cosλ+ i sinλ) + 0.85(cos 2λ+ i sin 2λ)|2 =

= |1− 1.2 cosλ+ 0.85 cos 2λ− i 1.2 sinλ+ i 0.85 sin 2λ|2 =

= (1− 1.2 cosλ+ 0.85 cos 2λ)2 + (−1.2 sinλ+ 0.85 sin 2λ)2 =

= 1.44 cos2 λ+ 0.7225 cos2 2λ− 2.04 cos 2λ cosλ− 2.4 cosλ+ 1.7 cos 2λ+ 1+

+1.44 sin2 λ− 2.04 sinλ sin 2λ+ 0.7225 sin2 2λ =

= −4.44 cosλ+ 1.7 cos 2λ+ 3.1625.

Отже, s(λ) =
1

3.1625− 4.44 cosλ+ 1.7 cos 2λ
.

Програмно було знайдено

max
−π≤λ≤π

s(λ) =
34000

441
≈ 77.1, при λ = ±2 arctan

(√
59

281

)
.

fmax = max
−π≤λ≤π

s(λ) =
34000

441
.
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Рис. 2.3.3: Графiк функцiї s(λ),

Приклад 2.3.4. Розглянемо процес ARMA(1, 1) вигляду

εt − 0.5 εt−1 = ξt − 0.3 ξt−1, (2.3.27)

де, як i в попереднiх прикладах, εt - помилки моделi (2.1.1), ξt - суб-
гауссiвський бiлий шум. Тодi

a(z) = 1− 0.5 z, b(z) = 1− 0.3 z.

Покажемо, що процес (2.3.27) — стацiонарний. Для цього знайдемо ко-
ренi рiвнянь a(z) = 0 та b(z) = 0.

a(z) = 0 ⇔ 1− 0.5 z = 0 ⇒ z = 2;

b(z) = 0 ⇔ 1− 0.3 z = 0 ⇒ z =
10

3
.

Коренi полiномiв a(z) та b(z) не спiвпадають та лежать поза колом одини-
чного радiусу. Отже, ARMA(1, 1) процес вигляду (2.3.27) є стацiонарним
процесом.

Знайдемо максимум функцiї щiльностi цього процесу.
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f(λ) =
σ2
ξ

2π

∣∣∣∣1− 0.3 e−iλ

1− 0.5 e−iλ

∣∣∣∣2 =
σ2
ξ

2π

∣∣∣∣1− 0.3 (cosλ+ i sinλ)

1− 0.5(cosλ+ i sinλ)

∣∣∣∣2 =

=
σ2
ξ

2π

(1− 0.3 cosλ)2 + (0.3 sinλ)2

(1− 0.5 cosλ)2 + (0.5 sinλ)2 =
σ2
ξ

2π

1.09− 0.6 cosλ

1.25− cosλ
.

Позначимо s(λ) =
1.09− 0.6 cosλ

1.25− cosλ
, −π ≤ λ ≤ π, i знайдемо

max
−π≤λ≤π

s(λ). Знайдемо похiдну функцiї s(λ)

s′(λ) =

(
1.09− 0.6 cosλ

1.25− cosλ

)′
=

0.6 sinλ(1.25− cosλ)− sinλ(1.09− 0.6 cosλ)

(1.25− cosλ)2
=

=
−0.34 sinλ

(1.25− cosλ)2 = 0.

Отже, λ = πk, k ∈ {−1, 0, 1} — критичнi точки. Таким чином, s′(λ) мiняє
знак з «+» на «-» в точцi λ = 0, тому

max
−π≤λ≤π

s(λ) = s(0) = 1.96.

Рис. 2.3.4: Графiк функцiї s(λ),
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fmax = max
−π≤λ≤π

s(λ) = 1.96.

Як було зазначено в прикладi 2.3.1, пiдставивши значення fmax в фор-
мули (2.3.14) i (2.3.16), ми отримаємо вiдповiднi константи в теоремах 2.3.3
i 2.3.4 також i для кожного iз прикладiв 2.3.2 - 2.3.4.

3 Iмовiрностi великих вiдхилень оцiнки най-
менших квадратiв в моделi регресiї з непе-
рервним часом

3.1 Гауссiвський стацiонарний випадковий шум

Розглянемо випадковий процес

X(t) = g(t, θ) + ε(t), t > 0, (3.1.1)

де g(· , ·) : [0,∞)×Θc → R — неперервна функцiя, що залежить вiд невiдо-
мого параметра θ ∈ Θ, Θc – замикання вiдкритої множини Θ, {ε(t), t ∈ R}
– неперервний в середньому квадратичному та майже напевно гауссiвський
стацiонарний випадковий процес з нульовим середнiм.

Покладемо

LT (η) =

∫ T

0

(
X(t)− g(t, η)

)2
dt

i дамо означення аналогiчне означенню 2.1.1 для дискретного випадку.

Означення 3.1.1. Оцiнкою найменших квадратiв параметра θ ∈ Θ нази-
вається випадковий вектор θ̂T = (θ̂1T , θ̂2T , . . . , θ̂qT ), для якого

LT (θ̂T ) = min
τ∈Θc

LT (τ). (3.1.2)

Вважатимемо, що похiднi gi(t, θ) =
∂

∂θi
g(t, θ), i = 1, q, локально iнте-

гровнi з квадратом за t при кожному фiксованому θ ∈ Θ та розглядатимемо



51

нормуючу матрицю

dT (θ) = diag(diT (θ), i = 1, q), d2
iT (θ) =

∫ T

0

g2
i (t, θ)dt, θ ∈ Θ. (3.1.3)

Для T > T0 розглядатимемо нормоване вiдношення

ZT,θ(u) =
CT (θ + d−1

T (θ)u)

CT (θ)
, (3.1.4)

де CT (·) = exp

{
−1

2
LT (·)

}
, u ∈ Ut,θ := dT (θ)(Θc − θ). Токож користува-

тимемось позначенням множини ΓT,θ,R iз роздiлу 1.
Аналогiчно до (2.1.6) роздiлу 2.1 визначимо функцiю ∆ у випадку не-

перервного часу

∆(t, u) = g(t, θ + d−1
T (θ)u)− g(t, θ), t ∈ [0, T ], (3.1.5)

i перепишемо нормоване вiдношення (3.1.4) у термiнах ∆:

ZT, θ(u) =
CT (θ + d−1

T (θ)u)

CT (θ)
=

=
exp

{
−1

2

∫ T
0

(
X(t)− g(t, θ + d−1

T (θ)u)
)2
dt
}

exp
{
−1

2

∫ T
0 (X(t)− g(t, θ) )2 dt

} =

= exp

{
−1

2

∫ T

0

(
g(t, θ) + ε(t)− g(t, θ + d−1

T (θ)u)
)2
dt

}
+

1

2

∫ T

0

ε2(t)dt =

= exp

{
−1

2

∫ T

0

((
g(t, θ)− g(t, θ + d−1

T (θ)u)
)2

+ ε2(t)− ε2(t)+

+2ε(t)
(
g(t, θ)− g(t, θ + d−1

T (θ)u)
))
dt

}
=

= exp

{
−1

2

∫ T

0

(
g(t, θ + d−1

T (θ)u)− g(t, θ) + ε(t)
)2
dt+
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+

∫ T

0

(
g(t, θ + d−1

T (θ)u)− g(t, θ)
)
ε(t)dt

}
=

= exp

{∫ T

0

∆(t, u)ε(t)dt− 1

2

∫ T

0

∆2(t, u)dt

}
.

Отже,

ZT, θ(u) = exp

{∫ T

0

∆(t, u)ε(t)dt− 1

2

∫ T

0

∆2(t, u)dt

}
,

де ∆(t, u) визначено в (3.1.5).
Введемо основну умову цього пiдроздiлу стосовно помилок спостере-

жень ε(t) в моделi (3.1.1).
3.1.1 {ε(t), t ∈ R} - стацiонарний гауссiвський процес зi спектральною

щiльнiстю f(λ), λ ∈ R, такою, що

f1 = sup
λ∈R

f(λ) <∞. (3.1.6)

Позначимо

〈B∆,∆〉 =

∫ T

0

∫ T

0

B(t− s)∆(t)∆(s)dtds, (3.1.7)

де B(t) =
∫∞
−∞ e

iλtf(λ)dλ — коварiацiйна функцiя процесу ε. Тодi, врахову-
ючи означення 2.2.1 та умову 3.1.1, маємо

E exp
{
〈ε, ∆〉

}
= E exp

{∫ T

0

ε(t)∆(t)dt

}
= (3.1.8)

= exp

{
1

2
〈B∆,∆〉

}
= exp

{
1

2

∫ T

0

∫ T

0

B(t− s)∆(t)∆(s)dtds

}
.

Лема 3.1.1. Нехай виконується умова 3.1.1. Покладемо

ST =

∫ T

0

∆(t)ε(t)dt,
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де ∆ ∈ L2 ([0, T ]) — деяка функцiя. Тодi для всiх x > 0 справедливi нерiв-
ностi

P {ST ≥ x} ≤ DT (x), P {ST ≤ −x} ≤ DT (x), (3.1.9)

P {|ST | ≥ x} ≤ 2DT (x), (3.1.10)

де DT (x) = exp

{
− x2

2<B∆,∆>

}
.

Доведення цiєї леми аналогiчне доведенню леми 2.2.2.
Нехай функцiя fT , константи ρ, κ, δ i полiноми γ(R) визначенi як у

роздiлi 2.1. Введемо умови вiдносно моделi спостережень (3.1.1), аналогiчнi
вiдповiдним умовам роздiлу 2.1, сформульованим для моделi (2.1.1).

3.1.2 Для будь-яких u, v ∈ ΓT,θ,R, ‖u− v‖ ≤ κ, T > T0, R > R0∫ T

0

(∆(t, u)−∆(t, v))2dt ≤ ‖u− v‖2ργ(R), (3.1.11)

∫ T

0

∆2(t, u)dt ≤ γ(R). (3.1.12)

3.1.3 Для будь-якого u ∈ ΓT,θ,R∫ T

0

∆2(t, u)dt ≥ 4πf1δ
−2fT (R). (3.1.13)

Теорема 3.1.1. Нехай виконано умови 3.1.1, 3.1.2 та 3.1.3. Тодi для
T > T0, H > H0 iснують такi константи B0, b0 > 0, що справедливi
нерiвностi (2.1.13), (2.1.14).

Доведення. Для доведення цiєї теореми перевiримо виконання умов 1.1
та 1.2 теореми 1.1.

Нехай випадковвий процес ε(t) задовольняє умовi 3.1.1, а в лемi 3.1.1
∆(t) = ∆(t, u)−∆(t, v) = A(t), де величини ∆(t, ·) визначено в (3.1.5). Тодi
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за формулою для моментiв невiд’ємної в. в., для будь-якого m > 0

E
∣∣∣∣∫ T

0

A(t)ε(t)dt

∣∣∣∣m = m

∫ ∞
0

xm−1P
(∣∣∣∣∫ T

0

A(t)ε(t)dt

∣∣∣∣ ≥ x

)
dx ≤

≤ 2m

∫ ∞
0

xm−1 exp

{
− x2

2〈B∆, ∆〉

}
dx.

Зробимо замiну змiнних
x√

〈B∆, ∆〉
= z,

тодi

2m

∫ ∞
0

xm−1 exp

{
− x2

2〈B∆, ∆〉

}
dx =

= m

∫ ∞
−∞

zm−1〈B∆, ∆〉
m−1
2 exp

{
−z

2

2

}√
〈B∆, ∆〉dz =

=
√

2π m 〈B∆, ∆〉m/2E|z|m−1, (3.1.14)

де z — стандартна гауссiвська в. в.
За теоремою Бiркгофа-Хiнчина (див., наприклад, [22]), умовою 3.1.1 та

тотожнiстю Планшереля

〈B∆, ∆〉 =

∫ T

0

∫ T

0

B(t− s)A(t)A(s)dtds =

=

∫ T

0

∫ T

0

∫ ∞
−∞

eiλ(t−s)f(λ)dλ A(t)A(s)dtds =

=

∫ ∞
−∞

f(λ)

(∫ T

0

∫ T

0

eiλ(t−s) A(t)A(s)dtds

)
dλ =

=

∫ ∞
−∞

f(λ)

(∫ T

0

eiλt A(t)dt

∫ T

0

e−iλs) A(s)ds

)
dλ =

=

∫ ∞
−∞

f(λ)

∣∣∣∣∫ T

0

eiλt A(t)dt

∣∣∣∣2 dλ ≤
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≤ f1

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∫ T

0

eiλt A(t)dt

∣∣∣∣2 dλ = 2πf1

∫ T

0

A2(t)dt. (3.1.15)

З формул (3.1.14), (3.1.15) та (2.1.16) маємо

E
∣∣∣∣∫ T

0

A(t)ε(t)dt

∣∣∣∣m ≤ 2mπm/2f
m/2
1 mΓ

(
m

2

)(∫ T

0

A2(t)dt

)m/2
,

що призводить до виконання при m >
q

ρ
умови 1.1.

Для перевiрки виконання умови 1.2 застосуємо першу з нерiвностей
(3.1.9) при ∆ = ∆(t, u) та

x = δ

∫ T

0

∆2(t, u)dt.

Тодi з умови 3.1.3

P
{

∆(t, u)ε(t) ≥ δ

∫ T

0

∆2(t, u)dt

}
≤ exp

−δ
2

2

(∫ T
0 ∆2(t, u)dt

)2

〈B∆,∆〉

 ≤

≤ exp

{
− δ2

4πf1

∫ T

0

∆2(t, u)dt

}
≤ exp{−fT (R)}.

�

Введемо умову, яка аналогiчна умовi 2.1.4
3.1.4 Iснують додатнi числа c0(θ) i c1(θ) такi, що для будь-яких u, v ∈

UT,θ = dT (θ)(Θc − θ), T > T0

c0(θ)‖u− v‖2 ≤
∫ T

0

(
∆(t, u)−∆(t, v)

)2
dt ≤ c1(θ)‖u− v‖2. (3.1.16)

Наслiдок 3.1.1. Нехай виконуються умови 3.1.1 та 3.1.4. Тодi iснують
такi константи B0, b, що для T > T0, H > H0
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P
{
‖dT (θ)(θ̂T − θ)‖ ≥ H

}
≤ B0 exp{−bH2}, (3.1.17)

причому для будь-якого β > 0 можна обрати B0 таким чином, щоб мала
мiсце нерiвнiсть

b ≥ c0(θ)

16πf1(1 + q)
− β. (3.1.18)

Доведення. Доведення цього твердження аналогiчне доведенню теореми
2.1.2. Перевiримо виконання умов 3.1.2 та 3.1.3. Нерiвнiсть (3.1.11) умови
3.1.2 випливає iз правої частини нерiвностi (3.1.16), якщо ми в (3.1.16)
вiзьмемо ρ = 1, γ(R) = c1(θ). Нерiвнiсть (3.1.12) умови 3.1.2 випливає
також iз правої частини нерiвностi (3.1.16), якщо в нiй взяти v = 0, γ(R) =

c1(θ)(R + 1)2, тому що∫ T

0

∆2(t, u)dt ≤ c1(θ)‖u‖2 ≤ c1(θ)(R + 1)2 = γ(R). (3.1.19)

Для перевiрки виконання умови 3.1.3 перепишемо лiву частину нерiвностi
(3.1.16) при v = 0 наступним чином:∫ T

0

∆2(t, u)dt ≥ c0(θ)‖u‖2 ≥ 4πf1δ
−2

(
1

4πf1
δ2c0(θ)R

2

)
, (3.1.20)

тобто в нерiвностi 2.1.3 можна взяти

fT (R) =
1

4πf1
δ2c0(θ)R

2. (3.1.21)

Тепер запишемо показник експоненти в правiй частинi нерiвностi (2.1.21) у
виглядi

−b0fT (H) = −
(
b0

1

4πf1
δ2c0(θ)H

2

)
.

Оскiльки зараз у правiй частинi (3.1.18) ρ = 1, то для будь-якого β > 0 в
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(2.1.21) можна взяти

b = b0
1

4πf1
δ2c0(θ) ≥

1

4πf1
δ2c0(θ)

1

1 + q
− β. (3.1.22)

Спрямувавши δ → 1

2
, отримаємо нерiвнiсть (2.1.22). �

Наступний приклад є розширенням прикладу 2.1.1 на неперервний час.

Приклад 3.1.1. Припустимо, що g(t, ν) = g(y(t), ν), де y(·) : R+ → Y

— борелеве вiдображення, що набуває значення у компактнiй областi пла-
нування регресiйного експерименту Y ⊂ Rm, ν ∈ Θc,Θ ⊂ Rq — вiдкрита
обмежена опукла множина, g(·, ·) ∈ C(Y ×Θc).

Нехай BY — σ-алгебра борелевих пiдмножин Y . Розглянемо сiм’ю мiр

µT (A) = T−1λ{t ∈ [0, T ] : y(t) ∈ A}, A ∈ BY , (3.1.23)

λ— мiра Лебега на R+. Припустимо, що мiри µT слабко збiгаються до деякої
мiри µ : µT ⇒ µ, T →∞.

Наведемо приклад виконання цiєї умови при m = 1. Нехай {yi, i ≥ 1} ⊂
Y — деяка послiдовнiсть та y(t) = yi, t ∈ [i− 1, i), i ≥ 1. Введемо мiру

µT = T−1

[T ]∑
i=1

δyi + T−1{T}δy[T ]+1
, (3.1.24)

де [T ] та {T} — цiла та дробова частини числа T . Тодi, якщо n−1
n∑
i=1

δyi ⇒

µ, n→∞, то i µT ⇒ µ, T →∞.
Далi, розглядаючи функцiю g таку, як у прикладi 2.1.1, ми проводимо

аналогiчнi мiркування вiд формули (2.1.26) до формули (2.1.32), замiнюючи
суми iнтегралами. Тодi маємо наступний аналог нерiвностей (2.1.32):∫ T

0

∆2(t, u) dt ≥ S2T−1

∫ T

0

exp{2〈y(t), θ〉}〈y(t), u〉2dt ≥
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≥ S4

q∑
k,j=1

(
T−1

∫ T

0

yk(t)yj(t) dt

)
ukuj. (3.1.25)

За наших припущень матриця

JT =

(
T−1

∫ T

0

yk(t)yj(t) dt

)q
k,j=1

=

(∫
Y

ykyjµT (dy)

)q
k,j=1

, (3.1.26)

i, завдяки компактностi Y ,

lim
T→∞

JT = J =

(∫
Y

ukyjµ(dλ)

)q
k,j=1

. (3.1.27)

Якщо матриця J додатно визначена, то для T > T0 можна, наприклад,
взяти в умовi 2.1.3 при v = 0

c0(θ) =
1

2
λmin(J)S4. (3.1.28)

Наступне зауваження про слабку консистентнiсть ОНК θ̂T стосується
всiх пiдроздiлiв роздiлiв 2 i 3 роботи та теорем, що використовують умови
2.1.4 та 3.1.4. Наведемо це зауваження, якще один наслiдок iз теореми
3.1.1.

Наслiдок 3.1.2. Нехай виконано умови 3.1.1 та 3.1.4, причому в 3.1.4
у якостi матрицi, що нормує ОНК, можна взяти T 1/2Iq. Тодi для будь-
якого ρ > 0, констант iз наслiдку 3.1.1 та T > T0

P
{
‖θ̂T − θ‖ ≥ ρ

}
≤ B exp

{
−bρ2T

}
. (3.1.29)

Доведення. В умовах наслiдку нерiвнiсть (2.1.22) перетворюється на не-
рiвнiсть

P
{
‖T 1/2

(
θ̂T − θ

)
‖ ≥ H

}
≤ B0 exp

{
−bH2

}
. (3.1.30)

Поклавши в (3.1.30) H = ρT 1/2, отримуємо (3.1.29). �
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3.2 Сумiсно строго субгауссiвський випадковий шум

Введемо основну умову цього роздiлу вiдносно помилок спостережень
ε(t) в моделi (3.1.1).

3.2.1 ε = {ε(t), t ∈ R+} — дiйсний неперервний в середньому квадра-
тичному та м. н., сумiсно строго субгауссiвський процес з коварiацiйною
функцiєю Eε(t)ε(s) = B(t, s), t, s ∈ R+.
Означення сумiсно строго субгауссiвського процесу дано в роздiлi 2.2 (див.
означення 2.2.2).

Нехай ∆(t), t ∈ [0, T ], — неперервна функцiя, тодi за умови 3.2.1 iснує
iнтеграл

I(T ) =

∫ T

0

∆(t)ε(t)dt, (3.2.1)

визначений для майже всiх вибiркових функцiй процесу ε(t), t ∈ [0, T ], як
iнтеграл Рiмана. Розглянемо розбиття r(n)

0 = t1 < t2 < · · · < tn+1 = T (3.2.2)

iнтервалу [0, T ] i вiдповiдну iнтегральну суму

In(T ) =
n∑

k=T

ukε(tk), uk = ∆(tk)(tk+1 − tk), k = 1, n. (3.2.3)

Розглянемо таку послiдовнiсть розбиттiв r(n) iнтервалу [0, T ], що

n→∞, max(tk+1 − tk)→ 0 (3.2.4)

та будемо записувати (3.2.4) як |r(n)| → 0. Тодi за зроблених припущень

In(T )→ I(T ), м. н., |r(n)| → 0. (3.2.5)

Очевидно,

E I2(T ) =

∫ T

0

∫ T

0

B(t, s)∆(t)∆(s) dtds. (3.2.6)



60

Лема 3.2.1. За умови 3.2.1 в. в. I(T ) є строго субгауссiвською для будь-
якого T > 0.

Доведення. Означення 2.2.2 означає, що процес ε(t), t ∈ [0, T ], є сумiсно
строго субгауссiвським тодi i тiльки тодi, коли для будь-якого n ∈ N та
будь-яких t1, t2, . . . , tn ∈ [0, T ], u1, u2, . . . , un ∈ R, λ ∈ R

E exp

{
λ

n∑
k=1

ukε(tk)

}
≤ exp

1

2
λ2

n∑
j k=1

B(tj, tk)ujuk

 . (3.2.7)

Якщо ми вiзьмемо в (3.2.7) uk = ∆(tk)(tk+1 − tk), k = 1, n, то отрима-
ємо нерiвнiсть

E exp {In(T )} ≤ exp

{
1

2
E I2

n(T )

}
,

i за лемою Фату (див., наприклад, [22])

E exp {I(T )} = E lim
|r(n)|→0

exp {In(T )} = E lim
|r(n)|→0

exp {In(T )} ≤

≤ lim
|r(n)|→0

E exp {In(T )} ≤ lim
|r(n)|→0

exp

{
1

2
E I2

n(T )

}
=

= exp

{
1

2
E I2(T )

}
,

що доводить дану лему. �

Прикладом сумiсно строго субгауссiвського процесу ε з умови 3.2.1,
очевидно, є гауссiвський процес ε. Для гауссiвського шуму ε нерiвнiсть

E exp {λI(T )} ≤ exp

{
1

2
λ2E I2(T )

}
, (3.2.8)

яка є вiрною для всiх λ ∈ R та сумiсно строго субгауссiвського процесу ε
з умови 3.2.1, перетворюється на рiвнiсть, i нема потреби доводити лему
2.3.1.

3.2.2 Коварiацiйна функцiя B(t, s) з умови 3.2.1 має властивостi
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‖B‖2
2 =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

B2(t, s)dtds <∞ (3.2.9)

або
sup
t ∈ R+

∫ ∞
0

|B(t, s)|ds = B <∞. (3.2.10)

Лема 3.2.2. За умов (3.1.1) та (3.2.2), для T > 0

〈B∆,∆〉 =

∫ T

0

∫ T

0

B(t, s)∆(t)∆(s) dt ds ≤ c

∫ T

0

∆2(t)dt, (3.2.11)

де c = ‖B‖2 за умови (3.2.9), i c = B за умови (3.2.10).

Доведення. Очевидно, за теоремою Фубiнi та (3.2.9)

〈B∆,∆〉 =

∫ T

0

(∫ T

0

B(t, s)∆(s) ds

)
∆(t) dt ≤

≤

(∫ T

0

(∫ T

0

B(t, s)∆(s) ds

)2

dt

)1/2(∫ T

0

∆2(t) dt

)1/2

≤

≤
(∫ T

0

(∫ T

0

B2(t, s) ds

)(∫ T

0

∆2(s) ds

)
dt

)1/2(∫ T

0

∆2(t) dt

)1/2

=

=

(∫ T

0

∫ T

0

B2(t, s) dt ds

)1/2 ∫ T

0

∆2(t) dt ≤ ‖B‖2

∫ T

0

∆2(t) dt. (3.2.12)

З iншого боку, з теореми Фубiнi та (3.2.10)

〈B∆,∆〉 =

∫ T

0

∫ T

0

|B(t, s)| |∆(t)∆(s)| dt ds ≤

≤
∫ T

0

∫ T

0

|B(t, s)| ∆2(t) + ∆2(s)

2
ds dt =

∫ T

0

∫ T

0

|B(t, s)| ∆2(t) dt ds =

=

∫ T

0

∆2(t)

(∫ T

0

|B(t, s)| ds
)
dt ≤ B

∫ T

0

∆2(t) dt. (3.2.13)

�
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Результати лем 3.2.1 та 3.2.2 дають можливiсть сформулювати твердже-
ння, аналогiчнi до теореми 3.1.1 та наслiдку 3.1.1.

Теорема 3.2.1. Припустимо, що виконано умови 3.1.2, 3.2.1, 3.2.2 та
3.2.3 Для будь-якого u ∈ ΓT,θ,R∫ T

0

∆2(t, u) dt ≥ 2cδ−2fT (R), (3.2.14)

де

c =

‖B‖2, за умови (3.2.9),

B, за умови (3.2.10).
(3.2.15)

Тодi для T > T0, H > H0 iснують такi константи B0, b0 > 0, що справ-
джуються нерiвностi (2.1.13), (2.1.14).

Доведення цiєї теореми аналогiчне доведенню теореми 3.1.1, i тому ми
його не наводимо.

Наслiдок 3.2.1. Нехай виконуються умови 3.1.1, 3.2.1 та 3.2.2. Тодi
iснують такi константи B0, b, що для T > T0, H > H0 є вiрною нерiв-
нiсть (2.1.21), причому для будь-якого β > 0 можна обрати B0 таким
чином, щоб мала мiсце нерiвнiсть

b ≥ c0(θ)

8c(1 + q)
− β, (3.2.16)

де константу c означимо рiвностями (3.2.15).

Цiкаво порiвняти останнiй результат iз наслiдком 3.1.1, отриманим для
стацiонарного гауссiвського процесу ε. Якщо ε — гауссiвський стацiонарний
процес, то B(t, s) = B(t− s), i умова (3.2.9) не виконується. З iншого боку,∫ ∞

0

|B(t, s)| ds =

∫ ∞
−t
|B(s)| ds ≤

∫ ∞
−∞
|B(s)| ds = B ≤ ∞, (3.2.17)
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якщо B ∈ L1(B). В цьому випадку ε має неперервну та обмежену спе-
ктральну щiльнiсть f(λ). Припустимо, що B(s) ≥ 0, s ∈ R. Тодi, оскiльки

f(λ) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−iλtB(t)dt, (3.2.18)

то B = 2πf(0), i в (3.2.16) 8c = 16πf(0). У нерiвностi (2.1.22) вiдповiдна
константа дорiвнює 16πf1, де f1 = max

λ∈R
f(λ). Оскiльки, f(0) ≤ f1, то (3.2.16)

дає кращу експоненцiальну оцiнку, нiж (2.1.22), якщо f(0) < f1, але за
умови додатньої корреляцiї випадкового процесу ε.

Поняття, якими ми користуємось нижче, викладено, наприклад, в кла-
сичнiй монографiї [22].

Нехай µ — елементарна ортогональна стохастична мiра означена на пiв-
кiльцi iнтервалiв

P1 = {[a, b) : −∞ < a < b <∞} ∪ {∅},

що має обмежену структурну функцiю (мiру) F . Припустимо, що мiру F
на P1 можна продовжити ([22], Теорема 2, §7, гл. 2) до повної мiри lF на
вимiрному просторi (R,LF ), де LF — σ-алгебра всiх вимiрних за Карате-
одорi пiдмножин R. За нашим припущенням lF є скiнченною мiрою. Тодi
елементарну ортогональну стохастичну мiру µ можна продовжити до сто-
хастичної мiри µ̃ на (R,LF ). Надалi будемо ототожнювати мiри µ i µ̃ та
писати µ = µ̃.

Нехай L — σ-алгебра вимiрних за Лебегом пiдмножин R, l — мiра Ле-
бега на R. Припустимо, що функцiя a(t, λ), (t, λ) ∈ R2, є l× lF -вимiрною та
належить L2(R2, l× lF ). Крiм того, a(t, ·) ∈ L2(R2, lF ) для довiльного t ∈ R.
Розглянемо стохастичний iнтеграл

ε(t) =

∫ ∞
−∞

a(t, λ)µ(dλ), (3.2.19)

який можна визначити як функцiю вiд t таким чином, щоб процес ε(t), t ∈
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R, був вимiрним ([22], с. 256). Якщо ми замiсть R вiзьмемо будь-який скiн-
ченний або нескiнченний вiдрiзок вiсi R, зокрема R+ = [0,∞), то означення
(3.2.19) залишається таким же, якщо позначити L — σ-алгебру пiдмножин
цього вiдрiзку, вимiрних за Лебегом.

Стохастична мiра µ та функцiя a набувають, взагалi кажучи, компле-
ксних значень. Якщо ми хочемо обрати у якостi випадкового шуму мо-
делi регресiї (3.1.1) випадковий процес, заданий стохастичним iнтегралом
(3.2.19), то треба, щоб µ була центрованою стохастичною мiрою. Тодi за вве-
дених вище умов для коварiацiйної функцiї дiйсного процесу {ε(t), t ∈ R+}
маємо формулу

B(t, s) = Eε(t)ε(s) =

∫ ∞
−∞

a(t, λ)a(s, λ)lF (dλ), t, s ∈ R+, (3.2.20)

яка призводить до додаткової умови щодо функцiї a(t, λ), яка забезпечує
дiйснiсть значень коварiацiй B(t, s).

Нехай a(t, s) = a1(t, λ) + ia2(t, λ), де a1 = <a, a2 = =a. Тодi

B(t, s) =

∫ ∞
−∞

(a1(t, λ)a1(s, λ) + a2(t, λ)a2(s, λ)) lF (dλ)+

+i

∫ ∞
−∞

(a2(t, λ)a1(s, λ)− a1(t, λ)a2(s, λ)) lF (dλ), (3.2.21)

тобто повинна виконуватись умова∫ ∞
−∞

(a2(t, λ)a1(s, λ)− a1(t, λ)a2(s, λ)) lF (dλ) = 0. (3.2.22)

Припустимо, що iснує похiдна Радона-Нiкодима f(λ), λ ∈ R, мiри
lF (dλ), яка є парною функцiюєю. Тодi для вiрностi рiвностi (3.2.22), на-
приклад, достатньо, щоб функцiя a1 була парною за λ, функцiя a2 була
непарною для кожного значення першого аргумента, або навпаки.

Лема 3.2.3. Нехай дiйсний центрований випадковий процес {ε(t), t ∈ R+},
задано стохастичним iнтегралом (3.2.19), в якому функцiя a(·, ·) ∈
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L2(R+ × R, l × lF ) i задовольняє умову (3.2.22), а функцiя ∆(t), t ∈ R,—
локально iнтегровна з квадратом. Тодi

〈B∆,∆〉 =

∫ T

0

∫ T

0

B(t, s)∆(t)∆(s)dtds ≤ ‖a‖2
2

∫ T

0

∆2(t)dt, (3.2.23)

де

‖a‖2 =

(∫ ∞
0

∫ ∞
−∞
|a(t, λ)|2 dt lF (dλ)

)1/2

. (3.2.24)

Доведення. Завдяки iнтегровностi з квадратом функцiї a та скiнченностi
мiри lF , за теоремою Фубiнi-Тонеллi (див., наприклад, [22]) отримуємо з
використанням нерiвностi Кошi-Буняковського

〈B∆,∆〉 =

∫ T

0

∫ T

0

(∫ ∞
−∞

a(t, λ)a(s, λ)lF (dλ)

)
∆(t)∆(s) dtds =

=

∫ ∞
−∞

(∫ T

0

a(t, λ)∆(t)dt

∫ T

0

a(s, λ)∆(s)ds

)
lF (dλ) =

=

∫ ∞
−∞

∣∣∣∣∫ T

0

a(t, λ)∆(t)dt

∣∣∣∣2 lF (dλ) ≤

≤
∫ ∞
−∞

∫ T

0

|a(t, λ)|2 dt
∫ T

0

∆2(t)dt lF (dλ) ≤

≤ ‖a‖2
2

∫ T

0

∆2(t)dt.

�

Якщо процес {ε(t), t ∈ R} задано у виглядi стохастичного iнтеграла
(3.2.19) i для нього виконано припущення 3.2.1, то використовуючи лему
3.2.3, ми можемо отримати твердження аналогiчнi теоремi 3.2.1 та наслiд-
ку 3.2.1. Доведення цих тверджень не мiстить нових елементiв, i ми їх не
наводимо.

Вiдповiдь на важливе питання, що треба вимагати, щоб стохастичний
iнтеграл (3.2.19) був сумiсно строго субгауссiвським випадковим процесом,
ми дамо в наступному пiдроздiлi для стохастичних iнтегралiв, породже-
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них стохастичними мiрами, побудованими за процесами з ортогональними
прирiстами.

3.3 Стацiонарний сумiсно строго субгауссiвський ви-

падковий шум

У даному пiдроздiлi, як i в пiдроздiлах 3.1, 3.2, ми розглядаємо модель
регресiї (3.1.1) з неперервним часом i вивчаємо ймовiрностi велких вiдхи-
лень ОНК параметра θ функцiї регресiї g(t, θ). На вiдмiну вiд пiдроздiлу
3.2, замiсть моделi випадкового шуму (3.2.19), вважаємо, що випадковий
шум ε = {ε(t), t ∈ R} припускає представлення

ε(t) =

∫ t

−∞
a(t− s) dζ(s) =

∫ ∞
0

a(s) dζ(t− s), (3.3.1)

де a(t) = 0 при t < 0, ζ = {ζ(t), t ∈ R} — дiйсний процес з ортогональними
приростами, тобто ζ(−∞) = 0,

E
(
ζ(t2)− ζ(t1)

)(
ζ(t4)− ζ(t3)

)
= 0, (3.3.2)

якщо t1 < t2 < t3 < t4, неперервний злiва у середньому квадратичному:

E |ζ(t)− ζ(τ)|2 → 0, при τ ↑ t.

Припустимо також, що ζ є таким, що

Eζ(t) = 0, E |ζ(t+ h)− ζ(t)|2 = h, t ∈ R, h > 0. (3.3.3)

Процесу ζ вiдповiдає стохастична ортогональна мiра µ [22, 24] така, що
µ
(
[a, b)

)
= ζ(b)− ζ(a), задана на σ-алгебрi L вимiрних за Лебегом пiдмно-

жин R. Стохастичний iнтеграл (3.3.1) можна, таким чином, розглядати як
середнє квадратичний iнтеграл Стiлтьєса [22, 24].
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ζ(t) =

∫ t

−∞
a(t− s) dζ(s) =

∫ t

−∞
a(t− s) µ(ds), (3.3.4)

причому iнтеграл (3.3.1) iснує тодi i тiльки тодi, коли [22, 24]∫ ∞
0

|a(t)|2 dt <∞. (3.3.5)

Процес ζ називається проiнтегрованим бiлим шумом, а ε можна розгля-
дати як процес на виходi фiзично здiйсненного фiльтра, на вхiд якого пода-
ється бiлий шум [22, 24]. Модель випадкового шуму (3.3.1) є перенесенням
на непервний час дискретної моделi шуму (2.3.1). Коварiацiйна функцiя
процесу ε дорiвнює

B(t) =

∫ ∞
0

a(t+ u)a(u) du, (3.3.6)

тобто процес ε є стацiонарним в широкому розумiннi. Бiльше того, спе-
ктральна щiльнiсть припукає представлення [22, 24]

f(λ) = (2π)−1|h(iλ)|2, h(iλ) =

∫ ∞
0

a(t)e−iλt dt. (3.3.7)

Вiдповiдно,

a(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

h(iλ)eiλt dλ,

де невласний iнтеграл розумiється в наступному сенсi:∫ ∞
−∞

= l.i.m.
A, B→+∞

∫ A

−B
,

де “l.i.m.” позначає збiжнiсть в середньому квадратичному в L2(R).
Нам потрiбна умова
3.3.1 Процес ζ є сумiсно строго субгауссiвським випадковим процесом.
Якщо ζ — процес з незалежними приростами, то вiн гауссiвський ([6], с.

14). Тому для нас важливо, щоб ζ мав ортогональнi, але залежнi прирости.
Наведемо приклад такого процесу на скiнченному iнтервалi. Нехай w(t), t ∈
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[0, 1], — вiнерiв процес, тобто процес з незалежними приростами такий, що

Ew(t) = 0, Ew2(t) = t, B(t, s) = Ew(t)w(s) = min(t, s).

Тодi за теоремою Карунена-Лоева (див., наприклад, [22], с. 246-248)

w(t) =
√

2
∞∑
n=0

ξn
sin
(
n+ 1

2

)
πt(

n+ 1
2

)
π

, t ∈ [0, 1], (3.3.8)

де ξn, n ≥ 0, — послiдовнiсть незалежних гауссiвських N(0, 1) в.в. Ряд
(3.3.8) збiгається майже напевно при фiксованому t.

Пiдставимо тепер в розклад (3.3.8) послiдовнiсть незалежних одинаково
розподiлених субгауссiвських, але не гауссiвських в.в. ζn, n ≥ 0, таку, що
Eζn = 0, Eζ2

n = 1. Тодi ми отримаємо збiжний майже напевно ряд

ζ(t) =
√

2
∞∑
n=0

ζn
sin
(
n+ 1

2

)
πt(

n+ 1
2

)
π

,

який в iнтервалi [0, 1] зберiгає всi властивостi вiнерового процесу, крiм не-
залежностi приростiв: вони ортогональнi, але залежнi.

Прикладiв виконання умови 3.3.1 на всiй вiсi не для гауссiвського про-
цесу ми не знаємо, але сподiваємось, що такi процеси iснують.

Лема 3.3.1. За умови 3.3.1 випадковий процес (3.3.1) є сумiсно строго
субгауссiвським.

Доведення. Нехай n ≥ 1 — фiксоване число та t1, . . . , tn, u1, . . . , un —
довiльнi дiйснi числа. Треба довести, що

E exp

{
n∑
k=1

uk ε(tk)

}
≤ exp

1

2
E

(
n∑
k=1

uk ε(tk)

)2
 =

= exp

1

2

n∑
j,k=1

bjk uj uk

 , (3.3.9)
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де bjk = B(tj − tk), j, k = 1, n, а B(t) задано в (3.3.6).
Формулу (3.3.1) можна переписати наступним чином

ε(t) =

∫ ∞
−∞

a(t− s) dζ(s), a(t) = 0 при t < 0. (3.3.10)

Позначимо ak(s) = a(tk − s), k = 1, n. Тодi

ε(tk) =

∫ ∞
−∞

ak(s) dζ(s), k = 1, n. (3.3.11)

Нехай послiдовнiсть простих функцiй

a
(m)
k (s) =

r(m)∑
l=1

c
(m)
kl χ∆

(m)
kl

(s), m ≥ 1, (3.3.12)

де
∆

(m)
kl = [α

(m)
kl , β

(m)
kl ), k = 1, n, l = 1, r(m),

χA(s) — iндикатор множии A, апроксимує в просторi L2(R) функцiю a(s):∫ ∞
−∞

∣∣∣a(s)− a(m)
k (s)

∣∣∣2 ds→ 0, при m→∞. (3.3.13)

Тодi послiдовностi в.в.

ξ(m)
n =

r(m)∑
l=1

c
(m)
kl

(
ζ
(
β

(m)
kl

)
− ζ

(
α

(m)
kl

))
=

∫ ∞
−∞

a
(m)
k (s) dζ(s) (3.3.14)

збiгаються у середньому квадратичному до ε(tk) :

E
∣∣∣ε(tk)− ξ(m)

k

∣∣∣2 → 0, m→∞, k = 1, n. (3.3.15)

Покажемо, що при кожному фiксованому m сукупнiсть в.в. ξ(m)
k , k =
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1, n, є сумiсно строго субгауссiвською. Дiйсно

n∑
k=1

uk ξ
(m)
k =

n∑
k=1

uk

r(m)∑
l=1

c
(m)
kl

(
ζ
(
β

(m)
kl

)
− ζ

(
α

(m)
kl

))
=

=

n′(m)∑
k′=1

v
(m)
k′ ζ

(
γ

(m)
k′

)
, (3.3.16)

де v(m)
k′ — дiйснi числа, γ(m)

k′ — рiзнi числа.
За умовою 3.3.1 в.в. ζ

(
α

(m)
kl

)
, k′ = 1, n′(m), є сумiсно строго суб-

гауссiвськими, i тому

E exp

{
n∑
k=1

uk ξ
(m)
k

}
= E exp


n′(m)∑
k′=1

vk′ ζ
(
γ

(m)
k′

) ≤

≤ exp

1

2
E

n′(m)∑
k′=1

vk′ ζ
(
γ

(m)
k′

)2
 = exp

1

2
E

(
n∑
k=1

uk ξ
(m)
k

)2
 (3.3.17)

Iз (3.3.15) випливає, що ξ(m)
k

P−→ ε(tk), m→∞, де “ P−→” позначає збiжнiсть
за ймовiрнiстю. Тому для деякої послiдовностi iндексiв m′ → ∞, яка не
залежить вiд k, ξ(m′)

k → ε(tk) м. н.
За лемою Фату та (3.3.17)

E exp

{
n∑
k=1

uk ε(tk)

}
= E lim

m′→∞
exp

{
n∑
k=1

uk ξ
(m′)
k

}
=

= E lim
m′→∞

exp

{
n∑
k=1

uk ξ
(m′)
k

}
≤ lim

m′→∞
E exp

{
n∑
k=1

uk ξ
(m′)
k

}
≤

≤ lim
m′→∞

exp

1

2
E

(
n∑
k=1

uk ξ
(m′)
k

)2
 =
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= lim
m′→∞

exp

1

2
E

(
n∑
k=1

uk ξ
(m′)
k

)2
 =

= exp

1

2
E

(
n∑
k=1

uk ε(tk)

)2
 , (3.3.18)

тобто отримано (3.3.9). �

Як i в пiдроздiлi 3.1 (див. наслiдок 3.1.1) можна довести наступне твер-
дження.

Теорема 3.3.1. Нехай виконано умови 3.3.1 та 3.1.4. Тодi iснують такi
константи B0, b, що для T > T0, H > H0

P
{
‖dT (θ)(θ̂T − θ)‖ ≥ H

}
≤ B0 exp{−bH2}, (3.3.19)

причому для будь-якого β > 0 можна обрати B0 таким чином, щоб мала
мiсце нерiвнiсть

b ≥ c0(θ)

16πf1(1 + q)
− β. (3.3.20)

Розглянемо важливий у застосуваннях випадок дробово-рацiональної

спектральної функцiї h (див. (3.3.7)), тобто h(z) =
P (z)

Q(z)
, де P таQ полiноми

степенiв m та n вiдповiдно, причому m < n, P та Q не мають спiльних

коренiв. Припустимо, що спектральна щiльнiсть f(λ) =
1

2π

|P (iλ)|2

|Q(iλ)|2
сумiсно

строго субгауссiвського процесу є обмеженою i додатною. Тодi за лемою 10.2
стор. 63 книги [25] полiноми

P (z) =
m∑
k=0

pkz
k, Q(z) =

m∑
k=0

qkz
k

можна обрати таким чином, що вони матимуть дiйснi коефiцiєнти (це на-
слiдок парностi спектральної щiльностi f) i не матимуть коренiв в нижнiй
пiвплощиi.

В наступнiй таблицi ми наводимо приклади дробово-рацiональних спе-
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ктральних щiльностей, якi виникають в статистичнiй теорiї зв’язку [26]-[28].

Таблиця 3.3.1.

Лiнiйна система Коварiацiйнi функцiї B(t) Спектральнi щiльностi
f(λ)

1) Низькочасто-
тний RC-фiльтр

e−α|t| 1

π

α

λ2 + α2

2) Два низь-
кочастотних
RC-фiльтра

(1 + α|t|)e−α|t| 1

π

2α3

(λ2 + α2)2

3) Три низь-
кочастотних
RC-фiльтра

(
1 + α|t|+ (αt)2

3

)
e−α|t|

1

3π

8α5

(λ2 + α2)3

4) Коливальний
контур I

e−α|t| cosλ0t 1
2π

(
α

(λ−λ0)
2
+α2

+ α
(λ+λ0)

2
+α2

)

5) Коливальний
контур II

e−α|t|
(

cosλ0t+
α

λ0
sinλ0|t|

)
2αλ20

π[(λ−λ0)
2
+α2] [(λ+λ0)

2
+α2]

6) Напруга на
конденсаторi
RLC-ланцюга

kTRe−µ|t|

2µ
cos
(√

λ2
0 − µ2 t

)
+

+
kTRe−µ|t|

2
√
λ2

0 − µ2
sinµ|t|

k T R λ2
0

π
[
(λ2 − λ2

0)
2

+ 4µ2λ2
]

Зробимо деякi пояснення щодо таблицi 3.3.1. R — опiр резистора, Ом; C
— ємнiсть конденсатора, Ф (фаради), L— iндуктивнiсть контура, Гн (Генрi)

α =
1

RC
, Uвх — вхiдна напруга, Uвих — вихiдна напруга, λ0 — частота

власних коливань коливального контуру в припущеннях 4 i 5.
Низькочастотний фiльтр має схему
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R

CUвх Uвих

Рис. 3.3.1: Фiльтр низьких частот

R

C

R

CUвх Uвих

Рис. 3.3.2: Два низькочастотних фiльтра

R

C

R

C

R

CUвх Uвих

Рис. 3.3.3: Три низькочастотних фiльтра

На рисунках 3.3.2 i 3.3.3 зображенi схеми приладiв 2 i 3.
На рисунках 3.3.4 i 3.3.5 зображенi схеми послiдовного та паралельного

коливальних контурiв.

L C

Uвх Uвих

Рис. 3.3.4: Послiдовний коливальний контур
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L CUвх Uвих

Рис. 3.3.5: Паралельний коливальний контур

У 6-му прикладi використано такi новi позначення: k — константа Боль-

цмана, T — абсолютна рiвноважна температура, λ0 =
1√
LC

, µ =
R

2L
. Цьому

прикладу вiдповiдає наступна схема:

L

R CUвх Uвих

Рис. 3.3.6: Напруга на конденсаторi RLC-ланцюга

У прикладах 1-3 коварiацiйна функцiя додатна i максимум спектраль-
ної щiльностi досягається в нулi. В наших позначеннях це означає, що

f1 = f(0), тобто у 1-му прикладi f1 =
1

πα
, у 2-му — f1 =

2

πα
, у 3-му при-

кладi f1 =
8

3πα
. Неважко зрозумiти, що у 4-му прикладi f1 = f (±λ0) =

1

2π

(
1

α
+

α

4λ2
0 + α2

)
, а у 5-му — f1 = f(±λ0) =

2λ2
0

πα (4λ2
0 + α2)

.

Коварiацiйну функцiю в 6-му прикладi ми знайшли за спектральною
щiльнiстю того ж самого прикладу з використанням формули (3.731) [29], с.
424. При обчисленнi цiєї коварiацiйної функцiї було зроблено припущення,
що

λ2
0

2
< µ2 < λ2

0. (3.3.21)
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Знайдемо максимум спектральної щiльностi для 6-го прикладу. Розглянемо

f(λ) =
k T R λ2

0

π

[
(λ2 − λ2

0)
2

+ 4µ2λ2

] .
Позначимо ϕ(λ) =

(
λ2 − λ2

0

)2
+ 4µ2λ2 i знайдемо minϕ(λ).

ϕ′(λ) = 2(λ2 − λ2
0) · 2λ+ 8µ2λ = 0.

λ = 0 — критична точка. Розглянемо

λ2 − λ2
0 + 2µ2 = 0. (3.3.22)

З (3.3.21) випливає, що λ2
0 − 2µ2 < 0, отже рiвняня (3.3.22) не має дiйсних

коренiв. Це означає, що λ = 0 — єдина критична точка, i вона є точкою
мiнiмуму функцiї ϕ(λ). Тодi

f1 = f(0) =
kTR

λ2
0π

.

Пiдставивши значення f1 в формулу (3.3.20), ми отримаємо вiдповiднi
константи в теоремi 3.3.1. для кожного iз прикладiв 1-6.
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4 Охорона працi та безпека в надзвичайних
ситуацiях

Магiстерська дисертацiя є результатом значного розумового, фiзичного
та морального навантаження. Розумова праця потребує значної мобiлiзацiї
уваги, процесiв мислення та рiзноманiтних психiчних функцiй, якi зазви-
чай супроводжуються нервово-психiчним та емоцiональним напруженням.
Слiд зазначити, що теоретичнi дослiдження, а, особливо, у сферi математи-
ки, супроводжуються потужною розумовою дiяльнiстю, яка зазвичай вiдбу-
вається вумовах замкнених примiщень на кшталт аудиторiй в навчальних
закладах, залiв бiблiотек, кiмнат в жилих примiщеннях, тощо. Задля по-
кращення умов для якiсної розумової дiяльностi, слiд звернути особливу
увагу на правильну органiзацiю робочого мiсця i дотримання усiх правил
безпеки.

4.1 Оцiнка важкостi та напруженостi працi

Важкiсть працi — це ступiнь залучення до роботи м’язiв та фiзiологiчнi
витрати внаслiдок фiзичних навантажень.

Напруженiсть працi — це реакцiя центральної нервової системи на iнте-
лектуальнi, сенсорнi, емоцiйнi, монотоннi чи динамiчнi режими працi.

Важкiсть та напруженiсть працi — це ступiнь сукупної дiї санiтарно-
гiгiєнiчних, фiзiологiчних, естетичних, соцiально-психологiчних елементiв,
що формують умови працi та поточнi або вiддаленi в часi змiни функцiо-
нального стану органiзму.

Поняття “важкiсть” або “тяжкiсть” працi може однаково застосовува-
тися як до фiзичної так i розумової працi i до тих видiв дiяльностi, що
виконуються в шкiдливих або небезпечних виробничих умовах.

Оцiнка умов працi базується на аналiзi чинникiв виробничого середо-
вища, в якому вiдбувається трудовий процес. Оцiнка важкостi трудового
процесу здiйснюється на пiдставi облiку фiзичного динамiчного наванта-
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ження, маси вантажу, що пiднiмається i перемiщується, загального числа
стереотипних робочих рухiв, величини статичного навантаження, робочої
пози, ступеню нахилу корпусу, перемiщень в просторi. [31]

Виходячи з принципiв Гiгiєнiчної класифiкацiї, умови працi дiляться на
4 класи — оптимальнi, допустимi, шкiдливi та небезпечнi (екстремальнi).

1 клас — оптимальнi умови працi — такi умови, при яких зберiгається
не лише здоров’я працюючих, а й створюються передумови для пiдтрима-
ння високого рiвня працездатностi. Оптимальнi гiгiєнiчнi нормативи виро-
бничих факторiв встановленi для мiкроклiмату i факторiв трудового про-
цесу. Для iнших факторiв за оптимальнi умовно приймаються такi умови
працi, за яких несприятливi фактори виробничого середовища не переви-
щують рiвнiв, прийнятих за безпечнi для населення.

2 клас — допустимi умови працi — характеризуються такими рiвня-
ми факторiв виробничого середовища i трудового процесу, якi не переви-
щують встановлених нормативiв, а можливi змiни функцiонального стану
органiзму вiдновлюються за час регламентованого вiдпочинку або до поча-
тку наступної змiни та не чинять несприятливого впливу на стан здоров’я
працюючих та їх потомство в найближчому i вiддаленому перiодах.

3 клас — шкiдливi умови працi — характеризуються такими рiвнями
шкiдливих виробничих факторiв, якi перевищують нормативи i здатнi чи-
нити несприятливий вплив на органiзм працюючого та/або його потомство.
Шкiдливi умови працi за ступенем перевищення гiгiєнiчних нормативiв та
настання можливих змiн в органiзмi працюючих подiляються на 4 ступенi:

1 ступiнь (3.1) — умови працi характеризуються такими рiвнями шкiдли-
вих факторiв виробничого середовища та трудового процесу, якi, як прави-
ло, викликають функцiональнi змiни, що виходять за межi фiзiологiчних
коливань (останнi вiдновлюються при тривалiшiй, нiж початок наступної
змiни, перервi контакту зi шкiдливими факторами) та збiльшують ризик
погiршення здоров’я;

2 ступiнь (3.2) — умови працi характеризуються такими рiвнями шкiдли-
вих факторiв виробничого середовища i трудового процесу, якi здатнi ви-
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кликати стiйкi функцiональнi порушення, призводять у бiльшостi випадкiв
до зростання виробничо-обумовленої захворюваностi, появи окремих ознак
або легких форм професiйної патологiї (як правило, без втрати професiй-
ної працездатностi), що виникають пiсля тривалої експозицiї (10 рокiв та
бiльше);

3 ступiнь (3.3) — умови працi характеризуються такими рiвнями шкiдли-
вих факторiв виробничого середовища i трудового процесу, якi призводять,
окрiм зростання виробничо-обумовленої захворюваностi, до розвитку про-
фесiйних захворювань, як правило, легкого та середнього ступенiв важкостi
(з втратою професiйної працездатностi в перiод трудової дiяльностi);

4 ступiнь (3.4) — умови працi характеризуються такими рiвнями шкi-
дливих факторiв виробничого середовища i трудового процесу, якi здатнi
призводити до значного зростання хронiчної патологiї та рiвнiв захворюва-
ностi з тимчасовою втратою працездатностi, а також до розвитку важких
форм професiйних захворювань (з втратою загальної працездатностi);

4 клас — небезпечнi (екстримальнi) умови працi — характеризую-
ться такими рiвнями шкiдливих факторiв виробничого середовища i трудо-
вого процесу, вплив яких протягом робочої змiни (або ж її частини) створює
загрозу для життя, високий ризик виникнення важких форм гострих про-
фесiйних уражень. [30]

Оцiнка напруженостi трудового процесу здiйснюється на пiдставi облiку
факторiв, що характеризують напруженiсть працi, а саме, iнтелектуальнi,
сенсорнi, емоцiйнi навантаження, ступiнь монотонностi працi, режим робо-
ти.

1) Iнтелектуальне навантаження полягає у необхiдностi прийняття рi-
шень:

• вирiшувались складнi завдання з вибором за вiдомими алгоритмами;

• проведення роботи за встановленим графiком з можливим його коре-
ктуванням у ходi дiяльностi;

• щiльнiсть сигналiв та повiдомлень в середньому за годину становила
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до 75 одиниць;

• кiлькiсть об’єктiв одночасного спостереження до 5 одиниць.

2) Сенсорнi навантаження були наступнi:

• навантаження на зоровий аналiзатор: бiльше чотирьох годин на день
роботи з комп’ютером;

• навантаження на голосовий апарат: до 16 годин на тиждень — спiлку-
вання с науковим керiвником, пiдготовка до виступу на конференцiї.

3) Емоцiйне навантаження полягає у ступенi вiдповiдальностi за резуль-
тат дiяльностi та значущiсть помилки:

• несу вiдповiдальнiсть за функцiональну якiсть основної роботи., нау-
ковий керiвник вимагає виправлень за рахунок зусиль магiстранта.

4) Монотоннiсть навантажень полягає у кiлькостi та тривалостi опера-
цiй за одиницю часу:

• час активних дiй складав бiльш нiж 20% вiд загального витраченого
часу;

• монотоннiсть виробничої обстановки складала менше 75% вiд загаль-
ної кiлькостi витраченого часу.

5) Режим працi:

• фактична тривалiсть робочого дня складала 6 годин.

На пiдставi облiку всiх наявних значущих показникiв, згiдно з таблицею
«Класи умов працi за показниками напруженостi трудового процесу» [30]
отримаємо кiнцеву оцiнку напруженостi працi пiд час написання магiстер-
ської дисертацiї — шкiдливий клас умов I ступеню.
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4.2 Аналiз психологiчних аспектiв умов працi

Психологiчний аспект працi пов’язаний з тим, що предметнi дiї працiв-
ника визначаються й регулюються внутрiшньою (психiчною) дiяльнiстю —
пiзнавальною, мотивацiйною, емоцiйною. Так, пiд час працi ми активiзуємо
такi пiзнавальнi процеси: вiдчуття, сприймання, мислення, пам’ять, уяву.
У процесi працi нам необхiдно бути уважними, виявляти вольовi якостi.

Для розумової працi характернi: велика кiлькiсть стресiв, мала рухли-
вiсть, вимушена статична поза — все це зумовлює застiйнi явища у м’язах
нiг, органах черевної порожнини i малого тазу, погiршення постачання моз-
ку киснем, зростання потреби в глюкозi. При розумовiй працi погiршується
робота органiв зору: стiйкiсть ясного бачення, гострота зору, адаптацiйна
можливiсть ока. Розумовiй працi властивий найбiльший ступiнь зосередже-
ння уваги — в середньому у 5-10 разiв вище нiж при фiзичнiй працi. За-
вершення робочого дня зовсiм не перериває процесу розумової дiяльностi.
Розвивається особливий стан органiзму — втома, що з часом може перетво-
ритися на перевтому.

Все це призводить до порушення нормального фiзiологiчного функцiо-
нування органiзму. Незважаючи на те, що розумова робота не пов’язана з
великими енергетичними витратами, вона ставить до органiзму не менше
вимог, веде до стомлення i перевтоми не менше, нiж iнтенсивне фiзичне
навантаження.

4.3 Нормування працi. Вибiр оптимального режиму

працi та вiдпочинку

Серед факторiв пiдвищення ефективностi працi особливе мiсце нале-
жить рацiональному режиму працi i вiдпочинку. Вiд його структури зале-
жить динамiка втоми, вiдновлюванiсть функцiй органiзму, працездатнiсть
i здоров’я, надiйнiсть i продуктивнiсть працi.

Пiд режимом працi i вiдпочинку розумiють загальну тривалiсть тру-
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дової дiяльностi протягом доби, тижня, мiсяця, року, частоту i тривалiсть
перiодiв трудової активностi i перерв у процесi цiєї активностi, спiввiдноше-
ння i чергування цих перiодiв. Режим працi включає характеристики само-
го трудового процесу — iнтенсивнiсть чи екстенсивнiсть, а також допустиму
тривалiсть дiї шкiдливих факторiв. Незалежно вiд виду працi функцiональ-
ний стан працiвника змiнюється внаслiдок втоми, що призводить до зни-
ження рiвня оперативних резервiв. Оптимiзацiя дiяльностi забезпечує реа-
лiзацiю тих резервних можливостей, якi до цього не входили в оперативнi
резерви. Таким чином, з фiзiологiчної точки зору режим працi i вiдпочин-
ку являє собою процес управлiння функцiональним станом працiвника з
метою оптимiзацiї дiяльностi.

Рацiональний, фiзiологiчно обґрунтований режим працi i вiдпочинку по-
винен вiдповiдати таким вимогам:

• запобiгати ранньому i надмiрному розвитковi втоми працiвникiв;

• сприяти збереженню високої працездатностi i оптимального функцiо-
нального стану органiзму працiвникiв протягом змiни;

• забезпечувати високу продуктивнiсть працi;

• сприяти ефективному вiдновленню фiзiологiчних функцiй пiд час вiд-
починку.

Ефективнiсть режиму працi i вiдпочинку оцiнюється критерiями праце-
здатностi i функцiонального стану працiвникiв, економiчними, гiгiєнiчними
i соцiальними критерiями.

Працездатнiсть i функцiональний стан працiвника характеризуються
системою фiзiологiчних i психологiчних показникiв, а також тривалiстю
i спiввiдношенням перiодiв впрацювання, стiйкої працездатностi i втоми;
стiйкiстю фiзiологiчних функцiй протягом робочого дня; часом вiдновлен-
ня функцiональних показникiв по закiнченню роботи.

Вирiшальне значення для рацiоналiзацiї функцiонального навантаже-
ння має встановлення абсолютних допустимих величин перiодiв роботи i
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вiдпочинку. Для нервово-напружених робiт тривалiсть неперервної роботи
не повинна перевищувати 15 хв, а тривалiсть вiдпочинку 2. . . 5 хв.

Тривалiсть вiдпочинку повинна задовольняти двом вимогам:

• бути достатньою для вiдновлення працездатностi i можливостi по-
вторної роботи;

• зберiгати робочу установку.

Оптимальнi режими працi забезпечуються шляхом оптимiзацiї наванта-
жень, якi мають тренувальний ефект. Енергетичним фiзiологiчним опти-
мумом вважається фiзична робота з потужнiстю, яка дорiвнює половинi
або четвертiй частинi максимальної потужностi. Оптимальний темп рухiв
при тривалiй роботi i оптимальному зусиллi становить третину вiд макси-
мального темпу. У виробничих умовах оптимальний темп робочих рухiв не
перевищує 20% максимально доступного темпу, а в деяких умовах — 10%
максимальної величини.

Разом з тим, несприятливi умови працi створюють додаткове функцiо-
нальне навантаження на органiзм працiвника, що зумовлює необхiднiсть
скорочення перiодiв роботи i збiльшення часу вiдпочинку, а також скороче-
ння робочого часу. У цьому випадку розробляються так званi компенсаторнi
режими працi i вiдпочинку.

4.4 Санiтарiя та гiгiєна робочого мiсця

Санiтарно-гiгiєнiчнi вимоги до робочих мiсць в офiсах регулюються:
1) Законом України "Про охорону працi"(поточна редакцiявiд 16.09.2008);
2) Правилами охорони працi пiд час експлуатацiї електронно - обчи-

слювальних машинзатверджених наказом Державного комiтету України з
промислової безпеки, охорони працi та гiрничого нагляду вiд 26 березня
2010 року N 65 та iншими нормативно-правовими актами;

3) Гiгiєнiчною класифiкацiя працi за показниками шкiдливостi та не-
безпечностi факторiв виробничого середовища, важкостi та напруженостi
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трудового процесу N 4137-86, затвердженою МОЗ СРСР 12.08.86р. та iн-
шими нормативно-правовими актами.[30]

Пiд час роботи над магiстерською дисертацiєю постiйно намагалася до-
тримуватися правил санiтарiї та гiгiєни робочого мiсця згiдно з Законом
України «Про охорону працi» вiд 14.10.1992 року.

Вимоги щодо примiщення були забезпеченi максимально у мiру можли-
востей магiстранта, зокрема

• Площа кiмнати — 12,0 кв.м.

• Обсяг — 30,0 куб.м.

• Робоче мiсце достатньо iзольоване вiд сонячних променiв.

Вимоги щодо органiзацiї робочого мiсцi було забезпечено у мiру можли-
востей.

• Ноутбук розмiщено на основному робочому столi, без додаткової ком-
плектацiї.

• Розмiри столу вiдповiдають рекомендованим.

• Робоче сидiння — стiлець, має такi основнi елементи: сидiння, спинку.

• Монiтор та клавiатура розташованi на оптимальнiй вiдстанi вiд очей
— 600 мм .

Вiдносно вiкон робоче мiсце повинно бути розмiщено так, щоб природне
свiтло було збоку, краще з лiвого, та забезпечувався коефiцiєнт природної
освiтленостi не нижче 1,5%. Робоче мiсце, обладнане ПК повинно бути роз-
ташоване так, щоб уникнути потрапляння прямого свiтла в очi. Джерела
штучного свiтла рекомендується розташувати з обох сторiн вiд екрану па-
ралельно напрямку зору. Щоб уникнути вiдблискiв вiд екрану, клавiатури,
освiтлювальних пристроїв, сонця в напрямку очей необхiдно застосовувати
антиблисковi сiтки, спецiальнi фiльтри для екрану, захиснi козирки, жалюзi
на вiкнах.
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Згiдно ДСанПiН 3.3.6.042-99 «Санiтарнi норми мiкроклiмату виробни-
чих примiщень» [30], пiд мiкроклiматом примiщень розумiють клiмат їхньо-
го внутрiшнього середовища, який визначається факторами, що дiють на
органiзм людини.

Робоче мiсце знаходиться в сухому, вентильованому примiщеннi. Темпе-
ратура повiтря у примiщеннi пiдтримується в межах вiд +18 до +28◦С при
вологостi 40-60%. Персональний комп’ютер, мережевi пристрої пiдключенi
до електромережi з допомогою справних штепсельних з’єднань i електри-
чних роз’ємiв заводського виготовлення. Забезпеченi всi умови використа-
ння електронних приладiв згiдно ПУЕ 6, що був чинним на етапi введення
будинку у експлуатацiю.

Для пiдключення переносної електроапаратури застосовувались гнучкi
проводи в надiйнiй iзоляцiї. Тимчасова електропроводка вiд переносних
приладiв до джерел живлення виконувалась найкоротшим шляхом без за-
плутування проводiв у конструкцiях машин, приладiв та меблях.

4.5 Охорона працi при використаннi технiчних засобiв

Основнi шкiдливi та небезпечнi фактори, що можуть впливати на орга-
нiзм людини пiд час роботи з персональним комп’ютером (ПК), такi:

• пiдвищений рiвень електромагнiтних випромiнювань;

• пiдвищений рiвень iонiзуючих випромiнювань;

• пiдвищений рiвень статичної електрики;

• пiдвищена напруженiсть електростатичного поля;

• пiдвищена чи понижена iонiзацiя повiтря;

• пiдвищена яскравiсть свiтла;

• пряма i вiдбита блискiтливiсть;
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• пiдвищене значення напруги в електромережi, замикання якої може
статися крiзь тiло людини;

• статичнi перевантаження кiстково-м’язового апарату та динамiчнi ло-
кальнi перевантаження м’язiв кистей рук;

• перенапруження зорового аналiзатора;

• розумове перенапруження;

• емоцiйнi перевантаження;

• монотоннiсть працi.

Слiд зауважити ткож, що принтер є складним електроприладом, то-
му, працюючи з ним, належить виконувати стандартнi вимоги пожежо– та
електробезпеки. Також iснує загроза термоопiкiв, оскiльки пiд час роботи
окремi елементи можуть нагрiватися до високої температури. Використо-
вуваний в лазерних принтерах тонер може подразнювати слизовi оболонки
й шкiру, мiстити канцерогеннi речовини. При вдиханнi цей порошок мо-
же призвести до нещасних випадкiв або спричинити захворювання. Тому
слiд обережно поводитися з вiдпрацьованими картриджами, не розбирати
їх самостiйно. Застосовуваний у лазерних принтерах лазерний промiнь, не-
видимий людиною, попадаючи на сiткiвку ока, може завдати непоправної
шкоди зору.

Працюючi лазернi принтери дуже впливають на якiсть повiтря в примi-
щеннi — пiдвищується вмiст озону, оксидiв азоту i вуглецю. Також можли-
ве видiлення таких шкiдливих речовин, як трихлоретан, iзооктан, толуол,
бензол, ксилол, газоподiбнi з’єднання кадмiю та селену. Отже, слiд подбати
про вентиляцiю чи регулярно провiтрювати та робити вологе прибирання
примiщення.

При користуваннi мобiльними телефонами варто взяти до уваги такi
рекомендацiї:

• тривалiсть розмови не має перевищувати 3 хв.;
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• перерва мiж розмовами — не менше 15 хв.;

• в умовах нестiйкого прийому, коли потужнiсть випромiнювання мо-
бiльного телефону автоматично зростає, слiд утриматися вiд трива-
лих переговорiв або знайти мiсце зi стiйким прийомом;

• використання гарнiтури «вiльнi руки», спiлкування за допомогою
SMS багаторазово знижують вплив випромiнювання вiд мобiльного
телефону.

4.6 Висновки

Враховуючи викладенi вище нормативи та рекомендацiї, вказiвки щодо
нормування працi, санiтарiї та гiгiєни робочого мiсця та охорони працi, мо-
жна зробити висновок, що умови працi були максимально задовiльними у
рамках доступних об’єктивних можливостей, та достатнiми для успiшного
та продуктивного виконання поставлених завдань у рамках пiдготовки та
виконання магiстерської дисертацiї.
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Висновки

У магiстерськiй дисертацiї отримано сукупнiсть умов на нелiнiйну фун-
кцiю регресiї та коррельованi випадковi помилки спостережень, за наяв-
ностi яких ймовiрностi великих вiдхилень норми нормованої рiзницi невi-
домого векторного параметра регресiї та його оцiнки найменших квадратiв
збiгаються до нуля з експоненцiальною швидкiстю. Вивчено моделi регресiї,
як з дискретним, так i з неперервним часом.

Зокрема, у якостi випадкового шуму розглянуто сумiсно строго суб-
гауссiвськi часовi ряди, отриманi за дискретним субгауссiвським бiлим шу-
мом, до яких входять ARMA-процеси.

Аналогiчно в моделях з неперервним часом розглянуто математичну мо-
дель сумiсно строго субгауссiвського випадкового шуму, який можна пред-
ставити у виглядi стохастичного iнтегралу за стохастичною ортогональною
мiрою. Особливу увагу придiлено сумiсно строго субгауссiвському стацiо-
нарному шуму, який є результатом проходження сумiсно строго субгауссiв-
ського бiлого шуму через фiзично здiйсненний фiльтр.

Наведено приклади, що iлюструють отриманi результати.
Природним напрямком продовження дослiджень є поширення доведе-

них теорем на iншi класи сумiсно строго субгауссiвських випадкових проце-
сiв, побудова надiйних областей для невiдомих параметрiв моделей регресiї
з дискретним та неперервним часом, вивчення швидкостi збiжностi момен-
тiв оцiнки найменших квадратiв до моментiв її граничного нормального
розподiлу.
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