
НАЦІОНАЛЬНИЙ ТЕХНІЧНИЙ УНІВЕРСИТЕТ УКРАЇНИ 

«КИЇВСЬКИЙ ПОЛІТЕХНІЧНИЙ ІНСТИТУТ» 

Фізико-математичний факультет 
(повна назва інституту/факультету) 

Кафедра математичного аналізу 
(повна назва кафедри) 

 

 
«На правах рукопису» 

УДК 519.21 

«До захисту допущено» 

Завідувач кафедри 

__________     Клесов О.І. 
(підпис)            (ініціали, прізвище) 

“15” червня 2016 р. 

 

Магістерська дисертація 

на здобуття ступеня магістра 

зі спеціальності 8.04020101 «Математика» 

(код і назва) 

на тему: Поведінка розв’язків стохастичних диференціальних рівнянь 

Виконала: студентка 6 курсу, групи ОМ-41м 
(шифр групи) 

Мельникова Анна Леонідівна 
(прізвище, ім’я, по батькові) (підпис)  

Науковий керівник  д. ф.-м.н., проф. Клесов О.І. 
(посада, науковий ступінь, вчене звання, прізвище та ініціали) (підпис)  

Консультант з охорони праці та безпеки в надзвичайних ситуаціях  _________ 

 (назва розділу)                                                                                                       (підпис) 

К.т.-н., доц. Мітюк Л.О. 

(науковий ступінь, вчене звання, , прізвище, ініціали)  

Рецензент                      д. ф.-м.н., проф. Козаченко Ю.В. 
(посада, науковий ступінь, вчене звання, науковий ступінь, прізвище та ініціали) (підпис)  

 

Засвідчую, що у цій магістерській 

дисертації немає запозичень з праць 

інших авторів без відповідних 

посилань. 

Студент _____________ 
(підпис) 

 

 

Київ – 2016 року 



Національний технічний університет України  
«Київський політехнічний інститут» 

 
Інститут (факультет) Фізико-математичний факультет 

(повна назва) 

Кафедра математичного аналізу 
(повна назва) 

Рівень вищої освіти – другий (магістерський) 
Спеціальність 8.04020101 «Математика» 

(код і назва) 

 

ЗАТВЕРДЖУЮ 
Завідувач кафедри 
__________  Клесов О.І. 

(підпис)            (ініціали, прізвище) 

«02» лютого 2016р. 

 
ЗАВДАННЯ 

на магістерську дисертацію студенту 
Мельниковій Анні Леонідівні 

(прізвище, ім’я, по батькові) 

1. Тема дисертації: Поведінка розв’язків стохастичних диференціальних 
рівнянь, 
науковий керівник дисертації: д. ф.-м.н., проф. Клесов О.І., 

(прізвище, ім’я, по батькові, науковий ступінь, вчене звання) 

затверджені наказом по університету від «23» лютого 2016 р. №870с 

2. Термін подання студентом дисертації: «13» червня 2016 р. 

3. Об’єкт дослідження: розв’язки стохастичних диференціальних рівнянь 

4. Предмет дослідження: асимптотична поведінка розв’язків стохастичних 
диференціальних рівнянь 



5. Перелік завдань, які потрібно розробити:  

А) Основна частина: 

1. Ознайомитися з літературою, в якій досліджувалася 
асимптотична поведінка розв’язку стохастичних диференціальних 
рівнянь різних видів.  

2. Отримати умови для необмеженості розв’язку лінійного 
неавтономного стохастичного диференціального рівняння.  

3. Отримати умови, за яких розв’язок лінійного стохастичного 
диференціального рівняння асимптотично еквівалентний 
невипадковій функції 

4. Розробити програмне забезпечення, що дозволяє 
проіллюструвати отримані результати 

Б) Охорона праці:  

1. Ознайомлення з літературою стосовно охорони праці.  

2. Проаналізувати відповідність умов праці, в яких відбувалося 
написання магістерської дисертації, встановленим нормам 

3. Дослідження умов, за яких інтелектуальна праця буде найбільш 
ефективною.  
 

6. Орієнтовний перелік ілюстративного матеріалу: приклади роботи 
комп’ютерної програми, що моделює розв’язок стохастичного 
диференціального рівняння 

7. Орієнтовний перелік публікацій: Мельникова А.Л., Тимошенко О.А. 
«Властивості розв’язків лінійних стохастичних диференціальних рівнянь» 
збірник матеріалів XVII Міжнародної наукової конференції ім. Академ. 
Михайла Кравчука (секція «Теорія ймовірності» та математична статистика), 
Київ 19-20 травня 2016 року, - с.108-109,  

Мельникова А.Л., Тимошенко О.А., «Поведінка розв’язків лінійних 
стохастичних диференціальних рівнянь на нескінченності», збірник 
матеріалів V Всеукраїнської міжнародної конференції  «Актуальні проблеми 
сучасної математики і фізики і методика їх навчання»  

 



8. Консультанти розділів дисертації∗ 

Розділ Прізвище, ініціали та посада  
консультанта 

Підпис, дата 
завдання  

видав 
завдання 
прийняв 

Охорона праці в 
галузі 

к.т.-н., доц. Мітюк Л.О. 03.02.2016 10.06.2016 

    

9. Дата видачі завдання 02.02.2016 

Календарний план 
№ 
з/п 

Назва етапів виконання  
магістерської дисертації 

Термін виконання етапів 
магістерської дисертації Примітка 

1. Ознайомлення з літературою 02.02.2016 – 03.03.2016  
2. Отримання умов для необмеженності 

розв’язку лінійного стохастичного 
диференціального рівняння 

03.03.2016 – 04.04.2016  

3. Отримання умов для визначення точного 
порядку росту лінійного стохастичного 
диференціального рівняння 

04.04.2016 – 05.05.2016  

4. Моделювання отриманих результатів 05.05.2016 – 20.05.2016  
5. Оформлення роботи 20.05.2016 – 10.06.2016  

 
 
Студент  ____________ А.Л. Мельникова 
  (підпис) (ініціали, прізвище) 

Науковий керівник дисертації  ____________ О.І. Клесов 
  (підпис) (ініціали, прізвище) 

 

∗ Консультантом не може бути зазначено наукового керівника магістерської дисертації. 
                                              



5

Ðåôåðàò

Ìàãiñòåðñüêà äèñåðòàöiÿ: 50 ñòîðiíîê, 16 ïåðøîäæåðåë, 20 ñëàéäiâ äëÿ

ïðîåêòîðà.

Äàíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ ç âñòóïó, òðüîõ ðîçäiëiâ � ôîðìóëþâàííÿ òà

äîâåäåííÿ îñíîâíèõ òåîðåòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ, åêîíîìi÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨ òà

êîìï'þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ îòðèìàíèõ òâåðäæåíü, îõîðîíè ïðàöi, à òàêîæ

âèñíîâêiâ. Â äîäàòêàõ ìiñòèòüñÿ ëiñòèíã êîäó (âñi ðîçðàõóíêè âèêîíóâàëèñÿ

íà ìîâi ïðîãðàìóâàííÿ Python 3.4).

Ìåòà ðîáîòè ïîëÿãà¹ â äîñëiäæåííi ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêó ëiíiéíîãî íåàâ-

òîíîìíîãî ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ âèäó

dη(t) = [α(t) + β(t)η(t)]dt+ σ(t)dW (t),

òà îòðèìàííi óìîâ, çà ÿêèõ ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêó ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöi-

àëüíîãî ðiâíÿííÿ áóäå âèçíà÷àòèñü ïîâåäiíêîþ äåÿêî¨ íåâèïàäêîâî¨ ôóí-

êöi¨ (òî÷íèì ïîðÿäêîì ðîñòó öüîãî ðiâíÿííÿ). Ó âñòóïi êîðîòêî íàâåäåíà

iíôîðìàöiÿ ïðî âæå íàÿâíi ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííü â äàíié ãàëóçi òà ñôåðó

¨õ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ.

Îòðèìàíi â ðîáîòi ðåçóëüòàòè áàçóþòüñÿ íà ðåçóëüòàòàõ äîñëiäæåíü ç

îáëàñòi òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, òåîði¨ éìîâiðíîñòi òà

çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Ðîçäië "Ìîäåëþâàííÿ ðåçóëüòàòiâ" ïðèñâÿ÷åíèé ïîáóäîâi ðîçâ'ÿçêiâ

ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ êîìï'þòåðíèìè ìåòîäàìè (à ñàìå � ìåòîäîì

Åéëåðà-Ìàðóÿìè). Â öüîìó ðîçäiëi òàêîæ íàâåäåíî ïðèêëàäè ïðîöåñiâ ç

ðåàëüíîãî ñâiòó, äëÿ äîñëiäæåííÿ ÿêèõ ìîæå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ ìîäåëü,

ùî ðîçãëÿäàëàñÿ â äàíié ðîáîòi.

Ðîçäië "Îõîðîíà ïðàöi òà áåçïåêà â íàäçâè÷àéíèõ ñèòóàöiÿõ" ïðèñâÿ-

÷åíèé áåçïå÷íèì óìîâàì iíòåëåêòóàëüíî¨ ïðàöi.

Îêðåìi îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïðåçåíòóâàëèñÿ íà V Âñåóêðà¨íñüêié íà-

óêîâié êîíôåðåíöi¨ "Àêòóàëüíi ïðîáëåìè ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòèêè i ôiçèêè i
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ìåòîäèêà ¨õ íàâ÷àííÿùî ïðîâîäèëàñÿ 25-26 êâiòíÿ 2016-ãî ðîêó ó ì. Êè¹âi.

Òàêîæ ¨õ áóëî âêëþ÷åíî äî çáiðíèêà ìàòåðiàëiâ XVII Ìiæíàðîäíî¨ íàóêî-

âî¨ êîíôåðåíöi¨ iì. àêàäåì. Ìèõàéëà Êðàâ÷óêà (ñåêöiÿ "Òåîðiÿ Éìîâiðíîñòi

òà ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà"), ùî ïðîõîäèëà â Êè¹âi 19-20 òðàâíÿ 2016-ãî

ðîêó. Âèùå çãàäàíi ñòàòòi îïóáëiêîâàíi ó ñïiâàâòîðñòâi ç Òèìîøåíêî Î.À.,

íà ðåçóëüòàòàõ ÿêî¨ äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç âiäîêðåì-

ëþâàíèìè çìiííèìè áàçóâàëèñÿ âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè äëÿ ëiíiéíèõ ñòîõà-

ñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Êëþ÷îâi ñëîâà: àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü, òî÷íèé ïîðÿäîê ðîñòó, ôîðìóëà Iòî, óçàãàëüíåíà ìîäåëü

Âàñi÷åêà, âiíåðîâñüêèé ïðîöåñ, ñõåìà Åéëåðà-Ìàðóÿìè.
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Abstract

Master's Thesis contains: 50 pages, 20 slides, 16 primary sources.

This work consists of introduction and three sections � theoretical results

(formulations and proofs), economical interpretation and computer modelling of

the results obtained, labour defence and conclusions. Python code (version 3.4)

that was used for modelling and some screenshots are attached in appendix.

The main goal of this work is to investigate the behaviour of solutions of

linear non-autonomous stochastic di�erential equations that can be represented

in the following form:

dη(t) = [α(t) + β(t)η(t)]dt+ σ(t)dW (t),

and also to get the conditions for this solutions to be unbounded. We are also

interested in determining the exact order of growth for this solutions (namely,

the deterministic function which is asymptotically equivalent to the solution of

SDE).

This research is based on previous results from Stochastic Di�erential

Equations theory, Stochastic Calculus and Ordinary Di�erential Equations

theory.

In introduction we consider similar problems that were already solved by

other mathematicians and also give a short overview where the results we have

obtained could be applied.

Section "Modelling of the results" is devoted to computer modelling

methods (in all computations we have used Euler-Maruyama method) as well

as to some real-world examples, where the model we have considered could be

used.

Section "Labour defence" contains some instructions regarding safeness of

intellectual work in general and work on the Master Thesis in particular.

The main results of this work were presented at V International scienti�c

conference "Problems of modern Mathematics and Physics and the methods
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of its studying" which took place at 25-26th of April, 2016 in Kyiv, Ukraine.

They were also publicated in the conference materials of the XVII Internati-

onal Scienti�c Mikhailo Kravchuk conference (section "Probability Theory and

Mathematical Statistics") that was held in 19-20 May, 2016 in Kyiv, Ukraine.

Above mentioned publications were issued in co-authorship with Tymoshenko

O.A., whose results for Stochastic Di�erential Equations with separated vari-

ables were a framework for corresponding results for Linear Stochastic Di-

�erential Equations.

Keywords: asymptotic behaviour of solutions of SDEs, exact order

of growth, Ito formula, generalized Vasicek model, Wiener Process, Euler-

Maruyama scheme
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Âñòóï

Äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïîñiäàþòü îäíå ç ÷èëüíèõ ìiñöü ó ñó÷àñíié òåîði¨ âè-

ïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, îñêiëüêè ñòîõàñòè÷íi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ, ÿê åôå-

êòèâíà ìîäåëü âèïàäêîâîãî ïðîöåñó, ¹ îñíîâîþ äëÿ äîñëiäæåííÿ ó áàãàòüîõ

ðîçäiëàõ åêîíîìiêè, ôiçèêè, òåîði¨ óïðàâëiííÿ, õiìi¨, áiîëîãi¨, òåîði¨ ïåðåäà÷i

iíôîðìàöi¨, òîùî.

É.I Ãiõìàí òà À.Â. Ñêîðîõîä îäíi ç ïåðøèõ ïî÷àëè âèâ÷àòè çàäà÷ó ïðî

àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó àâòîíîìíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿí-

íÿ, çáóðåíîãî çà äîïîìîãîþ âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó, à ñàìå

dη(t) = a(η(t))dt+ σ(η(t))dW (t), η(0) ≡ c, c > 0 = const, (0.1)

äåW (t) � ñòàíäàðòíèé âiíåðiâ ïðîöåñ; η(t) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (0.1), a(x)�

íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, σ(x) � íåïåðåðâíà äîäàòíà ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíi ïðè

t ∈ [0;∞) òà x ∈ (−∞;∞).

Òàê â ñâî¨é ðîáîòi [1] àâòîðè äîñëiäæóâàëè åêâiâàëåíòíiñòü ðîçâ'ÿçêó

àâòîíîìíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äî ðîçâ'ÿçêó çâè÷àéíîãî äèôåðåí-

öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Òàêîæ äëÿ àâòîíîìíîãî ðiâíÿííÿ áóëè çàïðîïîíîâàíi

óìîâè íà êîåôiöi¹íòè, çà ÿêèõ ðîçâ'ÿçîê ìàéæå íàïåâíî ïðÿìó¹ äî íåñêií-

÷åííîñòi iç çáiëüøåííÿì ÷àñó, à òàêîæ òî÷íèé ïîðÿäîê ðîñòó éîãî ðîçâ'ÿçêó.

Ìîæíà çãàäàòè i áàãàòî iíøiõ öiêàâèõ ðîáiò, ùî ìiñòÿòü ðåçóëüòàòè ùîäî

àñèìòîòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ àâòîíîìíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü, â òîìó ÷èñëi i äëÿ ðiâíÿíü ç äèñêðåòíèì ÷àñîì, ñåðåä

ÿêèõ, íàïðèêëàä, ðîáîòè Ã. Êåëëåðà, Ã. Êåðñòèíãa, Ó.Ðîñëåðà [2], Øòðàóñà

è Éîðêå [8, 9] è Ä'Àííà, Ìàéî è Ìóàðî [10].

Àíàëîãi÷íi çàäà÷i, àëå äëÿ, òàê çâàíîãî, ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíî-

ãî ðiâíÿííÿ ç âiäîêðåìëþâàëüíèìè çìiííèìè

dη(t) = ϕ(t)a(η(t))dt+ θ(t)σ(η(t))dW (t), η(0) ≡ c, c > 0 = const, (0.2)
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äå W (t) � ñòàíäàðòíèé âiíåðiâ ïðîöåñ; η(t) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (0.2), a(x),

σ(x) � íåïåðåðâíi äîäàòíi ôóíêöi¨, ϕ(t) i θ(t) � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, âèçíà÷å-

íi ïðè t ∈ [0;∞) òà x ∈ (−∞;∞) äîñëiäæóâàëèñü â ðîáîòàõ [4, 5]. Îñíîâíèì

ðåçóëüòàòîì öi¹¨ ðîáîòè áóëè óìîâè íà ðiâíÿííÿ, çà ÿêèõ ìîæëèâî âèçíà-

÷èòè éîãî òî÷íèé ïîðÿäîê ðîñòó.

Â [11, 12] äîñëiäæóâàëîñü àíàëîãi÷íå ñòîõàñòè÷íå äèôôåðåíöiàëüíå ðiâ-

íÿííÿ ç ôàçîâèìè íåçàëåæíèìè çáóðåííÿìè âèãëÿäó

dη(t) = a(η(t))dt+ θ(t)dW (t).

Áóëî çíàéäåíî óìîâè, çà ÿêèõ lim
t→∞

η(t) =∞ àáî lim
t→∞

η(t) = 0.

Çàóâàæèìî, ùî â [11, 12] âëàñòèâîñòi ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ òåæ âèçíà÷àþòüñÿ âëàñòèâîñòÿìè ðîçâ'ÿçêó äåòåðìiíîâàíî¨ çàäà-

÷i.

Äàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíîãî

ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ òàêîãî âèäó:

dη(t) = [α(t) + β(t)η(t)]dt+ σ(t)dW (t).

Ðiâíÿííÿ òàêîãî òèïó ÷àñòî ìàþòü åêîíîìi÷íó iíòåðïðåòàöiþ, ùî ðîáèòü

äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé éîãî ðîçâ'ÿçêiâ îñîáëèâî öiêàâèì äëÿ åêîíîìi-

ñòiâ. Íàéïðîñòiøèì ïðèêëàäîì ìîæå áóòè ìîäåëü Âàñi÷åêà, ùî îïèñó¹

åâîëþöiþ âiäñîòêîâî¨ ñòàâêè (Short Rate Interest Model).

dr(t) = α(β − r(t))dt+ σdW (t),

äå β � ñåðåäíié (äîâãîñòðîêîâèé) ðiâåíü âiäñîòêîâî¨ ñòàâêè, α � ïàðà-

ìåòð, ùî õàðàêòåðèçó¹ øâèäêiñòü ïîâåðíåííÿ äî ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ, à σ

� ïàðàìåòð âîëàòèëüíîñòi (α, β, σ � äîäàòíi ñòàëi). Áiëüø äåòàëüíî çíà÷åí-

íÿ òà ìåòîäè îá÷èñëåííÿ öèõ ïàðàìåòðiâ çà äîïîìîãîþ iñòîðè÷íèõ äàííèõ

ðîçãëÿíóòi ó ðîçäiëi "Ìîäåëþâàííÿ ðåçóëüòàòiâ".

Ñåðåä iíøèõ ïîïóëÿðíèõ ìîäåëåé òàêîãî òèïó ñëiä âèäiëèòè Ìîäåëü
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Ðåíäëåìàííà-Áàðòòåðà (1980), ùî òàêîæ âiäïîâiäà¹ óçàãàëüíåíîìó ãåî-

ìåòðè÷íîìó áðîóíiâñüêîìó ðóõó:

dr(t) = θ(t)r(t) dt+ σ(t)r(t)dW (t) ,

à òàêîæ Ìîäåëü Õîëëà-Óàéòà (1990), ùî iíîäi íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíå-

íîþ ìîäåëëþ Âàñi÷åêà:

dr(t) = (θ(t)− α(t)r(t)) dt+ σ(t) dW (t).

Çàóâàæèìî, ùî â ðåàëüíîìó æèòòi ìîäåëi, â ÿêèõ öi ïàðàìåòðè ¹ êîí-

ñòàíòàìè, ìàéæå íå çóñòði÷àþòüñÿ, îñêiëüêè ç ïëèíîì ÷àñó òà iç çìiíîþ

óìîâ íà ðèíêó çìiíþþòüñÿ i âîëàòèëüíiñòü, i ñåðåäíié äîâãîñòðîêîâèé ði-

âåíü ñòàâêè, i øâèäêiñòü ïîâåðíåííÿ äî öüîãî ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ. Àëå äî

öüîãî ÷àñó ïèòàííÿ ïðî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó òàêî¨ ìîäåëi çà óìîâ, êî-

ëè êîåôiöi¹íòè òàêîãî ðiâíÿííÿ ¹ äåòåðìiíîâàíèìè ôóíêöiÿìè, çàëåæíèìè

âiä ÷àñó, íå áóëî íàëåæíèì ÷èíîì ðîçãëÿíóòî. Áiëüø äåòàëüíî ç ðiçíèìè

ìîäåëÿìè âiäñîòêîâèìè ñòàâîê òà ¨õ âëàñòèâîñòÿìè ìîæíî îçíàéîìèòèñÿ â

ðîáîòi Ä. Áðiãî òà Ô. Ìåðêóðiî [7].

Ìåòîäè, ùî âèêîðèñòîâóâàëèñÿ äëÿ äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ, áóëè ÷àñ-

òêîâî çàïîçè÷åíi ç ðîáîòè Áåðíòà Îêñåíäàëÿ [6]. Òàê, íàïðèêëàä, ó äàíié

ðîáîòi çàïðîïîíîâàíi ìåòîäè çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äåÿêîãî âèäó ñòîõà-

ñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ÿâíîìó âèãëÿäi (â òîìó ÷èñëi i äëÿ

íåëiíiéíèõ âèïàäêiâ).

Òàêîæ áóäå äîðå÷íî çãàäàòè, ùî äîñëiäæåííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ òiñíî

ïîâ'ÿçàíå ç ðîçâèòêîì îá÷èñëþâàëüíî¨ òåõíiêè, ÿêå äàëî çìîãó ðîáèòè äî-

ñëiäæóâàíi ÿâèùà i áiëüø íàî÷íèìè. Ñàìå òîìó äðóãèé ðîçäië ìî¹¨ ðîáîòè

ïðèñâÿ÷åíèé ðîçðîáöi ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ, ùî äîçâîëÿ¹ ïåðåâiðèòè

îòðèìàíi ðåçóëüòàòè òà çìîäåëþâàòè ïîâåäiíêó âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ïðè

äîñòàòíüî âåëèêié êiëüêîñòi êðîêiâ. Ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ,

ùî âèêîðèñòîâóâàëèñÿ â äàíié ðîáîòi, ãðóíòóþòüñÿ íà ïiäðó÷íèêó Êëîäåíà

i Ïëàòåíà [14].
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1 Äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõà-

ñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

dη(t) = [α(t) + β(t)η(t)]dt+ [γ(t) + δ(t)η(t)]dW (t),

η(0) ≡ c, c > 0 = const,
(1.1)

äå γ(t), δ(t), α(t), β(t) � íåïåðåðâíi äåòåðìiíîâàíi ôóíêöi¨ âèçíà÷åíi ïðè

t ∈ [0;∞); η � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.1), W (t) � ñòàíäàðòíèé âiíåðiâ ïðîöåñ.

Íàãàäà¹ìî, ùî Âiíåðîâñüêèì ïðîöåñîì íàçèâà¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèé

ïðîöåñ ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì, ùî ìàòåìàòè÷íî âèðàæà¹ âèïàäêîâi áëóêà-

ííÿ. Òîáòî, öå ïðîöåñ ç îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèìè íåçàëåæíèìè ãàóñiâñüêèìè

ïðèðîñòàìè, ùî ìàéæå íàïåâíî ïî÷èíà¹òüñÿ â íóëi òà â êîæíèé ìîìåíò

÷àñó ìà¹ ìàéæå íàïåâíî íåïåðåðâíi òðàåêòîði¨.

Äëÿ äàíîãî òèïó ðiâíÿííü ìîæëèâî çíàéòè éîãî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê (çà-

óâàæèìî, ùî êëàñ ðiâíÿíü, äëÿ ÿêèõ òàêà ìîæëèâiñòü ¹, äîñèòü âóçüêèé).

Öåé ðîçâ'ÿçîê ¹ âèïàäêîâèì ïðîöåñîì, ÿêèé çàïèñó¹òüñÿ ó òàêîìó âèãëÿäi:

η(t) = ζ−1(t)

[
η(0) +

∫ t

0

ζ(s)[α(s)− γ(s)δ(s)]ds+

∫ t

0

ζ(s)γ(s)dW (s)

]
äå

ζ(t) = exp

{∫ t

0

[β(s)− 1

2
δ2(s)]ds+

∫ t

0

δ(s)dW (s)

}
¹ ðîçâ'ÿçêîì âiäïîâiäíîãî ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç

âiäîêðåìëåíèìè çìiííèìè (ó ëiòåðàòóði ïðîöåñ, ùî ¹ ðîçâ'ÿçêîì òàêîãî ðiâ-

íÿííÿ, íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíèì Áðîóíiâñüêèì ðóõîì):

dη(t) = β(t)η(t)dt+ δ(t)η(t)dW (t)

Òàêå ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ`ÿçêó ëiíiéíîãî ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíî-
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ãî ðiâíÿííÿ áóëî îòðèìàíå ó ðîáîòi [1].

Âiäìiòèìî òàêîæ ùå îäíó âàæëèâó âëàñòèâiñòü ðîçâ'ÿçêó � à ñàìå, ùî

öåé ðîçâ'ÿçîê ¹ ñåìiìàðòèíãàëîì. Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ ìàðòèíãàëà:

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé (Ω,F ,P) �- éìîâiðíiñíèé ïðîñòið i {Fn}n∈N � çàäà-

íà íà íüîìó ôiëüòðàöiÿ. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {Xn}n∈N
íàçèâà¹òüñÿ ìàðòèíãàëîì, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

• Ïðîöåñ {Xn}n∈N ¹ óçãîäæåíèì ç ôiëüòðàöi¹þ {Fn}n∈N .

• E|Xn| <∞, n ∈ N;

• E[Xn+1 | Fn] = Xn, n ∈ N.

Áiëüø äîâiëüíî öå îçíà÷åííÿ ìîæå áóòè ïåðåôðàçîâàíå íàñòóïíèì ÷è-

íîì � ìàðòèíãàëîì ¹ òàêèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ, äëÿ ÿêîãî ìàòåìàòè÷íå

ñïîäiâàííÿ ïðîöåñó ó äåÿêèé êîíêðåòíèé ìîìåíò ÷àñó äîðiâíþ¹ çíà÷åííþ

öüîãî ïðîöåñó ó ïîïåðåäíié ìîìåíò ÷àñó. Òîáòî, ÿêùî â ðåàëüíîìó ñâiòi ìè

ñïîñòåðiãà¹ìî äåÿêèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ, òî íàâiòü ìàþ÷è iíôîðìàöiþ ïðî

ïîâåäiíêó öüîãî ïðîöåñó ó âñi ïîïåðåäíi ìîìåíòè ÷àñó, ìè íå ìîæåìî ïåðåä-

áà÷èòè éîãî ïîâåäiíêó ó ìàéáóòíüîìó (òî÷íiø, íàøà îöiíêà áóäå ñïèðàòèñÿ

ëèøå íà çíà÷åííÿ öüîãî ïðîöåñó â ïîòî÷íèé ìîìåíò ÷àñó).

Ñåìiìàðòèíãàë, â ñâîþ ÷åðãó, âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

Îçíà÷åííÿ 2. Ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {Xn}n∈N íàçèâà¹òüñÿ

ñåìiìàðòèíãàëîì, ÿêùî éîãî ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi Xt = Mt+At

äåM � ëîêàëüíèé ìàðòèíãàë, A � àäàïòîâàíèé ïðîöåñ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨

ç íåïåðåðâíèìè çëiâà òðàåêòîðiÿìè (òîáòî, ìà¹ c�adl�ag-òðàåêòîði¨).
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1.1 Íåîáìåæåíiñòü ðîçâ'ÿçêó ëiíiéíîãî ñòîõàñòè÷íîãî

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè áóäåìî âèâ÷àòè ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó ñòîõàñòè÷íîãî

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

dη(t) = [α(t) + β(t)η(t)]dt+ σ(t)dW (t), (1.2)

äå W (t) � ñòàíäàðòíèé âiíåðiâ ïðîöåñ; η(t) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.2),

α(t), β(t)� íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, σ(x) � íåïåðåðâíà äîäàòíà ôóíêöiÿ, âè-

çíà÷åíi ïðè t ∈ [0;∞) òà x ∈ (−∞;∞).

Ââåäåìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ

F (t, x) =

∫ x

0

dy

σ(t)
=

x

σ(t)
.

Çàóâàæèìî, ùî

lim
x→∞

F (t, x) =∞. (1.3)

ßêùî âèêîíó¹òüñÿ (1.3), òî ôóíêöiÿ F−1 îáåðíåíà äî ôóíêöi¨ F ïî çìií-

íié x ïðè ôiêñîâàíîìó t iñíó¹, ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíîþ i ìà¹ íàñòó-

ïíèé âèãëÿä:

F−1(t, x) = σ(t)x.

Ðîçãëÿíåìî îñíîâíi òâåðäæåííÿ öi¹¨ ðîáîòè âiäíîñíî íåîáìåæåíîñòi

ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1.2).

Ìà¹ ìiñöå òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Íåõàé α, β � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, σ � íåïåðåðâíà äîäàòíà ôóí-

êöiÿ, òàêi, ùî ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (1.2) ìà¹ íåïåðåðâ-

íèé ì.í. ðîçâ'ÿçîê η. Ôóíêöiÿ σ ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ

ßêùî β = σ′t
σ òà
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lim
T→∞

inf

∫ T
0

α(t)
σ(t)dt√

2T ln lnT
> 1, (1.4)

òî

lim
t→∞

η(t)

σ(t)
=∞ ì.í.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

γ(t) = F (t, η(t)) =
η(t)

σ(t)
, t > 0.

Çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó Iòî äëÿ ðiâíÿííÿ (1.2):

dγ(t) = [F ′t(t, η(t)) + F ′x(t, η(t))[α(t) + β(t)η(t)] +
1

2
F ′′xx(t, η(t))σ2(t)]dt+

+F ′x(t, η(t))σ (t) dWt

Çàóâàæèìî, ùî

F ′t(t, x) = −
∫ x

0

σ′t(t)

σ2(t)
dy,

F ′x(t, x) =
1

σ(t)
,

F ′′xx(t, x) = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ïðîöåñ γ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

dγ(t) = ã(t, γ(t))dt+ dWt, t ≥ 0,

äå

ã(t, x) = x

(
β(t)− σ′t(t)

σ(t)

)
+
α(t)

σ(t)
.

Îñêiëüêè β = σ′t
σ , òî inf

x∈R1
ã(t, x) = α(t)

σ(t) . Òîäi â ñèëó (1.4) ìà¹ìî

lim
T→∞

inf

∫ T
0 infx∈R1 ã(t, x)dt
√

2T ln lnT
= lim

T→∞
inf

∫ T
0

α(t)
σ(t)dt√

2T ln lnT
> 1.
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Çà òåîðåìîþ 1 ç ðîáîòè [4] ìà¹ìî

lim
t→∞

F (t, η(t)) =∞, ì.í.

à îòæå,

lim
t→∞

η(t)

σ(t)
=∞ ì.í.

Çàóâàæåííÿ 1. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ÿêùî lim inf
t→∞

σ(t) > 0, òî çà âèêîíàííÿ

óìîâ òåîðåìè 1 ìà¹ìî, ùî lim
t→∞

η(t) =∞ ì.í.

Çàóâàæåííÿ 2. Óìîâà (1.4) áóäå âèêîíóâàòèñü, ÿêùî äëÿ äîñòàòíüî âå-

ëèêèõ t ìàòèìå ìiñöå íåðiâíiñòü

α(t)

σ(t)
≤ K

(
ln ln t

2t

) 1
2

,

äå K > 1.

Çàóâàæåííÿ 3. Âàðòî âiäìiòèòè, ùî
√

2t ln ln t ¹ ôóíêöi¹þ ïðàâèëüíî¨

çìiíè ç iíäåêñîì ρ = 1
2. Òîäi, ÿêùî

α
σ ¹ ôóíêöi¹þ ïðàâèëüíî¨ çìiíè ç iíäå-

êñîì ρ > −1
2, òîáòî

α(t)
σ(t) ∼ tρl(t), äå l � ôóíêöiÿ ïîâiëüíî¨ çìiíè, òî óìîâà

(1.4) áóäå âèêîíóâàòèñü, ÿêùî

lim
t→∞

inf
l(t)√

2 ln ln t
> 1.

Íàãàäà¹ìî, ùî âèìiðíà çà Ëåáåãîì ôóíêöiÿ f ∈ F+ íàçèâà¹òüñÿ ôóí-

êöi¹þ ïðàâèëüíî¨ çìiíè ç iíäåêñîì ρ, ÿêùî

lim sup
t→∞

f(ct)

f(t)
= lim inf

t→∞

f(ct)

f(t)
= cα ∀c > 0

ßêùî α = 0, òî f ∈ F+ íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ïîâiëüíî¨ çìiíè.
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Òóò F+ � ìíîæèíà äiéñíèõ ôóíêöié, äîäàòíiõ äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ

àðãóìåíòiâ.

Òåîðåìà 2. Íåõàé α, β � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, σ � íåïåðåðâíà äîäàòíà ôóí-

êöiÿ, òàêi, ùî ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (1.2) ìà¹ íåïåðåðâ-

íèé ì.í. ðîçâ'ÿçîê η. Ôóíêöiÿ σ ¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ òà∫ 0

−∞
e−

∫ x

0
2 inft>0 ã(t,z)dz dx = +∞, (1.5)∫ ∞

0

e−
∫ x

0
2 inft>0 ã(t,z)dz dx < +∞. (1.6)

äå

ã(t, x) = x

(
β(t)− σ′t(t)

σ(t)

)
+
α(t)

σ(t)
.

Òîäi

lim
t→∞

η(t)

σ(t)
=∞ ì.í.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ââåäåìî ðÿä äîïîìiæíèõ ïîçíà-

÷åíü.

Ïî-ïåðøå, ââåäåìî ôóíêöiþ:

B(t, x) =

∫ x

0

dy

σ(t, y)

i ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

lim
x→∞

B(t, x) = lim
x→∞

∫ x

0

dy

σ(t, y)
=∞ (1.7)

Íåõàé B−1(t, x) � ôóíêöiÿ, îáåðíåíà äî B(t, x) çà çìiííîþ x ïðè ôiêñî-

âàíîìó t.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

ã(t, x) = −
∫ B−1(t,x)

0

σ′t(t, y)

σ2(t, y)
dy +

a(t, B−1(t, x))

σ(t, B−1(t, x))
− 1

2
σ′x(t, B

−1(t, x)),
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à òàêîæ

α(t) = inf
x∈R1

ã(t, x),

A(T ) =

∫ T

0

α(t)dt

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî äëÿ ðiâíÿííÿ ôóíêöiÿ ã(t, x) ìà¹ âèãëÿä

x

(
β(t)− σ′t(t)

σ(t)

)
+
α(t)

σ(t)
.

Äëÿ ïîäàëüøîãî äîâåäåííÿ ìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ òåîðåìîþ 1 ç [4].

Îñêiëüêè α(t, x) = −∞, ìè íàêëàäàòèìåìî óìîâè íà inf
t>0

ã(t, x). Ç òåîðåìè

ñëiäó¹, ùî çà îäíî÷àñíîãî âèêîíàííÿ óìîâ (1.5) òà (1.6) ìè ìà¹ìî:

lim
t→∞

F (t, η) = lim
t→∞

η(t)

σ(t)
=∞.

Ïðèêëàä 1. Ðîçâ'ÿçîê ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

dη(t) = ϕ(t)η(t)dt+ σ(t)dw(t)

ìè íàçèâà¹ìî óçàãàëüíåíèì ïðîöåñîì Îðíøòåéíà-Óë¹íá¹êà.

ã(t, x) = −σ
′(t)

σ(t)
x+ ϕ(t)x = x

(
−σ

′(t)

σ(t)
+ ϕ(t)

)
.

Ïîêëàäåìî

f(t) = −σ
′(t)

σ(t)
+ ϕ(t)

òà ïðèïóñòèìî, ùî inf
t>0
f(t) = λ > 0, sup

t>0
f(t) = γ > 0.
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Â òàêîìó ðàçi ìà¹ìî:

inf
t>0

ã(t, x) =

{
λx, ÿêùî x > 0

γx, ÿêùî x < 0.

Âiäïîâiäíî

v(x) =

x∫
0

inf
t>0

ã(t, z)dz =

{
λ
2x

2, ïðè x > 0

−γ
2x

2, ïðè x < 0.

Öå îçíà÷à¹, ùî

0∫
−∞

e−2v(x)dx =

0∫
−∞

eγx
2

dx = +∞

òà ∞∫
0

e−2v(x)dx =

∞∫
0

e−λx
2

dx < +∞.

Îòæå,

lim
t→∞

η(t)

θ(t)
=∞ ì.í.
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1.2 Àñèìïòîòè÷íà åêâiâàëåíòíiñòü ðîçâ'ÿçêó ëiíiéíî-

ãî ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äî

ðîçâ'ÿçêó äåòåðìiíîâàíîãî ðiâíÿííÿ

Îçíà÷åííÿ 3. Íåõàé η(t) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1.2) òà lim
t→∞

η(t) =∞ ì.í..

Òîäi äåÿêà íåâèïàäêîâà ôóíêöiÿ ϕ(t) òàêà, ùî

P

(
lim
t→∞

η(t)

ϕ(t)
= 1

)
= 1

áóäå íàçèâàòèñÿ òî÷íèì ïîðÿäêîì ðîñòó ðiâíÿííÿ (1.2).

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (1.2) òà ïðèïóñòèìî, ùî

lim
t→∞

η(t) =∞ ì.í.

Çàóâàæèìî, ùî ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ äëÿ ïåðåâiðêè âèêîíàííÿ öi¹¨ óìîâè

äîñèòü ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåìè 1 ÷è 2 ç ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäi-

ëó. Ïðîòå óìîâè, çà ÿêèõ ðîçâ'ÿçîê ¹ íåîáìåæåíèì ó çàãàëüíîìó âèïàäêó,

äîñi íå äîñëiäæåíi.

Òàêîæ ðîçãëÿíåìî äåòåðìiíîâàíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

dµ(t) = β(t)µ(t)dt, (1.8)

äå β � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, µ � ðîçâ'ÿçoê ðiâíÿííÿ (1.8) òàêèé, ùî

lim
t→∞

µ(t) =∞.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ B(t) =
∫ t
0 β(s)ds. Òîäi lnµ(t) = B(t). Çðîçóìiëî, ùî

lim
t→∞

B(t) =∞

, êîëè µ(t)→∞.

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ðîçäiëó.
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Òåîðåìà 3. Íåõàé α, β � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, σ � íåïåðåðâíà äîäàòíà ôóí-

êöiÿ, òàêi, ùî ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (1.2) ìà¹ íåïåðåðâ-

íèé ì.í. ðîçâ'ÿçîê η òà ðiâíÿííÿ (1.8) ìà¹ íåïåðåðíèé ðîçâ'ÿçîê µ. ßêùî

1) lim
t→∞

sup 1
B(t)

∫ t
0 |α(s)|ds <∞;

2)
∞∫
0

E
∣∣∣σ2(s)
η2(s)

∣∣∣ ds <∞
òî

lim
t→∞

ln η(t)

lnµ(t)
= 1 ì.í. (1.9)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî íîâèé ïðîöåñ ξ(t) = ln η(t), òà çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó

Iòî.

dξ(t) =

[
α(t)

η(t)
+ β(t) +

1

2

(
−σ

2(t)

η2(t)

)]
dt+

σ(t)

η(t)
dWt

ξ(t) = ξ(0) +

∫ t

0

α(s)e−ξ(s)ds+ B(t)− 1

2

∫ t

0

σ2(s)e−2ξ(s)ds+

∫ t

0

σ(s)e−ξ(s)dWs

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè íåîáõiäíî ïîêàçàòè, ùî

lim
t→∞

1

B(t)

∫ t

0

α(s)e−ξ(s)ds = 0 ì.í.; (1.10)

lim
t→∞

1

B(t)

∫ t

0

σ2(s)e−2ξ(s)ds = 0 ì.í.; (1.11)

lim
t→∞

1

B(t)

∫ t

0

σ(s)e−ξ(s)dWs = 0 ì.í. (1.12)

Äîâåäåìî ñïiââiäíîøåííÿ (1.10). Äëÿ òîãî, ùîá lim
t→∞

g(η(t))f(t) = 0 äî-

ñòàòíüî, ùîá lim
x→∞

g(x) = 0 òà lim
t→∞

sup |f(t)| <∞. Çðîçóìiëî, ùî äëÿ íàøîãî

âèïàäêó

lim
x→∞

g(x) = lim
x→∞

e−x = 0

òà

lim
t→∞

sup |f(t)| = lim
t→∞

sup
1

B(t)

∫ t

0

|α(s)|ds <∞.
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Ç àíàëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (1.11).

Äîâåäåìî ñïiââiäíîøåííÿ (1.12). Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíüî âñòàíîâèòè,

ùî

P

 sup
k∈Z+

sup
t∈[kT ;(k+1)T ]

1

B(t)

∣∣∣∣∣∣
t∫

kT

σ(s)e−ξ(s)dWs

∣∣∣∣∣∣ > r

→ 0,

ïðè r →∞. Äiéñíî:

P

 sup
k∈Z+

sup
t∈[kT ;(k+1)T ]

1

B(t)

∣∣∣∣∣∣
t∫

kT

σ(s)e−ξ(s)dWs

∣∣∣∣∣∣ > r

 ≤
≤

∞∑
k=0

P

 sup
t∈[kT ;(k+1)T ]

1

B(t)

∣∣∣∣∣∣
t∫

kT

σ(s)e−ξ(s)dWs

∣∣∣∣∣∣ > r

 ≤
≤

∞∑
k=0

4

B2(kT )r2

(k+1)T∫
kT

E
∣∣∣σ2(s)e−2ξ(s)∣∣∣ ds→ 0 ïðè r →∞.

Òîäi

lim
t→∞

ln η(t)

B(t)
= 1,

òà

lim
t→∞

ln η(t)

lnµ(t)
= 1.

Çàóâàæåííÿ 4. Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè âñi êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ

¹ êîíñòàíòàìè, òî óìîâè òåîðåìè ñïðàâäæóþòüñÿ ïðè β 6= 0 òà

∞∫
0

E
∣∣∣∣ 1

η2(s)

∣∣∣∣ ds <∞
Ïîïåðåäíþ òåîðåìó õîòiëîñÿ á äîïîâíèòè êiëüêîìà çàóâàæåííÿìè. Äî-

ñëiäæåííÿ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ äåùî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä êëàñè-

÷íî¨ ñõåìè, ùî âèêîðèñòîâóâàëàñÿ ó ðîáîòàõ Ãiõìàíà òà Ñêîðîõîäà [1], à
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òàêîæ Êåðñòèíãà òà Ðîñëåðà [2]. Ñïðàâäi, ó öèõ ðîáîòàõ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

(1.2) ïîðiâíþâàâñÿ ç ðîçâ'ÿçêîì òàêîãî ðiâíÿííÿ:

dξ(t) = [α(t) + β(t)ξ(t)]dt,

i óìîâè äëÿ àñèìïòîòè÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi øóêàëèñÿ ñàìå äëÿ öüîãî

âèïàäêó. Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò äåùî ñëàáêiøèé çà óìîâó àñèìïòîòè÷íî¨

åêâiâàëåíòíîñòi ó âèãëÿäi

lim
t→∞

η(t)

µ(t)
= 1 ì.í., (1.13)

îñêiëüêè ç (1.13) âèïëèâà¹ (1.9), àëå íå íàâïàêè.

Ïðîòå ïèòàííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ëîãàðèôìó âiä ðîçâ'ÿçêó äëÿ

àâòîíîìíîãî ðiâíÿííÿ òàêîæ âèâ÷àëîñÿ, â òîìó ÷èñëi i â ï'ÿòîìó ðîçäiëi

ñòàòòi [2].
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2 Ìîäåëþâàííÿ ðåçóëüòàòiâ

Çàäà÷à öüîãî ðîçäiëó ïîëÿãà¹ â ïîáóäîâi êîìï'þòåðíî¨ ìîäåëi ïðîöåñó,

ùî îïèñó¹òüñÿ òàêèì ðiâíÿííÿì:

dr(t) = α(t)(β(t)− r(t))dt+ σ(t)dW (t), (2.1)

äå W (t) �- Âiíåðîâñüêèé ïðîöåñ, β(t) �- íåâiä'¹ìíà ôóíêöiÿ, ùî îïèñó¹

ñåðåäíié (äîâãîñòðîêîâèé) ðiâåíü ïðîöåíòíî¨ ñòàâêè, α(t) �- íåâiä'¹ìíà

ôóíêöiÿ-ïàðàìåòð, ùî õàðàêòåðèçó¹ øâèäêiñòü ïîâåðíåííÿ äî ñåðåäíüîãî

çíà÷åííÿ, à σ(t) �- ïàðàìåòð âîëàòèëüíîñòè.

Çàóâàæèìî, ùî îñíîâíèì íåäîëiêîì öi¹¨ ìîäåëi ââàæàþòü òîé ôàêò, ùî

âîíà íå íàêëàäà¹ îáìåæåíü íà íåâiä'¹ìíiñòü ðîçâ'ÿçêó âèïàäêîâîãî ïðîöå-

ñó. À îñêiëüêè öå ðiâíÿííÿ îïèñó¹ åâîëþöiþ âiäñîòêîâèõ ñòàâîê, òî áóëî á

ïðèðîäíüî ïðèïóñòèòè, ùî áàíê íå áóäå âñòàíîâëþâàòè âiä'¹ìíèõ ñòàâîê

� òîáòî, äîïëà÷óâàòè çà ïîçè÷åíi êîøòè. Ïðîòå çà îñòàííi äåêiëüêà ðîêiâ

ìè ìàëè çìîãó ïåðåêîíàòèñÿ, ùî òàêà ñèòóàöiÿ ¹ äîñèòü âiðîãiäíîþ � öåí-

òðàëüíi áàíêè Øâåéöàði¨, ßïîíi¨ òà ðÿäó iíøèõ êðà¨í âñòàíîâèëè âiä'¹ìíi

âiäñîòêîâi ñòàâêè, ùîá ñòèìóëþâàòè ðîçâèòîê áiçíåñó. Òîáòî, ìè ìà¹ìî ïðà-

âî ñòâåðäæóâàòè, ùî ìîæëèâiñòü íàáóòòÿ âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü ç íåíóëüîâîþ

âiðîãiäíiñòþ íå ðîáèòü ìîäåëü Âàñi÷åêà íåðåïðåçåíòàòèâíîþ.

Ïîâåðíåìîñÿ äî òåîðåòè÷íî¨ ÷àñòèíè. Òåîðåìà 3 ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó

ïðîïîíó¹ óìîâè, çà ÿêèõ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.1) àñèìïòîòè÷íî åêâiâàëåí-

òíèé ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ

dµ(t) = β(t)µ(t)dt,

òî çàäëÿ íàî÷íîñòi â ïðîöåñi ïîäàëüøèõ îá÷èñëåíü ìè áóäóâàòèìåìî íà

ãðàôiêàõ îáèäâà ðîçâ'ÿçêè îäíî÷àñíî.

Âñi îá÷èñëåííÿ âèêîíóâàëèñÿ íà ìîâi ïðîãðàìóâàííÿ Python 3.4 (ëiñòèíã

êîäó äèâ. ó äîäàòêàõ). Ñòâîðåíà ïðîãðàìà íå ìà¹ ãðàôi÷íî¨ îáîëîíêè, êîå-

ôiöi¹íòè çìiíþþòüñÿ áåñïîñåðåäíüî â êîäi.
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2.1 Îáãðóíòóâàííÿ ìåòîäîëîãi¨

Çà òåîðåòè÷íå ïiäãðóíòi öüîãî ðîçäiëó âçÿòà êíèãà Êëîäåíà i Ïëàòåíà,

ïðèñâÿ÷åíà ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííþ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ [14]. Ñëiä

âiäìiòèòè, ùî íà öþ æ ðîáîòó ðîáèòü ïîñèëàííÿ i Òîìàñ Ìiêîø [13], ÿêèé

îïóáëiêîâàâ îði¹íòîâàíó â ïåðøó ÷åðãó íà ñïåöiàëiñòiâ ç åêîíîìiêè êíèãó,

ùî òàêîæ ïðèñâÿ÷åíà ïðîáëåìàì ìîäåëþâàííÿ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ.

Äëÿ ñèìóëÿöi¨ ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîä Ýéëåðà-Ìàðóÿìè

(Euler-Maruyama Method). Íå äèâëÿ÷èñü íà ðÿä íåäîëiêiâ ó ïîðiâíÿííi ç

áàãàòîêðîêîâèìè ìåòîäàìè (íàïðèêëàä, Ìiëøòåéíà), âií âñå-òàêè çðó÷íèé

òèì, ùî iíòóiòèâíî çðîçóìiëî iìïëåìåíòó¹òüñÿ òà ïîòðåáó¹ ìåíøå ðåñóðñiâ

äëÿ ïiäðàõóíêó. Êîðîòêî îïèøåìî àëãîðèòì (áiëüø äåòàëüíî âií âèêëàäå-

íèé ó ðîáîòi [14]).

Ïðèïóñòèìî, ùî ìè ìà¹ìî ðiâíÿííÿ òàêîãî âèäó:

dXt = a(t,Xt)dt+ b(t,Xt)dWt,

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè Xt0 = x0

Òåïåð âèáåðåìî iíòåðâàë [t0, T ], íà ÿêîìó áóäóâàòèìåìî ðîçâ'ÿçîê, i çà-

äàìî äåÿêå N � çàãàëüíó êiëüêiñòü êðîêiâ. Çâiñíî, ÷èì áiëüøà êiëüêiñòü

êðîêiâ ïåðåïàäà¹ íà îäèíèöþ ÷àñó, òèì âèùà òî÷íiñòü ïiäðàõóíêiâ. Òîáòî,

ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíå ðîçáèòòÿ:

0 = t0 < t1 < · · · < tN = T è δt = T/N

Ðîçâ'ÿçîê íà êðîöi Xn+1 ïiäðàõîâó¹òüñÿ ðåêðñèâíî ÷åðåç çíà÷åííÿ âiä-

ïîâiäíî¨ ôóíêöi¨ íà ïîïåðåäíüîìó åòàïi iòåðàöi¨. À ñàìå:

Xn+1 = Xn + a(tn, Xn)δt+ b(tn, Xn)∆Wn,

äå

∆Wn = Wtn+1
−Wtn.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè b(t,Xt) ≡ 0 äàíà ñõåìà çáiãà¹òüñÿ çi ñòàíäàðòíèì
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ìåòîäîì Åéëåðà äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Îñêiëüêè òåìà

öi¹¨ ðîáîòè çâÿçàíà ç âèçíà÷åííÿì óìîâ, çà ÿêèõ ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêó ÑÄÐ

âèçíà÷à¹òüñÿ íåâèïàäêîâîþ ôóíêöi¹þ, ïiä ÷àñ ïiäðàõóíêiâ ìè ïàðàëåëüíî

áóäóâàòèìåìî i ãðàôiê ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíî-

ãî ðiâíÿííÿ.

Öÿ ñõåìà iíòóiòèâíî çðîçóìiëà, ÿêùî çãàäàòè àëüòåðíàòèâíèé çàïèñ

ÑÄÐ i âèçíà÷åííÿ ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëó Iòî:

Xt = X0 +

∫ t

0

a(s,Xs) ds+

∫ t

0

b(s,Xs) dWs.

, äå
∫ t
0 b(s,Xs) dWs âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê:∫ t

0

b(s,Xs) dWs = lim
n→∞

∑
[ti−1,ti]∈πn

b(ti−1, Xti−1)(Wti −Wti−1)

.

Òóò {πn} � ïîñëiäîâíiñòü ðîçáèòòiâ âiäðiçêà [0, t] (ôîðìóëà âèùå ñïðà-

âåäëèâà, êîëè ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà ðîçáèòòÿ ïðÿìó¹ äî íóëÿ).

Âiäïîâiäíî, ó ðîçðàõóíêàõ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíå íàáëèæåííÿ:∫ tn+1

tn

b(s,Xs) dWs ≈ b(tn, Xn)∆Wn∫ tn+1

tn

a(s,Xs) dWs ≈ a(tn, Xn)δt

Îäíó ç ïiäçàäà÷ ñòàíîâèòü ãåíåðàöiÿ Âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó. Ìè çíà¹ìî,

ùî Âiíåðîâñüêèé ïðîöåññ � öå âèïàäêîâèé ïðîöåññ ç íåçàëåæíèìè ïðèðîñòà-

ìè, êîæåí ç ÿêèõ ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië N(0, 1), ïðè÷îìóW0 = 0. Ìè íå

áóäåìî çóïèíÿòèñÿ íà çàäà÷i ãåíåðàöi¨ âèïàäêîâèõ ÷èñåë ç íîðìàëüíèì ðîç-

ïîäiëîì áiëüø äåòàëüíî, ëèøå çàóâàæèìî, ùî ó áiëüøîñòi ìîâ ïðîãðàììó-

âàííÿ âîíà âæå ðîçâ'ÿçàíà òà iìïëåìåíòîâàíà. Ùî ñòîñó¹òüñÿ ïðèâåäåíîãî

â öié ðîáîòi êîäó �òàì, ñòðîãî êàæó÷è, çìîäåëüîâàíèé íå ñàì Âiíåðiâñüêèé

ïðîöåññ, à ëèøå çìîäåëüîâàíèé âåêòîð ïðèðîñòiâ, ùî íåîáõiäíèé äëÿ ïîáó-
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äîâè ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ.

Îêðåìî ñëiä ðîçãëÿíóòè ïèòàííÿ çáiæíîñòi ìåòîäó òà îáìåæåíü íà ôóí-

êöi¨ a(t, x) i b(t, x). Íàãàäà¹ìî äåêiëüêà îçíà÷åíü:

Îçíà÷åííÿ 4. ×èñåëüíèé ìåòîä ñõîäèòüñÿ ñèëüíî ç ïîðÿäêîì γ, ÿêùî

E
(
|Xt −Xδt

t |
)
≤ KT (δt)γ

Òóò êîíñòàíòà KT çàëåæèòü âiä T , à òàêîæ âiä ðîçãëÿäóâàíîãî ðiâíÿ-

ííÿ.

Îçíà÷åííÿ 5. Ñëàáêà çáiæíiñòü çíà÷èòü, ùî

|Eg(Xt)− Eg(X
δt
t )| ≤ Kg

T (δt)γ

Òóò g � öå äåÿêèé äîâiëüíèé ïîëiíîì, à êîíñòàíòà KT çàëåæèòü âiä T, g,

i âiä ðîçãëÿäóâàíîãî ðiâíÿííÿ.

ßêùî ìåòîä ñõîäèòüñÿ ç ïîðÿäêîì γ, òî öå çíà÷èòü, ùî ïðè çìåíøåííi

δt â k ðàç, òî÷íiñòü îá÷èñëåííÿ çðîñòà¹ ó kγ ðàç (àëå, çâè÷àéíî, âiäïîâiäíî

i çáiëüøó¹òüñÿ ÷àñ îá÷èñëåííÿ). Ìåòîä Ýéëåðà-Ìàðóÿìè ñõîäèòüñÿ ó ñëàá-

êîìó ñåíñi ç ïîðÿäêîì 1 òà ó ñèëüíîìó ç ïîðÿäêîì 0.5.

Íàñòóïíi óìîâè ¹ äîñòàòíiìè äëÿ çáiæíîñòi ìåòîäó ó ñèëüíîìó òà ñëà-

áîìó ñåíñi. Öi òâåðäæåííÿ, ïðàâäà, ìè çàëèøèìî áåç äîâåäåííÿ, îñêiëüêè

¨õ ìîæíî çíàéòè ó ëiòåðàòóði:

• Ôóíêöi¨ a(t, x) òà b(t, x) ¹ ÷îòèðè ðàçè äèôåðåíöiéîâàíèìè, ïðè÷îìó

ïåðøà ïîõiäíà � îáìåæåíà.

• Ïðè íåâåëèêèõ ïðèðîñòàõ àðãóìåíòà çìiíà çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ¹ íåçíà-

÷íîþ.
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2.2 Ïðèêëàäè ðåàëüíèõ ïðîöåñiâ òà ¨õ ìîäåëþâàííÿ

Ïðè ðîçãëÿäi öüîãî ìåòîäó âèíèêà¹ ëîãi÷íå ïèòàííÿ � ÿê ñàìå ìîæå

áóòè çìîäåëüîâàíèé äåÿêèé ðåàëüíèé ïðîöåñ, ñêàæiìî, çìiíà ïîòî÷íèõ âiä-

ñîòêîâèõ ñòàâîê ó äåÿêié êîíêðåòíié êðà¨íi? Ïðè âiäïîâiäi íà öå ïèòàííÿ

áóäåìî êåðóâàòèñÿ ñòàòòåþ "Stock Price Volatility: a primer" ç ñàéòó "Fi-

nancial Chaos Theory" [15].

1) Íà ïåðøîìó åòàïi íåîáõiäíî çiáðàòè iñòîðè÷íi äàíi ïðî çìiíó âiäñîòêî-

âî¨ ñòàâêè. Çàçâè÷àé âîíè äîñòóïíi íà îôiöiéíèõ ñàéòàõ ôiíàíñîâèõ

îðãàíiçàöié, à â îêðåìèõ âèïàäêàõ ìîæíî êîðèñòóâàòèñÿ ñåðâiñàìè

äëÿ ôiíàíñîâîãî àíàëiçó âiä Yahoo àáî Google. À áiëüøiñòü ïðîãðàì-

íîãî çàáåçïå÷åííÿ (â ïåðøó ÷åðãó R òà ïàêåò pandas ó Python), ÿêèì

êîðèñòóþòüñÿ ñòàòèñòèêè, íàâiòü ïiäòðèìó¹ ïðÿìå çàâàíòàæåííÿ iñòî-

ðè÷íèõ äàííèõ ç âiäïîâiäíèõ ñåðâåðiâ, áåç íåîáõiäíîñòi çäiéñíþâàòè

ïîøóê ñàìîñòiéíî.

2) Ïîòiì íåîáõiäíî îáðàòè ìîäåëü, ùî áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äëÿ ïîáó-

äîâè (íàïðèêëàä, ìîäåëü Âàñi÷åêà, Êîêñà-Iíãåðñîëà-Ðîñà òà ií). Iíîäi

äîöiëüíî áóäóâàòè ïðîöåñè îäðàçó çà êiëüêîìà ìîäåëÿìè, äëÿ òîãî

ùîá ïîðiâíÿòè ¨õ åôåêòèâíiñòü.

3) Äàëi íà îñíîâi íàÿâíèõ iñòîðè÷íèõ äàíèõ íåîáõiäíî âèçíà÷èòè ïà-

ðàìåòðè ìîäåëi. Ó âèïàäêó, êîëè ìè îáðàëè ìîäåëü ç ïàðàìåòðàìè-

êîíñòàíòàìè, ñëiä çíàéòè ñåðåäíi çíà÷åííÿ çà âåñü ðîçãëÿíóòèé iñòî-

ðè÷íèé iíòåðâàë, à ÿêùî ìè ïðàöþ¹ìî ç íåàâòîíîìíèìè ìîäåëÿìè

� òî ñåðåäíi çíà÷åííÿ íà êîæíîìó iíòåðâàëi ñëiä íàáëèçèòè äåÿêîþ

ôóíêöi¹þ i âèêîðèñòîâóâàòè â îá÷èñëåííÿõ ¨¨ (ïðîñòiøå âñüîãî âèêî-

ðèñòîâóâàòè äëÿ íàáëèæåííÿ äåÿêèé ïîëiíîì).

4) Ìàþ÷è iíôîðìàöiþ ïðî ðîçìið âiäñîòêîâèõ ñòàâîê ó êîæíèé êîíêðå-

òíèé ïåðiîä ÷àñó Si, çíàéòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ íå âàæêî. Àëå ïèòàííÿ

ìîæóòü âèíèêíóòè ïiä ÷àñ îá÷èñëåííÿ âîëàòèëüíîñòi. Äëÿ òîãî, ùîá
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çíàéòè ¨¨ êîíêðåòíå çíà÷åííÿ, ñëiä ñïî÷àòêó îáðàõóâàòè Logrelative

Returns çà ôîðìóëîþ:

ui = lnSi − lnSi−1 = ln

(
Si
Si−1

)
Âîëàòèëüíiñòü � öå, ïî ñóòi, äèñïåðñiÿ âåëè÷èíè ui i âîíà ìîæå áóòè

çíàéäåíà çà íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

σ =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(ui − û)2,

äå

û =
1

n

n∑
j=1

uj

Çàñòîñóâàòè òàêèé ìåòîä îá÷èñëåííÿ ìîæíî, íàïðèêëàä, äëÿ âèçíà÷åí-

íÿ âîëàòèëüíîñòi âiäñîòêîâî¨ ñòàâêè Íàöáàíêó Óêðà¨íè. Ñòâîðèâøè òàáëè-

öþ çíà÷åíü ïîòî÷íèõ ñòàâîê çà ïåðiîä ç 2001 ïî 2016-é ðiê (òîáòî, çà îñòàííi

15 ðîêiâ), ìè ìîæåìî îáðàõóâàòè âîëàòèëüíiñòü. Öi ïiäðàõóíêè äîñèòü çðó-

÷íî ðîáèòè â îôiñíèõ ïàêåòàõ òèïó Excel, äî òîãî æ îòðèìàíi ðåçóëüòàòè

ìîæíà îäðàçó æ çîáðàçèòè ó âèãëÿäi ãðàôiêó. Âiäìiòèìî, ùî ñòàíîì íà êâi-

òåíü 2016-ãî âîëàòèëüíiñòü äîðiâíþ¹ ïðèáëèçíî 0,057 (àáî 5,7%). Îòðèìàíi

çíà÷åííÿ ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ó ïîäàëüøèõ ðîçðàõóíêàõ çà äîïîìî-

ãîþ êîìï'þòåðà.
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Ðèñ. 1: Ãðàôiê âiäñîòêîâèõ ñòàâîê ç 2001 ïî 2016 ðiê

Ðèñ. 2: Iñòîðè÷íà âîëàòèëüíiñòü ç 2001 ïî 2016 ðiê
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Ïðèêëàäè ðîáîòè ïðîãðàìè

Äëÿ íàî÷íîñòi ìè íàâåäåìî ïðèêëàäè äëÿ ðiçíèõ êîåôiöi¹íòiâ. Ó ïåð-

øîìó âèïàäêó ìè áóäó¹ìî ìîäåëü ç íåâåëèêèì êîåôiöi¹íòîì âîëàòèëüíîñòi,

òîìó ðîçâ'ÿçîê ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä ìàéæå ïðÿìî¨ ëiíi¨. Ïðè

öüîìó ìè áà÷èìî, ùî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü dη(t) = [α(t) + β(t)η(t)] + σ(t)dt i

dµ(t) = β(t)µ(t)dt íå åêâiâàëåíòíi.

Ðèñ. 3: Çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ: σ = 0.057, α = 0.3, β = 0.1164, N = 100000

Àëå ÿêùî ìè ñïðîáó¹ìî ïîáóäóâàòè ãðàôiê ç òèìè æ ïàðàìåòðàìè, àëå

ïîðiâíþâàòè ðîçâ'ÿçîê ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ç ðîçâ'ÿçêîì dµ(t) = [α(t)+

β(t)µ(t)]dt, òî iíòóiòèâíî çðîçóìiëî, ùî âîíè àñèìïòîòè÷íî åêâiâàëåíòíi.

Òîáòî, äëÿ òàêèõ çíà÷åíü êîíñòàíò, òî÷íèì ïîðÿäêîì ðîñòó áóäå ðîçâ'ÿçîê

çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç äðóãîãî ïðèêëàäó (äîñòàòíi óìîâè

äëÿ öüîãî áóëè îòðèìàíi Ãiõìàíîì òà Ñêîðîõîäîì).
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Ðèñ. 4: Çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ: σ = 0.057, α = 0.3, β = 0.1164, N = 1000000

ßêùî ìè çáiëüøèìî âîëàòèëüíiñòü ó äåñÿòü ðàçiâ, ïîáà÷èìî, ÿê çìiíþ-

¹òüñÿ ïîâåäiíêà âiäïîâiäíîãî ãðàôiêó.

Ðèñ. 5: Çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ: σ = 0.57, α = 0.3, β = 0.01164, N = 1000000
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3 Îõîðîíà ïðàöi òà áåçïåêà â íàäçâè÷àéíèõ

ñèòóàöiÿõ

Íàïèñàííÿ äèïëîìíî¨ ðîáîòè ¹ ôiíàëüíèì i íàïðóæåíèì åòàïîì â íà-

â÷àëüíîìó âèõîâàííi ñòóäåíòà, òîìó â ïðîöåñi äëÿ åôåêòèâíî¨ ðîáîòè âà-

æëèâî äîòðèìóâàòèñÿ îñíîâíèõ íîðì îõîðîíè ïðàöi, à ñàìå êîíòðîëþâàòè

ðåæèì ïðàöi i âiäïî÷èíêó, âìiòè îöiíþâàòè íàïðóæåíiñòü ðîáîòè, ñëiäêóâà-

òè çà ãiãi¹íîþ òà îðãàíiçàöi¹þ ðîáî÷îãî ìiñöÿ, äîòðèìóâàòèñÿ çàõîäiâ áåç-

ïåêè ïðè âèêîðèñòàííi òåõíi÷íèõ çàñîáiâ.

Çàçâè÷àé ïðè ïiäãîòîâöi ìàòåðiàëó äëÿ äèïëîìíî¨ íåîáõiäíî ïðàöþâàòè

ç âåëèêîþ êiëüêiñòþ äæåðåë iíôîðìàöi¨, öå ñòâîðþ¹ ñóòò¹âå íàâàíòàæåííÿ

íà íåðâîâó ñèñòåìó. Â óìîâàõ çíà÷íîãî îáìåæåííÿ ó ÷àñi ìîæå âèíèêíóòè

áàæàííÿ îáðîáèòè �âñå i îäðàçó�, ïðîòå òàêèé ïiäõiä íà ïðàêòèöi íå ¹ åôå-

êòèâíèì, îñêiëüêè çìåíøó¹ ÿêiñòü çàñâî¹ííÿ iíôîðìàöi¨ òà çíà÷íî ïiäâèùó¹

ðèçèêè îòðèìàòè ïåðåâòîìó.

Îñîáëèâó óâàãó ñëiä ïðèäiëèòè îðãàíiçàöi¨ ðîáî÷îãî ìiñöÿ, íåîáõiäíî

ïîäáàòè, ùîá âîíî áóëî çðó÷íèì, ÷èñòèì, äîáðå îñâiòëåíèì, çàâ÷àñíî ïðî-

âiòðþâàíèì, áåç âiäâîëiêàþ÷èõ ôàêòîðiâ.

Ðîáîòà íàä äèïëîìîì òàêîæ âèìàãà¹ çíà÷íî¨ ìîáiëiçàöi¨ ðåñóðñiâ, ÿê ôi-

çè÷íèõ, òàê i ïñèõîëîãi÷íèõ, òîìó äëÿ óíèêíåííÿ ïåðåâàíòàæåííÿ íåîáõiäíî

äîòðèìóâàòèñÿ îïòèìàëüíîãî ðåæèìó ïðàöi òà âiäïî÷èíêó.

Ìåòîþ öüîãî ðîçäiëó ¹ ðîçãëÿä îñíîâíèõ ïîëîæåíü îõîðîíè ïðàöi òà

àíàëiç ¨õ äîòðèìàííÿ ïðè âèêîíàííi äèïëîìíî¨ ðîáîòè.

3.1 Îöiíêà íàïðóæåíîñòi ïðàöi

Äëÿ ïðîâåäåííÿ àòåñòàöi¨ ðîáî÷èõ ìiñöü òà âñòàíîâëåííÿ ïðiîðèòåòó â

ïðîâåäåííi îçäîðîâ÷èõ çàõîäiâ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ �Ãiãi¹íi÷íà êëàñèôiêàöiÿ

ïðàöi çà ïîêàçíèêàìè øêiäëèâîñòi òà íåáåçïå÷íîñòi ôàêòîðiâ âèðîáíè÷î-

ãî ñåðåäîâèùà, âàæêîñòi òà íàïðóæåíîñòi òðóäîâîãî ïðîöåñó. Âèõîäÿ÷è ç

ïðèíöèïiâ Ãiãi¹íi÷íî¨ êëàñèôiêàöi¨, óìîâè ïðàöi äiëÿòüñÿ íà 4 êëàñè � îïòè-
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ìàëüíi, äîïóñòèìi, øêiäëèâi òà íåáåçïå÷íi (åêñòðåìàëüíi).

1 êëàñ � ÎÏÒÈÌÀËÜÍI óìîâè ïðàöi � òàêi óìîâè, ïðè ÿêèõ çáåðiãà¹-

òüñÿ íå ëèøå çäîðîâ'ÿ ïðàöþþ÷èõ, à é ñòâîðþþòüñÿ ïåðåäóìîâè äëÿ ïiä-

òðèìàííÿ âèñîêîãî ðiâíÿ ïðàöåçäàòíîñòi. Îïòèìàëüíi ãiãi¹íi÷íi íîðìàòèâè

âèðîáíè÷èõ ôàêòîðiâ âñòàíîâëåíi äëÿ ìiêðîêëiìàòó i ôàêòîðiâ òðóäîâî-

ãî ïðîöåñó. Äëÿ iíøèõ ôàêòîðiâ çà îïòèìàëüíi óìîâíî ïðèéìàþòüñÿ òàêi

óìîâè ïðàöi, çà ÿêèõ íåñïðèÿòëèâi ôàêòîðè âèðîáíè÷îãî ñåðåäîâèùà íå

ïåðåâèùóþòü ðiâíiâ, ïðèéíÿòèõ çà áåçïå÷íi äëÿ íàñåëåííÿ.

2 êëàñ � ÄÎÏÓÑÒÈÌI óìîâè ïðàöi � õàðàêòåðèçóþòüñÿ òàêèìè ðiâíÿ-

ìè ôàêòîðiâ âèðîáíè÷îãî ñåðåäîâèùà i òðóäîâîãî ïðîöåñó, ÿêi íå ïåðåâè-

ùóþòü âñòàíîâëåíèõ íîðìàòèâiâ, à ìîæëèâi çìiíè ôóíêöiîíàëüíîãî ñòàíó

îðãàíiçìó âiäíîâëþþòüñÿ çà ÷àñ ðåãëàìåíòîâàíîãî âiäïî÷èíêó àáî äî ïî÷à-

òêó íàñòóïíî¨ çìiíè òà íå ÷èíÿòü íåñïðèÿòëèâîãî âïëèâó íà ñòàí çäîðîâ'ÿ

ïðàöþþ÷èõ òà ¨õ ïîòîìñòâî â íàéáëèæ÷îìó i âiääàëåíîìó ïåðiîäàõ.

3 êëàñ � ØÊIÄËÈÂI óìîâè ïðàöi � õàðàêòåðèçóþòüñÿ òàêèìè ðiâíÿìè

øêiäëèâèõ âèðîáíè÷èõ ôàêòîðiâ, ÿêi ïåðåâèùóþòü íîðìàòèâè i çäàòíi ÷è-

íèòè íåñïðèÿòëèâèé âïëèâ íà îðãàíiçì ïðàöþþ÷îãî òà/àáî éîãî ïîòîìñòâî.

Øêiäëèâi óìîâè ïðàöi çà ñòóïåíåì ïåðåâèùåííÿ ãiãi¹íi÷íèõ íîðìàòèâiâ òà

íàñòàííÿ ìîæëèâèõ çìií â îðãàíiçìi ïðàöþþ÷èõ ïîäiëÿþòüñÿ íà 4 ñòóïåíi:

1 ñòóïiíü (3.1) � óìîâè ïðàöi õàðàêòåðèçóþòüñÿ òàêèìè ðiâíÿìè øêiäëè-

âèõ ôàêòîðiâ âèðîáíè÷îãî ñåðåäîâèùà òà òðóäîâîãî ïðîöåñó, ÿêi, ÿê ïðàâè-

ëî, âèêëèêàþòü ôóíêöiîíàëüíi çìiíè, ùî âèõîäÿòü çà ìåæi ôiçiîëîãi÷íèõ

êîëèâàíü (îñòàííi âiäíîâëþþòüñÿ ïðè òðèâàëiøié, íiæ ïî÷àòîê íàñòóïíî¨

çìiíè, ïåðåðâi êîíòàêòó ç øêiäëèâèìè ôàêòîðàìè) òà çáiëüøóþòü ðèçèê

ïîãiðøåííÿ çäîðîâ'ÿ;

2 ñòóïiíü (3.2) � óìîâè ïðàöi õàðàêòåðèçóþòüñÿ òàêèìè ðiâíÿìè øêiäëè-

âèõ ôàêòîðiâ âèðîáíè÷îãî ñåðåäîâèùà i òðóäîâîãî ïðîöåñó, ÿêi çäàòíi âè-

êëèêàòè ñòiéêi ôóíêöiîíàëüíi ïîðóøåííÿ, ïðèçâîäÿòü ó áiëüøîñòi âèïàäêiâ

äî çðîñòàííÿ âèðîáíè÷î-îáóìîâëåíî¨ çàõâîðþâàíîñòi, ïîÿâè îêðåìèõ îçíàê

àáî ëåãêèõ ôîðì ïðîôåñiéíî¨ ïàòîëîãi¨ (ÿê ïðàâèëî, áåç âòðàòè ïðîôåñié-

íî¨ ïðàöåçäàòíîñòi), ùî âèíèêàþòü ïiñëÿ òðèâàëî¨ åêñïîçèöi¨ (10 ðîêiâ òà
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áiëüøå);

3 ñòóïiíü (3.3) � óìîâè ïðàöi õàðàêòåðèçóþòüñÿ òàêèìè ðiâíÿìè øêiäëè-

âèõ ôàêòîðiâ âèðîáíè÷îãî ñåðåäîâèùà i òðóäîâîãî ïðîöåñó, ÿêi ïðèçâîäÿòü,

îêðiì çðîñòàííÿ âèðîáíè÷î-îáóìîâëåíî¨ çàõâîðþâàíîñòi, äî ðîçâèòêó ïðî-

ôåñiéíèõ çàõâîðþâàíü, ÿê ïðàâèëî, ëåãêîãî òà ñåðåäíüîãî ñòóïåíiâ âàæêîñòi

(ç âòðàòîþ ïðîôåñiéíî¨ ïðàöåçäàòíîñòi â ïåðiîä òðóäîâî¨ äiÿëüíîñòi);

4 ñòóïiíü (3.4) � óìîâè ïðàöi õàðàêòåðèçóþòüñÿ òàêèìè ðiâíÿìè øêi-

äëèâèõ ôàêòîðiâ âèðîáíè÷îãî ñåðåäîâèùà i òðóäîâîãî ïðîöåñó, ÿêi çäàòíi

ïðèçâîäèòè äî çíà÷íîãî çðîñòàííÿ õðîíi÷íî¨ ïàòîëîãi¨ òà ðiâíiâ çàõâîðþâà-

íîñòi ç òèì÷àñîâîþ âòðàòîþ ïðàöåçäàòíîñòi, à òàêîæ äî ðîçâèòêó âàæêèõ

ôîðì ïðîôåñiéíèõ çàõâîðþâàíü (ç âòðàòîþ çàãàëüíî¨ ïðàöåçäàòíîñòi);

4 êëàñ ÍÅÁÅÇÏÅ×ÍI (ÅÊÑÒÐÅÌÀËÜÍI) óìîâè ïðàöi � õàðàêòåðèçó-

þòüñÿ òàêèìè ðiâíÿìè øêiäëèâèõ ôàêòîðiâ âèðîáíè÷îãî ñåðåäîâèùà i òðó-

äîâîãî ïðîöåñó, âïëèâ ÿêèõ ïðîòÿãîì ðîáî÷î¨ çìiíè (àáî æ ¨¨ ÷àñòèíè) ñòâî-

ðþ¹ çàãðîçó äëÿ æèòòÿ, âèñîêèé ðèçèê âèíèêíåííÿ âàæêèõ ôîðì ãîñòðèõ

ïðîôåñiéíèõ óðàæåíü.

Îöiíêà íàïðóæåííîñòi ïðàöi çäiéíþ¹òüñÿ çà òàêèìè ïîêàçàíèêàìè:

1) iíòåëåêòóàëüíi íàâàíòàæåííÿ (íåîáõiäíiñòü ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü, ðiøå-

ííÿ ñêëàäíèõ çàâäàíü çà âiäîìèì àëãîðèòìîì, åâðèñòè÷íà, òâîð÷à

äiÿëüíiñòü òîùî):

(a) ñïðèéíÿòòÿ iíôîðìàöi¨ òà ¨¨ îöiíêà (íåîáõiäíiñòü êîðåêöi¨ äié àáî

¨¨ âiäñóòíiñòü òîùî);

(b) ðîçïîäië ôóíêöié çà ñòóïåíåì ñêëàäíîñòi ñïðèéíÿòòÿ (îáðîáêà,

âèêîíàííÿ çàâäàííÿ éîãî ïåðåâiðêà òîùî);

(c) õàðàêòåð âèêîíóâàíî¨ ðîáîòè (çà ïëàíîì, ãðàôiêîì, â óìîâàõ äå-

ôiöèòó ÷àñó òîùî)

2) ñåíñîðíi íàâàíòàæåííÿ (òðèâàëiñòü, ùiëüíiñòü, êiëüêiñòü îá'¹êòiâ òî-

ùî);
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3) åìîöiéíå íàâàíòàæåííÿ (ñòóïiíü âiäïîâiäàëüíîñòi çà ðåçóëüòàò äiÿëü-

íîñòi, çíà÷óùiñòü ïîìèëêè òîùî;

4) ìîíîòîííiñòü íàâàíòàæåíü (êiëüêiñòü òà òðèâàëiñòü îïåðàöié çà îäè-

íèöþ ÷àñó, ÷àñ àêòèâíèõ äié òà ïàñèâíèõ ñïîñòåðåæåíü);

5) ðåæèì ïðàöi.

Âèõîäÿ÷è ç äàíèõ òàáëèöi �Êëàñè óìîâ ïðàöi çà ïîêàçíèêàìè íàïðóæåíîñòi

òðóäîâîãî ïðîöåñó� [16], ìîæíà çðîáèòè òàêi îöiíêè:

1) ðiâåíü iíòåëåêòóàëüíîãî íàâàíòàæåííÿ äîïóñòèìèé, iíîäi øêiäëèâèé

(ïiä êiíåöü ðîáîòè);

2) íàéáiëüøå ñåíñîðíå íàâàíòàæåííÿ ïðèïàäà¹ íà çîðîâèé àïàðàò;

3) åìîöiéíå íàâàíòàæåííÿ çðîñòà¹ ïiä êiíåöü ðîáîòè, êîëè íåîáõiäíî â

óìîâàõ äåôiöèòó ÷àñó çàâåðøóâàòè ðîáîòó, ïðîõîäèòè ÷åðåç ðiçíîìà-

íiòíi áþðîêðàòè÷íi ïðîöåäóðè òà ãîòóâàòèñÿ äî çàõèñòó äèïëîìíî¨

ðîáîòè;

4) ìîíîòîííiñòü ðîáîòè íåçíà÷íà;

5) ðåæèì ïðàöi íå ïåðåâàíòàæåíèé â çàëåæíîñòi âiä ïåðiîäó òà âäàëîãî

ðîçïîäiëó ÷àñó.

3.2 Àíàëiç ïñèõîëîãi÷íèõ àñïåêòiâ óìîâ ïðàöi

Ïiäãîòîâêà äèïëîìíî¨ ðîáîòè, îñîáëèâî ìàòåìàòè÷íîãî õàðàêòåðó, ïî-

òðåáó¹ çíà÷íî¨ iíòåëåêòóàëüíî¨ äiÿëüíîñòi. Íà âiäìiíó âiä ôiçè÷íî¨, ðîçóìî-

âà ïðàöÿ ñóïðîâîäæó¹òüñÿ ìåíøèìè âèòðàòàìè åíåðãåòè÷íèõ çàïàñiâ, àëå

öå íå ñâiä÷èòü ïðî ¨¨ ëåãêiñòü. Îñíîâíèì ïðàöþþ÷èì îðãàíîì ïiä ÷àñ òàêîãî

âèäó ïðàöi âèñòóïà¹ ìîçîê. Ïiä ÷àñ ðîçóìîâî¨ ïðàöi çíà÷íî àêòèâiçóþòüñÿ

àíàëiòè÷íi òà ñèíòåòè÷íi ôóíêöi¨ öåíòðàëüíî¨ íåðâîâî¨ ñèñòåìè, ïðèéîì i

ïåðåðîáêà iíôîðìàöi¨, âèíèêàþòü ôóíêöiîíàëüíi çâ'ÿçêè, íîâi êîìïëåêñè
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óìîâíèõ ðåôëåêñiâ, çðîñòà¹ ðîëü ôóíêöié óâàãè, ïàì'ÿòi, íàâàíòàæåííÿ íà

çîðîâèé òà ñëóõîâèé àíàëiçàòîðè.

Äëÿ iíòåëåêòóàëüíî¨ ïðàöi õàðàêòåðíi âåëèêà êiëüêiñòü ñòðåñiâ, ìàëà

ðóõëèâiñòü, âèìóøåíà ñòàòè÷íà ïîçà, ùî çóìîâëþ¹ çàñòiéíi ÿâèùà ó ì'ÿ-

çàõ íiã, îðãàíàõ ÷åðåâíî¨ ïîðîæíèíè i ìàëîãî òàçó, ïîãiðøåííÿ ïîñòà÷àííÿ

ìîçêó êèñíåì, çðîñòàííÿ ïîòðåáè â ãëþêîçi. Ïðè âàæêié ðîçóìîâié ïðàöi

ïîãiðøó¹òüñÿ ðîáîòà îðãàíiâ çîðó: ñòiéêiñòü ÿñíîãî áà÷åííÿ, ãîñòðîòà çîðó,

àäàïòàöiéíà ìîæëèâiñòü îêà. Òàêîìó âèäó ïðàöi âëàñòèâèé íàéáiëüøèé ñòó-

ïiíü çîñåðåäæåííÿ óâàãè - â ñåðåäíüîìó ó 5-10 ðàçiâ âèùå íiæ ïðè ôiçè÷íié

ïðàöi. Çàâåðøåííÿ ðîáî÷îãî äíÿ çîâñiì íå ïåðåðèâà¹ ïðîöåñó ðîçóìîâî¨ äi-

ÿëüíîñòi. Ðîçâèâà¹òüñÿ îñîáëèâèé ñòàí îðãàíiçìó - âòîìà, ùî ç ÷àñîì ìîæå

ïåðåòâîðèòèñÿ íà ïåðåâòîìó. Âñå öå ïðèçâîäèòü äî ïîðóøåííÿ íîðìàëüíîãî

ôiçiîëîãi÷íîãî ôóíêöiîíóâàííÿ îðãàíiçìó.

Âðàõîâóþ÷è âèùå ñêàçàíå, âêðàé âàæëèâî ïiä ÷àñ ðîáîòè îðãàíiçîâóâà-

òè ïåðåðâè, ïiä ÷àñ ÿêèõ ðîçìèíàòèñÿ, ðóõàòèñÿ, äèõàòè ñâiæèì ïîâiòðÿì,

âiäâîëiêàòèñÿ âiä çàâäàííÿ, äàâàòè âiäïî÷èòè çîðîâîìó àïàðàòó. Òàêîæ ïiä

÷àñ iíòåíñèâíî¨ ðîçóìîâî¨ ðîáîòè íåîáõiäíî äîòðèìóâàòèñÿ ïðàâèëüíîãî ðå-

æèìó õàð÷óâàííÿ, çàáåçïå÷óâàòè îðãàíiçì ïîæèâíèìè ðå÷îâèíàìè, âiòàìi-

íàìè òà ìiíåðàëàìè, ïîêðèâàòè ïiäâèùåíó ïîòðåáó ìîçêó â ãëþêîçi. Áåç

ñóìíiâó, ïðè òàêié ðîáîòi íàäâàæëèâèìè ¹ çäîðîâèé ñîí i ðåãóëÿðíi ôiçè÷íi

íàâàíòàæåííÿ.

3.3 Íîðìóâàííÿ ïðàöi. Âèáið îïòèìàëüíîãî ðåæèìó

ðîáîòè i âiäïî÷èíêó

Ñåðåä ôàêòîðiâ ïiäâèùåííÿ åôåêòèâíîñòi ïðàöi îñîáëèâå ìiñöå íàëå-

æèòü ðàöiîíàëüíîìó ðåæèìó ïðàöi i âiäïî÷èíêó. Âiä éîãî ñòðóêòóðè çàëå-

æèòü äèíàìiêà âòîìè, âiäíîâëþâàíiñòü ôóíêöié îðãàíiçìó, ïðàöåçäàòíiñòü

i çäîðîâ'ÿ, íàäiéíiñòü i ïðîäóêòèâíiñòü ïðàöi. Ïiä ðåæèìîì ïðàöi i âiäïî-

÷èíêó ðîçóìiþòü çàãàëüíó òðèâàëiñòü òðóäîâî¨ äiÿëüíîñòi ïðîòÿãîì äîáè,

òèæíÿ, ìiñÿöÿ, ðîêó, ÷àñòîòó i òðèâàëiñòü ïåðiîäiâ òðóäîâî¨ àêòèâíîñòi i ïå-
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ðåðâ ó ïðîöåñi öi¹¨ àêòèâíîñòi, ñïiââiäíîøåííÿ i ÷åðãóâàííÿ öèõ ïåðiîäiâ.

Ðåæèì ïðàöi âêëþ÷à¹ õàðàêòåðèñòèêè ñàìîãî òðóäîâîãî ïðîöåñó � iíòåí-

ñèâíiñòü ÷è åêñòåíñèâíiñòü, à òàêîæ äîïóñòèìó òðèâàëiñòü äi¨ øêiäëèâèõ

ôàêòîðiâ.

Íåçàëåæíî âiä âèäó ïðàöi ôóíêöiîíàëüíèé ñòàí ïðàöiâíèêà çìiíþ¹òüñÿ

âíàñëiäîê âòîìè, ùî ïðèçâîäèòü äî çíèæåííÿ ðiâíÿ îïåðàòèâíèõ ðåçåðâiâ.

Îïòèìiçàöiÿ äiÿëüíîñòi çàáåçïå÷ó¹ ðåàëiçàöiþ òèõ ðåçåðâíèõ ìîæëèâîñòåé,

ÿêi äî öüîãî íå âõîäèëè â îïåðàòèâíi ðåçåðâè. Òàêèì ÷èíîì, ç ôiçiîëîãi-

÷íî¨ òî÷êè çîðó ðåæèì ïðàöi i âiäïî÷èíêó ÿâëÿ¹ ñîáîþ ïðîöåñ óïðàâëiííÿ

ôóíêöiîíàëüíèì ñòàíîì ïðàöiâíèêà ç ìåòîþ îïòèìiçàöi¨ äiÿëüíîñòi.

Ðåæèì ïðàöi i âiäïî÷èíêó ïðîòÿãîì ðîáî÷î¨ çìiíè âèçíà÷à¹òüñÿ òàêèìè

ôàêòîðàìè, ÿê òðèâàëiñòü ðîáî÷îãî äíÿ, ÷àñ ïî÷àòêó i çàêií÷åííÿ ðîáîòè,

÷àñ íàäàííÿ i òðèâàëiñòü îáiäíüî¨ ïåðåðâè, êiëüêiñòü i òðèâàëiñòü ðåãëàìåí-

òîâàíèõ ïåðåðâ íà âiäïî÷èíîê (ìàêðîïàóç), íàÿâíiñòü ìiêðîïàóç ó òðóäîâî-

ìó ïðîöåñi.

Òèæíåâèé ðåæèì ïðàöi i âiäïî÷èíêó õàðàêòåðèçó¹òüñÿ âñòàíîâëåíîþ

êiëüêiñòþ ðîáî÷èõ äíiâ i ãîäèí, ïîðÿäêîì ÷åðãóâàííÿ äíiâ ðîáîòè i âiäïî-

÷èíêó, ÷åðãóâàííÿì ðîáîòè â ðiçíi çìiíè. Ði÷íèé ðåæèì ïðàöi i âiäïî÷èíêó

õàðàêòåðèçó¹òüñÿ çàãàëüíîþ êiëüêiñòþ äíiâ i ãîäèí ðîáîòè, ïåðiîäè÷íiñòþ

i òðèâàëiñòþ îñíîâíî¨ i äîäàòêîâèõ âiäïóñòîê.

Ðåæèì ïðàöi i âiäïî÷èíêó çàëåæèòü âiä õàðàêòåðó âèðîáíè÷îãî ïðîöåñó,

òîáòî ìîæå áóòè îäíîçìiííèì àáî áàãàòîçìiííèì, ñòàíäàðòíèì àáî íåñòàí-

äàðòíèì. Îäíàê ó âñiõ âèïàäêàõ âií ïîâèíåí áóòè íàóêîâî îáãðóíòîâàíèì,

ðàöiîíàëüíèì.

Ðàöiîíàëüíèé, ôiçiîëîãi÷íî îá ðóíòîâàíèé ðåæèì ïðàöi i âiäïî÷èíêó ïî-

âèíåí âiäïîâiäàòè òàêèì âèìîãàì:

• çàïîáiãàòè ðàííüîìó i íàäìiðíîìó ðîçâèòêîâi âòîìè ïðàöiâíèêiâ;

• ñïðèÿòè çáåðåæåííþ âèñîêî¨ ïðàöåçäàòíîñòi i îïòèìàëüíîãî ôóíêöiî-

íàëüíîãî ñòàíó îðãàíiçìó ïðàöiâíèêiâ ïðîòÿãîì çìiíè;

• çàáåçïå÷óâàòè âèñîêó ïðîäóêòèâíiñòü ïðàöi;
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• ñïðèÿòè åôåêòèâíîìó âiäíîâëåííþ ôiçiîëîãi÷íèõ ôóíêöié ïiä ÷àñ âiä-

ïî÷èíêó.

Åôåêòèâíiñòü ðåæèìó ïðàöi i âiäïî÷èíêó îöiíþ¹òüñÿ êðèòåðiÿìè ïðàöå-

çäàòíîñòi i ôóíêöiîíàëüíîãî ñòàíó ïðàöiâíèêiâ, åêîíîìi÷íèìè, ãiãi¹íi÷íèìè

i ñîöiàëüíèìè êðèòåðiÿìè.

Ïðàöåçäàòíiñòü i ôóíêöiîíàëüíèé ñòàí ïðàöiâíèêà õàðàêòåðèçóþòüñÿ

ñèñòåìîþ ôiçiîëîãi÷íèõ i ïñèõîëîãi÷íèõ ïîêàçíèêiâ, à òàêîæ òðèâàëiñòþ

i ñïiââiäíîøåííÿì ïåðiîäiâ âïðàöþâàííÿ, ñòiéêî¨ ïðàöåçäàòíîñòi i âòîìè;

ñòiéêiñòþ ôiçiîëîãi÷íèõ ôóíêöié ïðîòÿãîì ðîáî÷îãî äíÿ; ÷àñîì âiäíîâëåí-

íÿ ôóíêöiîíàëüíèõ ïîêàçíèêiâ ïî çàêií÷åííþ ðîáîòè.

Åêîíîìi÷íi êðèòåði¨ ïðåäñòàâëåíi ïîêàçíèêàìè ïîãîäèííîãî âèðîáiòêó,

çàòðàòàìè ÷àñó íà îäèíèöþ ïðîäóêöi¨, ÿêiñòþ ïðîäóêöi¨ òîùî.

Ãiãi¹íi÷íi êðèòåði¨ âèÿâëÿþòüñÿ â ïîêàçíèêàõ çàõâîðþâàíîñòi i âèðîáíè-

÷îãî òðàâìàòèçìó ïðàöiâíèêiâ.

Ñîöiàëüíi êðèòåði¨ � â çàäîâîëåííi (÷è íåçàäîâîëåííi) ïðàöiâíèêiâ ðå-

æèìîì ïðàöi i âiäïî÷èíêó; ÷èñåëüíîñòi ïðàöiâíèêiâ, ÿêi ñêàðæàòüñÿ íà

øâèäêèé ðîçâèòîê âòîìè àáî ïåðåâòîìó.

Ðîçðîáêà ðåæèìiâ ïðàöi i âiäïî÷èíêó ïåðåäáà÷à¹:

• äåòàëüíå âèâ÷åííÿ õàðàêòåðó ðîáîòè, ëiêâiäàöiþ îðãàíiçàöiéíèõ íåïî-

ëàäîê, îïòèìiçàöiþ âèðîáíè÷îãî ñåðåäîâèùà;

• ïðîâåäåííÿ õðîíîìåòðàæíèõ ñïîñòåðåæåíü ðîáî÷îãî äíÿ äëÿ âñòàíîâ-

ëåííÿ ïåðiîäiâ ðîáîòè i âiäïî÷èíêó;

• âèâ÷åííÿ îñîáëèâîñòåé äèíàìiêè ïðàöåçäàòíîñòi òà ãðàôi÷íèé ¨¨ àíà-

ëiç íà îñíîâi ôiçiîëîãi÷íèõ, ïñèõîëîãi÷íèõ i âèðîáíè÷èõ ïîêàçíèêiâ;

• ðàöiîíàëiçàöiþ òðóäîâèõ ïðîöåñiâ i âïðîâàäæåííÿ çàõîäiâ ïî çàïîái-

ãàííþ ïåðåâòîìi ïðàöiâíèêiâ.

Ïðè ðîçðîáöi ðåæèìiâ ïðàöi i âiäïî÷èíêó âðàõîâóþòüñÿ:

• çàêîíîìiðíîñòi äèíàìiêè ïðàöåçäàòíîñòi;
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• êîíêðåòíi îðãàíiçàöiéíî-òåõíi÷íi óìîâè âèðîáíèöòâà;

• îñîáëèâîñòi âiäíîâëåííÿ ôiçiîëîãi÷íèõ ôóíêöié îðãàíiçìó.

Ðîçðîáêà i âïðîâàäæåííÿ íîâîãî ðåæèìó ïðàöi i âiäïî÷èíêó çàâåðøó¹-

òüñÿ ïåðåâiðêîþ éîãî åôåêòèâíîñòi çà âèùåíàâåäåíèìè êðèòåðiÿìè. ßêùî

òàêèé ðåæèì âiäïîâiäà¹ íåîáõiäíèì âèìîãàì, òî âií ìîæå áóòè ðåêîìåíäî-

âàíèé ÿê òèïîâèé.

Òèïîâèì íàçèâà¹òüñÿ ðåæèì ïðàöi i âiäïî÷èíêó, âñòàíîâëåíèé äëÿ ïðà-

öiâíèêiâ ç ðiçíèìè óìîâàìè ïðàöi, ÿêèé çàáåçïå÷ó¹ ïðèáëèçíî îäíàêîâi çìi-

íè â ¨õ ïðàöåçäàòíîñòi.

Ïðîåêòóâàííÿ ðàöiîíàëüíèõ ðåæèìiâ ïðàöi i âiäïî÷èíêó çäiéñíþ¹òüñÿ

çà òàêèìè ìåòîäè÷íèìè ïðèíöèïàìè:

• ðàöiîíàëüíå ÷åðãóâàííÿ ðîáîòè ç âiäïî÷èíêîì äëÿ çàïîáiãàííÿ ïåðå-

âòîìi, ïiäâèùåííÿ ïðàöåçäàòíîñòi i ïðîäóêòèâíîñòi ïðàöi ¹ îáîâ'ÿçêî-

âèì äëÿ âñiõ âèäiâ ïðàöi;

• ðîçðîáêà ðåæèìiâ ïðàöi i âiäïî÷èíêó äëÿ ïðàöiâíèêiâ ôiçè÷íî¨, ðîçó-

ìîâî¨, íåðâîâî-íàïðóæåíî¨ ïðàöi áàçó¹òüñÿ íà ¹äèíié ìåòîäîëîãi÷íié

îñíîâi;

• îáãðóíòóâàííÿ êiëüêîñòi i òðèâàëîñòi ïåðåðâ íà âiäïî÷èíîê â óìîâàõ

ðiçíî¨ òðèâàëîñòi ðîáî÷î¨ çìiíè áàçó¹òüñÿ íà îäíàêîâèõ ïðèíöèïàõ i

ìåòîäîëîãi¨;

• ïåðåðâè íà âiäïî÷èíîê, êðiì îáiäíüî¨, íàäàþòüñÿ çà ðàõóíîê ðîáî÷îãî

÷àñó;

• ïåðåðâè íà âiäïî÷èíîê ïîâèííi áóòè ðåãëàìåíòîâàíèìè.

Îñíîâíi âèìîãè äî ïðîåêòóâàííÿ âíóòðiøíüîçìiííèõ ðåæèìiâ ïðàöi i

âiäïî÷èíêó çâîäÿòüñÿ äî çàáåçïå÷åííÿ ïîñòóïîâîãî âõîäæåííÿ ëþäèíè â

ðîáîòó, ðèòìi÷íîñòi i ïîñëiäîâíîñòi äié, ÷åðãóâàííÿ ðîáiò; îáãðóíòóâàííÿ
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òðèâàëîñòi îáiäíüî¨ ïåðåðâè, êiëüêîñòi, òðèâàëîñòi i ÷àñó íàäàííÿ ðåãëàìåí-

òîâàíèõ ïåðåðâ íà âiäïî÷èíîê, çìiñòó âiäïî÷èíêó òà âèêîðèñòàííÿ ôóíêöiî-

íàëüíî¨ ìóçèêè.

Óïîðÿäêóâàííÿ ðåæèìó ïðàöi i âiäïî÷èíêó ïåðåäáà÷à¹ ðåãóëþâàííÿ òà-

êèõ òðüîõ éîãî ïàðàìåòðiâ, ÿê çàãàëüíèé ðîáî÷èé ÷àñ, òðèâàëiñòü ïåðiîäiâ

ðîáîòè i òðèâàëiñòü ïåðiîäiâ âiäïî÷èíêó. Îïòèìiçàöiÿ ÷àñó ðîáîòè ¹ âèõi-

äíîþ óìîâîþ äëÿ ìiíiìiçàöi¨ ÷àñó âiäïî÷èíêó i ìàêñèìiçàöi¨ òðèâàëîñòi ðî-

áî÷îãî ÷àñó.

3.4 Ñàíiòàðiÿ òà ãiãi¹íà ðîáî÷îãî ìiñöÿ

Ñàíiòàðíî-ãiãi¹íi÷íi âèìîãè äî ðîáî÷èõ ìiñöü ðåãóëþþòüñÿ:

1. Çàêîíîì Óêðà¨íè �Ïðî îõîðîíó ïðàöi�;

2. Ïðàâèëàìè îõîðîíè ïðàöi ïiä ÷àñ åêñïëóàòàöi¨ åëåêòðîííî-îá÷èñëþâàëüíèõ

ìàøèí, çàòâåðäæåíèõ íàêàçîì Äåðæàâíîãî êîìiòåòó Óêðà¨íè ç ïðîìèñëî-

âî¨ áåçïåêè, îõîðîíè ïðàöi òà ãiðíè÷îãî íàãëÿäó òà iíøèìè íîðìàòèâíî-

ïðàâîâèìè àêòàìè;

3. Ãiãi¹íi÷íîþ êëàñèôiêàöi¹þ ïðàöi çà ïîêàçíèêàìè øêiäëèâîñòi òà íå-

áåçïå÷íîñòi ôàêòîðiâ âèðîáíè÷îãî ñåðåäîâèùà, âàæêîñòi òà íàïðóæåíîñòi

òðóäîâîãî ïðîöåñó.

Âiäïîâiäíî äî ÷.1 ñò.13 Çàêîíó Óêðà¨íè �Ïðî îõîðîíó ïðàöi�, ðîáîòî-

äàâåöü çîáîâ'ÿçàíèé ñòâîðèòè íà ðîáî÷îìó ìiñöi â êîæíîìó ñòðóêòóðíîìó

ïiäðîçäiëi óìîâè ïðàöi âiäïîâiäíî äî íîðìàòèâíî-ïðàâîâèõ àêòiâ.

Ïiä ÷àñ íàïèñàííÿ äèïëîìíî¨ ðîáîòè ÿ íàìàãàâñÿ ñëiäóâàòè âèìîãàì òà

ðåêîìåíäàöiÿì íîðìàòèâíèõ àêòiâ ùîäî ïðèìiùåííÿ, îðãàíiçàöi¨ ðîáî÷îãî

ìiñöÿ, îñâiòëåííÿ, âåíòèëÿöi¨, îïàëåííÿ, êîíäèöiþâàííÿ, ìiêðîêëiìàòó, åëå-

êòðîáåçïåêè, ðiâíiâ øóìó òà âiáðàöié, ðiâíÿ íåiîíiçóþ÷èõ åëåêòðîìàãíiòíèõ

âèïðîìiíþâàíü åëåêòðîñòàòè÷íèõ ïîëiâ.
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3.5 Îõîðîíà ïðàöi ïðè âèêîðèñòàííi òåõíi÷íèõ çàñîáiâ

Ïiä ÷àñ ïiäãîòîâêè òåêñòó äèïëîìíî¨ ðîáîòè, àíàëiçó ëiòåðàòóðè, êîìó-

íiêàöi¨ ç íàóêîâèì êåðiâíèêîì âèíèêà¹ ïîòðåáà ó âèêîðèñòàííi ðiçíèõ òåõíi-

÷íèõ çàñîáiâ, çàçâè÷àé öå êîìï'þòåð, ïðîòå iíîäi êîðèñòóþòüñÿ ïëàíøåòà-

ìè, ìîáiëüíèì òåëåôîíàìè òîùî. Îñíîâíi øêiäëèâi òà íåáåçïå÷íi ôàêòîðè,

ùî ìîæóòü âïëèâàòè íà îðãàíiçì ëþäèíè ïiä ÷àñ ðîáîòè ç ïåðñîíàëüíèì

êîìï'þòåðîì (ÏÊ), òàêi:

• ïiäâèùåíèé ðiâåíü åëåêòðîìàãíiòíèõ âèïðîìiíþâàíü;

• ïiäâèùåíèé ðiâåíü iîíiçóþ÷èõ âèïðîìiíþâàíü;

• ïiäâèùåíèé ðiâåíü ñòàòè÷íî¨ åëåêòðèêè;

• ïiäâèùåíà íàïðóæåíiñòü åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ;

• ïiäâèùåíà ÷è ïîíèæåíà iîíiçàöiÿ ïîâiòðÿ;

• ïiäâèùåíà ÿñêðàâiñòü ñâiòëà;

• ïðÿìà i âiäáèòà áëèñêiòëèâiñòü;

• ïiäâèùåíå çíà÷åííÿ íàïðóãè â åëåêòðîìåðåæi, çàìèêàííÿ ÿêî¨ ìîæå

ñòàòèñÿ êðiçü òiëî ëþäèíè;

• ñòàòè÷íi ïåðåâàíòàæåííÿ êiñòêîâî-ì'ÿçîâîãî àïàðàòó òà äèíàìi÷íi ëî-

êàëüíi ïåðåâàíòàæåííÿ ì'ÿçiâ êèñòåé ðóê;

• ïåðåíàïðóæåííÿ çîðîâîãî àíàëiçàòîðà;

• ðîçóìîâå ïåðåíàïðóæåííÿ;

• åìîöiéíi ïåðåâàíòàæåííÿ;

• ìîíîòîííiñòü ïðàöi.
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Äëÿ ìiíiìiçàöi¨ íåãàòèâíîãî âëèâó íà çäîðîâ'ÿ ïðè ðîáîòi ç ÏÊ íåîáõi-

äíî:

• ðåãóëÿðíî ïðîâîäèòè êîíòðîëü îáëàäíàííÿ;

• íå âèêîðèñòîâóâàòè íåñïðàâíå òà íàäòî çàñòàðiëå îáëàäíàííÿ;

• äîòðèìóâàòèñÿ ïðàâèë áåçïåêè ïîâîäæåííÿ ç åëåêòðîìåðåæàìè;

• ïiäáèðàòè iíäèâiäóàëüíî ïiä ñåáå åðãîíîìi÷íi ìåáëi;

• íå ïåðåíàïðóæóâàòè çîðîâèé àïàðàò;

• êîíòðîëþâàòè ÿñêðàâiñòü òà êîíòðàñòíiñòü äèñïëåþ;

• íå ñèäiòè íàäòî áëèçüêî äî åêðàíó;

• ðåãóëÿðíî ïðîâîäèòè ïåðåðâè.
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Âèñíîâêè

Äàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíîãî

ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

dη(t) = [α(t) + β(t)η(t)]dt+ σ(t)dW (t).

Â ïðîöåñi äîñëiäæåííÿ âäàëîñÿ, ïî-ïåðøå, çíàéòè äîñòàòíi óìîâè íà íå-

îáìåæåíiñòü öüîãî ðîçâ'ÿçêó òà âèçíà÷èòè íåîáõiäíi óìîâè, çà ÿêèõ ëîãà-

ðèôì ðîçâ'ÿçêó öüîãî ðiâíÿííÿ àñèìïòîòè÷íî åêâiâàëåíòíèé äî ëîãàðèôìó

ðîçâ'ÿçêó äåÿêîãî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Öå äåùî äîïîâ-

íþ¹ ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â ðîáîòàõ [1], [2] òà [4], õî÷à âëàñòèâîñòi ëiíiéíèõ

ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äî ñüîãîäíiøíüîãî äíÿ íå âèâ÷àëè-

ñÿ äåòàëüíî.

Ïðîòÿãîì ðîáîòè íàä äèïëîìíèì ïðîåêòîì áóëî òàêîæ ïðîàíàëiçîâàíî

äæåðåëà òà âèçíà÷åíî íàïðÿìêè äëÿ ìîæëèâîãî ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ

äàíî¨ òåìè, ùî ìîãëî á ñòàòè ïîòóæíèì iíñòðóìåíòîì äëÿ ðîçóìiííÿ ïðè-

ðîäè åêîíîìi÷íèõ ïðîöåñiâ.

Ó âèñíîâêàõ õîòiëîñÿ á òàêîæ çàçíà÷èòè ïðîáëåìè, ÿêi äîñi âèðiøèòè

íå âäàëîñÿ íàâiòü äëÿ ëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî

ðîçãëÿäàëèñÿ â äàíié ðîáîòi:

• Ìè äîñëiäèëè óìîâè íà íåîáìåæåíiñòü ðîçâ'ÿçêó, àëå áiëüø ñèëüíîãî

õàðàêòåðó � à ñàìå, ó íàøèõ ðåçóëüòàòàõ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ çðîñòà¹

øâèäøå çà ôóíêöiþ, ùî âèçíà÷à¹ âîëàòèëüíiñòü. Ó âèïàäêó, êîëè âñi

êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ ¹ êîíñòàíòàìè, öåé ðåçóëüòàò åêâiâàëåíòíèé ðå-

çóëüòàòàì, îòðèìàíèì Ãiõìàíîì i Ñêîðîõîäîì. Ïðîòå ó âèïàäêó, êîëè

îòðèìàíi íàìè óìîâè íå ñïðàâäæóþòüñÿ, öå íi÷îãî íàì íå ãîâîðèòü

ïðî îáìåæåíiñòü àáî íåîáìåæåíiñòü ðîçâ'ÿçêó � òîáòî, ìè íå çíà¹ìî,

÷è ìîæåìî çàñòîñîâóâàòè òåîðåìè, îòðèìàíi äëÿ ðiâíÿíü ç íåîáìåæå-

íèìè ðîçâ'ÿçêàìè.

• Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî ìè âñòàíîâèëè, ùî çà äåÿêèõ îáìåæåíü íà
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ôóíêöi¨-êîåôiöi¹íòè, ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ ìîæå âèçíà÷àòèñÿ

äåòåðìiíîâàíîþ ôóíêöi¹þ, ìè íå îòðèìàëè âiäïîâiäi íà çàïèòàííÿ �

÷è ìîæëèâî çíàéòè óìîâè, çà ÿêèõ ðîçâ'ÿçîê áóäå âèçíà÷àòèñÿ äåòåð-

ìiíîâàíîþ ôóíêöi¹þ iíøîãî òèïó (ÿê ó âèùåçãàäàíèõ ðîáîòàõ)?

• ×è ìîæëèâî óçàãàëüíèòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äëÿ âèïàäêó, êîëè ðiâ-

íÿííÿ ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

dη(t) = [α(t) + β(t)η(t)]dt+ [σ(t) + δ(t)η(t)]dW (t)?

Íå äèâëÿ÷èñü íà âèùåîçíà÷åíi ïèòàííÿ, ùî çàëèøàþòüñÿ âiäêðèòèìè,

äàíà ðîáîòà äåùî ðîçøèðþ¹ êëàñ ðiâíÿíü, ïîâåäiíêó ÿêèõ ìîæíà äîñëiäæó-

âàòè, ñïèðàþ÷èñü íà ïîâåäiíêó íåâèïàäêîâèõ ôóíêöié.

Îêðåìi îòðèìàíi ðåçóëüòàòè (à ñàìå � óìîâè íà íåîáìåæåíiñòü ðîçâ'ÿç-

êó) áóëè ïðåçåíòîâàíi íà V Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ ¾Àêòóàëü-

íi ïðîáëåìè ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòèêè i ôiçèêè i ìåòîäèêà ¨õ íàâ÷àííÿ¿, ùî ïðî-

âîäèëàñÿ 25-26 êâiòíÿ 2016-ãî ðîêó ó ì. Êè¹âi. Ðåçóëüòàòè íà íåîáìåæåíiñòü

òà íà àñèìïòîòè÷íó åêâiâàëåíòíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ áóëî âêëþ÷åíî äî çáiðíèêà

ìàòåðiàëiâ XVII Ìiæíàðîäíî¨ íàóêîâî¨ êîíôåðåíöi¨ iì. àêàäåì. Ìèõàéëà

Êðàâ÷óêà (ñåêöiÿ ¾Òåîðiÿ iìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íà ñòàòèñòèêà¿), ùî

ïðîõîäèëà â Êè¹âi 19-20 òðàâíÿ 2016-ãî ðîêó.
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Äîäàòêè

Ëiñòèíã êîäó

1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt

3 import matplotlib.figure as pltfig

4

5 t0 = 0 # begin of observation

6 T = 5 # end of observation

7 xinit = 0.27 # initial value of x

8 N = 100000 # total points of interval

9 dt = (T-t0)/N

10 time = np.linspace(t0, T, N) # t-interval

11 mu, sigma = 0, 1

12 vol = 0.057

13 alpha = 0.3 #

14 beta = 0.1164

15

16 def a(x, t):

17 # here you are welcome to define your own function depending on x and t

18 return alpha*(beta-x)

19

20 def b(x, t):

21 # here you are welcome to define your own function depending on x and t

22 return vol

23

24 Y = np.zeros(N)

25 Y[0] = xinit

26 W = np.random.normal(mu, sigma, N)*np.sqrt(dt)

27

28 X = np.zeros(N)

29 X[0] = xinit

30 for i in range(1, N):

31 X[i] = X[i-1]+alpha*X[i-1]*dt

32

33 for i in range(1, N):

34 Y[i] = Y[i-1]+a(Y[i-1], i*dt)*dt+b(Y[i-1], i*dt)*W[i-1]

35

36 plt.figure(num=None, figsize=(100, 20))

37 plt.plot(time[0:N], Y[0:N])

38 plt.plot(time[0:N], X[0:N], color="green")

39 plt.title('SDE, $\sigma$='+str(vol)+', $\\alpha$='+str(alpha)+' $\\beta$ =

40 '+str(beta)+', number of steps ='+str(N))

41

42 mse = ((X-Y)**2).mean(axis=None)

43 print(mse)

44

45 plt.show()


