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Перший курс

Задача 1. Назвемо матрицю бiнарною, якщо кожний її елемент дорiвнює 0 або
1. Яке максимально можливе число одиниць може мiстити невироджена (тобто така,
що має ненульовий визначник) бiнарна матриця розмiрностi 10× 10 ?

Розв’язання. Якщо серед елементiв матрицi є хоча б 92 одиницi, то принаймнi
два рядки будуть складатися лише з одиниць, i визначник такої матрицi дорiвнюва-
тиме нулю. Якщо ж одиниць всього 91, то матриця може виявитися невиродженою.
Прикладом такої матрицi є

A =



1 1 1 · · · 1 1
1 0 1 · · · 1 1
1 1 0 · · · 1 1
... ... ... . . . ... ...
1 1 1 · · · 0 1
1 1 1 · · · 1 0


Її визначник збiгається з визначником матрицi, отриманої вiднiманням першого ряд-
ку вiд кожного iншого:

detA = det



1 1 1 · · · 1 1
0 −1 0 · · · 0 0
0 0 −1 · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 · · · −1 0
0 0 0 · · · 0 −1


= (−1)9 = −1 6= 0.

Вiдповiдь: 91.

Задача 2. Нехай точки O, A, B, C такi, що
−→
OA×

−−→
OB +

−−→
OB ×

−→
OC +

−→
OC ×

−→
OA =

−→
0 . (1)

Довести, що точки O, A, B, C лежать в однiй площинi, а точки A, B, C — на однiй
прямiй.

Доведення. Домножимо обидвi частини рiвняння (1) скалярно на
−→
OC. В резуль-

таты отримаємо, що (−→
OA×

−−→
OB
)
·
−→
OC = 0,
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тобто вектори
−→
OA,
−−→
OB та

−→
OC є компланарними. Останнє означає, що точкиO, A, B, C

лежать в однiй площинi.
Для того, щоб довести, що точки A, B, C лежать на однiй прямiй, покажемо

колiнеарнiсть векторiв
−→
AB та

−→
AC

−→
AB ×

−→
AC =

(−−→
OB −

−→
OA
)
×
(−→
OC −

−→
OA
)
=

=
−−→
OB ×

−→
OC −

−−→
OB ×

−→
OA−

−→
OA×

−→
OC +

−→
OA×

−→
OA =

=
−−→
OB ×

−→
OC +

−→
OA×

−−→
OB +

−→
OC ×

−→
OA =

−→
0 .

Задача 3. Нехай числову послiдовнiсть {an, n ≥ 0} задано у такий спосiб:

a0 = 1, an+1 =
1

1
a0
+ 1

a1
+ . . .+ 1

an

, n ≥ 0.

Знайти a2016.
Розв’язання. По черзi пiдставляючи в задане рекурентне рiвняння n = 0, 1, 2 та

3 й отримуючи a1 = 1 = 20, a2 = 2−1, a3 = 2−2, a4 = 2−3 можна здогадатися, що
an = 2−(n−1) для будь-якого n ≥ 1. Строге доведення легко проводиться методом
математичної iндукцiї: якщо a0 = 1 та ak = 2−(k−1) для всiх k = 1, . . . , n, то

an+1 =
1

1
a0
+ 1

a1
+ · · ·+ 1

an

=
1

1 + 1 + 2 + 4 + · · ·+ 2n−1
= 2−n = 2−

(
(n+1)−1

)
.

Отже, a2016 = 2−2015.

Вiдповiдь: 2−2015.

Задача 4. Побудувати графiк функцiї, заданої в параметричнiй формi:{
x(t) = cos t,
y(t) = sin 2t,

t ∈ [0, 2π]. (2)

Розв’язання. Знайдемо явне рiвняння, яке вiдповiдає (2). Можливi два випадки:

I. Якщо t ∈ [0, π), то
y = sin 2t = 2 cos t sin t =

= 2 cos t
√
1− cos2 t = 2x

√
1− x2;

II. Якщо t ∈ [π, 2π), то

y = sin 2t = 2 cos t sin t = −2 cos t
√

1− cos2 t = −2x
√

1− x2.

Дослiджуючи отриману функцiю, будемо мати графiк, зображений на Рис. 1.
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Рис. 1:

Старшi курси

Задача 1. Нехай

f(x) =

{
x2 sin 1

x , x 6= 0,
0, x = 0.

Визначити, скiльки разiв диференцiйовною в точцi x = 0 є функцiя f i скiльки її
похiдних є неперервними в нулi.

Розв’язання. Знайдемо похiдну функцiї f при x 6= 0

f ′(x) = 2x sin
1

x
− cos

1

x
.

При x = 0 похiдну будемо шукати за означенням

f ′(0) = lim
x→0

x2 sin 1
x

x
= lim

x→0
x sin

1

x
= 0.

Помiтимо також, що

lim
x→0

f ′(x) = lim
x→0

(
x sin

1

x
− cos

1

x

)
не iснує (достатньо взяти двi послiдовностi аргументiв при яких значення вiдповiд-
них похiдних будуть збiгатись до рiзних границь).

З останього випливає, що функцiя f ′(x) є розривною в точцi x = 0, а тому не має
бiльше похiдних в цiй точцi.

Вiдповiдь: Один раз диференцiйовна в нулi; жодна похiдна не є неперервною в
нулi.
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Задача 2. Нехай числову послiдовнiсть {an, n ≥ 0} задано у такий спосiб:

a0 = 1, an+1 =
1

1
a0
+ 1

a1
+ . . .+ 1

an

, n ≥ 0.

Знайти a2016.
Розв’язання. Див. задачу 3 1-го курсу
Задача 3. Знайти ∫ ∫

D

min{x, y}
1 + max{x, y}

dxdy,

де область D задано нерiвностями 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1.
Розв’язання. Внаслiдок симетричностi пiдiнтегрального виразу вiдносно замiни

x↔ y∫∫
D

min{x, y}
1 + max{x, y}

dx dy = 2

∫ 1

0

dx

∫ x

0

min{x, y}
1 + max{x, y}

dy =

= 2

∫ 1

0

dx

∫ x

0

y

1 + x
dy =

∫ 1

0

x2

1 + x
dx = ln 2− 1

2
.

Вiдповiдь: ln 2− 1
2 .

Задача 4. Розв’язати задачу Кошi

yy′′′ = y′y′′, y(0) = −1, y′(0) = y′′(0) = 1. (3)

Розв’язання. Помiтимо, що y = 0 не є розв’язком задачi Кошi, а тому, при y 6= 0,
рiвняння (3) можна переписати

yy′′′ − y′y′′

y2
= 0 ⇔

(
y′′

y

)′
= 0 ⇔ y′′

y
= C1.

Використовуючи початковi умови (3) рiвняння прийме вигляд

y′′ + y = 0,

розв’язком якого є
y = C2 sinx+ C3 cosx.

Використовуючи початковi умови (3) легко отримати розв’язок задачi Кошi:

y = sinx− cosx.

Вiдповiдь: y = sinx− cosx.
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