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Перший курс

1. Знайти (
i 1
0 i

)2016

.

Тут i — уявна одиниця.

Розв’язання

Нехай

A =

(
i 1
0 i

)
.

Тодi матрицю A можна подати у виглядi A = iE +B, де

B =

(
0 1
0 0

)
.

Зауважимо, що B2 = O, а тому Bn = O, n ≥ 2. Отже,

A2016 = (iE +B)2016 =
2016∑
k=0

Ck
2016i

kEkB2016−k = i2016E + 2016 · i2015EB =

(
1 −2016i
0 1

)
.

2. Числова послiдовнiсть (xn, n ≥ 1) задана рекурентним спiввiдношенням:

x1 = 2, xn+1 = 4− 3

xn
, n ≥ 1.

Показати, що iснує границя послiдовностi (xn, n ≥ 1), та знайти її.

Розв’язання

За iндукцiєю доводимо, що послiдовнiсть (xn, n ≥ 1) монотонно зростає та xn < 3, n ≥ 1.
Тому iснує limn→∞ xn = a. Перейдемо в рекурентному спiввiдношеннi до границi по
n→∞. Отримаємо

a = 4− 3

a
.

Звiдки limn→∞ xn = 3.

3. Дано чотири вектори −→a ,
−→
b ,−→c ,

−→
d , кожнi три з яких не компланарнi. Знайти їх суму,

якщо вiдомо, що вектор −→a +
−→
b + −→c колiнеарний вектору

−→
d , а вектор

−→
b + −→c +

−→
d

колiнеарний вектору −→a .
Розв’язання



З умови задачi слiдує, що
−→a +

−→
b +−→c = α ·

−→
d ,

−→
b +−→c +

−→
d = β · −→a .

Тому можна записати наступнi позклади вектора −→c по векторам −→a ,
−→
b ,
−→
d :

−→c = −−→a −
−→
b + α ·

−→
d , −→c = β · −→a −

−→
b −
−→
d .

Вектори −→a ,
−→
b ,
−→
d — некомпланарнi, а тому утворюють базис i розклад кожного вектора

за цим базисом єдиний. Отже, α = −1, β = −1, звiдки

−→c = −−→a −
−→
b −
−→
d ,

i тому −→a +
−→
b +−→c +

−→
d =

−→
0 .

4. Використовуючи теорему про похiдну оберненої функцiї, знайти (arcthx)′.

Розв’язання

Нехай y = arcthx. Тодi x = thy, та dx
dy

= 1
ch2y

. З теореми про похiдну оберненої функцiї
слiдує, що

dy

dx
= ch2y =

1

1− th2y
=

1

1− x2
.

Старшi курси

1. Знайти границю

lim
n→∞

∫ 2πn

0
| sinx|dx∫ πn

0
cos2 xdx

.

Розв’язання

∫ 2πn

0

| sinx|dx = 4n

∫ π
2

0

| sinx|dx = 4n.∫ πn

0

cos2 xdx = 2n

∫ π
2

0

cos2 xdx =
nπ

2
.

Тому

lim
n→∞

∫ 2πn

0
| sinx|dx∫ πn

0
cos2 xdx

= lim
n→∞

8n

πn
=

8

π
.



2. Знайти суму ряду
∞∑
n=1

n

2n
.

Розв’язання

Розглянемо випадкову величину ξ, яка розподiлена за геометричним законом з параме-
тром p = 1

2
. Вiдомо, що

Eξ =
1

p
= 2 =

∞∑
n=1

n

2n
.

3. Побудувати графiк функцiї, заданої спiввiдношенням:

f(x) = lim
n→∞

x2n sin πx
2
+ x2

x2n + 1
, x ∈ R.

Обчислити площу фiгури, обмеженої графiком цiєї функцiї i вiдрiзком [0, 2] осi абсцис.

Розв’язання

lim
n→∞

x2n sin πx
2
+ x2

x2n + 1
= lim

n→∞

(
x2n sin πx

2

x2n + 1
+

x2

x2n + 1

)
=

{
x2, |x| ≤ 1,

sin πx
2
, |x| > 1.

Тому шукана площа

S =

∫ 1

0

x2dx+

∫ 2

1

sin
πx

2
dx =

1

3
+

2

π
.

4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння:

xy′′ + y′(x− 1) = x2e−x.

Розв’язання

Пiсля замiни z(x) = y′ рiвняння перетворюється в наступне лiнiйне диференцiальне
рiвняння:

xz′ + z(x− 1) = x2e−x.

Його загальний розв’язок має вигляд z = (x+C1)xe
−x. Повертаючись до замiни, знахо-

димо y = −x2e−x − (2 + C1)(xe
−x + e−x) + C2.


