
��	�	 �� ���
 ���	
  �

*� ��� �
+����

���� ��#����� J �� ���� � ���
��	��
��� �	�
��

� � � � � � � %	 &'()*' +,-.' ��� ����� /�0�����

� � � � � � � � 	
 � �  � � � �� � � � � � � �� � � ���  !
� 	 $ � � % & � ' ( � � � � ) � � � � � � 
 � � * � + , � -. / 0 
� $ � � % & � ' (� � � � ) � � � � � � 
 � � * �+ , � -. / 0 	
� � � % & � ' (� � � � ) � � � � � � 
 � � * �+ , � -./ 0  	 $
� � % & � ' (� � � � ) � � � � � � 
 � � * �+ , � -./ 0  	 $ �
� % & � ' (� � � � ) � � � � � � 
 � � * �+ , � -./ 0 	 $ � �
� & � ' (� � � � ) � � � � � � 
 � � * �+ , � -./ 0 	 $ � � %
� � ' (� � � � ) � � � � � � 
 � � * �+ , � -./ 0 	 $ � � % &
� ' (� � � � ) � � � � � � 
 � � * �+ , � -./ 0  	 $ � � % & �
	 (� � � � ) � � � � � � 
 � � * �+ , � -./ 0 	 $ � � % & � '

 � � � � ) � � � � � � 
 � � * �+ , � -./ 0 	 $ � � % & � ' (
� � � � ) � � � � � � 
 � � * �+ , � -./ 0 	 $ � � % & � ' (�
� � � ) � � � � � � 
 � � * �+ , � -./ 0 	 $ � � % & � ' (� �
 � ) � � � � � � 
 � � * �+ , � -./ 0 	 $ � � % & � ' ( � � �
� ) � � � � � � 
 � � * �+ , � -./ 0 	 $ � � % & � ' ( � � � �
� � � � � � � 
 � � * �+ , � -./ 0 	 $ � � % & � ' (� � � � )
� � � � � � 
 � � * �+ , � -./ 0 	 $ � � % & � ' (� � � � ) �
� � � � � 
 � � * � + , � -./ 0 	 $ � � % & � ' (� � � � ) � �
� � � � 
 � � * �+ , � -./ 0 	 $ � � % & � ' (� � � � ) � � �
� � � 
 � � * �+ , � -./ 0 	 $ � � % & � ' (� � � � ) � � � �
� � 
 � � * �+ , � -./ 0 	 $ � � % & � ' (� � � � ) � � � � �
� 
 � � * �+ , � -./ 0 	 $ � � % & � ' (� � � � ) � � � � � �
� � � * �+ , � -. / 0 	 $ � � % & � ' (� � � � ) � � � � � � 

� � * �+ , � -./ 0 	 $ � � % & � ' (� � � � ) � � � � � � 
 �
� * �+ , � -./ 0  	 $ � � % & � ' (� � � � ) � � � � � � 
 � �
� �+ , � -./ 0 	 $ � � % & � ' (� � � � ) � � � � � � 
 � � *
� + , � -./ 0 	 $ � � % & � ' (� � � � ) � � � � � � 
 � � * �
� , � -./ 0 	 $ � � % & � ' (� � � � ) � � � � � � 
 � � * � +
� � -./ 0 	 $ � � % & � ' (� � � � ) � � � � � � 
 � � * �+ ,
� -./ 0 	 $ � � % & � ' (� � � � ) � � � � � � 
 � � * � + , �
� ./ 0 	 $ � � % & � ' (� � � � ) � � � � � � 
 � � * � + , � -
� / 0 	 $ � � % & � ' (� � � � ) � � � � � � 
 � � * �+ , � -.
 0 	 $ � � % & � ' (� � � � ) � � � � � � 
 � � * �+ , � -./
!  	 $ � � % & � ' (� � � � ) � � � � � � 
 � � * �+ , � -./ 0



 � �������	
�	 ���
� ����� �	 �������� �
�����
	���

Ǳ����������� ����� ��
��$�� ��
��������� 
���
� ���
����������� ������� 5�" ������� ��	����� �� ���
����
����� ��#������

Ǳ���� ��$�
�� ���������	 �� ��#������ ���$�� ����
��� ������ .Y@AZ[@ \]BY@� �����	 ^/� 
�#��" �������"
�	��
 	
� & ���������� �	�
��� ��
��$�� ������� ����� ��
���� �������� 0 ������� �	�
� �������� ��� ��
�� �
�� ��
��
��� ������� �  ������ ���������� ���	�
�� >�
�� $��
���� � 
�#���� �	�
� �������� ��
�� $�������� �������
����� ��	 ����� ��#������

3�#�� ���� ��#����� ��& 
��$= ��� & ����� ������
	
� �����&��	 ��������� $����� 0������ ���� �	��

������ � ���� �	�
��- �����" �	��
 �
����&��	 � ����
��� 	
� ��������� ����������� 0 ������� �	�
� ������&�
�� 
��$��� ����� ����
� ������ �
���
� ���������� %�� ���
��� ������ �� �����"� D
%� �� �����" ������ � �������
�	�
� �� � ��
�� &� � � ����������� ��� ��� ���������
�� ��
�� '� � ��	 ���������	 ��
�� & ��������� ������
� Y@AZ[@ \]BY@� 	
�" �� � �� ������� �	�
� ' � ����$�
�
&� 8��� ��" ������ � & ������ ��#����� ��
�� &�

!����
���� 	
%� �
� ��$���&��	 � ��
�� �� � ������
��
��� 
��$����� ����� & �� � ������ �������� ����
������ ����� & ��
��� 	
� ���������	 � Y@AZ[@ \]BY@ ��
������� �	�
� � � ����$�
� �� ��� (�

Ǳ����� !� '������&�� �����������	 )�*� 	��+�+��
�� ��������� 
��$����� ����� )�*� 	��+�+��� ��� �����
������� &

� _ ` O � a V b ! b O *

� _ ` O � a V b ! b O *



��	�	 �� ���
 ���	
  �

+��������� ����� ���
���� & �� %� ��� �������
�� ������
$����	 �������� �	�
�� � ����$�
�� � ����
����� ���
������� +�
���
� �� ������� �	�
� ) � ����$�
� ) �
������ ^ ���������� � � ������ ) & � *������$�� ����
��&�� ���� ��
�� �����������	-

� _ ` O � a V b ! b O *
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
0 O U R c > ) d P d R *

,� ��� ����)�

���� ������� ��� ����� ������������ (������" .�����
Ie]�Y<H] f@C/ J ������ ���������� �	�"������ ���
��"���� � GgG2 ���� ����������
��� hiji )� )������� �
k� ��������� ���� ������� & &����� ������� ������
����	� ��	 	
� �������� �������� 
���������$�� ��"�

���� Ǳ�� 
���������$��� ��"
��� �� ������&�� ����
������ ������ ���������	 ������	� ������� ������
������	 ����� ��� ��	����� ���� �����$�� 
���?������
���������

Ǳ������ ���������	 �� �������� ������ �� ���
����
����� ��#������ � ����� �����
� &����� ���������� ��#
���� & �������� �� 	
�� �����&��	 
��$��� ������ D
%�
� ����� ��#����� ���� �����&��	 �
� %�� "��� ���
� ����
�����?	��� � � ����� ������� 
��$��� �����

.@/ ��& ��� �����
����=

.A/ ��& ���#���� 	
� �������& ���#��� �����������	=
.B/ ��������&��	 ���� ���� ����

(� ��$�� 
��$��� ����� � ���
���� 7 ���������	& ����� .A/�



  �������	
�	 ���
� ����� �	 �������� �
�����
	���

8���� K(������L � ����� ����� ��	���&��	 �
�� ����
��� �������	 �����
����� 
��$�- �����������
 ������
��$�&��	 ���
����� 
�#�� �����
� 	
��� ����� ����"

��$� >�
�" #� ���
�� & � � �������������
�� ��
����
���� �����
� ���%����	�

Ǳ�������� � ����������� ����� ������� & �&��� ���
����$� ���
��� � 
��$����� ������� � �����#���	 "���
� �&������ (�	 ����� ��������� ��� ����"�� ����%���"

���� ��	 ����
�����	 ��# �����������
�� � ��������
$�� ��������� � *��� 	
%� ����& ����"�� ����%���" 
����
������$� ������������ � ����� ������� �� �������- ��
�
���� �����������	 ��#�� ��������� $���� ��" 
�����

1	 2������#�� �������

"� 1��������/2 .� ��
-�) 
&�� �	$��,� � ' ,�������� ��*���
&
*���� 
&�	 ��
	�� �	 � ����,�� 3	$� ����� �	 �� ����,�)4� 3���
� ��4�

#� 5� ���	&�� b < � 	$� b > �� &� -��
* ���	
 ���&�/� &�
� ≤ b ≤ ��6 3���
� ��4�

$� 7��* ���
��	 � ' ��
��0 &� m 8 �6 3���
� ��4�

%� 9������2 .� ����� −|m| �	��(��/ ���(��� M � 3���
� ��4�

&� 7��* (�&�� ������� M �� ��
���.*' |m|6 3���
� ��4�

'� 7��* r ≥ � * &���&���� ���
��� �6 3���
� ��4�

(� Ǳ������2 ���* q ; � ∈ M 2 �.� r ≥ n6 3���
� ��4�

)� Ǳ������ �,���� −n < r − r′ < n� 3���
� ��4�

*� 7��* � n|q′ − q| < n ������	' q′ 8 q6 3���
� ��4�

"+� Ǳ�
����	���/2 .� k 3<=> ��4 8 k <=> �� &� � ≤ k < ""�
3���
� � 4�

""� Ǳ�
���
���2 .� ��	�������� �2 � �	 � ������	0�/ � ���	����  �
3���
� �!4�

"#� 9������2 .� ��	��������  ?! ������	0�/ � ���	����  3���
� �!4�

"$� Ǳ�
���
���2 .� &���&��� ��	��������) # �	 � ' �	��� (�2 � �
&���&��� ��	�������� "� 3���
� �"4�

"%� 7��* ���
��	 ! ' �����&��0 &� n 8 �6 3���
� �#4�



��	�	 �� ���
 ���	
  !

"&� 7��* ���*�	�� 
����	&* ' ��
	��&����� &� �
����+ �����6
3���
� �#4�

"'� Ǳ������2 ���* ��	)&*�/� �	�*
	�/�� ����	 a �8 � �	 b �8 �2 &�
��+ m 8 ab2 �.� m �� ' �
����� ������6 3���
� �#4�

"(� 7��* n &����/� �	 p� · q� * &���&���� ���
��� !6 3���
� ��4�

")� 7��* (�&�� � ����� q�, . . . , qm �� ��(� &�
���0�	�� (�&���* �
����� p�, . . . , pk6 3���
� ��4�

"*� 7��* ��(�� � ����� q�, . . . , qm ' $��/-�� �	 p6 3���
� ��4�

#+� Ǳ������ ���* � ���
��� " ������	'2 .� �	 ��(���* � �
���(���
@n, nA ; �B 
&* �	�*
	�/��+ ����� ' �
��	)��� �&�� �
���� ������
3���
� ��4�

#"� 7��* N A ; � &����/� �	 �6 3���
�  �4�

##� 9������2 .� N A;k &����/� �	 k &� $*&/C���� k ≤ N � 3���
�  �4�

�3	 4���5� ��� "���"�� ��! ������

,����� "- ����������� 	�
� �����  b 8 ! � �	�
������

����� ������

,����� #- ��	�
������ 
��� !�������2 ��� �	�
������ � ���

������� 	�
�� �����  b 8 !�

,����� $- ��� 	�
�� ����� ����� ������� ����

��� ��	�
���� ! ��� ����� ����� ���"��� ���

��	�
������� ������ �� ��"�� � ���"�� ����

����# � ���������� ������� ����� ���� ��#���� ���


������ $�%�� ����� ��Ǳ� �����&���#�� � ��������

�����' �	�
�������� 	�
��� ������ (��"��

...
о
п
р
с
т

...
о
п
р
с

...
н
о
п

...
м
н

у т р о
ф у с п
х ф т р... х у с... ф т... у...

����)���# ���' )�� ���������# ������������# ��,
Ǳ�� *�
�������	� ���� ����"���� ���"��' �����

&�����# ���� � ��	�� +�����, � �����% ��� +����

����,� - ��������  ��Ǳ� ��������#��2 )� ������

��������� ������ � ����� �� ������� ��&������

�������� b �� ���&����� ��� ������������� .���

� �������� b � �#��� ��������/ Ǳ������� &��� ��� ������ � �������

���#���/



 " �������	
�	 ���
� ����� �	 �������� �
�����
	���

,����� %- ������' )� ����� �	�
������ ���&���� 	�
��� ���

���  ���������� b�' � ����� )� �� 	�
��� �����  ��	�� ���

�������� b�� 1� � ����� ������ 	�
������� ���#	 �������' ��"

������' ���� 	�
� ����� �������������#�� ���#�� ���� ��/

,����� &- *�	�
������ ����� ���
������ � ��������� 	�
��

��"����� �� ���&����� ����� �������

,����� '- *�����# ���� ���� ��
����� �� ����� ����&���' �� �

	�
�� �����' ��"�� ���������� �������������

3D4 (���#�� ����� ����% 	�
��� ������������ ��� ���� ��#����

��
�����/

3E4 1� � ����� ����� ���� �
��������' ��)� ������' )� ���

��	�
������� ����������� ����  ����% 	�
���/

,����� (- 2�����
������ 	�
�� ����� ������' �� ���� ������#

���� ��� &������ ���� ��
������ 3�����%���� � ������������

�����#��% ���������' ������% �� ����
���' ��� ����� � ��� " ����

��� $��������' ����� 
 ��"�� �����&��� ���#�� ����% ��������

��� 	�
�������' ���������' 4' 56' 67 � 89� 3�"�� ����
�� �������

�������#�� �����&�� ��� �������#�� ���������� &����� .�)� ���#�

����# ����
����' �����&���% ��"��� �����' � ������������ �� ����

����� &������ ��� �����' �� ����������� &������ � ������������ �

��������� ����������� ������� ��������� :���� ���"��' )�' ���

����������&� ����
���' �� ����� �������� 	�
�� ;�� �� ���	'

� ��&����� ���������
� ���"���#��' )� ����������� 	�
���  ���

��
����� � �������� �������� Ǳ������# ���

,����� )- �������' )� 	�
� ����� � &�������� �������� 	�
��

��"����� 3���� ����� #4 � ����� ���������� ���&��� ������

,����� *- $�%�� &������� ������ � 
���' ��� ����%���� �	�
�

������ � ��������� 	�
�� ��"����� 3���� ����� #42 � -' �  � ����

������� ����� . � 	�
���������� $�%�� ����� . ��� ������ i' �

��
�����' � - ! ������ j� �������' )� ��������� 3i, j4 � <=>?@=

ABC<= �

i ; j − � 3<=> ��4 .



��	�	 �� ���
 ���	
  #

,����� "+- *�	�
������ 
���

�����
�����

� ��������� 	�
�� ������� 3���� ����� �4� ��� �#��� ����������

�� �������� ���&��� �����F

���������!�

,����� ""- 3��&��� ����� � ���&� DE �������� � ��������F

-n�� 8 �� ; -n 3<=> ��4 ,

����� ��"�� �������� ����� ��&������#�� &��� ��������� � ���

������� ���� �� G5 �� ��&������� ���������� � ������� 55� Ǳ��

�������� ���

,����� "#- ������ 
����&�� ����������� �������� ����������

(��&���� ��������� ����� 3�� ������������2 ��� � ���&����� ����

��4 � ��������� &����G ����� ������� �������� ������������� ���

��"���� &����2 �������	� ��� ����� ������������� � �� � 3�����4G
����	�� 2 �� ��"���� ���� mi ������������ ���������� ��������

mi ⊕ ki2 �� ki ! �� ����������� ��� ���&����� ������ ;�� x ⊕ y 8 �
��� � � ���"����� ��� x 8 y &� x �8 y� *�	�
������ ������������

���2 ��)� ���&���� ������ � Ǳ
��

,����� "$- Ǳ����%����� ����

∑
d|��

d,
∑
d|��

�,
∑
d|��

�

d
,

∑
d|��

��

d
.

,����� "%- �������' )� ��)�

D4 a|b �� b|a2 �� a 8 bG
E4 a|b �� c|d2 �� ac|bd�
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,����� "&- �������' )� ��)� ������� ������ &����

D4 � ������2 �� � ���� &���� � ������G
E4 � ��������' �� � ���� &���� � ���������

,����� "'- �������2 )�

D4 ������� ���% ����������% ����% &���� � ������G
E4 n� ; n � ������ ��� ���#������ �������#���� &���� n�

,����� "(- �������' )� �n� ; �n� ; n � ������ ��� ���#������

�������#���� &���� n�

,����� ")- �������' )� ��|3n�−n4 ��� ���#������ �������#���� n�

,����� "*- �������' )� ������ ��������� ���% �������#��% &��

��� �� ��"� ����������� D�

,����� #+- �������' )� ��)� ���� ����� ��#�% ����������% ���

�����#��% &���� � ����� k�' �� �|k�

,����� #"- .��  ��������% �����"��# � �������2 ��)� a, b, c !

�������#�� &����2 � p ! ������6

a4 3a, b4 8 3b, a4 b4 3a, b4 8 3a, a − b4 c4 3a, b4 8 3a, a − �b4
d4 3a, a ; �4 8 � e4 3p, p ; �4 8 � f4 3ac, bc4 8 c3a, b4

,����� ##- *����� 3a, b4' ��)�

a4 b 8 � b4 b 8 a c4 b 8 a ; � d4 b|a
e4 b 8 a� f4 b 8 an g4 b 8 na h4 b 8 3b, a4

,����� #$- $�%�� a > b� *�����

a4 3a ; b, a� − b�4G b4 3a� − b�, a� − b�4G c4 3a� − b�, a� − b�4.

,����� #%- (���������� �����"����F

D4 ��)� 3a, b4 8 � �� 3b, c4 8 �2 �� 3a, c4 8 �G
E4 ��)� 3a, b4 8 � �� 3b, c4 8 �2 �� 3a, c4 8 ��



��	�	 �� ���
 ���	
  �

,����� #&- �������' )� 3a, a − b4 8 � ���� � ���#�� ����' ����

3a, b4 8 ��

,����� #'- �������' )� ��)� 3a, b4 8 � �� 3a, c4 8 �' �� 3a, bc4 8 ��

,����� #(- $�%�� n ! ���#���� &�������&�� &����2 �������� 

������������ ���������% ��
� � ≤ d ≤ c ≤ b ≤ a ≤ �' �� ���  ���% �

����������� Ǳ�������� n′ 8 3abcd4�� �� n′′ 8 3dcba4��� *��&�����


����� 3�������� ��� ��������� n �������#�� K3n4 8 n′ − n′′�
$��������' K3���!4 8 ��!� − �!�� 8 ��!��

3D4 H�&������ K3K3���!44G
3E4 �������2 )� K3"�# 4 8 "�# G
3H4 &� ������# ��	� &���� n2 ���� "�# 3��������� 3��������42

��� ���% K3n4 8 n6

,����� #)- $�%�� K�3n4 8 K3n4' �� K ! �� 
������2 ���&��� �

���&� �#� Ǳ�������� ����� K�3n44 8 K3K3n44 � ������ Km3n4 8
K3Km−�3n44 ��� �����#���� m ≥ �� Ǳ���������2 )� K	3���"4 8 "�# �

,����� #*- I�������� ������� &����� �������# ���� ������

&����2 )� ��"�� ������������ ���� ��
� ����" � ������� &������

$�������� 2 �2 � �� ! � ��������� �������� &�������

3D4 J���� ����� ��������� ������% &����2 ��� ��������#�� 

���% ����% ���������% ��
�� *�����  % �
3E4 J���� ���I��# ��������� ������% &����2 ��� ��������#�� 

��#�% ����% ���������% ��
�� *�����  % �
3H4 �������2 )� ��������� ������ &����2 ��� ��������#�� 

���% ��� ���#	�% ���������% ��
�2 ��"� ���������� ��	�

 ���������% ��
� �2 �2 # ��� ��

,����� $+- I������#��� ��������� �� 2�����2 ���� "�� � KLK

�����&&� 2 ������ ��� �����2 )� � ���� x� ���� ����������# x ������

D4 3��� ��� ���������6
E4 1� ��"� ���� " ������"����� ��������� 2 ���� "�� �

KK �����&&�6
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,����� $"- �� ���&� � ��"� ���� ����������� M� :������2 �������

������������ ����������2 ����� &�������% ����� 2� �������

�������� ��������#���� 
����������� ���&��

I���������2 ��� ������"���# ������2 ���	�� ���� ����	�

�#��� �������  ����������2 �������� ���������#��� 	�������

�� ���� ��������� ���% &���� � �����&�� F

1������ ������� ����������� � �%�"�� �� ��	�2 � ������� ��� �� 

���"��# ���#����# ���#��� �� ���� ������������ ����&��� ���#�

����# ���#��� �� ���� ���������#��% �����������


