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ЗАГАЛЬНІ ПОЛОЖЕННЯ 
Методичні вказівки містять теоретичні питання до колоквіуму 

і завдання типової розрахункової роботи на тему “Невизначені 

інтеграли” для студентів І курсу фізико-математичного 

факультету. 

Робота виконується у другому семестрі. Кожен студент готує і 

здає усно теоретичний матеріал на колоквіумі і у письмовій формі 

завдання типової роботи, які вказує викладач. Зошит з розв’я-

заними задачами необхідно здати на перевірку викладачеві, який 

проводить практичні заняття, до написання контрольної роботи. 

Студент, який не здав колоквіум і типову роботу, не допу-

скається до екзамену як такий, що не виконав навчальний графік. 

 

1. Теоретичні питання 

1. Первісна: означення та властивості. 

2. Достатні умови існування первісної. Приклад розривної 

функції, для якої не існує первісна. 

3. Означення невизначеного інтеграла. Основні 

елементарні властивості невизначеного інтеграла (довести 

лінійність). 

4. Означення невизначеного інтеграла. Таблиця основних 

інтегралів. 

5. Інтегрування частинами в невизначеному інтегралі. 

Класи функцій, що інтегруються частинами. 

6. Заміна змінної в невизначеному інтегралі. Приклади 

функцій, невизначений інтеграл від яких не є елементарною 

функцією. 

7. Інтегрування елементарних дробів перших трьох типів. 

8. Інтегрування елементарного дробу четвертого типу. 

Рекурентна формула. 

9. Теорема про розклад многочлена на множники. 

10. Теорема про розклад многочлена з дійсними коефіці-

єнтами на множники. 

11. Теорема про представлення правильного раціонального 

дробу у вигляді суми елементарних дробів. 
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12. Означення раціонального дробу. Теорема про інтегру-

вання раціонального дробу. 

13. Означення  раціональної функції двох змінних. Інтегру-

вання раціональної функції від sin , cosx x  за допомогою уні-

версальної підстановки. Частинні випадки. 

14. Інтегрування деяких раціональних функцій, що містять 

2ax bx c   ( , , ,a b c x ). Метод Остроградського і під-

становки Euler’а. 

15. Диференціальний біном, його інтегрування. Підстановки 

Чебишова. 

16. Визначений інтеграл Newton’а. Формула  Newton’а –  

Leibniz’а.  

17. Теореми про заміну змінної і інтегрування частинами у 

визначеному інтегралі. 

 

2. Основні означення. Таблиці похідних і 
основних невизначених інтегралів 

 

Означення 1. Позначимо X – проміжок в  і розглянемо 

дві функції такі, що  

1. ( ), ( ) :f x F x  X   ; 

2. ( )F x для x X   така, що ( ) ( )F x f x  . 

Тоді ( )F x називають перівсною функції ( )f x на X . 

      Якщо ( )F x – первісна ( )f x  на X , тоді ( )F x C , де С –

довільна стала, теж первісна ( )f x  на X . Інакше – якщо 

1( )F x ,
2 ( )F x  дві первісні ( )f x  на X , тоді вони відрізняються 

на сталу. Якщо ( ) ( )f x X , тоді існує первісна ( )f x на X . 

     Означення 2. Множину усіх первісних ( )f x на X : ( )F x C  

називають невизначеним інтегралом від функції ( )f x на X  і 

позначають  

( ) ( )f x dx F x C  , 
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де С – довільна стала. 

 Вкажемо основні властивості невизначеного інтеграла. 

1.  ( ) ( )f x dx f x  . 

2.  ( ) ( )d f x dx f x dx . 

3. ( ) ( )dF x F x C  . 

4. ( ) ( )f x dx f x C  
1 1

( ( )) ( ( ) )
n n

k k k k
k k

A f x dx A f x dx
 

   , де 

kA  , n . 

 

5. Таблиці похідних та невизначених інтегралів 

d

dx
 ( )f x dx  

1. ( ) =0const   1. 0dx const  

2. 
1( )n nx nx    

2. 

1

, 1,
1

n
n x

x dx C n
n



   


  

    dx x C   

3. 
1

(ln )x
x

   3. ln | | ( 0)
dx

x C x
x
    

4. ( ) lnx xa a a   
4. , ( 0, 1)

ln

x
x a

a dx C a a
a

     

5. ( )x xe e   5. 
x xe dx e C  ,    ( x ) 

6. (sin ) cosx x   6. cos sinxdx x C  ,  ( x ) 

7. (cos ) sinx x    7. sin cosxdx x C   ,   ( x ) 

8. 
2

1
(tg )

cos
x

x
   8. 

2
tg

cos

dx
x C

x
    

(у точках неперервності ( )f x ) 
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9. 
2

1
(ctg )

sin
x

x
    9. 

2
ctg

sin

dx
x C

x
    

(у точках неперервності ( )f x ) 

10. (sh ) chx x   10. sh chxdx x C  , 

   ( x ,   sh
2

x xe e
x


 ) 

11. (ch ) shx x   11. ch shxdx x C  , 

   ( x ,   ch
2

x xe e
x


 ) 

12. 
2

1
(th )

ch
x

x
   12. 

2
th

ch

dx
x C

x
  ,  (

sh
th

ch

x
x

x
 )   

13. 
2

1
(cth )

sh
x

x
    13. 

2
cth

sh

dx
x C

x
   ,  

       (  0x  ,   
ch

cth
sh

x
x

x
 ) 

14. 

2

1
(arctg )

1
x

x
 


 

14.
2

arctg
1

dx
x C

x
  


  

      arcctg x C   ,  x  

15. 

2

1
(arcctg )

1
x

x


 


 

15.
2 2

1
arctg

dx x
C

a aa x
  


  

      
1

arcctg
x

C
a a

   ,  x  

16.

2

1
(arcsin )

1
x

x

 


 

16.
2

arcsin
1

dx
x C

x
  


  

      arccos x C   ,         | | 1x   

17. 

2

1
(arccos )

1
x

x


 


 

17. 
2 2

arcsin
dx x

C
aa x

  


  

arccos
x

C
a

   ,   | |x a  
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( )uv u v v u     
18.

2 2

1
ln

2

dx x a
C

a x ax a


 


 , | |x a  

(
2

)
u u v v u

v v

 
   19. 2 2

2 2
ln | |

dx
x x a C

x a
   


 , 

          | |x a  

20. ln | tg |
sin 2

dx x
C

x
  , 

(у точках неперервності ( )f x ) 

21. ln | tg( ) |
cos 2 4

dx x
C

x


   , 

(у точках неперервності ( )f x ) 

22. 2 2 2 2 2 2ln | |
2

x
x a dx x a x x a C        

 

 

Завдання 1 
Знайти невизначений інтеграл безпосереднім зведенням 

до табличного. 

1. 
dx

x x
 . 2. 

2 1x x
dx

x

 
 . 

3. 
2( 1)x
dx

x


 . 4. 

2

3

1
( )x dx

x
 . 

5. 
21

( )x dx
x

 . 6. 
3 2

4

2 1x x
dx

x

 
 . 

7. 
3 2

3

xx x e x
dx

x

 
 . 8. 

3 2 4x x
dx

x


 . 

9. 
3

3

(1 )x
dx

x x


 . 10. 

3

3

(1 )x
dx

x


 . 

11. (3 2 2 3 )x x dx   .   12. 
2 32 3 5x x xdx  . 
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13. 
3( 3 )x xe dx . 

14. 
3 2 2 3

2

x x

x
dx

  
 . 

15. 
32 2

4

x x

x
dx


 . 

16. 
x x x dx . 

17. 
2

2

2 1

1

x
dx

x

 


 . 18. 

1 12 5

10

x x

x
dx

 
 . 

19. 

28 2

1 2

x
dx

x




 . 20. 

1

1

x
dx

x




 . 

21. 
2

2

3

1

x
dx

x




 . 22. 

2

2 2

1 2

(1 )

x
dx

x x




 . 

23. 
2

2

(1 )

(1 )

x
dx

x x




 . 24. 

2

2

1 4

4

x
dx

x

 


 . 

25. 
2 2

4

3 3

9

x x
dx

x

  


 . 26. 

1

dx

x x 
 . 

27. 
9

3

x
dx

x




 . 28. 

2

2 2

2 3

(1 )

x
dx

x x




 . 

29. 
2 2

4

1 1

1

x x
dx

x

  


 . 

30. 

3 1

1

x

x

e
dx

e






. 

 
Завдання 2 

 

Знайти невизначений інтеграл безпосереднім зведенням 

до табличного. 

 

1. 
3

2

8

2 4

x
dx

x x



 
  2. 

3 6

27

3 9

x
dx

x x



 
  
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3. 
2

2

4 6

9

x
dx

x

 


  4. 

2

4

4

16

x
dx

x




  

5. 
2

tg xdx  6. 
2(2 tg 3ctg )x x dx  

7. 
2

cos 2

cos

x
dx

x
  8. 

2sin cos 2

dx

x x
  

9. 
cos9 cos7

cos8

x x
dx

x


  10. 

cos 4 cos6

sin 5

x x
dx

x


  

11. 23cos
2

x
dx  12. 

3

125

5

x
dx

x




  

13. 
2

2

7

9

x
dx

x




  14. 

2

4

1

1

x
dx

x




  

15. 
2

4

3

9

x
dx

x




  

16. 
2 2sin cos

dx

x x
  

17. 
2

2

3 2ctg

cos

x
dx

x


  

18. 
1 cos 2

6sin

x
dx

x


  

19. 
2

2

1 4ctg

cos

x
dx

x


  

20. 
sin3 sin5

cos 4

x x
dx

x


  

21. 

21 cos

1 cos 2

x
dx

x




  

22. 
2

ctg xdx  

23. 
2

cth xdx  24. 
2 2sh ch

dx

x x
  
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25. 
2(6 tg 7ctg )x x dx  26. 

2(2 th 3cth )x x dx  

27. 
2(4 tg 5ctg )x x dx  28. 

2

cos 2

sin

x
dx

x
  

29. 
1 cos 2

6cos

x
dx

x


  

30. 

21 7sin

1 cos 2

x
dx

x




  

 

3. Заміна змінної в невизначеному інтегралі 
 

    Теорема. Нехай ( )f x неперервна функція на X  і ( )F x  її 

первісна на X . Функція  
1( ) :x t X X    і є неперервно 

диференційовною на
1X , тоді  

[ ( )] ( ) [ ( )]f t t dt F t C      для 
1t X  . 

 Цю формулу застосовують для обчислення інтеграла 

( )f x dx , підбераючи функцію ( )x t   таким чином, щоб 

[ ( )] ( )f t t dt   був простіший у знаходженні ніж почат-

ковий. Причому після інтегрування повертаються до старої 

змінної. 

Приклад 1. Знайти 3I x x dx  . 

■ Зробимо заміну 3t x  , тоді 2 3t x  , 2 3x t  , 

2tdt dx . 
2 4 23 ( 3) 2 2 ( 3 )I x x dx t t tdt t t dt        

5 3
5 32

2( 3 ) 2
5 3 5

t t
C t t C      . 

Повертаючись до старої змінної, отримуємо  

5 2 3 22
( 3) 2( 3)

5
I x x C       ■ 
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Приклад 2. Знайти 
2

4

4 x
I dx

x


  . 

■ Зробимо заміну 
1

x
t

 ,  
2

dt
dx

t
  , тоді  

2

2

4

1
4

1

t
I dt

t
t



    

24 1t t dt   . Ще раз замінемо 24 1z t  , тоді 

2

4

4 1

tdt
dz

t



  і  

3
21

4 12

z
I z dz C     . 

Повертаючись до  змінної t , а потім до x , отримуємо 

2 3 2

3

1
(4 )

12
I x C

x
     ■. 

 

Завдання 3 

Застосувавши формулу 
1

( ) ( )f ax b dx F ax b C
a

    , де 

( ) ( )f x dx F x C  , 0, , ,a a b c  , знайти невизначені ін-

теграли. 

1. 
15( 1)x dx . 2. 

5(2 3)

dx

x 
 . 

3. 65 (8 3 )x dx . 4. 8 2xdx . 

5. cos(3 ) .x dx  6. sin(2 3)x dx . 

7. cos(1 2 )x dx . 8. 
2[cos(3 )]x dx  . 

9. 
2 3

dx

x 
 . 10. 

22sin (3 5)x dx  . 

11. 
xe dx

 . 12. 
3 1xe dx 

 . 
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13. 
3 3( 2 )x xe dx . 14. 

21 9

dx

x
 . 

15. 
24

dx

x
 . 16. 

22 9

dx

x 
 . 

17. 
24 9

dx

x
 . 18. 

21 (2 3)

dx

x 
 . 

19. 
24 3

dx

x x 
 . 20. 

28 6 9

dx

x x 
 . 

21. 
22 6 9

dx

x x 
 . 22. 

2 7 10

dx

x x 
 . 

23. 
2 3 10

dx

x x 
 . 24. 

22 3

dx

x
 . 

25. 
2( 1) 4

dx

x  
 . 26. 

2 2 3

dx

x x 
 . 

27. 
24 4 5

dx

x x 
 . 28. 

2 43 x dx
 . 

29. sh(3 2)x dx . 30. ch(3 2 )x dx . 

31. 
sin(2 3)

dx

x 
 . 32. 

cos(3 2)

dx

x 
 . 

33. 
2ch (3 2)

dx

x 
 . 34. 

2sh (3 2 )

dx

x
 . 

35. 
2 4 5

dx

x x 
 . 

36.
225 5 6

dx

x x 


. 
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Завдання 4 
 

Застосувавши формулу ( ( )) ( ) ( ( ))f x d x F x C     , де 

( ) ( )f t dt F t C  ,  знайти невизначені інтеграли. 

 

1. sin cosx xdx . 
2. 

3

2

tg

cos

x
dx

x
 . 

3. 
2

2

1

x
dx

x
 . 4. 22 1x x dx . 

5. 21x x dx . 6. 52 3 2x x dx . 

7. 
21

x
dx

x
 . 8. 

4

24

x
dx

x
 . 

9. 
3

3 41

x
dx

x
 . 10. 

2

6 5

2 3 5 6

x
dx

x x



 
 . 

11. 
3sin cosx xdx . 12. 

2

sin

cos

x
dx

x
 . 

13. 
3 2

cos

sin

x
dx

x
 . 14. 

3cos sin 2x xdx . 

15. 
ln x

dx
x

 . 16. 
2

2

(arctg )

1

x
dx

x
 . 

17. 
3 2(arcsin ) 1

dx

x x
 . 18. 

2cos 1 tg

dx

x x
 . 

19. 
2cos (1 ln )

dx

x x
 . 20. (sin )x xe e dx . 

21. 
21

x
dx

x
 . 

22. 
2

31

x dx

x
 . 
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23. 
1

x

x

e dx

e 
 . 24. 

2

2 4

x

x

e dx

e 
 . 

25. tg xdx . 26. ctg xdx . 

27. ctg(2 1)x dx . 28. 
ln

dx

x x
 . 

29. 
sin cosxe xdx . 30. 

2xxe dx . 

31. 
32 xx e dx

 . 
32. 

2 4

x

x

e dx

e 
 . 

33. 
2

1 4

x

x

dx


 . 34. 

2

3 1

9

x
dx

x




 . 

35. 
2

1

1

x
dx

x




 . 36. 

1

1

x
dx

x




 . 

37. 

2

2 3

1

(1 )

x x
dx

x

 


 . 38. 

2

4

(1 )

1

x x dx

x




 . 

39. 
2

2

(arccos3 )

1 9

x x
dx

x




 . 

 

 

Завдання 5 
 

Знайти невизначені інтеграли. 

1. 
2 1

dx

x x 
 ; 2. 

sin

dx

x
 ; 

3. 
2

arctg

1

x
dx

x
 ; 4. 

2 1

dx

x x 
 ; 

5. 
4 4

sh ch

sh ch

x x
dx

x x
 ; 6. 

2

1 1
ln

11

x
dx

xx




 ; 
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7. 
21 x

dx

e
 ; 8. 

x x

dx

e e
 ; 

9. 
3

sin cos

sin cos

x x
dx

x x




 ; 10. 

2 2 2 2

sin cos
;

sin cos

x x
dx

a x b x
  

11. 
sin

cos 2

xdx

x
 ; 12. 

sh

ch 2

xdx

x
 ; 

13. 
2 4sin ctg

dx

x x
 ; 14. 

cos

dx

x
 ; 

15. 
2 3ch th

dx

x x
 ; 16. 

sh

dx

x
 ; 

17. 
2 2(arcsin ) 1

dx

x x
 ; 18. 

ch

dx

x
 ; 

19. 
2

21

n

n

x dx

x 
 ; 20. 

2 2 31 (1 )

xdx

x x  
 ; 

21. 
cos

2 cos 2

xdx

x
 ; 

22. 
4 4

sin cos

sin cos

x xdx

x x
 ; 

23. 
3 2

9 4

x x

x x
dx


 ; 

24. 22 5x x dx ; 

25. 
2

2

ln( 1

1

x x
dx

x

 


 ; 

26. 
3 21 3

xdx

x
 ; 

27. 33 2 1x x dx  ; 28. 
4

5 4( 1)

x dx

x 
 ; 

29. 
2

3 2 3(8 27)

x dx

x 
 ; 

30. 
2 2sin 2cos

dx

x x


. 
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Завдання 6 
Знайти невизначені інтеграли. 

1. 
21

xdx

x
 . 2. 

x x

dx

e e  . 

3. 
21 x

dx

e
 . 4. 

3ln xdx

x . 

5. 21x x dx . 6. 
2

2

(arccos3 )

1 9

x dx

x
 . 

7. 
3

8 2

x dx

x  . 8. 
2

sin

cos

xdx

x . 

9. 
1x

dx

e  . 10. 3cos xdx . 

11. sinx xe e dx . 12. 
4 4

xdx

x  . 

13. 3 2tg secx xdx . 14. 
2arcsin 1

dx

x
 . 

15. 
3

cos

sin

xdx

x
 . 16. 

3

3 4 1

x dx

x 
 . 

17. 
2 16

x

x

e dx

e  . 
18. 2ch shx xdx . 

19. sin cosxe xdx . 
20. 

2cos (1 ln )

dx

x x   

21. 
2

2

arctg

1

xdx

x  22. 
4

55 1

x dx

x 
 . 

23. 
3 2xe x dx

 . 24. 
2

ch

4 sh

xdx

x . 

25. 2 3 2x x dx . 26. 
2sin 1 ctg

dx

x x
 . 
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27. 
6

2

tg

ch

xdx

x . 28. 
3ln ( 3)

3

x
dx

x



 . 

29. 
45

2

ctg

sh

x
dx

x . 30. 
2

arccos 2

1 4

x
dx

x . 

 

Завдання 7 
 

Знайти невизначені інтеграли. 

1. 
 

1
.

1

x
dx

x x




  2. 

1 ln
.

x
dx

x


  

3. 
2

.
1

dx

x x 
  4. 

2 2ln
.

x x
dx

x


  

5. 
4 2

.
1

xdx

x x 
   6. 

 
3

2

arccos 1
.

1

x
dx

x




  

7. tg ln cos .x xdx  
8. 

 

 2

tg 1
.

cos 1

x
dx

x



  

9. 

 

3

2
2

.
1

x
dx

x 
  10. 

2

1 cos
.

( sin )

x
dx

x x



  

11. 
5

sin cos
.

(cos sin )

x x
dx

x x



  12. 
 

2

cos sin
.

sin

x x x
dx

x x


  

13. 
3

4
.

1

x x
dx

x



  14. 
4 2

.
1

xdx

x x 
  

15. 
3

.
1

xdx

x 
  16. 

1 ln( 1)
.

1

x
dx

x

 

  
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17. 
 2

3 5

1
.

( 3 1)

x dx

x x



   18. 
2

4arctg
.

1

x x
dx

x



  

19. 
3

2
.

4

x
dx

x   20. 
2

cos
.

2sin

x x
dx

x x



  

21. 
3

2cos 3sin
.

(2sin 3cos )

x x
dx

x x



  22. 
2

8 arctg 2
.

1 4

x x
dx

x



  

23. 
 

 
2

1 2 1
.

x
dx

x x




  

24. 
4

.
1

x
dx

x   

25. 
2

1
.

1

x x
dx

x




  26. 

2

1
.

1

x x
dx

x




  

27. 
2

arctg
.

1

x x
dx

x



  28. 
 

4

2

arctg
.

1

x x
dx

x



  

29. 
3

2
.

1

x
dx

x   30. 
 

2

2

arcsin 1
.

1

x
dx

x






 

 

4. Інтегрування частинами в невизначеному 
інтегралі 

     Для функцій 
1( ), ( ) ( )u x v x X справедлива формула  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x dv x u x v x v x du x   , 

яку називають формулою інтегрування частинами. 

 Класи функцій, що інтегруються частинами 

І.  cos ,axe bxdx    sin ,axe bxdx    де 
1,a b  . Покладемо 

( ) axu x e . 
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ІІ.   ( ) ,ax
nP x e dx  ( )cos ,nP x bxdx  ( )sin ,nP x bxdx  де 

1,a b , 

( )nP x – многочлен степеня п. Покладемо ( ) ( )nu x P x . 

ІІІ.  ( )(arcsin ) ,m
nP x bx dx  ( )(arccos ) ,m

nP x bx dx   

( )(arctg ) ,m
nP x bx dx  ( )(ln ) ,m

nP x x dx  де ,m ( )nP x – мно-

гочлен степеня п. Покладемо ( ) ( )u x x  , де через ( )x  

позначено функцію, що множиться на многочлен ( )nP x . 

Формулу інтегрування частинами застосовують і в інших 

не типових до І–ІІІ випадках. 

Приклад 1. Знайти 2 2I a x dx  . 

■     Покладемо 2 2( )u x a x  , dv dx , тоді 

2 2

2
,

2

xdx
du v x

a x


 


. Отримуємо, інтегруючи частинами,  

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2

( )x a x a
I x a x dx x a x dx

a x a x

  
      

 
 

2 2 2 2 2 2 2

2 2

dx
x a x a x dx a x a x I

a x
        


 

2
1arcsin

x
a C

a
  . 

 Отже,   2 22I x a x   2
1arcsin

x
a C

a
 , або 

2 2a x dx 

2
2 2 arcsin

2 2

x a x
a x C

a
   .     ■ 

 Подібно знаходять інтеграли 2 2x a dx . При знахо-

дженні інтегралів cos , sinax axe bxdx e bxdx   формулу інте-

грування частинами застосовують два рази (кругове інте-

грування) і знаходять значення інтеграла так, як це було 
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зроблено у прикладі 1. Вкажемо ще один спосіб обчислення 

цих інтегралів. 

Приклад 2. Знайти 1 2cos , sinax axe bxdx I e bxdx I   . 

■ Запишемо формулу Euler’а: 
( ) (cos sin )a bi x axe e bx i bx   ,  

де і– уявна одиниця (
2 1i   ). Знайдемо ( )a bi xI e dx  , вва-

жаючи ( )a bi  сталою, тоді  

( ) ( )

2 2

1 a bi x a bi xa bi
I e e

a bi a b

 
 

 
. 

З іншої сторони  
( )a bi xI e dx  1 2(cos sin )axe bx i bx dx I iI    . 

Запишемо комплексне число, що є значенням I в алгебра-

їчній формі 

( )

2 2 2 2
(cos sin )a bi x axa bi a bi

I e e bx i bx
a b a b

 
   

 
 

2 2
[( cos sin ) ( sin cos )]

axe
a bx b bx i a bx b bx

a b
   


 

і зрівняємо зі значенням 
1 2I I iI   (два комплексні числа 

рівні, якщо рівні відповідно їх дійсні та уявні частини). 

Отримуємо  

2 2
cos ( cos sin )

ax
ax e

e bxdx a bx b bx C
a b

  


 , 

      
2 2

sin ( sin cos )
ax

ax e
e bxdx a bx b bx C

a b
  


 . ■ 

 
Завдання 8 

Знайти 

1. 
35 xx e dx . 2. 2(arcsin ) ;x dx  
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3. 2(arctg ) .x x dx  4. 2 1
ln

1

x
x dx

x




 . 

5. 
2

2

ln( 1 )

1

x x x
dx

x

 


 . 

6. 2sin ;x xdx  

7. 
arctg

2 3 2
;

(1 )

xe
dx

x
  

8. sin(ln ) .x dx  

9. cos(ln ) .x dx  10. 2 2sin ;xe xdx  

11. 2( cos ) .xe x dx  
12. 

2

ln sin
.

sin

x
dx

x
  

13. 
2

;
cos

xdx

x
  

14. 2 2 ;a x dx  

15. 3 2 ;xx e dx  16. 2( 2 2) ;xx x e dx   

17. 2 sin5 ;x xdx  18. 2 2(1 ) cos ;x xdx  

19. 2cos 2 ;xe xdx  20. 2sin 2 ;xe xdx  

21. 3( sin ) ;x x dx  22. sin ;xxe xdx  

23. 2 ;xx e dx  24. 2cos ;xdx  

25. ln ;x xdx  26. sin ;xdx  

27. 
2

arctg
;

1

x x
dx

x
  

28. arctg .x xdx  

29. 2ln ;xdx  
30. 

2

ln 1

ln

x
dx

x


  

 

 
Завдання 9 

Знайти 

1. 
  34 3 .xx e dx  

2. arctg 4 1 .x dx  



22 

 

3.   33 4 .xx e dx  4.  4 2 cos2 .x xdx  

5.  4 16 sin 4 .x xdx  6.   35 2 .xx e dx  

7.   21 6 .xx e dx  8.  2ln 4 .x dx  

9.  2ln 4 1 .x dx  10.  2 4 sin 2 .x xdx  

11. arctg 6 1 .x dx  12.  2 4 3 .xe x dx   

13.  3 2 9 .xe x dx   14. arctg 2 1 .x dx  

15. 
arctg 3 1 .x dx  

16. arctg 5 1 .x dx  

17.  5 6 cos2 .x xdx  18.  3 2 cos5 .x xdx  

19.  2 3 cos2 .x xdx  20.  4 7 cos3 .x xdx  

21.  2 5 cos4 .x xdx  22.  8 3 cos5 .x xdx  

23.  5 sin3 .x xdx  24.  2 3 sin 2 .x xdx  

25.  4 3 sin5 .x xdx  26.  7 10 sin 4 .x xdx  

27.  2 8 sin3 .x xdx  28. 
2

.
cos

xdx

x  

29. 
2

.
sin

xdx

x  30. 2sin .x xdx  

31. 
3

cos
.

sin

x xdx

x   

 



23 

 

Завдання 10 

 

1. sin3x xdx . 2. 2 xx e dx . 

3. arctgx xdx . 4. 2ln( 1)x dx . 

5. 2tgx xdx . 6. 2 ln(1 )x x dx . 

7. 
2

5

ln x
dx

x
 . 

8. 2cosx xdx . 

9. 2sinx xdx . 10. 2ctgx xdx  

11. 
3

ln x
dx

x
 12. 

2sin

xdx

x . 

13. 
2cos

xdx

x . 14. 2arctgx xdx . 

15. 
3

cos

sin

x xdx

x . 16. 2ln( 1 )x x dx  . 

17. 2 2( 2 5) xx x e dx  . 18. 
1

ln
1

x
x dx

x



  

19. 
2

ln cos

cos

x
dx

x . 20. 
2

ln sin

sin

x
dx

x . 

21. 2 chx xdx .  22. 2ln xdx . 

23. 
2sh

xdx

x . 24. 
2ch

xdx

x . 

25. 2 shx xdx . 26. arctgx xdx . 

27. 2thx xdx . 28. 2 arctgx xdx  

29. 2 lnx xdx  

 

30. 2( 1) xx e dx . 
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Завдання 11 

 Застосувавши узагальнену формулу інтегрування 

частинами:   
( )( ), ( ) ( )nu x v x X  

1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x u x v x u x v x       

1 ( 1) 1 ( )( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )n n n n
n nu x v x u x v x dx       ,  

де    1 2 1 1( ) ( ) , ( ) ( ) , , ( ) ( )n nv x v x dx v x v x dx v x v x dx      

знайти наступні інтеграли: 

1. 3 2 2( 3 2 4) ;xx x x e dx    

2. 3 2( 3 2 4)sin 2 ;x x x xdx    

3. 3 2( 3 2 4)cos2 ;x x x xdx    

4. 3 2 2( 3 2 4)sin ;x x x xdx    

5. 3 2 2( 3 2 4)cos ;x x x xdx    

6. 3 2( 3 2 4)sh(2 1) ;x x x x dx     

7. 3 2( 3 2 4)ch(2 1) ;x x x x dx     

8. 4 2 3( 3 2) ;xx x e dx   

9. 4( 3 2)sin(2 3) ;x x x dx    

10. 4( 3 2)cos(2 3) ;x x x dx    

11. 4( 3 2)sh(3 1) ;x x x dx    

12. 4( 3 2)ch(3 1) ;x x x dx    

13. 3 2( 1)sin (2 ) ;x x dx  

14. 3 2( 1)cos (2 ) ;x x dx  

15. 3 2( 1)sin (3 1) ;x x dx   

16. 3 2( 1)cos (3 1) ;x x dx   

17. 3 2( 2 3 1) 2 3 ;x x x x dx     
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18. 3( 2 6) 3 2 ;x x x dx    

19. 3 2( 2 3 2)3 ;xx x x dx    

20. 3 2( 2 3 2)5 ;xx x x dx    

21. 3( 3 2) 3 1 ;x x x dx    

22. 3 3( 3 1) 2 1 ;x x x dx    

23. 2 3( 2 1) 2 3 ;x x x dx    

24. 2 5( 2 1) 3 1 ;x x x dx    

25. 
2

3

7 1
;

2 1

x x
dx

x

 


  

26. 
2

3

4 1
;

3

x x
dx

x

 


  

27. 
3

3

1
;

3 2

x
dx

x




  

28. 
2

3

4 1
;

2 1

x x
dx

x

 


  

29. 
3

3

3
;

3 2

x
dx

x




  

   30.

2

3

4 1

5 1

x x
dx

x

 


 . 

 
 

 

Рекурентні формули 

 

 Рекурентні формули дають можливість звести 

інтеграл, який залежить від індекса 0n  , до інтеграла такого 

ж типу тільки з меншим індексом. 
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Завдання 12 

 За допомогою інтегрування частинами вивести 

наступні рекурентні формули: 

1. 
1 2 2 2

1
(2 1)

2 ( )
n nn

x
I n I

na x a


 
   

 

,  

  де 
2 2

, ,
( )

n n

dx
I n a

x a
  


 , 

2 2

1
( , )

( )n
u dv dx

x a
 


. 

2. 
1

, 2, 21

sin 1
,

1( 1)cos

n

n m n mm

x n
I I

mm x



  


 


 

   де  ,

sin

cos

n

n m m

x
I dx

x
   ,  , \ 1n m  . 

3. 

2 2 2

1

( ) 2
,

2 1 2 1

n

n n

x a x na
I I

n n



 

 
     де 

2 2( ) ,n
nI a x dx   

1,n a   
2 2( ( ) , )nu x a dv dx   . 

4. 1(ln ) (ln )n n
n nI x dx x x nI    ,   .n  

5. 1
1

1
(ln ) ( (ln ) )

1

n n
n nI x x dx x x nI 

  
 

 , 

, 1.n     

6. 1,n x n x
n nI x e dx x e nI    .n  

7. 1

2 2

1
sin [ sin ( sin cos )x n x n

nI e xdx e x x n x
n

      
 

  

      2( 1) ],nn n I   де 2,3, ,n   . 

8. 2 1

1 cos
[( 2) ] , 2,3, ,

1(sin ) (sin )
n nn n

dx x
I n I n

nx x
 

    


  

9. 1 2 2
2

2 2

1
[ ( 1) ], , ,

n
n

n n

x dx
I x x a n aI n a

nx a


      




2 2 2 2
1 0, ln | |I x a C I x x a C       . 
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10. 1
2

1
(tg ) tg ,

1

n n
n nI x dx x I

n


  


 2,3, ,n 

1 0ln | cos | ,I x C I x C     . 

11. 1
2

1
(ctg ) ctg ,

1

n n
n nI x dx x I

n


  


 2,3, ,n   

      1 0ln | sin | ,I x C I x C    . 

12. 1 2 2
2

2 2

1
[ ( 1) ],

n
n

n n

x dx
I x x a n aI

nx a


    




2 2 2 2
1 02,3, , , , ln | | .n a I x a C I x x a C        

 

13. sin , cos ,n n
n nS x xdx C x xdx   n ,    

       1 0sin , sinn
n nC x x nS C C x    . 

14. sin , cos ,n n
n nS x xdx C x xdx   n , 

         0 1cos , cosn
n nS C x S x x nC      . 

15. 2 1 2 12 1 2

sin 1
(1 ) ,

2(cos ) 2 cos
n nn n

dx x
I I n

nx n x
 
     . 

Використовуючи одну з рекурентних формул (1)–(15), 

знайти наступні інтеграли 

16. 
2

5

sin
;

cos

x
dx

x
  17. 

3

7

sin
;

cos

x
dx

x
  

18. 
2 8(4 ) ;x dx  19. 

7(ln ) ;x dx  

20. 
2 3(ln ) ;x x dx  21. 

3 4(ln ) ;x x dx  

22. 
2 2sin ;xe xdx  23. 

3 3sin ;xe xdx  

24. 
7

;
sin

dx

x
  25. 

7 cos .x xdx  

26. 
5tg ;xdx   
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27. 
5ctg ;xdx  28. 

3

2
;

3

x dx

x 
  

29. 
5

;
cos

dx

x
  30.

5

2
;

1

x dx

x 
  

 

5. Інтегрування раціональних дробів 
 

Елементарними дробами, відповідно першого, другого, 

третього і четвертого типів, називають   

І. 
A

x a
.  ІІ. 

( )k

A

x a
.  ІІІ. 

2

Mx N

x px q



 
. IV. 

2( )k

Mx N

x px q



 
, де 

, , , , , ; \{1}A M N p q a k  , 
2x px q  – незвідний квад-

ратний тричлен, тобто 2 4 0p q  . 

 Знайдемо  

ln | |
A

dx A x a C
x a

  


 , 
1( )

1( )

k

k

A x a
dx A C

kx a

 
 

 
 , 

2

2 2

( ) (2 )

2(2 )

d x px qMx N M x p dx
dx

x p dxx px q x px q

   
  
    

 

2
12

( ) ln( ) ( )
2 2 2

Mp dx M Mp
N x px q N I

x px q
      

 
 ,  

де 1 2

dx
I

x px q


 
 . 

2 2 2
2 2 2

2
2

2 ( ) ( )
2 4 4 2 4

4
( ) ( ).

2 4

p p p p p
x px q x x q x q

p q p
x

           


  
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 Позначимо 

2
24

4

q p
a


 , тоді, застосувавши 

табличний      

інтеграл 
2 2

1
arctg

dz z
C

a az a
 


 , отримуємо  

1
2 2

2( 2)2
arctg

4 4

x p
I C

q p q p


 

 

. 

 Отже  

2

2
ln( )

2

Mx N M
dx x px q

x px q


   

 
  

2 2

2 2
arctg .

4 4

N Mp x p
C

q p q p

 
 

 

 

 При інтегруванні елементарного дробу четвертого 

типу застосовують рекурентну формулу (див. завд. 7 формула 

(1)) 
1 2 2 2

1
(2 1)

2 ( )
n nn

z
I n I

na z a


 
   

 

,   
2 2( )

n n

dz
I

z a



 , де 

, \{1}a n  , або метод Остроградського: 

2 3

2 1 2

( )

( )

k
k k

P x dx
I

x px q x px q




  

   
 ,  де 

2

( )

( )
k k

Mx N dx
I

x px q




 
 ,  

2 3 ( )kP x  – многочлен степеня 2 3k   з невідомими коефі-

цієнтами, –невідома стала. Для знаходження невідомих кое-

фіцієнтів 2 3 ( )kP x  і   диференціюють ліву і праву частини 

рівності і зрівнюють тотожньо многочлени в чисельнику 

дробів. 

Приклад 1 . Знайти 22 2

5 6

( 3)

x
dx I

x





 . 

■ Застосуємо метод Остроградського: 2; 2 3 1;k k   отже  

2 3 1( ) ( )kP x P x Ax B    . Запишемо рівність  
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2 2 2 2 2

5 6

( 3) 3 3

x Ax B dx
I dx

x x x

 
   

  
   

і продиференціюємо її 
2

2 2 2 2 2

5 6 ( 3) 2 ( ) 1

( 3) ( 3) 3

x A x x Ax B

x x x

   
  

  
 

Тотожньо зрівняємо чисельники:  
2 25 6 ( 3) 2 ( ) ( 3)x A x x Ax B x        

і знайдемо коефіцієнти: 
2

1

0

x

x

x

0 2

5 2

6 3 3 ,

A A

B

A

   

 

  

 

, 5 2, 1A B A     .  

Отже  2 2 2 2

5 6 2 5 1
arctg

( 3) 2( 3) 3 3

x x x
I dx C

x x

 
   

 
 .   ■ 

 Зробимо висновок, що інтеграли від елементарних 

дробів є елементарними функціями. Сформулюємо теорему 

про інтегрування раціонального дробу – відношення двох 

много-членів з дійсними коефіцієнтами: 
( )

( )

m

n

Q x

P x
, який 

називають правильним, якщо m n  і неправильним у випадку 

m n . Кожен неправильний раціональний дріб можна 

записати у вигляді суми його цілої частини (многочлена) і 

правильного раціонального дробу.  

 Теорема. Якщо 
( )

( )

m

n

Q x

P x
 правильний раціональний дріб 

такий, що 

1 12 2
1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,k lr sr s

n n k l lP x a x x x x x p x q x p x q      

де ix – дійсні нулі, ir - їх кратності ( 1,i k ), 2( ) js

j jx p x q  – 
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незвідні квадратні тричлени, яким відповідає пара комплекс-

них нулів кратності js  ( 1,j l ), тоді   

2
1 1 1 1

( )
,

( ) ( ) ( )

j jr sk l
ji ji jim

i i
j i j in j j j

A M x NQ x

P x x x x p x q   

   
    

      

     де всі сталі  

jiA , jiM , jiN  визначаються однозначно. 

 Зробимо висновок, що елементарні дроби є тим класом 

елементарних функцій, який невизначений інтеграл 

переводить в елементарні функції. 

Приклад 2 . Знайти 
3 2

4 3 2

4 5 5 2

2 2

x x x
I dx

x x x x

  


  
 . 

■ Зауважимо, що треба знайти інтеграл від правильного 

раціонального дробу: 3 4m n   . Запишемо 
2( ) ( 2)( 1)nP x x x x   , тоді згідно з теоремою про розклад 

правильного дробу,   

2

( )

( ) 2 1

m

n

Q x A B Mx N

P x x x x


  

 
. 

Зведемо в правій частині дроби до спільного знаменника і 

зрівняємо тотожньо його чисельник з ( )mQ x : 

3 2 2 24 5 5 2 ( 2)( 1) ( 1) ( ) ( 2).x x x A x x Bx x Mx N x x          

Покладемо 0x  , тоді 2 2 1A A     . Покладемо 2x  , 

тоді 2B  . Для знаходження M  і N зрівняємо коефіцієнти 

відповідно при 3x  та x : 
3 : 4 1x A B M M     .  : 5 2 1x A B N N      . 

Таким чином 

 
2

1
2 ln | | 2ln | 2 |

2 1

dx dx x
I dx x x

x x x


      

 
    

2 2 21
ln( 1) arctg ln | | 1( 2) arctg

2
x x C x x x x C         .■ 
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Завдання 13 
Знайти інтеграли 

1. 
3

2

1
.

x
dx

x x



     2. 
3

2

3 1
.

1

x
dx

x



  

3. 
3

2

17
.

4 3

x
dx

x x



     4. 
3

2

2 5
.

2

x
dx

x x



   

5. 
3

2

2 1
.

6

x
dx

x x



     6. 
3

2

3 25
.

3 2

x
dx

x x



   

7. 
   

3 22 3
.

1 2 3

x x
dx

x x x

 

     8. 
   

3 23 2 1
.

2 2 1

x x
dx

x x x

 

    

9. 
   

3

.
1 1 2

x
dx

x x x     10. 
   

3 23 12
.

4 3 2

x x
dx

x x x

 

    

11. 
  

3 23 12
.

4 3

x x
dx

x x x

 

    12. 
  

3 24 2
.

1 2

x x
dx

x x x

 

   

13. 
3

3

3 2
.

x
dx

x x



    14. 
  

3 23 12
.

4 2

x x
dx

x x x

 

   

15. 
5 3

2

1
.

x x
dx

x x

 

    16. 
5 3

2

3 1
.

x x
dx

x x

 

  

17. 
5 3

2

2 8 3
.

2

x x
dx

x x

 

    18. 
5 3

2

3 12 7
.

2

x x
dx

x x

 

  

19. 
5 3

2

9 4
.

3

x x
dx

x x

  

    20. 
5 3

2

25 1
.

5

x x
dx

x x

  

  

21. 
3 25 5 23

.
( 1)( 1)( 5)

x x x
dx

x x x

  

     
22. 

5 4 3 22 2 5 7 9
.

( 3)( 1)

x x x x x
dx

x x x

    

   

23. 
4 22 5 8 8

.
( 2)( 2)

x x x
dx

x x x

  

    24. 
4 24 2 3

.
( 1)( 1)

x x x
dx

x x x

  

    
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25. 
4 3 23 3 5 2

.
( 1)( 2)

x x x
dx

x x x

  

    26. 
4 3 22 2 41 20

.
( 4)( 5)

x x x
dx

x x x

  

   

27. 
5 4 36 13 6

.
( 3)( 2)

x x x x
dx

x x x

   

    

28. 
3 23 12 2

.
( 1)( 2)

x x x
dx

x x x

  

   

29. 
4 3 22 2 3 2 9

.
( 1)( 3)

x x x x
dx

x x x

   

    

30. 
3 22 7 12

.
( 3)( 1)

x x x
dx

x x x

  

   

31. 
32 40 8

.
( 4)( 2)

x x
dx

x x x

 

   

 

 
Завдання 14 

 

1. 
3 2

3

6 13 9
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x

  

    2. 
3 2

3

6 13 8
.

( 2)

x x x
dx

x x

  

  

3. 
3 2

3

6 13 6
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

    4. 
3 2

3

6 14 10
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

5. 
3 2

3

6 11 10
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

    6. 
3 2

3

6 11 7
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

7. 
3 2

3

2 6 7 1
.

( 1)( 1)

x x x
dx

x x

  

    8. 
3 2

3

6 10 10
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

9. 
3 2

3

2 6 7 2
.

( 1)

x x x
dx

x x

  

   10. 
3 2

3

6 13 8
.

( 2)

x x x
dx

x x

  

  

11. 
3 2

3

6 13 7
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x

  

    12. 
3 2

3

6 14 6
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x

  

   
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13. 
3 2

3

6 10 10
.

( 1)( 2)

x x x
dx

x x

  

    14. 
 

3

3

2
.

2

x x
dx

x x

 

  

15. 
3 2

3

3 9 10 2
.

( 1)( 1)

x x x
dx

x x

  

    16. 
 

3

3

2 1
.

1

x x
dx

x x

 

  

17. 
3 2

3

2 6 7 4
.

( 2)( 1)

x x x
dx

x x

  

    18. 
3 2

3

2 6 5
.

( 2)( 1)

x x x
dx

x x

 

   

19. 
3 2

3

2 6 7
.

( 2)( 1)

x x x
dx

x x

 

    20. 
3 2

3

2 6 5 4
.

( 2)( 1)

x x x
dx

x x

  

   

21. 
3 2

3

6 4 24
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

    22. 
3 2

3

6 14 4
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

23. 
3 2

3

6 18 4
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

    24. 
3 2

3

6 10 12
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

25. 
3 2

3

6 14 4
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

    26. 
3 2

3

6 15 2
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

27. 
3 2

3

2 6 7 4
.

( 2)( 1)

x x x
dx

x x

  

    28. 
3 2

3

2 6 7
.

( 2)( 1)

x x x
dx

x x

 

   

29. 
3 2

3

6 10 52
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

    30. 
3 2

3

6 13 6
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

   

31. 
3 2

3

6 13 6
.

( 2)( 2)

x x x
dx

x x

  

   
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Завдання 15 
Знайти інтеграли 

1. 
   

3 2

2 2

4 4 2
.

1 1

x x x
dx

x x x

  

  
   2. 

   

3 2

2 2

4 3 2
.

1 1

x x x
dx

x x

  

 
  

3. 
   

3 2

2 2

2 7 7 1
.

2 1

x x x
dx

x x x

  

  
   4. 

   

3 2

2 2

2 4 2 1
.

1 2 2

x x x
dx

x x x

  

  
  

5. 
   

3 2

2 2

6 9 6
.

1 2 2

x x x
dx

x x x

  

  
   6. 

   

3 2

2 2

2 11 16 10
.

2 2 3

x x x
dx

x x x

  

  
  

7. 
   

3 2

2 2

3 6 5 1
.

1 2

x x x
dx

x x

  

 
   8. 

   

3 2

2 2

9 21 21
.

3 3

x x x
dx

x x

  

 
  

9. 
   

3 2

2 2

6 8 8
.

2 4

x x x
dx

x x

  

 
   10. 

   

3 2

2 2

5 12 4
.

2 4

x x x
dx

x x

  

 
  

11. 
   

3 2

2 2

2 4 16 12
.

1 4 5

x x x
dx

x x x

  

  
   12. 

   

3 2

2 2

3 13 13 1
.

2 1

x x x
dx

x x x

   

  
  

13. 
   

3 2

2 2

2 10
.

1 1

x x x
dx

x x x

 

  
   14. 

   

3

2 2

3 46
.

1 9

x x
dx

x x

 

 
  

15. 
   

3 2

2 2

4 24 20 28
.

3 2 2

x x x
dx

x x x

  

  
  16. 

  

3 2

2 2

2 3 3 2
.

1 1

x x x
dx

x x x

  

  
  

17. 
  

3

2 2

1
.

1 1

x x
dx

x x x

 

  
   18. 

  

2

2 2

3
.

1 1

x x
dx

x x x

 

  
  
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19. 
  

3 2

2 2

2 4 2 2
.

1 2

x x x
dx

x x x x

  

   
  20. 

  

3 2

2 2

2 7 7 9
.

1 2

x x x
dx

x x x x

  

   
  

21. 
  

2

2 2

4 3 4
.

1 1

x x
dx

x x x

 

  
   22. 

  

3 2

2 2

3 4 6
.

2 2 2

x x x
dx

x x x

 

  
  

23. 
  

2

2 2

2 1
.

1 1

x x
dx

x x x

 

  
   24. 

  

3 2

2 2

1
.

1 1

x x
dx

x x x

 

  
  

25. 
  

3

2 2

1
.

1 1

x x
dx

x x x

 

  
   26. 

  

3

2 2

2 2 1
.

1 1

x x
dx

x x x

 

  
  

27. 
  

3 2

2 2

2 1
.

1 1

x x x
dx

x x x

  

  
   28. 

  2 2

4
.

2 2

x
dx

x x x



  
  

29. 
  

3 2

2 2

2 2 2 1
.

1 1

x x x
dx

x x x

  

  
   

30. 
  

3 2

2 2

3 7 12 6
.

3 2 3

x x x
dx

x x x x

  

   
  

31. 
  

3 2

2 2

2 3 3 2
.

1 1

x x x
dx

x x x

  

  
  

 

Завдання 16 
 

1.  


dx

xxx

x

1393

279
23

 2.  


dx

xxx

x

53

53
23

2

 

3.  


dx

xx

xx

3413

153
3

2

 

4.  


dx

xx

x
3620

265
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5.  


dx

xxx

xx

157

23
23

2

 

6.  


dx

xx

x

54

58
3

 

7.  


dx

xx

xx

1064

9312
3

2

 
8.  


dx

xxx

xx

1045

117
23

2

 

9.  


dx

xx

x

206

189
3

 10.  


dx

xxx

x

1393

153
23

2

 

11.  


dx

xx

xx

3413

157
3

2

 
12.  


dx

xxx

xx

3083

1113
23

2

 

13.  


dx

xxx

x

157

68
23

 
14.  


dx

xx

x
34610

117

 

15.  


dx

xxx

xx

1045

1916
23

2

 
16.  


dx

xx

xx

10

87
3

2

 

17.  


dx

xxx

xx

53

63
23

2

 

18.  


dx

xxx

x

3083

1719
23

 

19.  


dx

xxx

x

157

28
23

 
20.  


dx

xx

x

54

49
3

 

21.  


dx

xxx

x

1045

611
23

 
22.  


dx

xx

x

10

89
3

 

23.  


dx

xx

x
3620

265

 

24.  


dx

xxx

x
323920

2612

 

25.  


dx

xxx

xx

53

96
23

2

 

26.  


dx

xx

x

3413

367
3

 

27.  


323830

2317

xxx

x

 
28.  


dx

xx

x
310

35

 

29.  


dx

xx

xx

54

1286
3

2

 

30.  


dx

xx

x

1064

99
3
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Завдання 17 
Знайти інтеграли 

1. 
2 3

8 13

30 8 3

x
dx

x x x



  
 . 

2. 
2

3 2

13 11
;

3 8 30

x x
dx

x x x

 

  
  

3. 
2

3

7 8
;

10

x x
dx

x x

 

 
  

4. 
3

9 18
;

6 20

x
dx

x x



 
  

5. 
3 2

8 6
;

7 15

x
dx

x x x



  
  6. 

3

17 23
;

1

x
dx

x




  

7. 
2

3 2

3 5
;

3 5

x
dx

x x x



  
  8. 

2

2 3

3 6
;

5 3

x x
dx

x x x

 

  
  

9. 
2

3

3 40
;

13 34

x x
dx

x x

 

 
  10. 

2

3 2

16 19
;

5 4 20

x x
dx

x x x

 

  
  

11. 
3 2

8
;

3 12 10

x
dx

x x x



  
  12. 

3 2

8 2
;

7 5

x
dx

x x x



  
  

13. 
2

2 3

3 2
;

15 7

x x
dx

x x x

 

  
  14. 

2

3 2

6 9
;

2 7 8

x x
dx

x x x

 

  
  

15. 
3

5 3
;

10

x
dx

x x



 
  

16. 
2

3

2 5 6
;

4 5

x x
dx

x x

 

 
  

17. 
2

3 2

3 5
;

3 6 8

x
dx

x x x



  
  

18. 
3

5 26
;

20 2

x
dx

x x



 
  

19. 
2

3

6 2
;

2 1

x x
dx

x x

 

 
  

20. 
3 2

8 2
;

2

x
dx

x x x



 
  

21. 
2

3 2

1
;

6 11 6

x
dx

x x x



  
  22. 

2

3

2 1
;

1

x
dx

x




  

23. 
2

3 2

1
;

1

x x
dx

x x x

 

  
  

24. 
3 2

;
6 11 6

xdx

x x x  
  

25. 
3

;
3 2

xdx

x x 
  

26. 
2

3 2

1
;

1

x
dx

x x x



  
  
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27. 
3 2

;
1

dx

x x x  
  28. 

3
;

1

xdx

x 
  

29. 
4

;
1

dx

x 
  30. 

3 2
.

2 2 1

dx

x x x  
  

 

Завдання 18 
 

 Застосувавши рекурентну формулу, знайти 

1. 
2 4

;
( 4)

dx

x 
  2. 

2 4
;

( 9)

dx

x 
  

3. 
2 4

;
( 16)

dx

x 
  4. 

2 3
;

( 1)

dx

x x 
  

5. 
2 4

;
( 1)

dx

x x 
  6. 

2 3
;

( 4 5)

dx

x x 
  

7. 
2 3

;
( 4 5)

dx

x x 
  8. 

2 3
;

( 2 2)

dx

x x 
  

9. 
2 3

;
( 2 2)

dx

x x 
  10. 

2 3
;

( 4 13)

dx

x x 
  

11. 
2 3

;
( 4 13)

dx

x x 
  12. 

2 4
;

( 2 2)

dx

x x 
  

13. 
2 3

;
( 6 10)

dx

x x 
  14. 

2 4
;

( 6 10)

dx

x x 
  

15. 
2 3

;
( 6 10)

dx

x x 
  16. 

2 3
;

( 4 8)

dx

x x 
  

17. 
2 3

;
( 4 8)

dx

x x 
  18. 

2 4
;

( 4 8)

dx

x x 
  

19. 
2 3

;
( 2 3)

dx

x x 
  20. 

2 3
;

( 2 3)

dx

x x 
  
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21. 
2 4

;
( 2 3)

dx

x x 
  22. 

2 4
;

( 2 3)

dx

x x 
  

23. 
2 3

;
( 3 10)

dx

x x 
  24. 

2 3
;

( 3 10)

dx

x x 
  

25. 
2 4

;
( 3 10)

dx

x x 
  26. 

2 4
;

( 3 10)

dx

x x 
  

27. 
2 3

;
( 2 10)

dx

x x 
  28. 

2 4
;

( 2 10)

dx

x x 
  

29. 
2 3

;
( 2 10)

dx

x x 
  

30. 
2 4

.
( 2 10)

dx

x x 


 
 

 
Завдання 19 

 

 Застосувавши метод Остроградського, знайти 

1. 
2 2

2 3
;

( 4 5)

x
dx

x x



 
  2. 

2 2

3 2
;

( 4 5)

x
dx

x x



 
  

3. 
2 2

5
;

( 4 8)

x
dx

x x



 
  4. 

2 2

2 5
;

( 4 8)

x
dx

x x



 
  

5. 
2 2

3 4
;

( 2 2)

x
dx

x x



 
  6. 

2 2

8
;

( 2 2)

x
dx

x x



 
  

7. 
2 2

2 3
;

( 1)

x
dx

x x



 
  8. 

2 2

5 4
;

( 1)

x
dx

x x



 
  

9. 
2 2

3 5
;

( 4 13)

x
dx

x x



 
  10. 

2 2

8
;

( 4 13)

x
dx

x x



 
  

11. 
2 2

9
;

( 6 10)

x
dx

x x



 
  12. 

2 2

3 7
;

( 6 10)

x
dx

x x



 
  
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13. 
2 2

2 7
;

( 6 10)

x
dx

x x



 
  14. 

2 2

2 5
;

( 6 10)

x
dx

x x



 
  

15. 
2 2

4 3
;

( 4 8)

x
dx

x x



 
  16. 

2 2

3 4
;

( 4 8)

x
dx

x x



 
  

17. 
2 2

3 5
;

( 2 3)

x
dx

x x



 
  18. 

2 2

3 7
;

( 2 3)

x
dx

x x



 
  

19. 
2 2

2 5
;

( 3 10)

x
dx

x x



 
  20. 

2 2

3 5
;

( 3 10)

x
dx

x x



 
  

21. 
2 2

2 7
;

( 2 10)

x
dx

x x



 
  22. 

2 2

3 7
;

( 2 10)

x
dx

x x



 
  

23. 
2 2

8
;

( 4 13)

x
dx

x x



 
  24. 

2 2

7
;

( 4 13)

x
dx

x x



 
  

25. 
2 2

3 7
;

( 2 3)

x
dx

x x



 
  26. 

2 2

8
;

( 2 3)

x
dx

x x



 
  

27. 
2 2

3
;

( 2 10)

x
dx

x x



 
  28. 

2 2

3 2
;

( 2 10)

x
dx

x x



 
  

29. 
2 2

3 5
;

( 4 20)

x
dx

x x



 
  30. 

2 2

3 7
.

( 4 20)

x
dx

x x



 
  

  

 
Завдання 20 

 

 Записавши раціональний дріб у вигляді суми 

елементарних раціональних дробів ІІІ і IV типів, знайти 

1. 
3

2 2

1
;

( 4 5)

x
dx

x x



 
  2. 

3

2 2
;

( 4 5)

x x
dx

x x



 
  

3. 
3

2 2

1
;

( 4 5)

x
dx

x x



 
  4. 

3 2

2 2
;

( 4 8)

x x
dx

x x



 
  
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5. 
3

2 2

2
;

( 4 8)

x
dx

x x



 
  6. 

3

2 2

2
;

( 4 8)

x x
dx

x x



 
  

7. 
3 2

2 2
;

( 2 2)

x x
dx

x x



 
  8. 

3

2 2
;

( 2 2)

x x
dx

x x



 
  

9. 
3

2 2

1
;

( 2 2)

x
dx

x x



 
  10. 

2

2 2

2
;

( 1)

x x
dx

x x



 
  

11. 
3

2 2
;

( 1)

x x
dx

x x



 
  12. 

3

2 2

2
;

( 1)

x x
dx

x x



 
  

13.  

3

2 2

2 1
;

( 4 13)

x
dx

x x



 
  14. 

3

2 2

2
;

( 4 13)

x
dx

x x



 
   

15. 
3

2 2

1
;

( 4 13)

x
dx

x x



 
  16. 

3

2 2
;

( 6 10)

x x
dx

x x



 
  

17.  
3

2 2

2
;

( 6 10)

x x
dx

x x

 

 
  18. 

3

2 2

2
;

( 6 10)

x x
dx

x x



 
  

19.  
3

2 2

2 1
;

( 4 8)

x
dx

x x



 
  20. 

3

2 2

2
;

( 4 8)

x
dx

x x



 
  

21. 
3

2 2

3
;

( 4 8)

x
dx

x x



 
  22. 

3

2 2

2
;

( 2 3)

x x
dx

x x



 
  

23. 
3

2 2
;

( 2 3)

x x
dx

x x



 
  24. 

3

2 2

1 2
;

( 2 3)

x
dx

x x



 
  

25. 
3

2 2

2 4
;

( 3 10)

x x
dx

x x

 

 
  26. 

3

2 2

3 1
;

( 3 10)

x
dx

x x



 
  

27. 
3 2

2 2
;

( 3 10)

x x
dx

x x



 
  28. 

3

2 2

3 2
;

( 2 3)

x
dx

x x



 
  

29. 
3

2 2

2
;

( 2 3)

x x
dx

x x



 
  30. 

3

2 2

3 1
.

( 2 3)

x
dx

x x



 
  
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6. Інтегрування тригонометричних функцій 
Якщо невизначений інтеграл за допомогою заміни змінної 

можна звести до невизначеного інтеграла від раціонального 

дробу, тоді говорять, що початковий інтеграл раціона-

лізується. 

Многочленом від двох змінних ,u v  називають вираз  
2 2

00 10 01 20 11 02 0( , ) n

nP u v a a u a v a u a uv a v a v        ,         

де ; , 1,ija i j n  . раціональною функцією ( , )R u v  від двох 

змінних ,u v  називають  відношення двох многочленів від цих 

змінних. 

Теорема (універсальна підстановка). Нехай ( , )R u v  раціо-

нальна функція від двох змінних sin , cosu x v x  . Тоді  

(sin ,cos )R x x dx  раціоналізується за допомогою підстановки 

tg
2

x
t  . 

Зауважимо, що тоді  

      
2

2

1

dt
dx

t



,   

2

2
sin

1

t
x

t



,     

2

2

1
cos

1

t
x

t





. 

У деяких випадках приходять до простішого раціональ-

ного дробу замінами: 

1)  (sin ,cos )R x x – парна відносно sin  i cosx x , тоді tgt x , 

21

dt
dx

t



,  

2
2

2
sin

1

t
x

t



,     2

2

1
cos

1
x

t



. 

2)   (sin ,cos )R x x – непарна відносно sin x , тоді cost x  . 

3)  (sin ,cos )R x x – непарна відносно cos x  , тоді  sint x . 

Приклад1 . Знайти 
3 2sin cos

dx
I

x x


 
 . 
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■ Застосуємо універсальну підстановку  tg
2

x
t  , тоді 

2 2 2 2

2 2

2 1

1 2 1 2 2 ( 1) 1
3 2

1 1

dt dt dt
I

t t t t t t

t t

    
     

 
 

  

arctg( 1) arctg(tg 1)
2

x
t C C      .    ■ 

 

Завдання 21 
 Знайти 

1. 
4 4

;
sin cos

dx

x x
  2. 

3 5
;

sin cos

dx

x x
  

3. ;
3cos 2

dx

x 
  4. 

4 2
;

sin cos

dx

x x
  

5. 
2 2

;
sin 2sin 2 5cos

dx

x x x 


 

6. ;
2sin cos 5

dx

x x 
  

7. ;
(2 cos )sin

dx

x x
  8. 

2sin
;

sin 2cos

x
dx

x x
  

9. 
2

2

sin
;

1 sin

x
dx

x
  

10. 
sin cos

;
sin cos

x x
dx

x x
  

11. 
3 3

sin
;

sin cos

x
dx

x x
  

12. 
2

4 2 2 4

cos
;

sin 4sin cos 4cos

xdx

x x x x 


 

13. 
2 2 2

;
(sin 2cos )

dx

x x


 

14. 

3sin
;

cos 3

x
dx

x 
  

15. ;
5 4sin

dx

x
  16. ;

3sin 4cos

dx

x x
  
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17. 
3

4

cos
;

sin

x
dx

x
  18. 

3

2

cos
;

4sin 1

x
dx

x 
  

19. ;
1 sin

dx

x
  20. 

1 cos
;

1 cos

x
dx

x




  

21. 
sin cos

;
sin 2cos

x x
dx

x x




  22. 

cos
;

5sin 3cos

x
dx

x x
  

23. 
sin

;
sin 3cos

x
dx

x x
  24. 

sin 2cos
;

sin 2cos

x x
dx

x x




  

25. 
sin

;
sin cos

x
dx

x x
  26. 

2sin cos
;

3sin 4cos

x x
dx

x x




  

27. 
3

;
sin

dx

x
  28. 

3
;

cos

dx

x
  

29. 
3

4

sin
;

cos

x
dx

x
  

30. 

4

3

cos
.

sin

x
dx

x


 
 
 

Завдання 22 
 

1. 2 2cos sin .x xdx  
2. 

2

2

sin
.

cos

x
dx

x  

3. .
8 4sin 7cos

dx

x x   4. 4tg ( 5) .x dx  

5. .
2 3cos sin

dx

x x   6. 2 4cos sin .xx dx  

7. 4cos xdx  8. 
2

sin 2
.

2 sin

x
dx

x  

9. 2 4sin cos .x xdx  10. 3cos sin 2 .x xdx  

11. 
3

.
sin cos

dx

x x
  12. 

2 4

3tg 1
.

sin 4cos

x
dx

x x



  
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13. 

3 5sin 3cos

dx

x x 
  14. 

2

2 2

sin

3sin cos

xdx

x x
  

15. 
5

4sin cosx xdx  16. 4sin xdx  

17. 

4 4sin 3cos

dx

x x 
  18. 

4

6

sin

cos

x
dx

x
  

19. 
4cos  

dx

x  20. 
4sin  

dx

x  

21. 

1 sin cos

dx

x x 
  22. 

cos

1 cos

xdx

x
  

23. 3 3sin cos xdx  
24. 

2

4

cos

sin

x
dx

x
  

25. 
3

ctg xdx  26. sin( )sin( ) .
4 4

x x dx 
 

 

27. 1 sin .xdx  28. 
4

sin 2
.

cos

x
dx

x  

29. 
2

.
1 2sin

dx

x
 30. .

5 4sin 3cos

dx

x x   

 

 
Завдання 23 

 

1. 
3

cos 4

sin 4

xdx

x  2. 3tg xdx  

3. 
4sin 6cos

dx

x x  4. 
sin cos

dx

x x  
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5. 
5 3cos

dx

x  6. 4sin 8 cos8x xdx  

7. 
3sin 2cos

1 cos

x x
dx

x



  8. 
2

sin 2

1 cos

xdx

x
  

9. 
21 3cos

dx

x
 10. sin 4 cos4 .x xdx  

11. 3sin 2 cos2x xdx  12. 
2 2

2 3

sin 2cos

tgx
dx

x x



  

13. 
cos3

2 sin 3

xdx

x
  14. 

7sin 3cos

dx

x x  

15. 
4 4sin 3cos

dx

x x   16. 
26 3cos

dx

x  

17. sin 4 cos2x xdx  18. 
2 2sin 3cos

dx

x x  

19. 2tg xdx  20. 
3sin cos

dx

x x  

21. sin 2 cosx xdx  22. 2ctg xdx  

23. 
3 cos sin

dx

x x   24. 3cos 6xdx  

25. 
2 27cos 16sin

dx

x x  26. 
21 2sin

dx

x
 

27. 
21 3cos

dx

x
 28. 

2 27cos 2sin

dx

x x  
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29. 3sin xdx  30. 
5 4sin 2cos

dx

x x   

 

Завдання 24 
 

1. 
 2

.
sin 1 cos

dx

x x    2. 
cos

.
2 cos

xdx

x  

3. 
 2

.
sin 1 cos

dx

x x    4. 
 

3

cos
.

1 cos

xdx

x
  

5. 
 

2

cos sin
.

1 sin

x x
dx

x




    6. 

 
.

cos 1 cos

dx

x x  

7. 
 

.
sin 1 sin

dx

x x    8. 
 

2
.

1 sin cos

dx

x x 
  

9. 
cos

.
5 4cos

xdx

x    10. 
1 sin

.
1 cos sin

x
dx

x x



   

11. 
cos

.
1 sin cos

xdx

x x     12. 
 1 cos

.
1 sin cos

x dx

x x



   

13. 
sin

.
1 sin cos

dx

x x     14. 
 

2

1 sin
.

1 sin

x
dx

x




  

15. 
cos

.
1 sin cos

xdx

x x     16. 
 

cos
.

(1 sin ) 1 cos

xdx

x x   
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17. 
cos

.
1 cos sin

xdx

x x     18. 
 

2

cos
.

1 cos sin

xdx

x x 
  

19. 
 

2

cos
.

1 cos sin

xdx

x x 
   20. 

 

 

1 sin
.

cos 1 cos

x dx

x x



  

21. 
 

2

sin
.

1 sin

xdx

x
    22. 

 
2

sin
.

1 cos sin

xdx

x x 
  

23. 
 

2

sin
.

1 cos sin

xdx

x x 
   24. 

 

2

2

cos
.

1 cos sin

xdx

x x 
  

25. 
 

2

2

sin
.

1 cos sin

xdx

x x 
   26. 

 

2

2

cos
.

1 cos sin

xdx

x x 
  

27. 
 

.
sin 1 sin

dx

x x    28. 
 

2
.

1 cos sin

dx

x x 
  

29. 
sin

.
2 sin

xdx

x    30. 
 

.
cos 1 cos

dx

x x  

31. 
sin

.
5 3sin

xdx

x  
 

 

Завдання 25 
 

1. .
(3tg 5)sin 2

dx

x x    2. 
2

2ctg 1
.

(2sin cos )

x
dx

x x



  
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3. 
2 2

3 2 tg
.

2sin 3cos 1

x
dx

x x



    4. 
2

4 tg 5
.

1 sin 2 4cos

x
dx

x x



   

5. 
2 2

(8 tg )
.

18sin 2cos

x
dx

x x



   6. 
2 2

tg 2
.

sin 2cos 3

x
dx

x x



   

7. 
2

6 tg
.

3sin 2 5cos

xdx

x x   8. 
22 tg 11tg 22

.
4 tg

x x
dx

x

 

  

9. 
3tg 1

.
2sin 2 5cos 2 1

x
dx

x x



    10. 
 

2

1 ctg
.

sin 2cos

x
dx

x x




  

11. 
2 2

tg
.

sin 5cos 4

x
dx

x x    12. 
26sin

.
3cos 2 4

x
dx

x   

13. 
2 2

4 tg
.

2sin 18cos

x
dx

x x



   14. 
2 2

12 tg
.

3sin 12cos

x
dx

x x



  

15. 
2 2

6 tg
.

9sin 4cos

x
dx

x x



   16. 
2

2 2

tg
.

3sin 4cos 7

xdx

x x   

17. 
 

2

7 3tg
.

sin 2cos

x
dx

x x




   18. 

 
2 tg 5

.
5 tg sin 2

x
dx

x x



  

19. 
23tg 50

.
2 tg 7

x
dx

x



    20. 
5tg 2

.
2sin 2 5

x
dx

x



  

21. 
2

4 tg 5
.

4cos sin 2 1

x
dx

x x



    22. 
26sin

.
4 3cos 2

x
dx

x  

23. 
11 3tg

.
tg 3

x
dx

x



    24. 
2

2 tg 5
.

(4cos sin )

x
dx

x x



  
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25. 
 

.
6 tg sin 2

dx

x x   26. 
4 7 tg

.
2 3tg

x
dx

x



  

27. 
 

2

2 tg
.

sin 3cos

x
dx

x x




  28. 

2

8tg
.

3cos 8sin 2 7

xdx

x x   

29. 
 

12
.

6 5tg sin 2

dx

x x   30. 
2tg

.
4 3cos 2

x
dx

x  

31. 
2

2

3tg 1
.

tg 5

x

x



  
 

 

7. Інтегрування деяких ірраціональних функцій 
 ( )R x  називають раціональною функцією однієї змінної x , 

якщо ( )R x є раціональний дріб. Тоді раціональна функція 

змінних 1, , nt t , де ( )k kt R x – раціональна функція однієї 

змінної x  ( 1,k n ), а саме 1( ( ), , ( ))nR R x R x  є  раціональною 

функцієї однієї змінної x  . Позначимо її ( )R  . Тоді  

І. ( , , , , ) ,R x x x x dx  
  де 1 2

1 2

, , , k

k

mm m

n n n
        

( , 1, )i

i

m
Q i k

n
   раціоналізується заміною Nx t , де N – 

спільний знаменник чисел , , ,   . 

II. Дробово–лінійна ірраціональність , ,n
ax b

R x dx
cx d

 
   

  де 

; , , , ,n a b c d   0ad bc  , раціоналізується заміною 

nax b
t

cx d





. 
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ІІІ.  Подібно до ІІ 

( , , , , )
ax b ax b ax b

R x dx
cx d cx d cx d

  
       

     
       

   раціоналізується  

заміною Nax b
t

cx d





, де N – спільний знаменник чисел 

, , ,   . 

ІV. Квадратична ірраціональність:  

2( , ) ( , )R x ax bx c R x y   , при цьому вважають, що 

квадратний тричлен не має рівних коренів. 

 2( , )R x ax bx c dx  , де , , ,a b c  раціоналізується 

за допомогою підстановок Euler’a:  

перша підстановка: 0a  , заміна 2ax bx c t x a    . 

друга підстановка: 0c  , заміна 2ax bx c tx c    , 

причому знаки “ ” вибирають довільним чином. 

третя підстановка: квадратний тричлен має дійсні корені – 
2

1 2( )( )ax bx c a x x x x     , заміна 2
1( )ax bx c x x t    . 

 При знаходженні 2( , )R x ax bx c dx   можна 

застосу-вати інший спосіб: виділити повний квадрат під 

коренем і отримати один з інтегралів 

 1)  2( , 1 )R z z dz , заміна tgz t , або shz t , або 

21 1z zt   , або 
21 z z t   . 

 2) 2( , 1 )R z z dz , заміна sinz t , або cosz t , або 

21 (1 )z t z   , або 
21 1z zt   . 

 3) 2( , 1)R z z dz , заміна secz t , або chz t , або 

2 1 ( 1)z t z   , або 
2 1z z t   . 

 Вкажемо ще два частинних випадки. 
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 Перший: 
2

( )nP x dx
I

ax bx c


 
 , де ( )nP x –многочлен 

степеня n , можна знайти методом Остроградського 

2
1

2
( )n

dx
I Q x ax bx c

ax bx c
    

 
 . 

Невідомі коефіцієнти многочлена 1( )nQ x і сталу   знахо-

дять  диференціюванням лівої та правої частин рівності і ви-

користовуючи властивості тотожної рівності многочленів. 

 Другий: 
2( )m

dx

x ax bx c  
 , ; , , , ;m a b c    

заміна  
1

t
x




 зводить цей інтеграл до попереднього. 

Приклад 1 . Знайти 3
1

1 1

x dx
I

x x




 
 . 

 

■   Заміна 3 1

1

x
t

x





, тоді 

3

3

1
;

1

t
x

t





 

3

2
1 ;

1
x

t
 


 

3

3

2
1 ;

1

t
x

t
 


 

2

3 2

6

( 2)

t dt
dx

t
 


 і  

2 3

3 2 3 3 2

6 1 1 2
3 3

3( 1) 3( 1) 2 1 1

t t dt dt t
I t dt dt

tt t t t t

  
      

   
   

21 1 2 1
ln | 1| ( ln( 1) 3 arctg )

3 2 3

t
t t t C


          

2

2

1 (1 ) 2 1
ln 3 arctg

2 1 3

t t
C

t t

 
   

 
, де 3

1

1

x
t

x





  ■ 

Приклад 2 . Знайти 
21 2 2

dx
I

x x


  
 . 
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■   Оскільки 1 0a   , застосуємо першу підстановку Euler’a: 

2 2 2x x t x a t x      , тоді 

2 2
;

2 2

t
x

t





 

2

2

2 2

2( 1)

t t
dx dt

t

 



 і  

2

2

2 2

( 1)( 2)

t t
I dt

t t

 


 
 . Запишемо 

2

2 2

2 2

1 2( 1)( 2) ( 2)

t t A B C

t tt t t

 
  

   
. Тотожньо зрівняємо 

2 22 2 ( 2) ( 1)( 2) ( 1)t t A t B t t C t         , тоді 1,A   

0,B   2C   .  

Отже    
2

2
ln | 1 | 2 ln | 1 |

2( 2)

dt
I t t C

tt
      


 ,   

де   2 2 2t x x x      ■ 

Приклад 3 . Знайти 
2 1

dx
I

x x x


  
 . 

■   Оскільки 1 0c   , застосуємо другу підстановку Euler’a: 

2 1 1x x tx c tx      ,  

тоді 
2

1 2

1

t
x

t





, 

2

2 2

2( 1)

(1 )

t t
dx dt

t

 



, 2 1 1x x x x tx           

2

(1 )

1

t t

t


 


  і   

2

2

2( 1) 1 3 3
2ln | | ln |1 | ln |1 |

2 2 1(1 ) ( 1)

t t dt
I t t t C

tt t t

 
       

 
 , 

де 
21 1x x

t
x

  
     ■ 

Приклад 4 . Знайти 
2 3( 7 10 )

xdx
I

x x


 
 . 
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■ Оскільки 0, 0a c   і 
27 10 ( 2)(5 )x x x x     , застосу-

ємо третю підстановку Euler’a: 27 10 ( 2)x x t x    , тоді 

2

2

2 5

1

t
x

t





, 

2 2

6

(1 )

tdt
dx

t





, 

2

3
( 2)

1

t
x t

t
 


  і  

2 2 3 2

2 2 2 3 2

2 5 6 (1 ) 2 2 5 10 4

9 9 91 (1 ) (3 )

t t t t t
I dt dt C

tt t t t

   
     

 
  ,  

де 
27 10 5

2 2

x x x
t

x x

  
 

 
   ■ 

Приклад 5 . Знайти 
3 2( 1) 3 1

dx
I

x x x


  
 . 

■   Застосуємо заміну 
1

1
t

x



, тоді 

2

dt
dx

t
  , 

1
1x

t
  ,  

2 2

2

1
3 1 (5 5 1)x x t t

t
         і   

3

2 2

1

5 5 1

t t
I dt

t t t
  

 
  

2

25 5 1

t dt

t t
 

 
 . До останнього інтеграла застосуємо метод 

Остроградського: 
2

2

2 2
( ) 5 5 1

5 5 1 5 5 1

t dt dt
At B t t

t t t t
     

   
  . 

Продиференціювавши, отримуємо 
2

2

2 2 2

( )(10 5)
5 5 1

5 5 1 2 5 5 1 5 5 1

t At B t
A t t

t t t t t t

  
    

     

, 

2 22 2 (5 5 1) ( )(10 5) 2t A t t At B t        . Звідси  

1 3 11
, ,

10 20 40
A B      і  
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2

2

3 11
( ) 5 5 1
10 20 40 5 5 1

t dt
I t t

t t
      

 


2 23 11 5
( ) 5 5 1 ln | 5 5 5 1 | ,
20 10 240 5

t
t t t t t C

 
           

 

де   
1

1
t

x



   ■ 

 Приклад 6 . Знайти 
2 2

( 4)

( 1)( 2) 1

x dx
I

x x x x




   
 . 

  ■ Зауважимо, що 
2 2

( 4)

( 1)( 2) 1

x dx

x x x x




   
  

2 2

5 2 5
( )
9( 1) 9( 2)3( 2) 1

dx

x xx x x
  

   
  

можна записати як суму трьох інтегралів, кожен з яких 

інтегрується вказаними вище способами. ■ 

 
 

Завдання 26 
Знайти інтеграли 

1. 
3

;
dx

x x
  3. 

3
;

2 3

xdx

x 
  

4. 
1 1

;
1

x
dx

x x




  5. 

4
;

1

xdx

x 
  

6. 
2

1 1
;

1(1 )

x
dx

xx




  7. 

2

1 1
;

1

x
dx

xx




  

8. 
3

;
(1 2 )

dx

x x x 
  9. 

3

3

2
;

2

x x
dx

x x



 
  

10. 
3

1 1
;

1 1

x
dx

x

 

 
  11. 

34
;

(1 )

dx

x x
  
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12. 
1 1

;
1 1

x x
dx

x x

  

  
  

13. 
2 43

;
( 1) ( 1)

dx

x x 
  

14. 
34

;
(1 )

xdx

x x
  15. 

2

1 1
;

1(1 ) (1 )

x
dx

xx x



 
  

16. 
45

;
( 1) ( 1)( 3)

dx

x x x  
  17. 

2

1 1
;

1(1 )(1 )

x
dx

xx x



 
  

18. 
2

1 2
;

( 1) 1

x
dx

x x

 

  
  19. 

3

1
;

1

x
dx

x




  

20. 
5 2

;
( )

dx

x x x
  21. 

3 4
;

2

dx

x x x 
  

22. 
4

;
2 1 2 1

dx

x x  
  23. ;

(2 ) 1

dx

x x 
  

24. 
3

6

1 5 1
;

5 1 5 1

x
dx

x x

 

  
  

25. 
56

;
( 1) ( 1)( 1)

dx

x x x  
  

26. 
2

1
;

( 1)

x
dx

x x




  27. ;

2 2 1

xdx

x 
  

28. 
5 34

;
( 1) ( 1)

dx

x x 
  

29. 
2

1
;

2

x
dx

xx 
  

30. 
4

1
;

x
dx

x x




  31.

2

3

1

1

x x
dx

x

 


 . 

 

 
Завдання 27 

 

1. 

 






682

12

2 xx

dxx

 
2. 

 






963

3

2 xx

dxx
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3. 

 






22

5

2 xx

dxx

 
4. 

 






34

22

2 xx

dxx

 

5. 

 






906

13

2 xx

dxx

 
6. 

 






2443

14

xx

dxx

 

7. 

 






158

23

2 xx

dxx

 
8. 





682

)32(

2 xx

dxx

 

9. 

 






2410

57

2 xx

dxx

 
10. 

 269

3

xx

xdx

 

11. 

 






223

3

xx

dxx

 
12. 

 






56

23

2 xx

dxx

 

13. 

 






84

32

2 xx

dxx

 
14. 

 






223

13

xx

dxx

 

15. 

 






294

15

2 xx

dxx

 
16. 

 






xx

dxx

1649

23

2

 

17. 
 9164 2 xx

xdx

 
18. 

 2610

2

xx

xdx

 

19. 

 






34

13

2 xx

dxx

 
20. 

 






682

12

2 xx

dxx

 

21. 

 






172

13

2 xx

dxx

 
22. 

 






134

34

2 xx

dxx

 

23. 

 






158

25

2 xx

dxx

 
24. 

 1022 xx

xdx

 

25. 

 






86

43

2xx

dxx

 
26. 

 






25105

45

2 xx

dxx

 

27. 
 158

5

2 xx

xdx

 
28. 

 245

3

xx

xdx
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29. 
 344

5

2 xx

xdx

 
30. 

 






52

34

2 xx

dxx

    
 

Завдання 28 
 
 

1. 2 21 .x x dx  
2. 

2 4
.

x
dx

x


  

3. 
2
.

( 1) 2

dx

x x x  
  4. 

 2 2
.

25 25

dx

x x 
  

5. 
2

2

9
.

x
dx

x


  6. 

2
.

1 3 2

dx

x x x 
  

7. 
2

4

9
.

x
dx

x


  8. 

2 3
.

( 1)

dx

x 
  

9. 
2 1

.
x

dx
x


  10. 

2 3
.

(9 )

dx

x
  

11. 
2

2
.

9

x dx

x
  12. 

2
.

1

dx

x x 
  

13. 
2

2

16
.

x
dx

x


  14. 

2
.

( 1) 2

dx

x x x  
  

15. 
2 3

4

(4 )
.

x
dx

x


  16. 

 
3

2

.

5

dx

x
  

17. 
2

4

1
.

x
dx

x


  18. 

2 3
.

( 1)

dx

x 
  

19. 
2
.

( 1) 1

dx

x x x  
  20. 

2 2
.

1

dx

x x 
  
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21. 

 

4

3
2

.

1

x dx

x
  22. 

 

3

3
2

.

1

x dx

x
  

23. 

 
3

2

.

4

dx

x
  24. 

 

4

3 2
2

.
2

x dx

x
  

25. 
2

.
( 2) 2

dx

x x x 
  26. 

 
3 2

2
.

16

dx

x
  

27. 2 216 .x x dx  28. 

 
3

2

.

64

dx

x
  

29. 
 

4

2 2
.

16 16

x dx

x x 
  30. 

 

4

3
2

.

8

x dx

x
  

 

 
Завдання 29 

Застосувавши першу підстановку Euler’a, знайти  

1. 
2

;
1 2 2

dx

x x  
  2. 

2
;

1 2 2

dx

x x   
  

3. 
2

;
2 2 2

dx

x x  
  4. 

2
;

2 2 2

dx

x x  
  

5. 
2

;
3 2 2 3

dx

x x  
  6. 

2
;

3 2 2 3

dx

x x  
  

7. 
2

;
1 2 3

dx

x x  
  8. 

2
;

2 2 3

dx

x x  
  

9. 
2

;
3 2 3

dx

x x  
  10. 

2
;

1 2 5

dx

x x  
  
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11. 
2

;
3 2 6

dx

x x  
  12. 

2
;

2 2 5

dx

x x  
  

13. 
2

;
2 2 5

dx

x x  
  14. 

2
;

1 4 3

dx

x x  
  

15. 
2

;
1 4 3

dx

x x  
  16. 

2
;

1 4 2

dx

x x  
  

17. 
2

;
1 4 2

dx

x x  
  18. 

2
;

4 4 2

dx

x x   
  

19. 
2

;
2 4 2

dx

x x  
  20. 

2
;

1 4 2

dx

x x  
  

21. 
2

;
1 4 2

dx

x x  
  22. 

2
;

1 9 2

dx

x x  
  

23. 
2

;
1 9 2

dx

x x  
  24. 

2
;

2 9 2

dx

x x  
  

25. 
2

;
2 9 2

dx

x x  
  26. 

2
;

2 9 2

dx

x x  
  

27. 
2

;
1 9 2

dx

x x  
  28. 

2
;

1 4 2 3

dx

x x  
  

29. 
2

;
1 4 2 3

dx

x x  
  30.

21 4 2 3

dx

x x  
 . 

 

 
Завдання 30 

Застосувавши другу підстановку Euler’a, знайти  

1. 
2

;
2 2 1 3 3

dx

x x x  
  2. 

2
;

3 1 3

dx

x x x   
  
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3. 
2

;
1 2

dx

x x x  
  4. 

2
;

1 2

dx

x x x  
  

5. 
2

;
1 2

dx

x x x  
  6. 

2
;

1 2

dx

x x x  
  

7. 
2

;
1 2 2

dx

x x x  
  8. 

2
;

1 3

dx

x x x  
  

9. 
2

;
1 3

dx

x x x  
  10. 

2
;

2 1

dx

x x x  
  

11. 
2

;
2 1

dx

x x x  
  12. 

2
;

2 1

dx

x x x  
  

13. 
2

;
2 2 1

dx

x x x  
  14. 

2
;

2 2 1

dx

x x x  
  

15. 
2

;
2 2 1

dx

x x x  
  16. 

2
;

2 2 1

dx

x x x  
  

17. 
2

;
3 4 1

dx

x x x  
  18. 

2
;

3 4 1

dx

x x x  
  

19. 
2

;
3 4 4

dx

x x x  
  20. 

2
;

3 4 4

dx

x x x  
  

21. 
2

;
2 3 4 4

dx

x x x  
  22. 

2
;

2 3 4 4

dx

x x x  
  

23. 
2

;
2 3 4 4

dx

x x x  
  24. 

2
;

2 3 4 4

dx

x x x  
  

25. 
2

;
3 2 1

dx

x x x  
  26. 

2
;

3 2 1

dx

x x x  
  

27. 
2

;
3 2 1

dx

x x x  
  28. 

2
;

3 2 1

dx

x x x  
  
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29. 
2

;
2 3 2 1

dx

x x x  
  30.

22 3 2 1

dx

x x x  
 . 

 
 

Завдання 31 
Застосувавши третю підстановку Euler’a, знайти 

1. 
2 3 2

;
(3 2 )

xdx

x x 
  2. 

2

2 5 2
;

(3 2 )

x dx

x x 
  

3. 
2 3 2

;
(6 8 )

xdx

x x 
  4. 

2

2 5 2
;

(6 8 )

x dx

x x 
  

5. 
2 3 2

;
(2 3 )

xdx

x x 
  6. 

2

2 5 2
;

(2 3 )

x dx

x x 
  

7. 
2 3 2

;
(5 4 )

xdx

x x 
  8. 

2

2 5 2
;

(5 4 )

x dx

x x 
  

9. 
2 3 2

;
(6 5 )

xdx

x x 
  10. 

2

2 5 2
;

(6 5 )

x dx

x x 
  

11. 
2 3 2

;
(5 6 )

xdx

x x 
  12. 

2

2 5 2
;

(5 6 )

x dx

x x 
  

13. 
2 3 2

;
(7 10)

xdx

x x 
  14. 

2

2 5 2
;

(7 10)

x dx

x x 
  

15. 
2 3 2

;
(7 6 )

xdx

x x 
  16. 

2

2 5 2
;

(7 6 )

x dx

x x 
  

17. 
2 3 2

;
(8 12 )

xdx

x x 
  18. 

2

2 5 2
;

(8 12 )

x dx

x x 
  

19. 
2 3 2

;
(4 3 )

xdx

x x 
  20. 

2

2 5 2
;

(4 3 )

x dx

x x 
  
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21. 
3

2 3 2
;

(5 6 )

x dx

x x 
  22. 

4

2 5 2
;

(5 6 )

x dx

x x 
  

23. 
2 3 2

;
(7 12 )

xdx

x x 
  24. 

2

2 5 2
;

(7 12 )

x dx

x x 
  

25. 
2 3 2

;
(8 15 )

xdx

x x 
  26. 

2

2 5 2
;

(8 15 )

x dx

x x 
  

27. 
2 3 2

;
(9 18 )

xdx

x x 
  28. 

2

2 5 2
;

(9 18 )

x dx

x x 
  

29. 
2 3 2

;
(8 7 )

xdx

x x 
  30.

2

2 5 2(8 7 )

x dx

x x 
  

. 
 

Завдання 32 
Застосувавши метод Остроградського, знайти 

1. 
2

2

2 3
;

1

x x
dx

x x

 

 
  2. 

2

2

2
;

2 2

x x
dx

x x

 

 
  

3. 
3

2

1
;

2 2

x
dx

x x



 
  4. 

3

2

1
;

2 5

x
dx

x x



 
  

5. 
2

2
;

4 10

x x
dx

x x



 
  6. 

3

2

3
;

4 10

x
dx

x x



 
  

7. 
3

2

2 1
;

4 8

x x
dx

x x

 

 
  8. 

3

2

2 1
;

4 10

x x
dx

x x

 

 
  

9. 
3

2

2 1
;

3 6 13

x
dx

x x



 
  10. 

3

2

2 1
;

1 2

x x
dx

x x

 

 
  

11. 
3

2

4 1
;

4 2

x x
dx

x x

 

 
  12. 

3

2

2 3
;

6 2

x x
dx

x x



 
  
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13. 
3

2

3 2
;

2 2

x
dx

x x



 
  14. 

2

2

3 4 1
;

3 10

x x
dx

x x

 

 
  

15. 
2

2

3 1
;

7 10

x x
dx

x x

 

 
  16. 

3

2

2 1
;

7 10

x x
dx

x x

 

 
  

17. 
3

2

3 2
;

4 4 5

x x
dx

x x



 
  18. 

3

2

2 3
;

4 4 5

x
dx

x x



 
  

19. 
3

2

3 5
;

8 6 9

x x
dx

x x



 
  20. 

2 3

2

3
;

8 6 9

x x
dx

x x



 
  

21. 
3

2

3 2
;

2 6 9

x
dx

x x



 
  22. 

3

2

5
;

2 6 9

x
dx

x x



 
  

23. 
3

2

3 2
;

4 4 5

x
dx

x x



 
  24. 

3

2

1 3
;

4 4 5

x
dx

x x



 
  

25. 
3

2

2
;

2 3

x
dx

x x



 
  26. 

2 3

2

3 2
;

2 3

x x x
dx

x x

 

 
  

27. 
3

2

2
;

7 10

x
dx

x x



 
  28. 

3

2

2 1
;

7 10

x x
dx

x x

 

 
  

29. 
3

2

2 1
;

4 9 1

x x
dx

x x

 

 
  30.

3

2

3 2

4 9 1

x x
dx

x x



 
 . 

 

 

Завдання 33 
Знайти інтеграли 

1. 
2 2

( 3)
;

( 1) ( 2) 2 4

x dx

x x x x



   
  

2. 
3 2

( 4)
;

( 1) ( 2) 2 4

x dx

x x x x



   
  
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3. 
2 2

(2 1)
;

( 1) ( 2) 2 4

x dx

x x x x



   
  

4. 
2 2

( 2)
;

( 1) ( 2) 2 2

x dx

x x x x



   
  

5. 
3 2

(3 1)
;

( 1) ( 2) 2 2

x dx

x x x x



   
  

6. 
3 2

( 4)
;

( 1) ( 2) 2 2

x dx

x x x x



   
  

7. 
2 2

(3 1)
;

( 1) ( 2) 2 2

x dx

x x x x



   
  

8. 
2 2

(2 1)
;

( 1) ( 2) 2 3

x dx

x x x x



   
  

9. 
3 2

(3 2)
;

( 1) ( 2) 2 3

x dx

x x x x



   
  

10. 
2 2

(2 1)
;

( 1) ( 2) 2 3

x dx

x x x x



   
  

11. 
3 2

;
( 1) ( 2) 2 3

xdx

x x x x   
  

12. 
2 2

(3 1)
;

( 1) ( 2) 4 3

x dx

x x x x



   
  

13. 
3 2

(2 3)
;

( 1) ( 2) 4 3

x dx

x x x x



   
  

14. 
2 2

(3 4)
;

( 1) ( 2) 4 3

x dx

x x x x



   
  

15. 
3 2

( 3)
;

( 1) ( 2) 4 3

x dx

x x x x



   
  
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16. 
2 2

(2 1)
;

( 2) ( 1) 1

x dx

x x x x



   
  

17. 
3 2

(2 1)
;

( 2) ( 1) 1

x dx

x x x x



   
  

18. 
2 2

(3 1)
;

( 2) ( 1) 1

x dx

x x x x



   
  

19. 
3 2

(2 3)
;

( 2) ( 1) 1

x dx

x x x x



   
  

20. 
2 2

(2 1)
;

( 2) ( 1) 3 1

x dx

x x x x



   
  

21. 
2 2

(3 1)
;

( 2) ( 1) 3 1

x dx

x x x x



   
  

22. 
2 2

(2 3)
;

( 2) ( 1) 3 1

x dx

x x x x



   
  

23. 
3 2

( 3)
;

( 2) ( 1) 3 1

x dx

x x x x



   
  

24. 
2 2

(2 3)
;

( 2) ( 1) 2 1

x dx

x x x x



   
  

25. 
3 2

(3 2)
;

( 2) ( 1) 2 1

x dx

x x x x



   
  

26. 
2 2

( 3)
;

( 2) ( 1) 2 1

x dx

x x x x



   
  

27. 
3 2

( 3)
;

( 2) ( 1) 2 1

x dx

x x x x



   
  

28. 
2 2

(3 2)
;

( 2) ( 1) 3 2

x dx

x x x x



   
  
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29. 
3 2

(2 3)
;

( 2) ( 1) 3 2

x dx

x x x x



   
  

30. 
2 2

(2 3)

( 2) ( 1) 3 2

x dx

x x x x



   
 . 

 
8. Інтегрування диференціальних біномів 

 Вираз ( )m n px a bx dx , де , ; , ,a b m n p   

називають диференціальним біномом. 

 Теорема . Інтеграл  від диференціального бінома 

раціона-лізується у наступних випадках: 

1) p  підстановкою 
sx t , де s – найменше спільне кра-

тне знаменників дробів m   і n . 

2) 
1m

n


  підстановкою n la bx t  , де l – знаменник p . 

3)
1m

p
n


   підстановкою ,

n
l

n

a bx
t

x


  де l – знамен-    

ник p . 

 У інших випадках інтеграл не виражається в 

елементарних функціях. 

Приклад 1 . Знайти 
11 41

dx

x x
 . 

■ Зауважимо, що вираз 
11 4 1 2(1 )x x dx   є диференціальним 

біномом (
1

11, 4,
2

m n p     ). Перевіримо умови 1)– 3) те-

ореми: 
1

2
p    , 

1 11 1

4

m

n

  
  , 

1 5 1

2 2

m
p

n

 
     

3   . Маємо випадок 3). 
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 Заміна  
4

2

4 2 1 4 2 5 4

1 1
, ,

( 1) 2( 1)

x tdt
t x dx

x t t


   

 
. Тоді 

2 2 5 3( 1)

2 10 3 2

t t t t
I dt C


       , де 

4

2

1 x
t

x


    ■ 

Приклад 2 . Знайти 
5 41

dx

x
 . 

 Вираз 
4 1 5(1 )x dx  є диференціальним біномом, де 

1

5
p    , 

1 0 1 1

4 4

m

n

 
   , 

1 1 1

4 5

m
p

n


    . Отже 

інтеграл не виражається в елементарних функціях. ■ 

 

 
Завдання 34 

Знайти інтеграли 

1. 3 4 ;x x dx  2. 
23

;
(1 )

x
dx

x
  

3. 
3 2

;

1

xdx

x
  4. 

5

2
;

1

x dx

x
  

5. 
3 3

;
1

dx

x
  6. 

4 4
;

1

dx

x
  

7. 
6 6

;
1

dx

x x
  8. 

3 5

;
1

1

dx

x
x



  

9. 3 33 ;x x dx  10. 
31 1 3(1 ) ;x x dx
   

11. 
4 3

;
1

dx

x x
  12. 

33 3
;

2

dx

x x
  

13. 
2 2 3

;
(1 )

dx

x x
  14. 

3 2
;

1

dx

x x
  
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15. 
3 41

;
x

dx
x


  16. 

4 5
;

1

dx

x x
  

17. 
2 3 5 3

;
(2 )

dx

x x
  18. 3 41 ;xdx  

19. 
3 5

;
1

dx

x x
  20. 

4
3(1 ) ;x x dx  

21. 
2 35 3(1 ) ;x x dx  

22. 
4

5

1
;

x
dx

x


  

23. 
3 1

;
x

dx
x


  

24. 32 31 ;x x dx   

25. 23 (1 ) ;x x dx  26. 
3 23 2(1 2 ) ;x x dx


  

27. 
4 2

;
1

dx

x x
  28. 

3 41
;

x
dx

x


  

29. 
11 4

;
1

dx

x x
  30. 

3 51

dx

x x
 . 

 

 
Завдання 35 

Знайти інтеграли 

1. 34

1
.

x
dx

x x




 
2. 

3

3 2

1
.

x
dx

x x




 

3. 

31
.

x
dx

x x




 
4. 

3 3

9 4

1
.

x
dx

x x




 

5. 

3 3 2

9 8

1
.

x
dx

x x




 6. 

 
2

33

9 5

1
.

x
dx

x x




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7. 

 
2

3 23

2 9

1

.

x

dx
x x




 

8. 

 
2

3

6 5

1
.

x
dx

x x




 

9. 

3 2

2

1
.

x
dx

x




 
10. 2

1
.

x
dx

x x




 

11. 

 
3

4

8 7

1
.

x
dx

x x




 

12. 

 
3

34

712

1
.

x
dx

x x




 

13. 

 
3

3 24

2 6

1

.

x

dx
x x




 

14. 

34

2 8

1
.

x
dx

x x




 

15. 

3 34

2

1
.

x
dx

x




 16. 

 
2

343

2 4

1

.

x

dx
x x




 

17. 

 
4

5

10 9

1
.

x
dx

x x




 

18. 

 
4

35

5 3

1
.

x
dx

x x




 

19. 

 
4

3 25

2 5

1

.

x

dx
x x




 

20. 

 
4

345

202 7

1

.

x

dx
x x




 

21. 

5 5 4

252 11

1
.

x
dx

x x




  

22. 

5 4

2 5

1
.

x
dx

x x




 

23. 

3 5 4

215

1
.

x
dx

x x




  
24. 

 
2

5 43

2 3

1

.

x

dx
x x




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25. 

 
3

5 44

52 2

1

.

x

dx
x x




 

26. 

3 4

3

1
.

x
dx

x x




 

27. 

 
2

43

512

1
.

x
dx

x x




 

28. 

4 3

512

1
.

x
dx

x x




 

29. 

4 3 2

6 5

1
.

x
dx

x x




 
30. 

3 5

15 4

1
.

x
dx

x x




 

31. 

5 3

5 2

1
.

x
dx

x x




 
 

 

9.Інтегрування гіперболічних функцій 
       Гіперболічні функції інтегруються таким же чином, що й 

тригонометричні. При цьому варто використовувати 

формули, які пов’язують між собою гіперболічні функції. 

 

 
Завдання 36 

Знайти інтеграли 

 

1. 
4 4

.
sh ch

dx

x x  2. 
3 5

;
sh ch

dx

x x  

3. 
4 2

;
sh ch

dx

x x  4. 
2 2

;
sh 2sh 2 5ch

dx

x x x 
 

5. 
2

2

sh
;

1 sh

x
dx

x
 6. 

3 3

sh
;

sh ch

x
dx

x x  

7. 
2

4 2 2 4

ch
;

sh 4sh ch 4ch

xdx

x x x x  8. 
2 2 2

;
(sh 2ch )

dx

x x  
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9. 
3

4

ch
;

sh

x
dx

x  10. 
3

2

ch
;

4sh 1

x
dx

x   

11. 
3

;
sh

dx

x  12. 
3

;
ch

dx

x  

13. 
3

4

sh
;

ch

x
dx

x  14. 
4

3

ch
.

sh

x
dx

x  

15. 2 3ch sh .x xdx   
16. 

2

6

sh
.

ch

x
dx

x  

17. 4th ( 5) .x dx   18. 2 4ch sh .x xdx  

19. 4ch .xdx  20. 
2

sh 2
.

2 sh

x
dx

x   

21. 2 4sh ch .x xdx  22. 3ch sh 2 .x xdx  

23. 
3

.
sh ch

dx

x x
  24. 

2 2

3th 1
.

sh 4ch

x
dx

x x



  

25. 
2

2 2

sh
.

3sh ch

x
dx

x x  
26. 4 5sh ch .x xdx  

27. 4sh .xdx  
28. 

4

6

sh
.

ch

x
dx

x  

29. 
4

.
ch

dx

x  30. 
4

.
sh

dx

x  

 
 

10. Задачі на різні методи інтегрування 

Завдання 37 
Знайти інтеграли 

1. 
3

2
;

1 2

x
dx

x x 
  
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2. 
10

2
;

1

x
dx

x
  

3. 
3 2

2

6 11 6
;

4 3

x x x
dx

x x

  

 
  

4. 
3 2

;
1

dx

x x 
  

5. 
4 2

;
1

dx

x x 
  

6. 
3 2

;
( 1) 3 1

dx

x x x  
  

7. 
5 2

;
( 1) 2

dx

x x x 
  

8. 
2 2

;
( 1) 1 2

xdx

x x x  
  

9. 
2

2

1
;

( 1)

x x
dx

x

 


  

10. 

3

2
;

( 1) 1 2

x dx

x x x  
  

11. 
2 2

;
( 3 2) 4 3

xdx

x x x x   
  

12. 
2 2

;
(1 ) 1

dx

x x 
  

13. 
4 2

;
(1 ) 1

dx

x x 
  

14. 
2

2

2
;

1

x
dx

x




  
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15. 
2 2

;
( 1) 1

dx

x x x x   
  

16. 

2

2 2
;

( 2 4) 2 2

x dx

x x x x   
  

17. 
2 2

( 1)
;

( 1) 1

x dx

x x x x



   
  

18. 
2 2

;
( 1) 1

dx

x x x x   
  

19. 
2 2

;
( 2) 2 2 5

dx

x x x  
  

20. 
2

;
1

dx

x x x  
  

21. 
2

;
1 1 2

dx

x x  
  

22. 2 2 2 ;x x x dx   

23. 

2

2

3 2
;

3 2

x x x
dx

x x x

  

  
  

24. 
2

2
;

1

x dx

x x 
  

25. 
2

;
( 1) 1

dx

x x x  
  

26. 
2 2

;
(1 ) 1

dx

x x 
  

27. 
2 2 2

;
x x

dx
x

 
  
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28. 
2

;
(1 ) 1

xdx

x x x  
  

29. 
2

2

1
;

1

x x
dx

x x

 

 
  

30.
2 2( 1) 1

xdx

x x x  
 . 

 

Завдання 38 
Знайти інтеграли 

1. ln ;n xdx
 
 2. 

2 3 2

ln
;

(1 )

x

x  

 

3. 
2 3 2

arccos
;

(1 )

x
dx

x  

 4. 2arctg ln(1 ) ;x x x dx
 
 

5. 
2

2 3 2

ln( 1 )
;

(1 )

x x
dx

x

 


  

6. sh sin ;ax bxdx
 
 

7. sh cos ;ax bxdx  8. 
4 8

;
1

dx

x x 
  

9. 
2

2 2

arcsin 1
;

1

x x
dx

x x




  10. 

2

2

ln(1 1 )
;

1

x x
dx

x  

 

11. 2 21 ln 1 ;x x x dx   12. 
8 8

sin 4
;

sin cos

xdx

x x
  

13. 
3

2

arccos
;

1

x x
dx

x
  14. 

2

2

arctg
;

(1 )

x

x x

e
dx

e e
  

15. 
2

2 2

ln( 1 )
;

(1 )

x x x
dx

x

 


  16. 2th 1 ;x dx  

17. 
1 sin

;
1 cos

xx
e dx

x




  18. 

1 2 1 2
;

( 1) ( 1)x x

dx

e e

 



77 

 

19. 
2

2
1 ;xe dx

x

 
 

 
  20. 

2
;

(1 )

xxe
dx

x
  

21. 2sin ;xxe xdx  22. 
sin

;
2 sin 2

xdx

x  

 

23. ;
sin( )sin( )

dx

x a x b  

 24. ;
sin( )cos( )

dx

x a x b
 

25. ;
cos( )cos( )

dx

x a x b
 26. ;

sin sin

dx

x a
  

27. ;
cos cos

dx

x a
  28. tg tg( ) ;x x a dx

 
 

29. ;
1 1

dx

x x
 30.

arctg x

x

e
dx

e
 . 
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