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1. Для кожного n ∈ N позначимо Fn(x) = xn lnx, x > 0. Знайти границю

lim
n→∞

n!

(2n)!
F

(n)
2n (1),

де через F (n)
2n (1) позначено похiдну порядку n вiд функцiї F2n, обчислену в точцi 1.

2. Числову послiдовнiсть (an, n ≥ 0) задано спiввiдношеннями a0 = 1 та an+1 = cos(arctg an).
Знайти limn→∞ an.

3. Знайти всi диференцiйовнi функцiї f : R→ R, якi для всiх x задовольняють спiввiдношення

f(2x) = f(x) + xf ′(2x).

4. Обчислити iнтеграл ∫ 2

0

(3x2 − 3x+ 1) cos(x3 − 3x2 + 4x− 2) dx.

5. Для кожного n ∈ N позначимо через un найбiльший непарний дiльник числа n. (Наприклад,
u8 = 1, u9 = 9, u12 = 3.) Знайти суму ряду

∞∑
n=1

un
n3
.

6. Знайти суму ряду
∞∑
n=1

∫ 1

0

. . .

∫ 1

0︸ ︷︷ ︸
2n-кратний

iнтеграл

x1 · . . . · x2n
1− x1 · . . . · x2n

dx1 . . . dx2n.

7. Знайти значення нескiнченного добутку
∞∏
n=3

(
1− tg4

π

2n

)
.

8. Для кожного n ∈ N позначимо через σ(n) суму всiх дiльникiв числа n, не включаючи саме
це число. (Наприклад, σ(18) = 1 + 2 + 3 + 6 + 9 = 21.) Число n називають надлишковим,
якщо σ(n) > n. Довести, що частка надлишкових серед перших 1 000 000 чисел перебiльшує
1
5
.

9. В просторi R3 на вiдстанi d одна вiд одної розташованi пряма l i точка M . Позначимо через
S геометричне мiсце таких точок простору, вiдстань вiд яких до l бiльш нiж у два рази
перевищує вiдстань до M . Знайти об’єм S.

10. Згiдно з полiтикою компанiї, день народження будь-якого спiвробiтника є загальним вихi-
дним. Скiльки спiвробiтникiв має найняти компанiя, щоб максимiзувати математичне сподi-
вання рiчної кiлькостi людино-днiв (тобто добутку числа спiвробiтникiв та рiчної кiлькостi
робочих днiв)? Вважати, що в роцi 365 днiв, а iнших вихiдних у спiвробiтникiв не передба-
чено.


