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АНОТАЦIЯ

Магiстерська дисертацiя: 44 сторiнки, 14 джерел.

Актуальнiсть теми роботи зумовлена необхiднiсю побудови розвиненого

апарату нескiнченновимiрного аналiзу та знаходження його застосувань в

iнших областях математики, таких як нескiнченновимiрна диференцiальна

геометрiя та теорiя випадкових процесiв.

Мета роботи полягає в дослiдженнi оператора дивергенцiї

полiвекторних полiв на банахових многовидах.

Об’єктом дослiдження є полiвекторнi поля на скiнченновимiрних та

нескiнченновимiрних многовидах.

Предметом дослiдження є дивергенцiя полiвекторних полiв на

банахових многовидах з радоновою мiрою та її основнi властивостi.

У ходi дослiдження активно використовуються поняття та методи

полiлiнiйної алгебри, аналiзу на многовидах, функцiонального аналiзу,

диференцiальної геометрiї та топологiї.

Результати роботи можна умовно роздiлити на три групи. По-перше,

було побудовано узагальнення скiнченновимiрної версiї оператора

дивергенцiї полiвекторноих полiв на випадок (нескiнченновимiрного)

банахового многовиду. По-друге, у роботi були отриманi важливi новi

результати щодо властивостей цього оператора, якi узагальнюють

вiдповiднi властивостi скiнченновимiрної дивергенцiї. Насамкiнець, було

отримано нетривiальний зв’язок дивергенцiї полiвекторних полiв на

многовидi ℳ та дивергенцiї на вкладенiй поверхнi 𝒮 ⊂ ℳ скiнченної

корозмiрностi.

Ключовi слова та фрази: полiвекторне поле, дивергенцiя, банахiв

многовид, радонова мiра, поверхнева мiра.



5

ABSTRACT

Master’s thesis: 44 pages, 14 references.

The relevance of the topic of this work is due to the necessity of building

developed machinery of infinite-dimensional analysis and finding applications of

the latter to other areas of mathematics, such as infinite-dimensional differential

geometry and the theory of stochastic processes.

The aim of this work is to study the divergence operator on multivector

fields on Banach manifolds.

The object of the study is multivector fields on finite-dimensional and

infinite-dimensional manifolds.

The subject of the study is the divergence of multivector fields on Banach

manifolds with a Radon measure and its main properties.

In the course of the study we actively employ notions and methods of

multilinear algebra, analysis an manifolds, functional analysis, differential

geometry and topology.

The results of the study can be devided into three groups. First, we

constructed a generalisation of the finite-dimensional version of the divergence

operator to the case of an (infinite-dimensional) Banach manifold. Second, we

obtained important mew results on the properties of this operator, which

generalise the corresponding properties of the finite-dimensional divergence.

Finally, we obtained a non-trivial connection between the divergence of

multivector fields on a manifold ℳ and the divergence on the embedded

surface 𝒮 ⊂ ℳ of finite codimension.

Key words and phrases: multivector field, divergence, Banach manifold,

Radon measure, surface measure.
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ВСТУП

Задача узагальнення вiдомих конструкцiй та результатiв аналiзу на

многовидах на випадок нескiнченної розмiрностi є однiєю з центральних

тем нескiнченновимiрного аналiзу. Це дозволить не тiльки побудувати

адекватний апарат нескiнченновимiрного аналiзу, але й знайти важливi

застосування останнього у рiзних областях математики, зокрема у

нескiнченновимiрнiй диференцiальнiй геометрiї та теорiї ймовiрностей.

Метою даної роботи є побудова конструкцiї оператора дивергенцiї

полiвекторних полiв на нескiнченновимiрних многовидах та дослiдження

його основних властивостей. У скiнченновимiрному випадку оператор

дивергенцiї полiвекторних полiв будується за допомогою форми об’єму,

заданої на многовидi. Оскiльки на нескiнченновимiрних многовидах немає

форм об’єму, то така конструкцiя в цьому випадку втрачає сенс.

Альтернативна конструкцiя, яка є узагальненням скiнченновимiрної

версiї, дозволяє визначити оператор дивергенцiї полiвекторних полiв для

широкого класу банахових многовидiв.

У роботi дослiджується зв’язок скiнченновимiрної та

нескiнченновимiрної версiй оператора дивергенцiї, а також

встановлюються його основнi властивостi як у скiнченновимiрному, так i

у нескiнченновимiрному випадках, до яких належать, серед iнших,

правило Лейбнiца та зв’язок оператора дивергенцiї на многовидi з

операторами дивергенцiї на вiдповiдних пiдмноговидах.
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РОЗДIЛ 1 ПОПЕРЕДНI ВIДОМОСТI

1.1 Тензорний добуток та зовнiшнiй степiнь модулiв

У цьому пiдроздiлi будуть наведенi означення тензорного добутку та

зовнiшнього степеня модулiв та результати про їх iснування та єдинiсть.

Бiльш детально данi вiдомостi описано, наприклад, у роботi [13].

Означення 1. Нехай 𝑅 — довiльне кiльце. (Лiвим) 𝑅-модулем

називається абелева група (𝑀,+) разом з операцiєю множення на скаляр

𝑅×𝑀 ∋ (𝑎,𝑚) ↦→ 𝑎𝑚 ∈𝑀 , яка задовольняє наступнi властивостi

а) (𝑎+ 𝑏)𝑚 = 𝑎𝑚+ 𝑏𝑚 для будь-яких 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 та 𝑚 ∈𝑀 ;

б) 𝑎(𝑚1 +𝑚2) = 𝑎𝑚1 + 𝑎𝑚2 для будь-яких 𝑎 ∈ 𝑅 та 𝑚1,𝑚2 ∈𝑀 ;

в) (𝑎𝑏)𝑚 = 𝑎(𝑏𝑚) для будь-яких 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 та 𝑚 ∈𝑀 .

Якщо 𝑅 — кiльце з одиницею та 1𝑅𝑚 = 𝑚 для будь-якого 𝑚 ∈ 𝑀 , то

𝑅-модуль 𝑀 називають унiтарним.

Означення 2. Нехай 𝑀 та 𝑁 — два 𝑅-модулi. Вiдображення 𝐿 :𝑀 → 𝑁

називається лiнiйним, якщо

𝐿(𝑎𝑚1 + 𝑏𝑚2) = 𝑎𝐿(𝑚1) + 𝑏𝐿(𝑚2) (1.1)

для будь-яких 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 та 𝑚1,𝑚2 ∈𝑀 .

Означення 3. Нехай 𝑀1, . . . ,𝑀𝑘 та 𝑁 — 𝑅-модулi. Вiдображення

𝛼 :𝑀1 × · · · ×𝑀𝑘 → 𝑁 називається полiлiнiйним (𝑘-лiнiйним), якщо для

будь-якого 𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, i довiльного фiксованого
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(𝑚1, . . . ,̂︁𝑚𝑖, . . . ,𝑚𝑘) ∈𝑀1 × · · · × ̂︁𝑀𝑖 × · · · ×𝑀𝑘 вiдображенння

𝑚 ↦→ 𝛼(𝑚1, . . . ,𝑚𝑖−1, 𝑚
𝑖-те мiсце

,𝑚𝑖+1, . . . ,𝑚𝑘) (1.2)

є лiнiйним.

Зауваження 1. Тут i далi символом ̂︀· позначатимемо той факт, що

вiдповiдна координата пропускається. Наприклад, (𝑚1, . . . ,̂︁𝑚𝑖, . . . ,𝑚𝑘)

означає (𝑚1, . . . ,𝑚𝑖−1,𝑚𝑖+1, . . . ,𝑚𝑘).

Надалi вважаємо, що 𝑅 — фiксоване комутативне кiльце з одиницею

1𝑅, а усi модулi є унiтарними 𝑅-модулями.

Означення 4. Модуль 𝑇 разом iз полiлiнiйним вiдображенням

⊗ : 𝑀1 × · · · × 𝑀𝑘 → 𝑇 називається тензорним добутком модулiв

𝑀1, . . . ,𝑀𝑘, якщо для будь-якого 𝑅-модуля 𝑁 i будь-якого полiлiнiйного

вiдображення 𝜙 : 𝑀1 × · · · ×𝑀𝑘 → 𝑁 iснує єдине лiнiйне вiдображення

𝜙 : 𝑇 → 𝑁 таке, щo 𝜙 = 𝜙 ∘ ⊗, тобто дiаграма

𝑀1 × · · · ×𝑀𝑘

⊗
��

𝜙
//𝑁

𝑇
𝜙

77 (1.3)

є комутативною.

Твердження 1 (Єдинiсть тензорного добутку). Нехай (𝑇1,⊗1) та (𝑇2,⊗2)

обидва є тензорними добутками 𝑀1, . . . ,𝑀𝑘. Тодi iснує єдиний iзоморфiзм
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Φ : 𝑇1 → 𝑇2 такий, що Φ ∘ ⊗1 = ⊗2, тобто дiаграма

𝑀1 × · · · ×𝑀𝑘
⊗1

ww

⊗2

''

𝑇1
Φ // 𝑇2

(1.4)

є комутативною.

Твердження 2. Для довiльних 𝑅-модулiв 𝑀1, . . . ,𝑀𝑘 iснує їх тензорний

добуток (𝑇,⊗).

Тензорний добуток модулiв 𝑀1, . . . ,𝑀𝑘 позначається 𝑀1 ⊗ · · · ⊗ 𝑀𝑘.

Якщо (𝑚1, . . . ,𝑚𝑘) ∈ 𝑀1 × · · · × 𝑀𝑘, то елемент ⊗(𝑚1, . . . ,𝑚𝑘)

позначають 𝑚1 ⊗ · · · ⊗ 𝑚𝑘. Елементи, якi допускають представлення у

виглядi 𝑚1 ⊗ · · · ⊗ 𝑚𝑘, називаються розкладними. Нескладно зрозумiти,

що тензорний добуток 𝑀1 ⊗ · · · ⊗ 𝑀𝑘 породжується множиною своїх

розкладних елементiв. [13]

Означення 5. Модуль 𝐸 разом iз полiлiнiйним вiдображенням

∧ : 𝑀 × · · · ×𝑀⏟  ⏞  
k копiй

→ 𝐸 називається 𝑘-м зовнiшнiм степенем модуля 𝑀 ,

якщо для будь-якого 𝑅-модуля 𝑁 i будь-якого полiлiнiйного

кососиметричного вiдображення 𝜙 :𝑀 × · · · ×𝑀⏟  ⏞  
k копiй

→ 𝑁 iснує єдине лiнiйне

вiдображення 𝜙 : 𝐸 → 𝑁 таке, щo 𝜙 = 𝜙 ∘ ∧, тобто дiаграма

𝑀 × · · · ×𝑀

∧
��

𝜙
//𝑁

𝐸
𝜙

77 (1.5)

є комутативною.

Твердження 3 (Єдинiсть зовнiшнього степеня). Нехай (𝐸1,∧1) та
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(𝐸2,∧2) обидва є 𝑘-ми зовнiшнiми степенями 𝑀 . Тодi iснує єдиний

iзоморфiзм Φ : 𝐸1 → 𝐸2 такий, що Φ ∘ ∧1 = ∧2, тобто дiаграма

𝑀 × · · · ×𝑀
∧1

ww

∧2

''

𝐸1
Φ //𝐸2

(1.6)

є комутативною.

Твердження 4 (Iснування зовнiшнього степеня). Для довiльного

𝑅-модуля 𝑀 iснує його 𝑘-й зовнiшнiй степiнь (𝐸,∧).

𝑘-тий зовнiшнiй степiнь 𝑀 позначається
⋀︀𝑘𝑀 . Елементи

⋀︀𝑘𝑀

називаються полiвекторами. Якщо (𝑚1, . . . ,𝑚𝑘) ∈ 𝑀 × · · · ×𝑀⏟  ⏞  
k копiй

, то

полiвектор ∧(𝑚1, . . . ,𝑚𝑘) позначають 𝑚1 ∧ · · · ∧ 𝑚𝑘. Полiвектори, якi

допускають представлення у виглядi 𝑚1 ∧ · · · ∧ 𝑚𝑘, називають

розкладними. Аналогiчно до тензорного добутку, зовнiшнiй степiнь
⋀︀𝑘𝑀

породжується множиною своїх розкладних полiвекторiв.

1.2 Банаховi многовиди, полiвекторнi поля та диференцальнi форми

У цьому пiдроздiлi ми наведемо означення банахового многовиду та

опишемо деякi конструкцiї та поняття, якi з ним пов’язанi. Зауважимо,

що певна частина цих понять переноситься без змiн iз скiнченновимiрної

диференцiальної геометрiї, тому ми не будемо детально зупинятися на

кожному з них. Бiльш детально данi вiдомостi описано, наприклад, у

роботi [12].
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Означення 6. Нехай ℳ — множина, а 𝐸 — банахiв простiр. 𝐸-атласом

класу 𝐶𝑝 (𝑝 ≥ 0) на ℳ називається набiр пар Ω = {(𝑈𝛼, 𝜙𝛼)} (якi

називаються картами) такий, що

а) Кожен 𝑈𝛼 є пiдмножиною ℳ та
⋃︀
𝛼
𝑈𝛼 = ℳ;

б) Кожен 𝜙𝛼 є взаємно однозначним вiдображенням 𝑈𝛼 на вiдкриту

пiдмножину 𝜙𝛼(𝑈𝛼) простору 𝐸 та для будь-яких 𝛼, 𝛽 множина 𝜙𝛼(𝑈𝛼∩𝑈𝛽)

є вiдкритою в 𝐸;

в) Для будь-яких 𝛼, 𝛽 вiдображення склейки (або вiдображення

замiни координат)

𝜙𝛽 ∘ 𝜙−1
𝛼 : 𝜙𝛼(𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽) → 𝜙𝛽(𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽)

є 𝐶𝑝-дифеоморфiзмом.

Зауваження 2. Можна показати, що iснує єдина топологiя на ℳ така, що

усi множини 𝑈𝛼 є вiдкритими, а вiдображення 𝜙𝛼 є гомеоморфiзмами.

Два 𝐸-атласи Ω1 та Ω2 на ℳ класу 𝐶𝑝 називаються еквiвалентними,

якщо Ω1 ∪ Ω2 також є атласом класу 𝐶𝑝. Клас еквiвалентних 𝐸-атласiв

на ℳ класу 𝐶𝑝 називається 𝐶𝑝-сруктурою на ℳ. Множина ℳ разом iз

фiксованою 𝐶𝑝-сруктурою називається банаховим многовидом класу 𝐶𝑝,

змодельованим на просторi 𝐸.

Аналогiчно до скiнченновимiрного випадку вводиться поняття

𝐶𝑝-морфiзму. А саме, нехай ℳ та 𝒩 — многовиди. Вiдображення

𝑓 : ℳ → 𝒩 називається 𝐶𝑝-морфiзмом, якщо для будь-якого 𝑥 ∈ ℳ

iснує карта (𝑈,𝜙) в точцi 𝑥 (тобто 𝑥 ∈ 𝑈) та карта (𝑉, 𝜓) в точцi 𝑓(𝑥)
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такi, що 𝑓(𝑈) ⊂ 𝑉 та вiдображення

𝜓 ∘ 𝑓 ∘ 𝜙−1 : 𝜙(𝑈) → 𝜓(𝑉 )

належить до класу 𝐶𝑝.

Зрозумiло, що композицiя 𝐶𝑝-морфiзмiв є знову 𝐶𝑝-морфiзмом.

Нехай ℳ — банахiв многовид класу 𝐶𝑝 (𝑝 ≥ 1) з модельним

простором 𝐸. Нехай 𝑥 ∈ ℳ. Розглянемо трiйку (𝑈,𝜙, 𝑣), де (𝑈,𝜙) —

карта в точцi 𝑥, а 𝑣 — елемент 𝐸. Двi такi трiйки (𝑈,𝜙, 𝑣) та (𝑉, 𝜓, 𝑤)

називають еквiвалентними, якщо (𝜓 ∘ 𝜙−1)′(𝜙(𝑥))𝑣 = 𝑤. Нескладно

перевiрити, що це вiдношення еквiвалентностi. Тодi, клас еквiвалентностi

таких трiйок називається дотичним вектором до многовиду ℳ у точцi

𝑥. Множина усiх дотичних векторiв у точцi 𝑥 називається дотичним

простором до многовиду ℳ у точцi 𝑥 i позначається 𝑇𝑥ℳ. [12]

Природним чином будується дотичне розшарування 𝑇ℳ → ℳ

банахового многовиду ℳ та 𝑘-тий зовнiшнiй степiнь
⋀︀𝑘 𝑇ℳ → ℳ

дотичного розшарування. Для многовиду ℳ класу 𝐶𝑝 його дотичне

розшарування 𝑇ℳ → ℳ належить до класу 𝐶𝑝−1.

Так само як i у скiнченновимiрнiй диференцiальнiй геометрiї

вводиться поняття векторного поля на банаховому многовидi ℳ. А саме,

векторне поле класу 𝐶𝑠 на банаховому многовидi ℳ класу 𝐶𝑝 (де

1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑝 − 1) визначається як 𝐶𝑠-перерiз дотичного розшарування

𝑇ℳ → ℳ многовиду ℳ. Аналогiчно, полiвекторнi поля (а саме

𝑘-векторнi поля) визначаються як перерiзи 𝑘-го зовнiшнього степеня⋀︀𝑘 𝑇ℳ → ℳ дотичного розшарування (зазначимо при цьому, що у
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подальшому дослiдженнi ми розглядаємо лише полiвекторнi поля, якi є

лiнiйними комбiнацiями розкладних полiвекторних полiв).

Пiд диференцiальною 𝑘-формою класу 𝐶𝑠 на банаховому многовидi

ℳ класу 𝐶𝑝 (де 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑝 − 1) ми розумiємо 𝐶𝑠-перерiз розшарування

𝐿𝑘
alt(𝑇ℳ) → ℳ, де 𝐿𝑘

alt(𝑇ℳ) отримано диз’юнктним об’єднанням

просторiв 𝐿𝑘
alt(𝑇𝑥ℳ) усiх обмежених кососиметричних 𝑘-лiнiйниїх форм

на 𝑇𝑥ℳ (структура веторного розшарування надається природним

чином), так що простiр 𝐿𝑘
alt(𝑇𝑥ℳ) є шаром в точцi 𝑥 ∈ ℳ цього

розшарування.
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РОЗДIЛ 2 ПОЛIВЕКТОРНI ПОЛЯ ТА ОПЕРАТОР

ДИВЕРГЕНЦIЇ

2.1 Класична дивергенцiя

Нехай ℳ — орiєнтовний дiйсний 𝑛-вимiрний многовид класу 𝐶2.

Вибiр форми об’єму Ω на ℳ дозволяє ввести оператор дивергенцiї, який

задається наступним чином. Нехай 𝑋 — векторне поле (класу 𝐶1). Тодi

div𝑋 — це функцiя на ℳ, яка визначається формулою (див., наприклад,

[11])

div𝑋 · Ω = d 𝑖𝑋Ω,

де 𝑖𝑋 позначає внутрiшнiй добуток диференцiальної форми на векторне

поле 𝑋 (а саме, 𝑖𝑋𝜔(𝑍1, . . . ,𝑍𝑘−1) = 𝜔(𝑋,𝑍1, . . . ,𝑍𝑘−1)).

Нехай 𝑋⃗ = 𝑋1 ∧ · · · ∧ 𝑋𝑚 — розкладне 𝑚-веторне поле, а 𝜔 —

диференцiальна 𝑘-форма. Внутрiшнiй добуток 𝑖𝑋⃗𝜔 = 𝑖(𝑋⃗)𝜔

диференцiальної форми 𝜔 на 𝑋⃗ визначається наступним чином

𝑖𝑋⃗𝜔 := 𝑖𝑋𝑚
. . . 𝑖𝑋1

𝜔, якщо 𝑚 ≤ 𝑘, (2.1)

та

𝑖𝑋⃗𝜔 := 0, якщо 𝑚 > 𝑘.

Всюди у подальшому дослiдженнi пiд 𝑚-векторним полем класу 𝐶𝑝 ми

розумiємо лiнiйну комбiнацiю розкладних 𝑚-векторних полiв,

компоненти яких є векторними полями класу 𝐶𝑝. При цьому, деякi

означення та результати, отриманi у роботi, можуть бути перенесенi на
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полiвекторнi поля у бiльш загальному сенсi.

Очевидним чином означення внутрiшнього добутку 𝑖𝑋⃗ вводиться для

довiльного полiвекторного поля 𝑋⃗.

Ця операцiя задовольняє таку властивiсть: для будь-якого

𝑘-векторного поля 𝑋⃗, 𝑚-векторного поля 𝑍⃗ та диференцiальної

(𝑘 +𝑚)-форми 𝜔 виконується рiвнiсть

⟨𝑖𝑋⃗𝜔, 𝑍⃗⟩ = ⟨𝜔, 𝑋⃗ ∧ 𝑍⃗⟩, (2.2)

де ⟨·, ·⟩ позначає спарювання диференцiальної форми та полiвекторного

поля однакових порядкiв.

Тодi дивергенцiя div 𝑋⃗ 𝑘-векторного поля 𝑋⃗ визначається наступною

формулою (у роботi [6] приводиться еквiвалентне означення в термiнах

оператора Ходжа)

𝑖div 𝑋⃗Ω = (−1)𝑘−1 d 𝑖𝑋⃗Ω. (2.3)

Зауваження 3. В принципi, ми могли ввести операцiю внутрiшнього

добутку на полiвекторне поле iншим чином, а саме

𝑖′𝑋1∧···∧𝑋𝑚
= 𝑖𝑋1

∘ · · · ∘ 𝑖𝑋𝑚
. У цьому випадку, рiвняння (2.3) iз означення

дивергенцiї перетворюється на 𝑖′
div 𝑋⃗

Ω = d 𝑖′
𝑋⃗
Ω. Проте у данiй роботi ми

завжди використовуємо означення внутрiшнього добутку 𝑖𝑋⃗ , що

задається формулою (2.1).

Iснування div 𝑋⃗ для полiвекторного поля 𝑋⃗ буде випливати iз

твердження 5, а єдинiсть випливає iз загальних фактiв полiлiнiйної

алгебри (див., наприклад, [5, chap. III]).

Нехай ℳ — многовид класу 𝐶3. Для (𝑘 + 1)-векторного поля 𝑋⃗ класу



17

𝐶2 та диференцiальної 𝑘-форми 𝜔 класу 𝐶2
0 (тобто, 𝜔 ∈ 𝐶2(ℳ) i має

компактний носiй) на ℳ, iз теореми Стокса випливає, що

∫︁
ℳ

d(𝜔 ∧ 𝑖𝑋⃗Ω) = 0,

що можна переписати у виглядi

∫︁
ℳ

d𝜔 ∧ 𝑖𝑋⃗Ω = (−1)𝑘+1

∫︁
ℳ

𝜔 ∧ d 𝑖𝑋⃗Ω. (2.4)

Лема 1. Нехай 𝜔 та 𝑋⃗ — вiдповiдно диференцiальна 𝑘-форма та

𝑘-векторне поле на ℳ. Тодi справедлива наступна рiвнiсть

𝜔 ∧ 𝑖𝑋⃗Ω = ⟨𝜔, 𝑋⃗⟩Ω. (2.5)

Доведення. Без втрати загальностi ми можемо вважати, що полiвекторне

поле 𝑋⃗ є розкладним: 𝑋⃗ = 𝑋1 ∧ · · · ∧𝑋𝑘.

Тодi, маємо

𝜔 ∧ 𝑖𝑋⃗Ω = 𝜔 ∧ (𝑖𝑋𝑘
. . . 𝑖𝑋1

Ω) = (−1)𝑘−1(𝑖𝑋𝑘
𝜔) ∧ (𝑖𝑋𝑘−1

. . . 𝑖𝑋1
Ω) = · · · =

= (−1)
(𝑘−1)𝑘

2 (𝑖𝑋1
. . . 𝑖𝑋𝑘

𝜔) ∧ Ω = (𝑖𝑋𝑘
. . . 𝑖𝑋1

𝜔) ∧ Ω = ⟨𝜔, 𝑋⃗⟩Ω.

Нехай 𝜇 — мiра на ℳ, що породжена формою об’єму Ω (для будь-якої

𝑓 ∈ 𝐶1(ℳ) маємо рiвнiсть
∫︀
ℳ
𝑓 𝑑𝜇 =

∫︀
ℳ
𝑓Ω). Для довiльної диференцiальної

𝑘-форми 𝜔 та (𝑘 + 1)-векторного поля 𝑋⃗, використовуючи (2.4) та (2.5),
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ми отримуємо

∫︁
ℳ

⟨d𝜔, 𝑋⃗⟩ 𝑑𝜇 =

∫︁
ℳ

d𝜔 ∧ 𝑖𝑋⃗Ω = (−1)𝑘+1

∫︁
ℳ

𝜔 ∧ d 𝑖𝑋⃗Ω =

= −
∫︁
ℳ

𝜔 ∧ 𝑖div 𝑋⃗Ω = −
∫︁
ℳ

⟨𝜔, div 𝑋⃗⟩ 𝑑𝜇.

Таким чином, рiвнiсть (2.4) еквiвалентна наступному

∫︁
ℳ

⟨d𝜔, 𝑋⃗⟩ 𝑑𝜇 = −
∫︁
ℳ

⟨𝜔, div 𝑋⃗⟩ 𝑑𝜇. (2.6)

Використовуючи мiру 𝜇, ми тепер можемо дивитися на дивергенцiю

(𝑘 + 1)-векторного поля 𝑋⃗ на ℳ як на 𝑘-векторне поле div 𝑋⃗, яке

задовольняє (2.6) для будь-якої диференцiальної 𝑘-форми класу 𝐶1
0 . Для

моговиду класу 𝐶3 формула (2.6) приводить до визначення div 𝑋⃗, яке є

еквiвалентним вихiдному.

Твердження 5. Нехай 𝑋 та 𝑍⃗ — вiдповiдно векторне та 𝑘-векторне

поле класу 𝐶1 на ℳ. Тодi справедлива наступна формула

div(𝑋 ∧ 𝑍⃗) = div𝑋 · 𝑍⃗ −𝑋 ∧ div 𝑍⃗ + ℒ𝑋𝑍⃗. (2.7)

де ℒ𝑋 позначає диференцiювання Лi вздовж векторного поля 𝑋.

Доведення. Достатньо довести формулу (2.7) лише для розкладного

полiвекторного поля 𝑍⃗ = 𝑍1 ∧ · · · ∧𝑍𝑘.

Ми маємо

(−1)𝑘 d 𝑖𝑋∧𝑍⃗Ω = d 𝑖𝑍⃗∧𝑋Ω = d 𝑖𝑋(𝑖𝑍⃗Ω) = −𝑖𝑋 d(𝑖𝑍⃗Ω) + ℒ𝑋(𝑖𝑍⃗Ω).
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Для першого доданку справа ми отримуємо

−𝑖𝑋 d(𝑖𝑍⃗Ω) = −(−1)𝑘−1𝑖𝑋𝑖div 𝑍⃗Ω = −(−1)𝑘−1𝑖div 𝑍⃗∧𝑋Ω = −𝑖𝑋∧div 𝑍⃗Ω.

Для другого доданку

ℒ𝑋(𝑖𝑍⃗Ω) = ℒ𝑋(𝑖𝑍𝑘
. . . 𝑖𝑍1

Ω) = 𝑖𝑍𝑘
ℒ𝑋(𝑖𝑍𝑘−1

. . . 𝑖𝑍1
Ω)+

+ 𝑖ℒ𝑋𝑍𝑘
(𝑖𝑍𝑘−1

. . . 𝑖𝑍1
Ω) = · · · = 𝑖𝑍𝑘

. . . 𝑖𝑍1
ℒ𝑋Ω +

𝑘∑︁
𝑟=1

𝑖𝑍𝑘
. . . 𝑖ℒ𝑋𝑍𝑟

. . . 𝑖𝑍1
Ω =

= 𝑖𝑍⃗ d 𝑖𝑋Ω +
𝑘∑︁

𝑟=1

𝑖𝑍1∧···∧ℒ𝑋𝑍𝑟∧···∧𝑍𝑘
Ω = 𝑖𝑍⃗ div𝑋 · Ω + 𝑖ℒ𝑋𝑍⃗Ω =

= 𝑖div𝑋·𝑍⃗Ω + 𝑖ℒ𝑋𝑍⃗Ω = 𝑖div𝑋·𝑍⃗+ℒ𝑋𝑍⃗Ω.

Додаючи цi два доданки, отримуємо (2.7).

Наслiдок 1. Дивергенцiя 𝑘-векторного поля (класу 𝐶𝑝) iснує та є (𝑘−1)-

векторним полем (класу 𝐶𝑝−1).

Доведення. Твердження наслiдку негайно випливає з формули (2.7).

Нехай 𝜔 — диференцiальна 𝑘-форма та 𝑋⃗ = 𝑋1 ∧ · · · ∧ 𝑋𝑚 —

розкладне 𝑚-векторне поле. Визначимо внутрiшнiй добуток

𝑗𝜔𝑋⃗ = 𝑗(𝜔)𝑋⃗ полiвекторного поля 𝑋⃗ на 𝜔 наступним чином

𝑗𝜔𝑋⃗ :=
1

𝑘!(𝑚− 𝑘)!

∑︁
𝜎∈𝑆𝑚

sign(𝜎)𝜔(𝑋𝜎(1), . . . ,𝑋𝜎(𝑘))𝑋𝜎(𝑘+1) ∧ · · · ∧𝑋𝜎(𝑚),

якщо 𝑘 ≤ 𝑚,

та

𝑗𝜔𝑋⃗ := 0, якщо 𝑘 > 𝑚.
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Очевидним чином дане означення продовжується на довiльне

полiвекторне поле 𝑋⃗. Схоже означення дається, наприклад, у роботi [14].

Внутрiшнiй добуток полiвекторного поля на диференцiальну форму

задовольняє наступну властивiсть: для будь-якої диференцiальної

𝑘-форми 𝜔, диференцiальної 𝑚-форми 𝜂 та (𝑘 + 𝑚)-векторного поля 𝑋⃗

маємо рiвнiсть

⟨𝜂, 𝑗𝜔𝑋⃗⟩ = ⟨𝜔 ∧ 𝜂, 𝑋⃗⟩.

Можна довести наступне узагальнення Леми 1 (див. [6]): для довiльної

диференцiальної 𝑘-форми 𝜔 та 𝑚-векторного поля 𝑋⃗, виконуєтся наступна

рiвнiсть:

𝑖𝑗(𝜔)𝑋⃗Ω = (−1)𝑘(𝑚+1)𝜔 ∧ 𝑖𝑋⃗Ω. (2.8)

Твердження 6. Нехай 𝜔 та 𝑋⃗ — вiдповiдно диференцiальна 𝑘-форма та

𝑚-векторне поле (𝑘 < 𝑚). Тодi виконується наступне правило Лейбнiца

div(𝑗(𝜔)𝑋⃗) = (−1)𝑘𝑗(d𝜔)𝑋⃗ + (−1)𝑘𝑗(𝜔) div 𝑋⃗.

Доведення. Використовуючи (2.8), ми маємо

(−1)𝑚−𝑘−1 d 𝑖𝑗(𝜔)𝑋⃗Ω =

= (−1)𝑚−𝑘−1+𝑘(𝑚+1) d𝜔 ∧ 𝑖𝑋⃗Ω + (−1)𝑚−𝑘−1+𝑘(𝑚+1)+𝑘𝜔 ∧ d 𝑖𝑋⃗Ω =

= (−1)𝑘𝑚+𝑚−1 d𝜔 ∧ 𝑖𝑋⃗Ω + (−1)𝑘𝑚+𝑘𝜔 ∧ d 𝑖div 𝑋⃗Ω =

= (−1)𝑘𝑚+𝑚−1+(𝑘+1)(𝑚+1)𝑖𝑗(d𝜔)𝑋⃗Ω + (−1)𝑘𝑚+𝑘+𝑘𝑚𝑖𝑗(𝜔) div 𝑋⃗Ω =

= (−1)𝑘𝑖𝑗(d𝜔)𝑋⃗Ω + (−1)𝑘𝑖𝑗(𝜔) div 𝑋⃗Ω.
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2.2 Асоцiйованi мiри на банахових многовидах

Нехай ℳ — зв’язний хаусдорфовий дiйсний банахiв многовид класу 𝐶2

з модельним простором 𝐸.

Будемо казати, що атлас Ω = {(𝑈𝛼, 𝜙𝛼)} на ℳ є обмеженим, якщо

iснує дiйсне число 𝐾 > 0 таке, що для будь-якої пари карт (𝑈𝛼, 𝜙𝛼) та

(𝑈𝛽, 𝜙𝛽) вiдображення замiни координат 𝐹𝛽𝛼 = 𝜙𝛽 ∘𝜙−1
𝛼 задовольняє умову

(𝑥 ∈ 𝜙𝛼(𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽)) =⇒ (‖𝐹 ′
𝛽𝛼(𝑥)‖ ≤ 𝐾, ‖𝐹 ′′

𝛽𝛼(𝑥)‖ ≤ 𝐾).

Також ми будемо казати, що два атласи Ω1 та Ω2 є еквiвалентними,

якщо їх об’єднання Ω1 ∪ Ω2 знову є обмеженим атласом. Обмежена

структура (класу 𝐶2) на ℳ тодi визначається як клас еквiвалентностi

обмежених атласiв на ℳ.

Нехай (ℳ1,Ω1) та (ℳ2,Ω2) — банаховi многовиди ℳ1 та ℳ2 класу

𝐶2, змодельованi на 𝐸1 та 𝐸2, разом iз обмеженими атласами Ω1 та Ω2,

вiдповiдно. Будемо казати, що вiдображення 𝑓 : 𝑀1 → ℳ2 є обмеженим

морфiзмом, якщо iснує дiйсне число 𝐶 > 0 таке, що для довiльної пари

карт (𝑈,𝜙) ∈ Ω1 та (𝑉, 𝜓) ∈ Ω2 виконується наступна умова

(𝑝 ∈ 𝑈, 𝑓(𝑝) ∈ 𝑉 ) =⇒
(︁
‖(𝜓 ∘ 𝑓 ∘ 𝜙−1)(𝑘)(𝜙(𝑝))‖ ≤ 𝐶, 𝑘 = 1, 2

)︁
.

Прородним чином визначається обмежений iзоморфiзм мiж (ℳ1,Ω1)

та (ℳ2,Ω2).

Властивiсть вiдображення 𝑓 бути обмеженим морфiзмом не залежить

вiд вибору представникiв вiдповiдних класiв еквiвалентностi обмежених
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атласiв на ℳ1 та ℳ2.

Фiксацiя обмеженого атласу ℳ дозволяє коректно ввести поняття

довжини 𝐿(Γ) кусково-гладкої кривої Γ в ℳ. Вiдповiдна внутрiшня

метрика 𝜌 є узгодженою з вихiдною топологiєю. Обмежений морфiзм

𝑓 : (ℳ1,Ω1) → (ℳ2,Ω2) є Лiпшицевим вiдносно вiдповiдних внутрiшнiх

метрик.

Вибiр обмеженого атласу також дозволяє ввести норму |||·|||𝑝 на

дотичному просторi 𝑇𝑝ℳ до многовиду ℳ, яка визначається як

|||𝜉|||𝑝 := sup
𝛼

‖𝜉𝜙𝛼
‖,

де {(𝑈𝛼, 𝜙𝛼)} — множина карт вихiдного атласу, для яких 𝑝 ∈ 𝑈𝛼, та

𝜉𝜙 ∈ 𝐸 є представленням дотичного вектора 𝜉 в картi 𝜙. При цьому,

виконується властивiсть рiвномiрного топологiчного iзоморфiзму

просторiв 𝑇𝑝ℳ та модельного простору 𝐸, а саме ‖𝜉𝜙‖ ≤ |||𝜉|||𝑝 ≤ 𝐾‖𝜉𝜙‖,

де 𝐾 — константа iз означення обмеженого атласу, а 𝜙 — карта в точцi

𝑝 ∈ ℳ.

На многовидi з обмеженим атласом (ℳ,Ω) коректно вводиться

поняття обмеженого тензорного поля 𝑇 класу 𝐶1. Припускається, що

iснує константа 𝐶 > 0 така, що для будь-якої карти (𝑈,𝜙) локальне

представлення 𝑇 𝜙 тензора 𝑇 задовольняє ‖𝑇 𝜙(𝜙(𝑥))‖ ≤ 𝐶 та

‖𝑇 ′
𝜙(𝜙(𝑥))‖ ≤ 𝐶 для усiх 𝑥 ∈ 𝜙(𝑈). Обмеженiсть тензорного поля не

залежить вiд вибору обмеженого атласу з вiдповiдного класу

еквiвалентностi. Будемо казати, що такi тензорнi поля належать до класу

𝐶1
𝑏 (ℳ). Природним чином визначаємо гладкi функцiї класу 𝐶𝑝

𝑏
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(𝑝 = 0, 1, 2); 𝐶𝑏 = 𝐶0
𝑏 . Ми будемо використовувати цi самi позначення

також у тому випадку, коли область визначення поля або функцiї є

областю 𝑉 в ℳ, в 𝐸 або в поверхнi в ℳ. Будемо казати, що тензорне

поле класу 𝐶1
𝑏 (𝑉 ) належить до класу 𝐶1

0(𝑉 ) якщо його носiй є обмеженим

i мiститься в 𝑉 разом з деяким його 𝜀-околом.

Будемо казати, що обмежений атлас Ω є рiвномiрним, якщо iснує дiйсне

число 𝑟 > 0 таке, що для будь-якої точки 𝑝 ∈ ℳ iснує карта (𝑈,𝜙) ∈ Ω

така, що 𝜙(𝑈) мiстить кулю радiуса 𝑟 в 𝐸 з центром в точцi 𝜙(𝑝). [12, 7, 1]

Внутрiшня метрика на ℳ, породжена рiвномiрним атласом,

перетворює ℳ в повний метричний простiр. Бiльш того, якщо обмежений

атлас еквiвалентний рiвномiрному, то метрика, породжена цим атласом,

також є повною. Якщо клас еквiвалентностi атласiв, який визначає

обмежену структуру на ℳ, мiстить рiвномiрний атлас, ми називатимемо

таку структуру рiвномiрною. Якщо многовиди ℳ1 та ℳ2 є обмежено

iзоморфними, то їхнi структури є одночасно або рiвномiрними, або нi.

Потiк Φ(𝑡,𝑥) векторного поля 𝑋 класу 𝐶1
𝑏 на многовидi ℳ з

рiвномiрною структурою визначений на R×ℳ. [12, p. 92]

Якщо 𝑉 — вiдкрита пiдмножина в R𝑚, а (ℳ,Ω) — многовид iз

рiвномiрним атласом, ми домовимося задавати обмежену структуру на

ℳ× 𝑉 (з модельним простором 𝐸 ⊕ R𝑚) наступним атласо

Ω× id = {(𝑈 × 𝑉, 𝜙× id) : (𝑈,𝜙) ∈ Ω}.

Елементарну поверхню 𝒮 ⊂ ℳ корозмiрностi 𝑚 визначаємо

наступним чином. Нехай 𝒩 — многовид з обмеженою структурою,
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змодельований на пiдпросторi 𝐸1 простору 𝐸 корозмiрностi 𝑚 (в

подальшому ми будемо ототожнювати 𝐸 iз 𝐸1 ⊕ R𝑚). Нехай 𝑉 —

вiдкритий окiл нуля 0⃗ ∈ R𝑚 та 𝑔 : 𝒩 × 𝑉 → 𝒰 ⊂ ℳ — обмежений

(спрямлюючий) iзоморфiзм на вiдкритий пiдпростiр 𝒰 в ℳ. Тодi, за

означенням, елементарна поверхнiсть — це 𝒮 = 𝑔(𝒩 × {⃗0}).

Для довiльного 𝜀 > 0 покладемо

𝒮−𝜀 := 𝒮 ∩ {𝑥 : 𝜌(𝑥,ℳ∖ 𝒰) ≥ 𝜀}.

Тодi маємо рiвнiсть 𝒮 =
∞⋃︀
𝑛=1

𝒮− 1
𝑛
.

Будемо казати, що диференцiальна 𝑚-форма 𝜔 класу 𝐶1
𝑏 , що

визначена на 𝒰 , є асоцiйованою 𝑚-формою вкладення 𝒮 ⊂ ℳ, якщо для

будь-якого 𝑥 ∈ 𝒮 дотичний простiр 𝑇𝑥𝒮 є асоцiйованим пiдпростором

зовнiшньої форми 𝜔(𝑥) в 𝑇𝑥ℳ (тобто 𝑇𝑥𝒮 = {𝑌 ∈ 𝑇𝑥ℳ : 𝑖𝑌 𝜔(𝑥) = 0}, де

𝑖𝑌 — внутрiшнiй добуток зовнiшньої форми на вектор 𝑌 ).

Якщо 𝑔 : 𝒩×𝑉 → 𝒰 — спрямлюючий iзоморфiзм елементарної поверхнi

𝒮, 𝑃 — проекцiя 𝒩 × 𝑉 на 𝑉 , та ℎ — неперервно диференцiйовна функцiя

на 𝑉 така, що ℎ(⃗0) ̸= 0, тодi 𝜔 = (𝑔−1)*𝑃 *(ℎ 𝑑𝑡1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑡𝑚) є прикладом

асоцiйованої 𝑚-форми вкладення 𝒮 ⊂ ℳ. Зазначимо, що побудована 𝑚-

форма 𝜔 є замкнутою.

Розглянемо борелеву мiру 𝜇 на ℳ. Асоцiйована мiра 𝜎 = 𝜎𝑌 будується

наступним чином.

Ми спочатку розглядаємо строго трансверсальний до 𝒮 набiр

𝑌 = {𝑌1, . . . ,𝑌𝑚} попарно комутуючих векторних полiв класу 𝐶1
𝑏 ,

визначених на 𝒰 . Строга трансверсальнiсть системи 𝑌 розумiється в
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наступному сенсi: для будь-якого 𝜀 > 0 iснує 𝛿 > 0 таке, що для

довiльного 𝑥 ∈ 𝒮−𝜀 виконується рiвнiсть

|𝜔(𝑌 )(𝑥)| = |𝜔(𝑌1, . . . ,𝑌𝑚)(𝑥)| ≥ 𝛿.

Iснування такої системи полiв було доведене у роботi [2].

Нехай Φ𝑌𝑘
𝑡 — потiк векторного поля 𝑌𝑘. Визначимо

Φ𝑌
𝑡⃗
:= Φ𝑌1

𝑡1 . . .Φ
𝑌𝑚
𝑡𝑚 .

Тодi виконується наступна властивiсть

Φ𝑌
𝑡⃗+𝑠⃗

= Φ𝑌
𝑡⃗
Φ𝑌

𝑠⃗ .

Для борелевих множин 𝑊 ∈ ℬ(R𝑚) та 𝐴 ∈ ℬ(ℳ) множина

Φ𝑊𝐴 = Φ𝑌
𝑊𝐴 := {Φ𝑌

𝑡⃗
(𝑥) : 𝑡⃗ ∈ 𝑊, 𝑥 ∈ 𝐴} є борелевою в ℳ. Бiльш того,

для будь-якого 𝜀 > 0 iснує 𝑝 > 0 таке, що

(𝐴 ∈ ℬ(𝒮−𝜀), 𝑊 ∈ ℬ(𝐵𝑝)) =⇒ (Φ𝑌
𝑊𝐴 ∈ ℬ(𝑈)),

де 𝐵𝑝 = {𝑡⃗ : ‖𝑡⃗‖ < 𝑝} ⊂ R𝑚.

Для довiльної множини 𝐵 ∈ ℬ(𝐵𝑝) ми визначаємо 𝜈𝐵 на ℬ(𝒮−𝜀),

поклавши 𝜈𝐵(𝐴) := 𝜇(Φ𝑌
𝐵𝐴).

Нехай 𝜆𝑚 — мiра Лебега на R𝑚. Якщо для будь-якого 𝐴 ∈ ℬ(𝒮−𝜀) iснує

наступна границя

𝜎(𝐴) = 𝜎𝑌 (𝐴) = lim
𝑟→0

𝜈𝐵𝑟
(𝐴)

𝜆𝑚(𝐵𝑟)
, (2.9)
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то з теореми Нiкодима випливає, що вiдображення

ℬ(𝒮−𝜀) ∋ 𝐴 ↦→ 𝜎𝑌 (𝐴) ∈ R є борелевою мiрою на 𝒮−𝜀. Представлення

множини 𝐴 ∈ ℬ(𝒮) у виглядi 𝐴 =
∞⋃︀
𝑛=1

(𝐴∩𝒮− 1
𝑛
) дозволяє продовжити мiру

𝜎𝑌 на ℬ(𝒮).

Достатнi умови iснування границi (2.9) були встановленi у роботi [2];

автори роботи запропонували називати 𝜎𝑌 поверхневою мiрою на 𝒮

першого роду, породжену набором векторних полiв 𝑌 .

У подальшому в данiй роботi ми завжди припускаємо, що поверхнева

мiра iснує.

Для заданих 𝜀 > 0 та 𝑟 > 0, нехай 𝜎𝑟 — мiра на ℬ(𝑆−𝜀), визначена

рiвнiстю

𝜎𝑟(𝐴) :=
1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)
𝜇(Φ𝐵𝑟

𝐴).

Тодi, з (2.9) випливає, що 𝜎𝑟(𝐴) → 𝜎(𝐴) при 𝑟 → 0 для будь-якої борелевої

множини 𝐴 ⊂ 𝒮−𝜀.

Наступнi двi леми були доведенi в роботi [4].

Лема 2. Нехай 𝜇 — радонова мiра на ℳ. Тодi для кожного 𝜀 > 0 мiри 𝜎𝑟

та 𝜎 є радоновими на 𝒮−𝜀.

Лема 3. Нехай 𝜇 радонова мiра на ℳ; 𝑢 ∈ 𝐶𝑏(ℳ). Тодi для будь-якого

𝜀 > 0 та 𝐴 ∈ ℬ(𝒮−𝜀) виконується рiвнiсть

lim
𝑟→0

1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟𝐴

𝑢 𝑑𝜇 =

∫︁
𝐴

𝑢 𝑑𝜎.
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2.3 Дивергенцiя полiвекторних полiв на банахових многовидах

Нехай ℳ — банахiв многовид з обмеженою структурою та 𝜇 — борелева

мiра на ℳ. Будемо називати 𝑘-векторне поле 𝑍⃗ на ℳ 𝜇-вимiрним, якщо

iснує послiдовнiсть неперервних 𝑘-векторних полiв 𝑍⃗𝑛 така, що

lim
𝑛→∞

⃒⃒⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝑍⃗𝑛(𝑝)− 𝑍⃗(𝑝)

⃒⃒⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝑝
= 0 (mod𝜇)

(тут |||·|||𝑝 — норма в
⋀︀𝑘(𝑇𝑝ℳ), див. п. 2.2).

Для довiльного вимiрного полiвекторного поля 𝑍⃗ функцiя

𝑥 ↦→
⃒⃒⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝑍⃗(𝑥)

⃒⃒⃒⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝑥

є 𝜇-вимiрною на ℳ. У тому випадку, коли ця функцiя є

iнтегровною на ℳ вiдносно мiри 𝜇 ми називаємо полiвекторне поле 𝑍⃗

iнтегровним: 𝑍⃗ ∈ 𝐿1(𝜇) (див. [3]). Аналогiчно визначаються полiвекторнi

поля класу 𝐿𝑝(𝜇) (1 < 𝑝 ≤ ∞).

Нескладно перевiрити, що у випадку, якщо векторнi поля 𝑍2, . . . ,𝑍𝑘 є

вимiрними та обмеженими на ℳ, а поле 𝑍1 належить до класу 𝐿𝑝(𝜇), то

𝑍⃗ = 𝑍1 ∧ · · · ∧𝑍𝑘 ∈ 𝐿𝑝(𝜇). Можна таклж довести, що

(𝑍⃗ ∈ 𝐿𝑝(𝜇), 𝜔 — диференцiальна 𝑘-форма класу 𝐶𝑏(ℳ)) =⇒ (𝜔(𝑍⃗) ∈ 𝐿𝑝(𝜇)).

Лiнiйнi комбiнацiї розкладних 𝑘-векторних полiв класу 𝐿𝑝(𝜇)

утворюють лiнiйний простiр, який ми будемо позначати 𝐿𝑝

⋀︀𝑘(𝜇).

Означення 7. Нехай 𝑍⃗ = 𝑍1 ∧ · · · ∧ 𝑍𝑘 — розкладне 𝑘-векторне поле

класу 𝐶1
𝑏 (ℳ) (тобто 𝑍𝑖 ∈ 𝐶1

𝑏 (ℳ) для 𝑖 = 1, . . . , 𝑘). Назвемо

(𝑘 − 1)-векторне 𝑊⃗ дивергенцiєю 𝑍⃗ (𝑊⃗ = div 𝑍⃗; 𝑍⃗ ∈ 𝐷(div)), якщо для
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будь-якої диференцiальної (𝑘 − 1)-форми 𝜔 ∈ 𝐶1
0(ℳ) виконуєтся рiвнiсть

∫︁
ℳ

⟨𝜔, 𝑊⃗ ⟩ 𝑑𝜇 = −
∫︁
ℳ

⟨d𝜔, 𝑍⃗⟩ 𝑑𝜇. (2.10)

Очевидним чином означення 7 продовжується на лiнiйнi комбiнацiї

розкладних полiвекторних полiв.

Теорема 1. Припустимо, що iснує функцiя класу 𝐶1
0 на 𝐸 з непорожнiм

обмеженим носiєм (достатньо вимагати рефлексивностi простору 𝐸,

див. [10]), та нехай мiра 𝜇 є радоновою. Тодi для довiльного 𝑘-векторного

поля 𝑍⃗ класу 𝐶1
𝑏 iснує не бiльше одного елементу 𝑊⃗ ∈ 𝐿1

⋀︀𝑘−1(𝜇), що

задовольняє означення 7.

Доведення. Достатньо показати, що якщо 𝑊⃗ ̸= 0⃗ (mod𝜇), то iснує

диференцiальна (𝑘 − 1)-форма 𝜔 ∈ 𝐶1
0(ℳ) така, що

∫︀
ℳ
⟨𝜔, 𝑊⃗ ⟩ 𝑑𝜇 ̸= 0.

Крок 1. Оскiльки мiра 𝜇 є радоновою, то знайдеться компактна

множина 𝐿 ⊂ ℳ з 𝜇(𝐿) > 0 така, що 𝑊⃗ (𝑥) ̸= 0 для кожного 𝑥 ∈ 𝐿 i тому

iснує карта 𝜙 : 𝑉 → 𝜙(𝑉 ) ⊂ 𝐸 для якої

𝜇
(︁
{𝑥 ∈ 𝑉 : 𝑊⃗ (𝑥) ̸= 0}

)︁
> 0. (2.11)

Гомеоморфiзм 𝜙 iндукує радонову мiру 𝜇𝜙 на 𝜙(𝑉 ) i тензорне поле 𝑊⃗ 𝜙.

При цьому 𝑊⃗ 𝜙 ∈ 𝐿1

⋀︀𝑘(𝜇𝜙).

Крок 2. Нехай 𝛼 — зовнiшня (𝑘 − 1)-форма на 𝐸. Тодi

𝑓 := ⟨𝛼, 𝑊⃗ 𝜙⟩ ∈ 𝐿1(𝜇𝜙). Ми доведемо, що iз того, що
∫︀

𝜙(𝑉 )

𝑢𝑓 𝑑𝜇𝜙 = 0 для

будь-якої функцiї 𝑢 ∈ 𝐶1
0(𝜙(𝑉 )), витiкає те, що 𝑓 = 0 (mod𝜇𝜙).

Якщо 𝑢 ∈ 𝐶1
0(𝐸) така, що 𝑈 = {𝑥 : 𝑢(𝑥) > 0} ̸= ∅, тодi для довiльної
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функцiї ℎ ∈ 𝐶1(R) такої, що ℎ(0) = 0, числа 𝑘 ∈ R та вектора 𝑏 ∈ 𝐸

функцiя 𝑣(𝑥) = ℎ ∘ 𝑢(𝑘𝑥 + 𝑏) також налеить до 𝐶1
0(𝐸). Тому iснує сiм’я

функцiя 𝑢𝛼 ∈ 𝐶1
0(𝐸) зi значеннями в [0, 1] така, що множини

𝑈𝛼 = {𝑥 : 𝑢𝛼(𝑥) > 0} утворюють базу топологiї простору 𝐸.

Застосовуючи теорему Лебега про мажоровану збiжнiсть, ми

заключаємо, що
∫︀
𝑈𝛼
𝑓 𝑑𝜇𝜙 = 0 для будь-якої множини 𝑈𝛼. Оскiльки сiм’я

множин {𝑈𝛼} замкнена вiдносно скiнченних об’єднань, то для будь-якого

компакта 𝐾 ⊂ 𝜙(𝑉 ) та 𝜀 > 0 знайдеться множина 𝑈𝛼 така, що

𝐾 ⊂ 𝑈𝛼 ⊂ 𝐾𝜀 (тут i надалi 𝐴𝜀 позначає 𝜀-окiл множини 𝐴), звiдки

випливає те, що
∫︀
𝐾 𝑓 𝑑𝜇𝜙 = 0. Так як мiра 𝜇𝜙 радонова, то

∫︀
𝐴 𝑓 𝑑𝜇𝜙 = 0

для будь-якої 𝐴 ∈ ℬ(𝜙(𝑉 )), тобто 𝑓 = 0 (mod𝜇𝜙).

Крок 3. Застосовуючи узагальнену теорему Лузiна (див. [9]) до 𝑊⃗ 𝜙 i

використовуючи (2.11), ми отримуємо, що iснує компакт 𝐾 ⊂ 𝜙(𝑉 ) такий,

що 𝑊⃗ 𝜙

⃒⃒
𝐾

є неперервним на 𝐾 i 𝜇𝜙
(︁
{𝑥 ∈ 𝐾 : 𝑊⃗ 𝜙(𝑥) ̸= 0}

)︁
> 0.

Множина 𝑊⃗ 𝜙(𝐾) є пiдмножиною сепарабельного пiдпростору 𝐹

простору
⋀︀𝑘−1𝐸, i тому iснує злiчення сiм’я {𝛽𝑛}𝑛∈N зовнiшнiх

(𝑘 − 1)-форм на 𝐸, що роздiляє точки F. Але iз Кроку 2 витiкає, що

⟨𝛽𝑛, 𝑊⃗ 𝜙⟩ = 0 (mod𝜇𝜙) для усiх 𝑛 ∈ N, а тому

𝜇𝜙

(︁
{𝑥 ∈ 𝐾 : 𝑊⃗ 𝜙(𝑥) ̸= 0}

)︁
= 0. Суперечнiсть.

Твердження 7. Припустимо, що векторне поле 𝑋 та 𝑘-векторне поле

𝑍⃗ лежать у 𝐶1
𝑏 (ℳ)∩𝐷(div). Тодi 𝑋∧𝑍⃗ ∈ 𝐶1

𝑏 (ℳ)∩𝐷(div) i виконується

рiвнiсть

div(𝑋 ∧ 𝑍⃗) = div𝑋 · 𝑍⃗ −𝑋 ∧ div 𝑍⃗ + ℒ𝑋𝑍⃗. (2.12)

Доведення. Нехай 𝜔 — диференцiальна 𝑘-форма класу 𝐶1
0 на ℳ. Маємо
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наступну рiвнiсть

⟨d𝜔,𝑋 ∧ 𝑍⃗⟩ = ⟨𝑖𝑋 d𝜔, 𝑍⃗⟩ = 𝑋⟨𝜔, 𝑍⃗⟩ − ⟨d 𝑖𝑋𝜔, 𝑍⃗⟩ − ⟨𝜔,ℒ𝑋𝑍⃗⟩. (2.13)

Тепер, використовуючи (2.10) та (2.13), ми отримуємо

∫︁
ℳ

⟨d𝜔,𝑋 ∧ 𝑍⃗⟩ 𝑑𝜇 = −
∫︁
ℳ

⟨𝜔,− div𝑋 · 𝑍⃗ +𝑋 ∧ div 𝑍⃗ − ℒ𝑋𝑍⃗⟩ 𝑑𝜇,

що доводить твердження.

Наслiдок 2. Якщо 𝑍⃗ = 𝑍1 ∧ · · · ∧ 𝑍𝑘 та усi 𝑍𝑖 ∈ 𝐶1
𝑏 (ℳ) ∩ 𝐷(div), то

𝑍⃗ ∈ 𝐶1
𝑏 (ℳ) ∩𝐷(div).

Твердження 8. Припустимо, що 𝑚-векторне поле 𝑍⃗ лежить у

𝐶1
𝑏 (ℳ) ∩ 𝐷(div) i нехай 𝜔 — диференцiальна 𝑘-форма (𝑘 < 𝑚) класу

𝐶1
𝑏 (ℳ). Тодi 𝑗(𝜔)𝑍⃗ також лежить у 𝐶1

𝑏 (ℳ) ∩ 𝐷(div) i справедливе

наступне правило Лейбнiца

div(𝑗(𝜔)𝑍⃗) = (−1)𝑘𝑗(d𝜔)𝑍⃗ + (−1)𝑘𝑗(𝜔) div 𝑍⃗.

Доведення. Для будь-якої (𝑚− 𝑘 − 1)-форми 𝜂 класу 𝐶1
0(ℳ) ми маємо

∫︁
ℳ

(︁⟨
d 𝜂, 𝑗(𝜔)𝑍⃗

⟩
+
⟨
𝜂, (−1)𝑘𝑗(d𝜔)𝑍⃗ + (−1)𝑘𝑗(𝜔) div 𝑍⃗

⟩)︁
𝑑𝜇 =

=

∫︁
ℳ

(︁
⟨𝜔 ∧ d 𝜂, 𝑍⃗⟩+ (−1)𝑘⟨d𝜔 ∧ 𝜂, 𝑍⃗⟩+ (−1)𝑘⟨𝜔 ∧ 𝜂, div 𝑍⃗⟩

)︁
𝑑𝜇 =

=

∫︁
ℳ

(︁
(−1)𝑘⟨d(𝜔 ∧ 𝜂), 𝑍⃗⟩+ (−1)𝑘⟨𝜔 ∧ 𝜂, div 𝑍⃗⟩

)︁
𝑑𝜇 = 0.
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2.4 Дивергенцiя на пiдмноговидах

Якщо ℳ — скiнченновимiрний (орiєнтовний) многовид iз заданою на

ньому формою об’єму Ω, та 𝒰 — його вiдкритий пiдмноговид, то

природньо взяти Ω
⃒⃒
𝒰 у якостi форми об’єму на 𝒰 . У цьому випадку

виконується наступна рiвнiсть

div𝒰(𝑍⃗
⃒⃒
𝒰) = (div 𝑍⃗)

⃒⃒
𝒰 , (2.14)

де div𝒰 — дивергенцiя на 𝒰 , що породжена формою об’єму Ω
⃒⃒
𝒰 .

У випадку, коли 𝒰 — вiдкритий пiдмноговид банахового многовида ℳ,

означення дивергенцiї div𝒰 полiвекторного поля отримується iз Означення

7 замiною рiвностi (2.10) на рiвнiсть

∫︁
𝒰

⟨𝜔, 𝑊⃗ ⟩ 𝑑𝜇 = −
∫︁
𝒰

⟨d𝜔, 𝑍⃗⟩ 𝑑𝜇,

яка тепер має виконуватись для будь-якої диференцiальної форми класу

𝐶1
0(𝒰). У цьому випадку формула (2.14) також виконується.

Нехай тепер ℳ — орiєнтовний многовид скiнченної розмiрностi 𝑛;

𝒮 ⊂ ℳ — орiєнтовний вкладений пiдмноговид розмiрностi 𝑚 = 𝑛 − 𝑝,

який є елементарною поверхнею в сенсi п. 2.2; 𝛼 — асоцiйована

диференцiальна 𝑝-форма вкладення 𝒮 ⊂ ℳ; 𝑌 = {𝑌1, . . . ,𝑌𝑝} —

комутуючий строго трансверсальний до 𝒮 набiр векторних полiв класу

𝐶1
𝑏 (𝒰), де 𝒰 береться iз означення елементарної поверхнi.

Для будь-якого 𝜀 > 0 iснує 𝛾 = 𝛾(𝜀) > 0 таке, що для будь-якого
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(⃗𝑡, 𝑥) ∈ 𝐵𝛾 × 𝒮−𝜀 маємо Φ𝑡⃗𝑥 ∈ 𝒰 та ⟨𝛼,𝑌 ⟩(Φ𝑡⃗𝑥) ̸= 0 (тут

𝐵𝛾 = {𝑡⃗ ∈ R𝑝 : ‖𝑡⃗‖ < 𝛾}).

Без втрати загальностi ми можемо припустити ⟨𝛼,𝑌 ⟩(Φ𝑡⃗𝑥) > 0. При

цьому вiдображення 𝑞 : Φ𝐵𝛾𝒮−𝜀 ∋ Φ𝑡⃗𝑥 ↦→ 𝑥 ∈ 𝒮−𝜀 є неперервно

диференцiйовним.

Нехай Ω𝒮 — форма об’єму на 𝒮; 𝑋 — векторне поле на 𝒮; ̃︁𝑋 — 𝑞-

зв’язане iз 𝑋 векторне поле на Φ𝐵𝛾
𝒮−𝜀 (𝑞*(̃︁𝑋(Φ𝑡⃗𝑥)) = 𝑋(𝑥)); ̃︀Ω = 𝑞*Ω —

диференцiальна 𝑝-форма на Φ𝐵𝛾
𝒮−𝜀.

Припустимо, що 𝑋⃗ = 𝑋1 ∧ · · · ∧𝑋𝑚 — полiвекторне поле на 𝒮−𝜀, яке

нiде не обертається в нуль, i нехай 𝛽 = ̃︀Ω ∧ 𝛼. Тодi для будь-якого 𝑥 ∈ 𝒮−𝜀

маємо

⟨𝛽, ̃⃗︁𝑋 ∧ 𝑌 ⟩(𝑥) = ̃︀Ω(̃⃗︁𝑋)(𝑥) · 𝛼(𝑌 )(𝑥) = (Ω(𝑋⃗) · 𝛼(𝑌 ))(𝑥) > 0.

(тут врахована умова (𝑖𝑋𝑗
𝛼)(𝑥) = 0). Зменшуючи за необхiдностi 𝛾 > 0,

робимо висновок, що 𝛽 є формою об’єму на Φ𝐵𝛾
𝒮−𝜀 ⊂ ℳ.

Твердження 9. Нехай 𝑍 — векторне поле класу 𝐶1
𝑏 на 𝒮 i нехай div𝒮 𝑍

— дивергенцiя 𝑍 вiдносно форми об’єму Ω на 𝒮. Для 𝜀 > 0, нехай ̃︀𝑍 —

𝑞-зв’язане з 𝑍 векторне поле на Φ𝐵𝛾
𝒮−𝜀, i нехай div ̃︀𝑍 — дивергенцiя ̃︀𝑍

вiдносно форми об’єму 𝛽. Припустимо, що 𝛼 є замкнутою. Тодi

div𝒮 𝑍 = (div ̃︀𝑍)
⃒⃒
𝒮 . (2.15)

Доведення. Вiзьмемо 𝑥 ∈ 𝒮−𝜀. Твердження випливає з наступних рiвностей

(div ̃︀𝑍 · 𝛽)(𝑥) = (d 𝑖̃︀𝑍(̃︀Ω ∧ 𝛼))(𝑥) = (d 𝑖𝑍Ω)(𝑥) ∧ 𝛼(𝑥) = (div𝒮 𝑍 · 𝛽)(𝑥).
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Наслiдок 3. В умовах Твердження 9 припустимо, що 𝑍⃗ — полiвекторне

поле класу 𝐶1
𝑏 на 𝒮; ̃︀

𝑍 — 𝑞-зв’язане з 𝑍⃗ полiвекторне поле на 𝒱 = Φ𝐵𝛾
𝒮−𝜀;

div𝒮 та div — вiдповiдно оператори дивергенцiї на (𝒮,Ω) та (𝒱 , 𝛽). Тодi

div𝒮 𝑍⃗ = (div
̃︀
𝑍)

⃒⃒
𝑆
. (2.16)

Доведення. Формула (2.16) випливає за iндукцiєю iз формули (2.15);

рекурентної формули (2.7), застосованої до div𝒮(𝑋 ∧ 𝑍⃗) та div(̃︁𝑋 ∧ ̃︀
𝑍);

рiвностей 𝑋 ∧ 𝑍⃗ = ̃︁𝑋 ∧ ̃︀
𝑍 та ℒ̃𝑋𝑍⃗ = ℒ̃︁𝑋 ̃︀

𝑍.

Нехай ℳ — банахiв многовид iз рiвномiрним атласом, змодельований

на просторi 𝐸, де 𝐸 задовольняє припущення Теореми 1. Припустимо, що

𝒮 — елементарна поверхня в ℳ корозмiрностi 𝑚; 𝜇 — радонова мiра на ℳ

i вiдповiдна мiра 𝜎 = 𝜎𝑌 на поверхнi 𝒮−𝜀 ⊂ 𝒮 будується як описано у п.

2.2.

Iз загальної теорiї диференцiальних рiвнянь у банахових просторах

випливає, що iснує 𝛾 = 𝛾(𝜀) > 0, для якого коректно визначено

вiдображення 𝑞 : Φ𝐵𝛾
𝒮−𝜀 ∋ Φ𝑡⃗𝑥 ↦→ 𝑥 ∈ 𝒮−𝜀 класу 𝐶1

𝑏 . Нехай 𝑍 — векторне

поле класу 𝐶1
𝑏 на 𝒮. Тодi 𝑞-зв’язане з 𝑍 векторне поле ̃︀𝑍 визначене на

𝒱 = Φ𝐵𝛾
𝒮−𝜀 i також належить до класу 𝐶1

𝑏 .

Теорема 2. Припустимо, що ̃︀𝑍 має дивергенцiю div ̃︀𝑍 ∈ 𝐿∞(𝒱 , 𝜇). Тодi

𝑍 має дивергенцiю div𝒮 𝑍 ∈ 𝐿∞(𝒮, 𝜎) i для будь-якої обмеженої борелевої
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функцiї 𝑢 : 𝒮−𝜀 → R виконується рiвнiсть

∫︁
𝒮−𝜀

𝑢 div𝒮 𝑍 𝑑𝜎 = lim
𝑟→0

1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟𝒮−𝜀

̂︀𝑢 div ̃︀𝑍 𝑑𝜇 (2.17)

(тут i надалi ̂︀𝑢(Φ𝑡⃗𝑥) = 𝑢(𝑥) для (⃗𝑡, 𝑥) ∈ 𝐵𝛾 × 𝒮−𝜀).

Доведення. Крок 1. Нехай 𝑢 ∈ 𝐶1
0(𝒮). Тодi 𝑢 ∈ 𝐶1

0(𝒮−𝜀) для деякого 𝜀 > 0.

Доведемо, що для будь-якого 𝑟 ∈ (0, 𝛾) виконується наступна рiвнiсть

∫︁
Φ𝐵𝑟𝒮−𝜀

̂︀𝑢 div ̃︀𝑍 𝑑𝜇 = −
∫︁

Φ𝐵𝑟𝒮−𝜀

̃︀𝑍̂︀𝑢 𝑑𝜇. (2.18)

Функцiя ̂︀𝑢 не є функцiєю класу 𝐶1
0(𝒱). Скористаємося тим фактом, що

поле ̃︀𝑍 є дотичним до кожної поверхнi Φ𝑡⃗𝒮−𝜀 при фiксованому 𝑡⃗ ∈ 𝐵𝛾.

Визначимо послiдовнiсть функцiй 𝜙𝑛 ∈ 𝐶[0, 𝑟] для 𝑛 > 3 наступним

чином

𝜙𝑛(𝑠) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, якщо 𝑠 ∈
[︀
0, 𝑛−3

𝑛 𝑟
]︀
∪
[︀
𝑛−1
𝑛 𝑟, 𝑟

]︀
,

−𝑛2

𝑟2 𝑠+
𝑛(𝑛−3)

𝑟 , якщо 𝑠 ∈
[︀
𝑛−3
𝑛 𝑟, 𝑛−2

𝑛 𝑟
]︀
,

𝑛2

𝑟2 𝑠−
𝑛(𝑛−1)

𝑟 , якщо 𝑠 ∈
[︀
𝑛−2
𝑛 𝑟, 𝑛−1

𝑛 𝑟
]︀
.

Тодi послiдовнiсть функцiй ℎ𝑛(𝑠) = 1 +
𝑠∫︀
0

𝜙𝑛(𝑠) 𝑑𝑠 є такою, що функцiї

𝑢𝑛(Φ𝑡⃗𝑥) = ℎ𝑛(‖𝑡⃗‖) · 𝑢(𝑥) збiгаються з функцiєю ̂︀𝑢(Φ𝑡⃗𝑥) при ‖𝑡⃗‖ ≤ 𝑛−3
𝑛 𝑟, i

при цьому 𝑢𝑛 ∈ 𝐶1
0(Φ𝐵𝑟

𝒮𝜀).
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Тому має мiсце рiвнiсть

∫︁
Φ𝐵𝑟𝒮−𝜀

𝑢𝑛 div ̃︀𝑍 𝑑𝜇 = −
∫︁

Φ𝐵𝑟𝒮−𝜀

̃︀𝑍𝑢𝑛 𝑑𝜇. (2.19)

При цьому

(̃︀𝑍𝑢𝑛)(Φ𝑡⃗𝑥) = ℎ𝑛(‖𝑡⃗‖) · (̃︀𝑍̂︀𝑢)(Φ𝑡⃗𝑥) при 𝑥 ∈ 𝒮−𝜀.

Граничним переходом при 𝑛→ ∞ iз (2.19) приходимо до рiвностi (2.18).

Оскiльки функцiя ̃︀𝑍̂︀𝑢 ∈ 𝐶𝑏(Φ𝐵𝛾
𝒮−𝜀), iз Леми 3 випливає iснування

границi

lim
𝑟→0

1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟𝒮−𝜀

̃︀𝑍̂︀𝑢 𝑑𝜇 =

∫︁
𝒮−𝜀

𝑍𝑢 𝑑𝜎.

Тому на пiдставi формули (2.18) приходимо до рiвностi

lim
𝑟→0

1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟𝒮−𝜀

̂︀𝑢 div ̃︀𝑍 𝑑𝜇 = −
∫︁
𝒮−𝜀

𝑍𝑢 𝑑𝜎, (2.20)

яка має мiсце для будь-якої функцiї 𝑢 ∈ 𝐶1
0(𝒮−𝜀).

Крок 2. Модельний простiр 𝐸1 многовиду 𝒮 має скiнченну

корозмiрнiсть в 𝐸 i тому також допускає функцiю класу 𝐶1(𝐸1) з

обмеженим непорожнiм носiєм. Мiркування, що були використанi при

доведеннi Теореми 1, також доводять, що сiм’я множин

𝑈𝛼 = {𝑥 : 𝑢𝛼(𝑥) > 0}, де {𝑢𝛼} = 𝐶1
0(𝒮−𝜀), утворює базу топологiї в 𝒮−𝜀.

Нехай 𝑢 ∈ {𝑢𝛼}; 𝑈 = {𝑥 : 𝑢(𝑥) > 0} — одна iз множин цiєї бази. За

допомогою послiдовностi гладких функцiй ℎ𝑛 ∈ 𝐶1(R), яка апорксимує

функцiю Хевiсайда 𝜒, формуємо послiдовнiсть функцiй 𝑣𝑛 = ℎ𝑛 ∘ 𝑢, для
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яких {𝑥 : 𝑣𝑛(𝑥) > 0} = 𝑈 ; 𝑣𝑛 ↗ 𝑗𝑈 = 𝜒 ∘ 𝑢 (де 𝑗𝐴 — iндикатор множини 𝐴)

та 𝑉𝑛 = {𝑥 : 𝑣𝑛(𝑥) = 1} ↗ 𝑈 .

Iз теореми Нiкодима випливає рiвномiрна вiдносно 𝑟 ∈ (0, 𝛾) збiжнiсть

𝜎𝑟(𝑈 ∖ 𝑉𝑛) =
1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)
𝜇(Φ𝐵𝑟

(𝑈 ∖ 𝑉𝑛)) → 0, 𝑛→ ∞.

Оскiльки div ̃︀𝑍 ∈ 𝐿∞(𝜇), ми також маємо рiвномiрну вiдносно 𝑟 ∈ (0, 𝛾)

збiжнiсть

1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟𝒮−𝜀

⃒⃒⃒
( ̂︀𝑣𝑛 − ̂︀𝑗𝑈) div ̃︀𝑍 ⃒⃒⃒

𝑑𝜇→ 0, 𝑛→ ∞.

Ця рiвномiрна збiжнiсть та збiжнiсть (2.20), разом iз нерiвнiстю

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟𝑈

div ̃︀𝑍 𝑑𝜇− 1

𝜆𝑚(𝐵𝑠)

∫︁
Φ𝐵𝑠𝑈

div ̃︀𝑍 𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤

≤ 1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟𝒮−𝜀

⃒⃒⃒
( ̂︀𝑣𝑛 − ̂︀𝑗𝑈) div ̃︀𝑍 ⃒⃒⃒

𝑑𝜇+

+
1

𝜆𝑚(𝐵𝑠)

∫︁
Φ𝐵𝑠𝒮−𝜀

⃒⃒⃒
( ̂︀𝑣𝑛 − ̂︀𝑗𝑈) div ̃︀𝑍 ⃒⃒⃒

𝑑𝜇+

+

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟𝒮−𝜀

̂︀𝑣𝑛 · div ̃︀𝑍 𝑑𝜇− 1

𝜆𝑚(𝐵𝑠)

∫︁
Φ𝐵𝑠𝒮−𝜀

̂︀𝑣𝑛 · div ̃︀𝑍 𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

дозволяють зробити висновок про iснування границi

lim
𝑟→0

1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟𝑈

div ̃︀𝑍 𝑑𝜇. (2.21)
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Крок 3. Нехай 𝐾 — компакт в 𝒮−𝜀. Тодi iснує послiдовнiсть множин

𝑈𝑛 ∈ {𝑈𝛼} така, що 𝑈𝑛 ↘ 𝐾.

Знову, використовуючи теорему НIкодима i той факт, що

div ̃︀𝑍 ∈ 𝐿∞(𝜇), ми приходимо до рiвномiрної вiдносно 𝑟 ∈ (0, 𝛾) збiжностi

lim
𝑛→∞

1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟 (𝑈𝑛∖𝐾)

⃒⃒⃒
div ̃︀𝑍 ⃒⃒⃒

𝑑𝜇 = 0.

Iз цiєї рiвномiрної збiжностi, збiжностi (2.21) та наступної нерiвностi

(тут 𝑟, 𝑠 ∈ (0, 𝛾))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟𝐾

div ̃︀𝑍 𝑑𝜇− 1

𝜆𝑚(𝐵𝑠)

∫︁
Φ𝐵𝑠𝐾

div ̃︀𝑍 𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤

≤ 1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟 (𝑈𝑛∖𝐾)

⃒⃒⃒
div ̃︀𝑍 ⃒⃒⃒

𝑑𝜇+
1

𝜆𝑚(𝐵𝑠)

∫︁
Φ𝐵𝑠(𝑈𝑛∖𝐾)

⃒⃒⃒
div ̃︀𝑍 ⃒⃒⃒

𝑑𝜇+

+

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟𝑈𝑛

div ̃︀𝑍 𝑑𝜇− 1

𝜆𝑚(𝐵𝑠)

∫︁
Φ𝐵𝑠𝑈𝑛

div ̃︀𝑍 𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

випливає iснування границi

lim
𝑟→0

1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟𝐾

div ̃︀𝑍 𝑑𝜇. (2.22)

Крок 4. Нехай 𝐴 — довiльна борелева пiдмножина 𝒮−𝜀. Нехай 𝐾𝑛 —

неспадна послiдовнiсть компактних множин, що задовольняє 𝜎(𝐴∖𝐾𝑛) <
1
𝑛 .
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Тодi для 𝐶 =
∞⋂︀
𝑛=1

(𝐴 ∖𝐾𝑛) ми маємо 𝜎(𝐶) = 0, а тому

lim
𝑟→0

1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟𝐶

⃒⃒⃒
div ̃︀𝑍 ⃒⃒⃒

𝑑𝜇 = 0. (2.23)

За аналогiєю з кроком 3, спочатку робимо висновок про рiвномiрну

вiдносно 𝑟 ∈ (0, 𝛾) збiжнiсть

lim
𝑛→∞

1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟 ((𝐴∖𝐶)∖𝐾𝑛)

⃒⃒⃒
div ̃︀𝑍 ⃒⃒⃒

𝑑𝜇 = 0,

а потiм, враховуючи границю (2.23) та iснування границi (2.22) приходимо

до висновку про iснування наступної границi

lim
𝑟→0

1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟𝐴

div ̃︀𝑍 𝑑𝜇. (2.24)

Позначимо через 𝜏𝑟 мiру на ℬ(𝒮−𝜀), що визначена рiвнiстю

𝜏𝑟(𝐴) :=
1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟𝐴

div ̃︀𝑍 𝑑𝜇.

Iснування границi (2.24) означає, що для кожної борелевої множини

𝐴 ∈ ℬ(𝒮−𝜀) iснує границя lim
𝑟→0

𝜏𝑟(𝐴) =: 𝜏(𝐴). Так як div ̃︀𝑍 ∈ 𝐿∞(𝜇), мiра 𝜏

є абсолютно неперервноб вiдносно 𝜎 i при цьому 𝑔𝜀 = 𝑑𝜏
𝑑𝜎 ∈ 𝐿∞(𝒮−𝜀, 𝜎) та

‖𝑔𝜀‖𝐿∞(𝜎) ≤ ‖ div ̃︀𝑍‖𝐿∞(𝜇). (2.25)
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Для будь-якої обмеженої борелевої функцiї 𝑢 на 𝒮−𝜀, має мiсце рiвнiсть

lim
𝑟→0

1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟𝒮−𝜀

̂︀𝑢 div ̃︀𝑍 𝑑𝜇 = lim
𝑟→0

∫︁
𝒮−𝜀

𝑢 𝑑𝜏𝑟 =

∫︁
𝒮−𝜀

𝑢 · 𝑔𝜀 𝑑𝜎. (2.26)

Оскiльки рiвнiсть (2.26) виконується для кожної обмеженої борелевої

функцiї на 𝒮−𝜀, має мiсце рiвнiсть 𝑔𝜀1 = 𝑔𝜀2
⃒⃒
𝒮−𝜀1

при 𝜀2 ∈ (0, 𝜀1), а тому

iснує борелева функцiя 𝑔, що визначена на всiй поверхнi 𝒮, для якої при

кожному 𝜀 > 0 має мiсце рiвнiсть 𝑔𝜀 = 𝑔
⃒⃒
𝒮−𝜀

; бiльш того, iз (2.25) випливає,

що 𝑔 ∈ 𝐿∞(𝒮, 𝜎).

Зокрема для кожної функцiї 𝑢 ∈ 𝐶1
0(𝒮) iз (2.20) отримуємо рiвнiсть

−
∫︁
𝒮

𝑍𝑢 𝑑𝜎 =

∫︁
𝒮

𝑢 · 𝑔 𝑑𝜎.

Тож iснує div𝒮 𝑍 = 𝑔 на 𝒮; div𝒮 𝑍 ∈ 𝐿∞(𝜎) i при цьому для будь-якої

обмеженої борелевої функцiї 𝑢, що визначена на 𝒮−𝜀 при деякому 𝜀 > 0,

має мiсце рiвнiсть (2.17).

Теорему доведено.

Зауваження 4. За аналогiєю з Лемою 3 можна довести, що

∫︁
𝒮−𝜀

𝑢 div𝒮 𝑍 𝑑𝜎 = lim
𝑟→0

1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟𝒮−𝜀

𝑢 div ̃︀𝑍 𝑑𝜇

для будь-якої функцiї 𝑢 ∈ 𝐶𝑏(ℳ).

Для диференцiальної 𝑘-форми 𝛼 класу 𝐶1
𝑏 , що визначена на 𝒮,

покладемо ̂︀𝛼 := 𝑞*𝛼. При кожному 𝜀 > 0 форма ̂︀𝛼 визначена на Φ𝐵𝛾(𝜀)
𝒮−𝜀.

Наслiдок 4. В умовах Теореми 2, нехай 𝑍⃗ = 𝑍1 ∧ · · · ∧ 𝑍𝑘+1 —
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розкладне полiвекторне поле класу 𝐶1
𝑏 на 𝒮; 𝜀 > 0; ̃︀

𝑍 = ̃︁𝑍1 ∧ · · · ∧ 𝑍𝑘+1

— 𝑞-зв’язане iз 𝑍⃗ полiвекторне поле на Φ𝐵𝛾
𝒮−𝜀, та припустимо, що для

кожного 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘 + 1} iснує diṽ︁𝑍𝑖 ∈ 𝐿∞(𝜇). Тодi полiвекторне поле

𝑍⃗ ∈ 𝐷(div𝒮) та div𝒮 𝑍𝑖 ∈ 𝐿∞(𝜎) для кожного 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘 + 1}. Крiм

цього, для будь-якого 𝜀 > 0 та диференцiальної 𝑘-форми 𝛼 класу 𝐶1
0(𝒮)

має мiсце рiвнiсть

∫︁
𝒮−𝜀

⟨𝛼, div𝒮 𝑍⃗⟩ 𝑑𝜎 = lim
𝑟→0

1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟𝒮−𝜀

⟨̂︀𝛼, div ̃︀
𝑍⟩ 𝑑𝜇.

Доведення. Iндукцiя за 𝑘. Теорема 2 складає базу iндукцiї. Iндуктивний

крок ґрунтується на формулi (2.12).

Нехай 𝑍⃗ = 𝑋 ∧ 𝑌 , де 𝑌 — 𝑘-векторне поле. Тодi ̃︀
𝑍 = ̃︁𝑋 ∧ ̃⃗︀

𝑌 та

⟨̂︀𝛼, div ̃︀
𝑍⟩ = diṽ︁𝑋 · ⟨̂︀𝛼, ̃⃗︀𝑌 ⟩ − ⟨𝑖̃︁𝑋̂︀𝛼, div ̃⃗︀

𝑌 ⟩+ ⟨̂︀𝛼,ℒ̃︁𝑋 ̃⃗︀
𝑌 ⟩.

Оскiльки ⟨̂︀𝛼, ̃⃗︀𝑌 ⟩ = ⟨̂𝛼,𝑌 ⟩, то в силу Теореми 2 виконується рiвнiсть

∫︁
𝒮−𝜀

div𝒮 𝑋 · ⟨𝛼,𝑌 ⟩ 𝑑𝜎 = lim
𝑟→0

1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟𝒮−𝜀

diṽ︁𝑋 · ⟨̂︀𝛼, ̃⃗︀𝑌 ⟩ 𝑑𝜇.

Оскiльки 𝑖̃︁𝑋̂︀𝛼 = ̂︂𝑖𝑋𝛼, то рiвнiсть

∫︁
𝒮−𝜀

⟨𝑖𝑋𝛼, div𝒮 𝑌 ⟩ 𝑑𝜎 = lim
𝑟→0

1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟𝒮−𝜀

⟨𝑖̃︁𝑋̂︀𝛼, div ̃⃗︀
𝑌 ⟩ 𝑑𝜇

є наслiдком припущення iндукцiї.

Функцiя ⟨̂︀𝛼,ℒ̃︁𝑋 ̃⃗︀
𝑌 ⟩ = ̂︀𝑢, де 𝑢 = ⟨𝛼,ℒ𝑋𝑌 ⟩ — функцiя класу 𝐶𝑏(𝒮−𝜀), а
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тому рiвнiсть

∫︁
𝒮−𝜀

⟨𝛼,ℒ𝑋𝑌 ⟩ 𝑑𝜎 = lim
𝑟→0

1

𝜆𝑚(𝐵𝑟)

∫︁
Φ𝐵𝑟𝒮−𝜀

⟨̂︀𝛼,ℒ̃︁𝑋 ̃⃗︀
𝑌 ⟩ 𝑑𝜇

є безпосереднiм наслiдком Леми 3.

Залишилось лише скористатися формулою (2.12) вiдносно div𝒮(𝑋∧𝑌 ).

Наслiдок доведено.
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ВИСНОВКИ

У данiй роботi було дослiджено дивергенцiю полiвекторних полiв на

скiнченновимiрних та нескiнченновимiрних многовидах. Проведено

порiвняння двох наведених версiй оператора дивергенцiї та доведено їх

еквiвалентнiсть у випадку, коли вiдповiдний многовид є

скiнченновимiрним.

Крiм того, було отримано ряд важливих результатiв щодо

властивостей дивергенцiї полiвекторних полiв. Спочатку вiдповiднi

властивостi було сформульовано та доведено для випадку

скiнченновимiрного многовиду, пiсля чого були знайденi їхнi аналоги для

бiльш загального класу банахових (нескiнченновимiрних) многовидiв.

Прикладом такого результату може слугувати, наприклад, формула

Лейбнiца, яка дозволяє записати дивергенцiю внутрiшнього добутку

полiвекторного поля на диференцiальну форму в термiнах дивергенцiї

самого полiвекторного поля та зовнiшньої похiдної диференцiальної

форми.

Значна частина роботи присвячена дослiдженню дивергенцiї на

пiдмноговидах та зв’язку останньої iз дивергенцiєю на вихiдному

многовидi. Ця частина роботи є найбiльш технiчно складною, i вимагає

використання розвиненого апарату аналiзу на многовидах. Проте така

складнiсть є цiлком виправданою, оскiльки дане дослiдження привело до

отримання низки нетривiальних та важливих результатiв у цьому

напрямку.
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