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Abstract

• Topicality: The master's thesis contains the theorems that have been

proven throughout the history of humanity's classical and non-classical theory

of summation of independent random variables. Comparing their numbers, we

can be sure that the classical theory has not been su�ciently researched, and

since we have such a case, we can say that this topic is very relevant.

• Purpose and Objectives of the Study: Prove or simplify the implementa-
tion of the central limit theorem for random variables from the Pascal triangle.

• Research Object: Limit theorems for random variables from the Pascal

triangle.

• Subject: Central limit theorem for non-classical random summation theory.

• Research Methods: Scienti�c research methods, analytical and numerical

studies of the task were applied.

• Testing the Results of the Thesis: Some results of the Master's Thesis

were presented and published as abstracts at the "All-Ukrainian Conference of

Students, Graduate Students and Young Scientists in Mathematics"

in 2018 and 2020.

• Posts:
- Strelets, Y., The condition of in�nite smallness for random variables from the

Pascal triangle / IX All-Ukrainian conference of students, graduate students

and young scientists in mathematics - 2020. - p. 17.

- Strelets, Y., About numerical relations in the Pascal triangle / VII All-

Ukrainian Conference of students, graduate students and young scientists in

mathematics - 2018. - p. 31.

•Keywords: Central limit theorem, independent random variables, Pascal tri-

angle, classical theory of summation of random variables, not classical theory

of summation of random variables.

• The paper provides: used literature -28, pages -52, �gures - 3, tables - 0.
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ÂÑÒÓÏ

Íà ñüîãîäíiøíié äåíü äóæå áàãàòî ïðîâåäåíî äîñëiäæåíü ñòîñîâíî êëàñè-

÷íî¨ òåîði¨ ñóìóâàíü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí i äóæå ìàëî ñòîñîâíî

íåêëàñè÷íî¨, ñàìå òîìó òåìà ìàãiñòåðñüêî¨ äèñåðòàöi¨ äóæå àêòóàëüíà çàðàç

i áóäå çàëèøàòèñÿ àêòóàëüíîþ ùå äåÿêèé ÷àñ.

Ïåðøi ãðàíè÷íi òåîðåìè áóëè îòðèìàíi Ìóàâðîì òà Ëàïëàñîì ó XVIII

ñòîði÷÷i. Ó ïîäàëüøîìó ðiçíi â÷åíi äîâîäèëè öåíòðàëüíó ãðàíè÷íó òåîðå-

ìó ó òðîõè iíøîìó âèãëÿäi,ìîäèôiêóâàëè ¨¨, òîìó çàðàç ìè ìà¹ìî ÖÃÒ

Ëÿïóíîâà, Ëiíäåáåðãà-Ëåâi, óçàãàëüíåíó ÖÃÒ i ò.ä.

Íàä ñó÷àñíèì âèãëÿäîì öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè ïðàöþâàëè òàêi

â÷åíi, ÿê Ó. Ôåëëåð, Ï. Ëåâi, Á. Â. Ãíåäåíêî, À. Ì. Êîëìîãîðîâ. Íàéáiëüø

çàãàëüíèé âàðiàíò ÖÃÒ äîâåäåíî Á. Â. Ãíåäåíêî òà À. Ì. Êîëìîãîðîâèì

ïðè âèêîíàííi óìîâè íåñêií÷åíî¨ ìàëîñòi.

Â. Ì. Çîëîòàðüîâ íàçèâà¹ íåêëàñè÷íîþ öåíòðàëüíó ãðàíè÷íó òåîðåìó

òó, â ÿêié âiäñóòíÿ óìîâà íåñêií÷åíî¨ ìàëîñòi. Íåêëàñè÷íi öåíòðàëüíi ãðà-

íè÷íi òåîðåìè âèâ÷àëè: Â.Ì. Çîëîòàðüîâ, Þ.Ï. Ñòóäí¹â, Â.I. Ðîòàðü, Â.Â.

Ñàçîíîâ, Â.Â. Ñåíàòîâ.

Îñíîâíîþ ìåòîþ öi¹¨ ìàãiñòåðñüêî¨ äèñåðòàöi¨ ¹ äîñëiäæåííÿ âëàñòèâî-

ñòåé ñóì âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ, à ñàìå ìè îáðàëè

òðèêóòíèê ó ÿêîìó íà ái÷íèõ ëiíiÿõ åëåìåíòè îáèðàþòüñÿ äîâiëüíèì ÷è-

íîì ðiâíîéìîâiðíî, à âñi iíøi óòâîðþþòüñÿ çà êëàñè÷íèì ïðàâèëîì.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî çà ÿêèìè îñíîâíèìè ïðèíöèïàìè áóäó¹-

òüñÿ êëàñè÷íà òåîðiÿ, íàâåäåíi äåÿêi òåîðåìè òà îçíà÷åíííÿ, à ïiñëÿ öüîãî

ñôîðìóëüîâàíà íàøà çàäà÷à ïðî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç òðèêóòíèêà Ïàñêà-

ëÿ. Òàêîæ, ó öüîìó ðîçäiëi ìè ïiäðàõó¹ìî ñóìó óñiõ åëåìåíòiâ â òðèêóòíèêó

âêëþ÷íî ç n-ì ðÿäêîì. Ìè ïåðåâiðèìî ÷è âèêîíó¹òüñÿ óìîâà íåñêií÷åíî¨

ìàëîñòi äëÿ íàøèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Íà îñíîâi ðåçóëüòàòiâ íàâåäåíèõ

ó öüîìó ðîçäiëi ìè çðîáèìî âèñíîâîê ç ÿêèì âèïàäêîì ìà¹ìî ñïðàâó: ç

êëàñè÷íèì ÷è íåêëàñè÷íèì.
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Ó äðóãîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî íåêëàñè÷íó òåîðiþ ñóìóâàííÿ âèïàä-

êîâèõ âåëè÷èí, à òàêîæ íàâåäåìî ïðèêëàäè çàäà÷ íà çíàõîäæåííÿ ìåòðè-

êè Ëåâi ç âèêîðèñòàííÿì âèïàäêîâèõ âåëè÷èí Áåðíóëëi, ùî áåçïîñåðåäíüî

ñòîñó¹òüñÿ íàøî¨ çàäà÷i, áî íà ái÷íèõ ëiíiÿõ òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ åëåìåíòè

îáèðàþòüñÿ äîâiëüíèì ÷èíîì, à ñàìå Áåðíóëiâñüêi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç

éìîâiðíiñòþ 0,5.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi íàâåäåíî ðåçóëüòàòè íàøèõ äîñëiäæåíü ñòîñîâíî âè-

êîíàííÿ àáî ñïðîñòóâàííÿ öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè äëÿ âèïàäêîâèõ

âåëè÷èí ç òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ. Òàêîæ ìè óçàãàëüíèìî îñíîâíó òåîðåìó

ìàãiñòåðñüêî¨ äèñåðòàöi¨ i ç'ÿñó¹ìî äëÿ ÿêèõ t öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðå-

ìà ìà¹ ìiñöå, à äëÿ ÿêèõ íi.

I íàïðèêiíöi ìè çðîáèìî çàãàëüíi âèñíîâêè ç òîãî ÿêi ðåçóëüòàòè ìè îòðè-

ìàëè i ÷è áóëî äîñÿãíóòî îñíîâíó ìåòó ìàãiñòåðñüêî¨ äèñåðòàöi¨.
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1 ÊËÀÑÈ×ÍÀ ÒÅÎÐIß ÑÓÌÓÂÀÍÍß ÍÅÇÀËÅÆ-

ÍÈÕ ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÕ ÂÅËÈ×ÈÍ

1.1 Íåñêií÷åííî ïîäiëüíi ðîçïîäiëè

Íåõàé çàäàíî ïîñëiäîâíiñòü ñåðié íåçàëåæíèõ â êîæíié ñåði¨ âèïàäêîâèõ

âåëè÷èí òà íåõàé kn −→∞ ïðè n −→∞. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó íà çíàõîäæå-

ííÿ óñiõ ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëiâ äëÿ ñóì âèãëÿäó:

kn∑
k=1

Xnk (1.1)

ïðè n −→ ∞. Öÿ çàäà÷à ìà¹ î÷åâèäíèé ðîçâ'ÿçîê, à ñàìå áóäü-ÿêà ôóí-

êöiÿ ðîçïîäiëó F (x) ìîæå áóòè ãðàíè÷íîþ äëÿ ðîçïîäiëó ñóì âèãëÿäó (1.1).

ßêùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà Xn1 ìà¹ ôóíêöiþ ðîçïîäiëó F (x) ïðè äîâiëüíî-

ìó n, à Xnk ≡ 0 äëÿ âñiõ n òà k > 1, òî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó (1.1) ñïiâïàäà¹

ç F (x) äëÿ áóäü-ÿêîãî n.

Ëîãi÷íî, ùî òðåáà ââåñòè îáìåæåííÿ, äëÿ òîãî ùîá ðîëü êîæíîãî äîäàí-

êó â ñóìi (1.1) áóëà ÿê çàâãîäíî ìàëîþ ïðè n −→∞. Öå ðîáèòüñÿ äëÿ òîãî,

ùîá óíèêíóòè òèõ âèïàäêiâ, ÿêi ïîäiáíi äî âèùå íàâåäåíî¨ ñõåìè ñóìóâàí-

íÿ, êîëè äîäàíêè ñâiäîìî íåðiâíîïðàâíi.Òàêèì îáìåæåííÿì áóäå íàñòóïíà

óìîâà.

Îçíà÷åííÿ 1

max
1≤k≤kn

P (|Xnk| ≥ ε) −→ 0, ïðè n −→∞ (1.2)

íàçèâà¹òüñÿ óìîâîþ íåñêií÷åíî¨ ìàëîñòi äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0.

Íàâåäåìî äåÿêi ôóíäàìåíòàëüíi òåîðåìè áåç äîâåäåííÿ. [1]

Òåîðåìà 1 Ìíîæèíà ôóíêöié ðîçïîäiëó, ãðàíè÷íèõ (â ñåíñi ñëàáêî¨ çái-
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æíîñòi) äëÿ ðîçïîäiëiâ ñóì
kn∑
k=1

Xnk íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî

çàäîâîëüíÿþòü óìîâi íåñêií÷åííî¨ ìàëîñòi (1.2), ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ

íåñêií÷åííî ïîäiëüíèõ ôóíêöié ðîçïîäiëó. [1]

Ìîæóòü òðàïëÿòèñÿ âèïàäêè, êîëè çáiæíiñòü ðîçïîäiëiâ ñóì (1.1) íåñêií-

÷åííî ìàëèõ íåçàëåæíèõ äîäàíêiâ íå ìà¹ ìiñöÿ, àëå iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâ-

íiñòü ñòàëèõ {bn;n = 1, 2, ...}, ùî ðîçïîäiëè ñóì

kn∑
k=1

Xnk − bn (1.3)

çáiãàþòüñÿ äî äåÿêîãî ãðàíè÷íîãî ðîçïîäiëó.

Òåîðåìà 2 Ìíîæèíà ðîçïîäiëiâ, ùî ¹ ãðàíè÷íèìè äëÿ ðîçïîäiëó ñóì âè-

ãëÿäó (1.3), äå Xnk - íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ùî çàäîâîëüíÿþòü

óìîâi íåñêií÷åíî¨ ìàëîñòi, òà bn - ñòàëi, ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ íåñêií-

÷åííî ïîäiëüíèõ ðîçïîäiëiâ. [1]

Ïîðÿä ç óìîâîþ íåñêií÷åíî¨ ìàëîñòi (1.2) ìîæíà ðîçãëÿäàòè óçàãàëü-

íþþ÷ó óìîâó iñíóâàííÿ òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi ñòàëèõ {lnk; k = 1, ..., kn;n =

1, 2, ...}, ùî
max

1≤k≤kn
P (|Xnk − lnk| ≥ ε) −→ 0 (1.4)

äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî ε > 0.

Îçíà÷åííÿ 2 ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.4) äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî

ε > 0, òî òàêà óìîâà íàçèâà¹òüñÿ óìîâîþ íåñêií÷åíî¨ ñòàëîñòi. [1]

Iíàêøå êàæó÷è, âèïàäêîâi âåëè÷èíè Xnk ãðàíè÷íî ñòàëi, ÿêùî iñíóþòü

òàêi ñòàëi lnk, ùî âåëè÷èíè Xnk − lnk íåñêií÷åííî ìàëi.
ßêùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè Xnk çàäîâîëüíÿþòü óìîâi (1.4), òî

lnk = mXnk + o(1) ðiâíîìiðíà âiäíîñíî k. Äiéñíî, ç (1.4) ñëiäó¹, ùî

min
1≤k≤kn

P (|Xnk − lnk| < ε) >
1

2

äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 òà äîñòàòíüî âåëèêèõ n.

Îçíà÷åííÿ 3 Ìåäiàíà � öå ÷èñëî, ùî õàðàêòåðèçó¹ âèáiðêó. ßêùî âñi
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åëåìåíòè âèáiðêè ðiçíi, òî ìåäiàíà � öå òàêå ÷èñëî, ùî ïîëîâèíà ç öèõ

åëåìåíòiâ âèáiðêè áiëüøà çà íüîãî, à äðóãà ìåíøå. ßêùî æ âèáiðêà ìà¹

ïàðíó êiëüêiñòü åëåìåíòiâ, òî ìåäiàíà ÿê ïðàâèëî, âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ïiâ-

ñóìà äâîõ ñóñiäíiõ åëåìåíòiâ, ùî çíàõîäÿòüñÿ ïîñåðåäèíi. [2]

Â ñèëó âèçíà÷åííÿ ìåäiàíè ìà¹ìî |mXnk−lnk| < ε äëÿ âñiõ k òà äîñòàòíüî

âåëèêèõ n.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ÿêùî óìîâà (1.4) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äåÿêî¨ ïîñëiäîâ-

íîñòi ñòàëèõ {lnk}, òî âîíà âèêîíó¹òüñÿ é ïðè âèêîðèñòàííi çàìiíè lnk íà

mXnk.

Î÷åâèäíî, ùî â òåîðåìàõ 1 òà 2 ìè ìîæåìî çàìiíèòè óìîâó íåñêií÷åíî¨

ìàëîñòi ðîçãëÿíóòèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí óìîâîþ ãðàíè÷íî¨ ñòàëîñòi öèõ

âåëè÷èí.

12



1.2 Óìîâà çáiæíîñòi äî çàäàíîãî íåñêií÷åííî

ïîäiëüíîãî ðîçïîäiëó

ßê ïîêàçàíî â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi áóäü-ÿêi íåñêií÷åííî ïîäiëüíi ðîç-

ïîäiëè òà ïðè öüîìó òiëüêè öi ðîçïîäiëè ìîæóòü áóòè ãðàíè÷íèìè äëÿ

ðîçïîäiëiâ ñóì íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìî-

âó íåñêií÷åíî¨ ìàëîñòi àáî óìîâó ãðàíè÷íî¨ ñòàëîñòi. Äîäàòêîâi ðîçäóìè

äîçâîëÿþòü îòðèìàòè íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi ðîçïîäiëiâ òà-

êèõ ñóì äî çàäàíîãî íåñêií÷åííî ïîäiëüíîãî ðîçïîäiëó. Ó çâ'ÿçêó ç öèì

íàâåäåìî ðÿä òåîðåì ç êëàñè÷íî¨ òåîði¨ ñóìóâàííÿ íåçàëåæíèõ âèïàäêî-

âèõ âåëè÷èí,àëå áåç äîâåäåííÿ, òàê ÿê ó öüîìó íåìà¹ íåîáõiäíîñòi, áî ¨õ

äîâåäåííÿ íàâîäèëè áàãàòî àâòîðiâ íàóêîâî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ëiòåðàòóðè, ÿêi

ñïåöiàëiçóâàëèñü ó öié ãàëóçi ìàòåìàòèêè.

Òåîðåìà 3 Íåõàé F (x) - íåñêií÷åííî ïîäiëüíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ç õàðà-

êòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ f(t), ùî çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

f(t) = exp{iγt+

∞∫
−∞

(eitx − 1− itx

1 + x2
)
1 + x2

x2
dG(x)}

(äå γ - äiéñíà ñòàëà, G(x) - íå ñïàäíà îáìåæåíà ôóíêöiÿ, à ïiäiíòåãðàëüíà

ôóíêöiÿ ïðè x = 0 äîðiâíþ¹ − t2

2 ). Íåõàé

{Xnk; k = 1, ..., kn;n = 1, 2, ...}

- ïîñëiäîâíiñòü ñåðié íåçàëåæíèõ â êîæíié ñåði¨ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî

çàäîâîëüíÿþòü óìîâi íåñêií÷åíî¨ ìàëîñòi. Ïîêëàäåìî Fnk(x) = P (Xnk <

< x).Äëÿ òîãî ùîá ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ñóì
kn∑
k=1

Xnk ñëàáêî çáiãàëèñü äî F (x),

íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî âèêîíàííÿ óìîâ

Gn ⇒ G, γn −→ γ, (1.5)

äå

Gn(x) =
kn∑
k=1

x∫
−∞

y2

1 + y2
dF nk(y), (1.6)

13



γn =
kn∑
k=1

{ank +

∞∫
−∞

x

1 + x2
dF nk(x)}, (1.7)

ank =

∫
|x|<τ

xdFnk(x), F nk(x) = Fnk(x+ ank), (1.8)

τ - äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî. [3]

Òåîðåìó 3 íå âàæêî óçàãàëüíèòè òàêèì ÷èíîì.

Òåîðåìà 4 Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 3 òà íåõàé {bn} - ïîñëi-

äîâíiñòü ñòàëèõ. Äëÿ òîãî ùîá ðîçïîäiëè ñóì
kn∑
k=1

Xnk−bn ñëàáêî çáiãàëèñü

äî F (x), íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî âèêîíàííÿ óìîâ

kn∑
k=1

x∫
−∞

y2

1 + y2
dFnk(y + ank)⇒ G(x), (1.9)

òà
kn∑
k=1

{ank +

∞∫
−∞

x

1 + x2
dFnk(x+ ank)} − bn −→ γ, (1.10)

äå

ank =

∫
|x|<τ

xdFnk(x), (1.11)

τ - äîâiëüíà äîäàòíà ñòàëà. [3]

Ç òåîðåìè 4 âèïëèâà¹

Òåîðåìà 5 Íåõàé {Xnk} - ïîñëiäîâíiñòü ñåðié íåçàëåæíèõ â êîæíié ñåði¨

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâi íåñêií÷åííî¨ ìàëîñòi. Äëÿ

iñíóâàííÿ ïîñëiäîâíîñòi ñòàëèõ {bn}, òàêî¨, ùî ðîçïîäiëè ñóì
∑
k

Xnk−bn
ñëàáêî çáiãàþòüñÿ äî ãðàíè÷íîãî ðîçïîäiëó, íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî ùîá

âèêîíóâàëàñü óìîâà (1.9), äå G(x) - íå ñïàäíà îáìåæåíà ôóíêöiÿ.

ßêùî ðîçïîäiëè ñóì
∑
k

Xnk − bn ñëàáêî çáiãàþòüñÿ äî ãðàíè÷íîãî ðîç-

ïîäiëó, òî

bn =
kn∑
k=1

{ank +

∞∫
−∞

x

1 + x2
dFnk(x+ ank)} − γ + o(1),
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äå γ - äîâiëüíà äiéñíà ñòàëà. [3]

Çìiíè, êîòði âíîñèòü â îòðèìàíi ðåçóëüòàòè çàìiíà óìîâè íåñêií÷åíî¨ ìà-

ëîñòi óìîâîþ ãðàíè÷íî¨ ñòàëîñòi, î÷åâèäíi. Ïðè öüîìó â òåîðåìàõ 3, 4 òà 5

òðåáà çðîáèòè çàìiíó Fnk íà Fnk(x+mnk), äå mnk - ìåäiàíà âèïàäêîâî¨ âå-

ëè÷èíè Xnk, òà îêðiì öüîãî â òåîðåìi 3 íåîáõiäíî çàìiíèòè ñóìó
∑
k

Xnk íà∑
k

Xnk−mnk. Áåðó÷è äî óâàãè, ùî çàìiíà óìîâè íåñêií÷åíî¨ ìàëîñòi áiëüø

çàãàëüíîþ óìîâîþ ãðàíè÷íî¨ ñòàëîñòi íå ïîâ'ÿçàíà ç áóäü-ÿêèìè iñòîòíèìè

çàòðóäíåííÿìè, àëå ïðèâîäèòü äî óñêëàäíåííÿ ôîðìóëþâàíü, ìè îáìåæè-

ìîñÿ â ïîäàëüøîìó òèì, ùî ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíîñòi ñåðié íåçàëåæíèõ

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâi íåñêií÷åííî¨ ìàëîñòi.

Çíàéäåíi íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi ðîçïîäiëiâ ñóì íåçàëå-

æíèõ äîäàíêiâ äî ãðàíè÷íîãî ðîçïîäiëó äîçâîëÿþòü iíàêøå ôîðìóëþâàííÿ

òåîðåì. Ñïî÷àòêó íàâåäåìî òåîðåìó, ùî ïðèìèêà¹ äî òåîðåìè 3.

Òåîðåìà 6 Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 3. Äëÿ òîãî ùîá ðîçïîäi-

ëè ñóì
kn∑
k=1

Xnk ñëàáêî çáiãàëèñü äî ðîçïîäiëó F (x) íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî

âèêîíàííÿ íàñòóïíèõ óìîâ:

(A)
kn∑
k=1

Fnk(x) −→
x∫

−∞

1 + y2

y2
dG(y) ïðè x < 0,

kn∑
k=1

(1− Fnk(x)) −→
∞∫
x

1 + y2

y2
dG(y) ïðè x > 0,

ó áóäü-ÿêié òî÷öi íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ G(x);

(Á) lim
ε−→0

lim sup
n−→∞

kn∑
k=1

{
∫
|x|<ε

x2dFnk(x)− (

∫
|x|<ε

xdFnk(x))2} =

= lim
ε−→0

lim inf
n−→∞

kn∑
k=1

{
∫
|x|<ε

x2dFnk(x)− (

∫
|x|<ε

xdFnk(x))2} = G(+0)−G(−0);

(Â)
kn∑
k=1

∫
|x|<τ

xdFnk(x) −→ γ +

∫
|x|<τ

xdG(x)−
∫
|x|>τ

dG(x)

x
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äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî τ > 0, òàêîãî, ùî òî÷êè ±τ ¹ òî÷êàìè íåïå-

ðåðâíîñòi ôóíêöi¨ G(x). [1]

Òåîðåìà 7 Íåõàé F (x) - íåñêií÷åííî ïîäiëüíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ç õàðà-

êòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ f(t), ùî ìà¹ ïðåäñòàâëåííÿ Ëåâi-Õií÷èíà

(àíàëîãi÷íå, ùî íàâåäåíå â òåîðåìi 3). Íåõàé {Xnk} - ïîñëiäîâíiñòü ñåðié
íåçàëåæíèõ â êîæíié ñåði¨ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

íåñêií÷åííî¨ ìàëîñòi òà íåõàé Fnk(x) = P (Xnk < x), bn - ïîñëiäîâíiñòü

ñòàëèõ. Äëÿ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ðîçïîäiëiâ ñóì
∑
k

Xnk − bn äî ðîçïîäiëó

F (x) íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñü óìîâè òåîðåìè 6 (À)

òà (Á), à òàêîæ óìîâà

∑
k

∫
|x|<τ

xdFnk(x)− bn −→ γ +

∫
|x|<τ

xdG(x)−
∫
|x|>τ

dG(x)

x

äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî τ > 0, òàêîãî, ùî òî÷êè ±τ ¹ òî÷êàìè íåïå-

ðåðâíîñòi ôóíêöi¨ G(x). [1]
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1.3 Öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà

Â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi ìè äîñëiäæóâàëè óìîâè çáiæíîñòi ðîçïîäiëiâ

ñóìì íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâi íåñêií÷å-

íî¨ ìàëîñòi äî çàäàíîãî ãðàíè÷íîãî ðîçïîäiëó, ÿêèé ¹ íåñêií÷åííî ïîäiëü-

íèì. Òåïåð íàñ öiêàâèòèìå âèïàäîê íîðìàëüíîãî ãðàíè÷íîãî ðîçïîäiëó.

Â ïðåäñòàâëåííi õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ôóíêöi¨ íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïà-

ðàìåòðàìè (a, σ) ôîðìóëîþ Ëåâi-Õií÷èíà, ùî íàâåäåíî ó òåîðåìi 3, ìà¹ìî

γ = a,

G(x) =

0, ÿêùî x 6 0,

σ2, ÿêùî x > 0.

Òîìó ç òåîðåìè 6 âèïëèâà¹ íàñòóïíå. Íåõàé {Xnk} - ïîñëiäîâíiñòü ñåðié

íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâi íåñêií÷åíî¨ ìà-

ëîñòi (1.2) òà íåõàé Fnk - ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Xnk. Äëÿ

ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ðîçïîäiëó ñóìì
∑
k

Xnk äî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðà-

ìåòðàìè (a, σ) íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñü óìîâè

(A)
∑
k

P (|Xnk| > ε) −→ 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0,

(Á) lim
ε−→0

lim sup
n−→∞

∑
k

{
∫
|x|<ε

x2dFnk(x)− (

∫
|x|<ε

xdFnk(x))2} =

= lim
ε−→0

lim inf
n−→∞

∑
k

{
∫
|x|<ε

x2dFnk(x)− (

∫
|x|<ε

xdFnk(x))2} = σ2;

(Â)
∑
k

∫
|x|<ε

xdFnk(x) −→ a äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0.

�ðóíòóþ÷èñü íà öüîìó ðåçóëüòàòi, ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíèé.

Òåîðåìà 8 Íåõàé {Xnk; k = 1, ..., kn;n = 1, 2, ...} - ïîñëiäîâíiñòü ñåðié íå-

çàëåæíèõ â êîæíié ñåði¨ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, Fnk(x) - ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó

Xnk. Äëÿ òîãî, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà íåñêií÷åíî¨ ìàëîñòi (1.2) òà ìà-

ëà ìiñöå ñëàáêà çáiæíiñòü ðîçïîäiëiâ ñóì
∑
k

Xnk äî íîðìàëüíîãî (a, σ)

ðîçïîäiëó, íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî, ùîá äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî ε > 0
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âèêîíóâàëèñü óìîâè [1] ∑
k

P (|Xnk| > ε) −→ 0, (1.12)

∑
k

{
∫
|x|<ε

x2dFnk(x)− (

∫
|x|<ε

xdFnk(x))2} −→ σ2, (1.13)

∑
k

∫
|x|<ε

xdFnk(x) −→ a. (1.14)

Öÿ òåîðåìà ¹ çàãàëüíîþ ôîðìîþ öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè äëÿ

ñóì íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Ìè áóäåìî íàçèâàòè öåíòðàëüíîþ

ãðàíè÷íîþ òåîðåìîþ áóäü-ÿêå òâåðäæåííÿ ïðî òå, ùî ïðè äåÿêèõ óìîâàõ

ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ñóìè íåîáìåæåííî çðîñòàþ÷îãî ÷èñëà âèïàäêîâèõ âåëè-

÷èí çáiãà¹òüñÿ äî íîðìàëüíî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó. Ñôîðìóëþ¹ìî òåîðåìó 8

iíàêøå.

Òåîðåìà 9 Íåõàé {Xnk} - ïîñëiäîâíiñòü ñåðié íåçàëåæíèõ â êîæíié ñå-

ði¨ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, Fnk(x) - ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Xnk. Äëÿ òîãî, ùîá

âèêîíóâàëàñü óìîâà íåñêií÷åíî¨ ìàëîñòi (1.2) òà ìàëà ìiñöå ñëàáêà çái-

æíiñòü ðîçïîäiëiâ ñóì
∑
k

Xnk äî íîðìàëüíîãî (a, σ) ðîçïîäiëó, íåîáõiäíî

òà äîñòàòíüî, ùîá äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî ε > 0 òà äåÿêîãî τ > 0

âèêîíóâàëèñü óìîâè [1] ∑
k

P (|Xnk| > ε) −→ 0,

∑
k

{
∫
|x|<τ

x2dFnk(x)− (

∫
|x|<τ

xdFnk(x))2} −→ σ2,

∑
k

∫
|x|<τ

xdFnk(x) −→ a.

Òåîðåìà 10 Íåõàé {Xnk} - ïîñëiäîâíiñòü ñåðié íåçàëåæíèõ â êîæíié ñå-

ði¨ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Íåõàé ðîçïîäië ñóìè
∑
k

Xnk ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ

äî äåÿêîãî íåâèðîäæåíîãî ãðàíè÷íîãî ðîçïîäiëó. Äëÿ òîãî ùîá ãðàíè÷íèé

ðîçïîäië áóâ íîðìàëüíèì òà âèêîíóâàëàñü óìîâà íåñêií÷åíî¨ ìàëîñòi íå-
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îáõiäíî òà äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëîñü ñïiââiäíîøåííÿ∑
k

P (|Xnk| > ε) −→ 0

äëÿ áóäü-ÿêîãî äîâiëüíîãî ε > 0. [1]

Òåîðåìà 11 Íåõàé {Xnk} - ïîñëiäîâíiñòü ñåðié íåçàëåæíèõ â êîæíié ñå-

ði¨ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, Fnk(x) - ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Xnk. Äëÿ òîãî ùîá

âèêîíóâàëàñü óìîâà íåñêií÷åíî¨ ìàëîñòi (1.2) òà iñíóâàëà òàêà ïîñëiäîâ-

íiñòü ñòàëèõ {bn}, ùî ðîçïîäiëè ñóì
∑
k

Xnk − bn ñëàáêî çáiãàþòüñÿ äî

íîðìàëüíîãî (0,1) ðîçïîäiëó íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëîñü

ñïiââiäíîøåííÿ ∑
k

P (|Xnk| > ε) −→ 0

äëÿ áóäü-ÿêîãî äîâiëüíîãî ε > 0 òà

∑
k

{
∫
|x|<τ

x2dFnk(x)− (

∫
|x|<τ

xdFnk(x))2} −→ 1

äëÿ äåÿêîãî τ > 0. ßêùî îñòàííi óìîâè âèêîíàíi, òî ìîæíà ïîêëàñòè

bn =
∑
k

∫
|x|<H

xdFnk(x) + o(1),

äå H- äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî. Âñi äîïóñòèìi ñòàëi bn çàäîâîëüíÿþòü öþ

ðiâíiñòü. [1]

Òåîðåìà 11 çàëèøà¹òüñÿ âiðíîþ, ÿêùî â íié çàìiíèòè ñëîâà "äëÿ äåÿêîãî

τ > 0" ñëîâàìè "äëÿ áóäü-ÿêîãî τ > 0".

Ïîêàæåìî, ùî óìîâà
∑
k

P (|Xnk| > ε) −→ 0, ùî íåîäíîðàçîâî çóñòði÷à¹-

òüñÿ â ôîðìóëþâàííÿõ òåîðåì, ðiâíîñèëüíà óìîâi

P (max
k
|Xnk| > ε) −→ 0.

Ïîêëàäåìî pnk = P (|Xnk| > ε). Ìè ìà¹ìî

P (max
k
|Xnk| > ε) = 1− P (max

k
|Xnk| < ε) = 1−

∏
k

P (|Xnk| < ε) =
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= 1−
∏
k

(1− pnk).

Íàøå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòåé

1− exp{−
∑
k

pnk} ≤ 1−
∏
k

(1− pnk) ≤
∑
k

pnk.

Ç îòðèìàíèõ òåîðåì çàãàëüíîãî âèãëÿäó äóæå ïðîñòî îòðèìàòè êëàñè-

÷íi ðåçóëüòàòè Ëiíäåáåðãà, Áåðíøòåéíà òà Ôåëåðà, ùî âiäíîñÿòüñÿ äî öåí-

òðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè äëÿ íàêîïè÷åíèõ ñóì íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ

âåëè÷èí. Ïîêëàäåìî

Φ(x) =
1√
2π

x∫
−∞

e
−t2
2 dt. (1.15)

Òåîðåìà 12 Íåõàé {Xn;n = 1, 2, ...} - ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàä-

êîâèõ âåëè÷èí, Vn(x) - ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Xn òà íåõàé {an} - ïîñëiäîâ-
íiñòü äîäàòíèõ ñòàëèõ. Äëÿ òîãî ùîá

max
1≤k≤n

P (|Xk| ≥ εan) −→ 0 (1.16)

äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî ε > 0 òà

sup
x
|P (

1

an

n∑
k=1

Xk < x)− Φ(x)| −→ 0, (1.17)

íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñü óìîâè [1]

n∑
k=1

∫
|x|≥εan

dVk(x) −→ 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî ε > 0, (1.18)

1

a2n

n∑
k=1

{
∫

|x|<an

x2dVk(x)− (

∫
|x|<an

xdVk(x))2} −→ 1 (1.19)

i
1

an

n∑
k=1

∫
|x|<an

xdVk(x) −→ 0. (1.20)
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Öÿ òåîðåìà ¹ íàñëiäêîì òåîðåì 8 òà 9 ïðè Xnk = 1
an
Xk i Fnk = Vk(anx)

(k = 1, ..., n).

Ó âiäïîâiäíîñòi ç òåîðåìîþ 8 óìîâè (1.19) òà (1.20) â òåîðåìi 12 ìîæíà

çàìiíèòè íà òàêi óìîâè

1

a2n

n∑
k=1

{
∫

|x|<εan

x2dVk(x)− (

∫
|x|<εan

xdVk(x))2} −→ 1 (1.21)

i
1

an

n∑
k=1

∫
|x|<εan

xdVk(x) −→ 0. (1.22)

äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî ε > 0.

Òåîðåìà 13 Íåõàé {Xn} - ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè-

÷èí, {an} - ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ñòàëèõ. ßêùî âèêîíàíi óìîâè

1

a2n

n∑
k=1

{
∫

|x|<an

x2dVk(x) −→ 1,

1

an

n∑
k=1

∫
|x|<an

xdVk(x) −→ 0

òà óìîâà (1.18), òî ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (1.17). Ó öüîìó âèïàäêó

Vk(x) - ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Xk. [1]

Öÿ òåîðåìà âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 12.

Òåîðåìà 14 Íåõàé {Xn} - ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè-

÷èí, Vn(x) - ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Xn. Äëÿ iñíóâàííÿ ïîñëiäîâíîñòåé ñòàëèõ

{an > 0} òà {bn} òàêèõ, ùî [1]

sup
x
|P (

1

an

n∑
k=1

Xk − bn < x)− Φ(x)| −→ 0 (1.23)

òà âèêîíàíà óìîâà (1.16), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàëà òàêà ïî-

21



ñëiäîâíiñòü ñòàëèõ {cn}, ùî cn −→∞,

n∑
k=1

∫
|x|≥cn

dVk(x) −→ 0 (1.24)

i
1

c2n

n∑
k=1

{
∫

|x|<cn

x2dVk(x)− (

∫
|x|<cn

xdVk(x))2} −→ ∞. (1.25)

Ó âèïàäêó iñíóâàííÿ ïîñëiäîâíîñòi {cn} ç âêàçàíèìè âëàñòèâîñòÿìè â

(1.23) ìîæíà ïîêëàñòè

a2n =
n∑
k=1

{
∫

|x|<cn

x2dVk(x)− (

∫
|x|<cn

xdVk(x))2}, (1.26)

bn =
1

an

n∑
k=1

∫
|x|<cn

xdVk(x). (1.27)

Òåîðåìà 15 Íåõàé {Xn} - ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè-

÷èí, äå õî÷à á îäíà ç ÿêèõ ìà¹ íåâèðîäæåíèé ðîçïîäië. Íåõàé Xn ìà¹

ñêií÷åííó äèñïåðñiþ σ2n(n = 1, 2, ...). Ïîêëàäåìî

Vn(x) = P (Xn < x), an = EXn,

Bn =
n∑
k=1

σ2k, Fn(x) = P (
1√
Bn

n∑
k=1

(Xk − ak) < x).

Äëÿ òîãî ùîá
max
1≤k≤n

σ2k

Bn
−→ 0 (1.28)

i

sup
x
|Fn(x)− Φ(x)| −→ 0, (1.29)

íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî âèêîíàííÿ óìîâè Ëiíäåáåðãà:

1

Bn

n∑
k=1

∫
|x−ak|≥ε

√
Bn

(x− ak)2dVk(x) −→ 0 (1.30)
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äëÿ áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî ε > 0. [1]

Óìîâà Ëiíäåáåðãà âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ùî ðîçãëÿäà-

þòüñÿ ìàþòü îäíàêîâèé ðîçïîäië çi ñêií÷åíîþ äèñïåðñi¹þ.

Ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî Bn −→∞ ¹ íàñëiäêîì óìîâè (1.28). Â ñèëó òåîðåìè

15 çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ÿêùî âèêîíàíà óìîâà Ëiíäåáåðãà, òî Bn −→∞.

Íå âàæêî òàêîæ ïîêàçàòè, ùî äîñòàòíüîþ äëÿ âèêîíàííÿ óìîâè Ëiíäå-

áåðãà ¹ óìîâà
1

B
1+ δ

2
n

n∑
k=1

E|Xk − EXk|2+δ −→ 0

äëÿ äåÿêîãî δ > 0 (óìîâà Ëÿïóíîâà). Ñàìó óìîâó Ëiíäåáåðãà ìîæíî çà-

ïèñàòè iíàêøå, à ñàìå âîíà ðiâíîñèëüíà óìîâi, ÿêó ìè îòðèìó¹ìî ïðè çà-

ìiíi â ëiâié ÷àñòèíi (1.30) îáëàñòi iíòåãðóâàííÿ |x − ak| ≥ ε
√
Bn îáëàñòþ

|x− ak| ≥ ε
√
Bk.
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1.4 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåíèé òðèêóòíèê Ïàñêàëÿ.

x1,1

x2,1 x2,2

x3,1 x3,2 x3,3

... ... ... ...

Áóäåìî ââàæàòè, ùî çíà÷åííÿ íà ái÷íèõ ëiíiÿõ îáèðàþòüñÿ äîâiëüíèì ÷è-

íîì, à ïðàâèëî óòâîðåííÿ iíøèõ çíà÷åíü ¹ êëàñè÷íèì.

x3,2 = x2,1 + x2,2

...

xn,k = xn−k,k−1 + xn−1,k

Òâåðäæåííÿ 1 Ñóìà åëåìåíòiâ â óñiõ ðÿäêàõ âêëþ÷íî äî n-òîãî äîðiâ-

íþ¹ [4]

Sn = xn,1 + xn,n + xn−1,1 + xn−1,n−1 +
n−2∑
k=2

2k−1(xn−k,1 + xn−k,n−k). (1.31)

Äîâåäåííÿ:

Ñóìà åëåìåíòiâ â n-ìó ðÿäêó òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ ìà¹ âèãëÿä: [4]

Sn = xn,1 + xn,n − xn−1,1 − xn−1,n−1 + 2Sn−1 (∗)

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n=4:

S4 = x4,1 + x4,4 + x3,1 + x3,3 + 2(x2,1 + x2,2)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (*) äëÿ n=5 îòðèìà¹ìî:

S5 = x5,1+x5,5−x4,1−x4,4+2S4 = x5,1+x5,5−x4,1−x4,4+2(x4,1+x4,4+x3,1+
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+x3,3 + 2(x2,1 +x2,2)) = x5,1 +x5,5−x4,1−x4,4 + 2(x4,1 +x4,4) + 2(x3,1 +x3,3)+

+4(x2,1 + x2,2)

n=6:

S6 = x6,1+x6,6−x5,1−x5,5+2S5 = x6,1+x6,6−x5,1−x5,5+2(x5,1+x5,5+x4,1+

+x4,4+2(x3,1+x3,3)+4(x2,1+x2,2)) = x6,1+x6,6+x5,1+x5,5+2(x4,1+ +x4,4)+

+4(x3,1 + x3,3) + 8(x2,1 + x2,2).

Ïðîäîâæóþ÷è òàêèì ÷èíîì äëÿ ðiçíèõ öiëèõ n ìè îòðèìà¹ìî íàøó ôîð-

ìóëó (1.31).N

Îçíà÷åííÿ 4 Ïîêëàäåìî:

Xn,1 = 0,

Xn,n = xn,1 + xn,n,

Xn,n−1 = xn−1,1 + xn−1,n−1,

Xn,k = 2k−1(xn−k,1 + xn−k,n−k).

Òàêó ñõåìó ñåðié áóäåìî íàçèâàòè ñõåìîþ ñåðié Ïàñêàëÿ.

Òîäi (1.31) ìàòèìå âèãëÿä:

Sn =
n∑
k=1

Xn,k.

Ïðèïóñòèìî, ùî xi,j � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè ç ðîçïîäiëîì Áåð-

íóëëi, äå

P (xi,j = 0) = P (xi,j = 1) =
1

2
.

Òâåðäæåííÿ 2 Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ ñóìè Sn äîðiâíþ¹: [4]

E[Sn] = µ2n−1.

Äîâåäåííÿ:

25



Ïîêëàäåìî E[xn−k,1] = µ òîäi é E[xn−k,n−k] = µ.

E[Sn] = Exn,1+Exn,n+Exn−1,1+Exn−1,n−1+
n−2∑
k=2

E[2k−1(xn−k,1+xn−k,n−k)] =

= 4µ+ 2µ
n−2∑
k=2

2k−1 = 4µ+ 2µ
2(2n−3 − 1)

1
= 4µ+ 2µ(2n−2 − 2) = µ2n−1.N

Òâåðäæåííÿ 3 Äèñïåðñiÿ ñóìè Sn äîðiâíþ¹: [4]

var[Sn] =
2σ2

3
(5 + 4n−3).

Äîâåäåííÿ:

Àíàëîãi÷íî var[xn−k,1] = σ2 òà var[xn−k,n−k] = σ2.

var[Sn] = var[xn,1] + var[xn,n] + var[xn−1,1] + var[xn−1,n−1]+

+
n−2∑
k=2

var[2k−1(xn−k,1 + xn−k,n−k)] = 4σ2 + 2σ2
n−2∑
k=2

22k−2 =

= 4σ2 + 2σ2
22n−6 − 1

3
=

2σ2

3
(5 + 4n−3).N

Óìîâà íåñêií÷åíî¨ ìàëîñòi

Ïåðåâiðèìî ÷è âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.2) äëÿ íàøîãî âèïàäêó. Äëÿ öüîãî

ïåðåïèøåìî íàøó ñóìó (1.31) ó òàêîìó âèãëÿäi:

Sn =
n−2∑
k=2

2k−1(xn−k,1 + xn−k,n−k) = |n−k=m,k=n−m | =
2∑

m=n−2
2n−m−1(xm,1 + xm,m) =

= | íåõàéxm,1 + xm,m = Ym| =
m=n−2∑

2

2n−m−1Ym = |2n−m−1Ym = Xnm| =

=
m=n−2∑

2

Xnm
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Ïåðåïèøåìî óìîâó íåñêií÷åíî¨ ìàëîñòi (1.2) ó òàêîìó âèãëÿäi:

∀ε > 0 ∀n ≥ n0 sup{P (|Xnm| > ε) : m ≥ 1} < ε.

Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ öi¹¨ óìîâè â íàøîìó âèïàäêó:

sup{P (|2n−m−1Ym| > ε) : 2 ≤ m ≤ n− 2} < ε.

Ym ìà¹ òàêèé ðîçïîäië:

Y ∼
(

0 1 2
1
4

1
2

1
4

)
,

òîäi

supP ((|2n−m−1Y | > ε) : m ≥ 1) < ε = supP ((Y >
ε

2n−m−1
) : 2 ≤ m ≤

≤ n− 2) < ε = P ((Y >
ε

2n−m−1
) : 2 ≤ m ≤ n− 2) < ε.

Îñêiëüêè ε
2n−m−1 < 1 äëÿ âåëèêèõ n, òî

P (Y > 1) < P (Y >
ε

2n−3
).

Îòæå, ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî äëÿ íàøîãî âèïàäêó óìîâà íåñêií÷åíî¨

ìàëîñòi íå âèêîíó¹òüñÿ. Çâiäñè ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè òåîðåìó.

Òåîðåìà 16 Óìîâà íåñêií÷åíî¨ ìàëîñòi (1.2) íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ ñõåìè

ñåðié Ïàñêàëÿ. [5]

Â íàøîìó âèïàäêó óìîâà íåñêií÷åíî¨ ìàëîñòi (1.2) íå âèêîíó¹òüñÿ, à çíà-

÷èòü ìè ìà¹ìî âèïàäîê íåêëàñè÷íî¨ òåîði¨ ñóìóâàíü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

Óìîâà ðiâíîìiðíî¨ ãðàíè÷íî¨ ñòàëîñòi äîäàíêiâ

Óìîâà ðiâíîìiðíî¨ ãðàíè÷íî¨ ñòàëîñòi äîäàíêiâ âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì ÷è-

íîì.
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Îçíà÷åííÿ 5 Ïîñëiäîâíiñòü ñåðié {Xnj} âèïàäêîâèõ âåëè÷èí íàçèâà¹-

òüñÿ ðiâíîìiðíî ãðàíè÷íî ñòàëîþ, ÿêùî iñíó¹ ìíîæèíà ñòàëèõ ÷èñåë

{unj} òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 òà âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ n âèêîíó-

¹òüñÿ [6]

sup{P (|Xnj − unj| > ε) : j ≥ 1} < ε. (1.32)

Ïåðåâiðèìî ÷è âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.32).

P (|2nX − Un| > ε) < ε

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè:

1) 2n − Un → 0

P (2n − Un > ε ∪ 2n − Un < −ε) < ε

Ñïî÷àòêó ïiäðàõó¹ìî P (2n − Un > ε) < ε
2 .

P (2n − Un > ε) = P (2n − Un > ε,X = 0) + P (2n − Un > ε,X = 1) = 0.

Òåïåð ïiäðàõó¹ìî äðóãó ÷àñòèíó íàøî¨ íåðiâíîñòi P (2n − Un < −ε) < ε
2 .

P (2n−Un < −ε) = P (2n−Un < −ε,X = 0) +P (2n−Un < −ε,X = 1) =
1

2
.

2) 2n − Un 9 0, 2nk − Unk → a, a 6= 0

Àíàëîãi÷íî, ñïî÷àòêó ïiäðàõó¹ìî òàêó éìîâiðíiñòü

P (2nkX − Unk > ε) <
ε

2
.

P (2nkX−Unk > ε) = P (2nkX−Unk > ε,X = 0) +P (2nkX−Unk > ε,X = 1)

P (2nkX − Unk > ε,X = 1) ìîæå ïðèéìàòè äâà çíà÷åííÿ 0, ÿêùî a ≤ ε

àáî 1
2 , ÿêùî a > ε. Âiäïîâiäíî P (2nkX −Unk > ε) ìîæå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ

àáî 0 àáî 1
2 .

Òîáòî

P (2nkX − Unk > ε) =

0, a ≤ ε

1
2 , a > ε
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Òåïåð ïiäðàõó¹ìî äðóãèé âèïàäîê P (2nkX − Unk < −ε) < ε
2 .

P (2nkX − Unk < −ε) = P (2nkX − Unk < −ε,X = 0)+

+P (2nkX − Unk < −ε,X = 1)

Îêðåìî ïiäðàõó¹ìî éìîâiðíîñòi äëÿ öi¹¨ ñóìè.

P (2nkX − Unk < −ε,X = 0) = P (−Unk < −ε,X = 0) =
1

2

P (2nkX−Unk < −ε,X = 1) = P (a < −ε). Òàêà éìîâiðíiñòü ìîæå ïðèéìàòè
çíà÷åííÿ 0, ïðè a>0 òà 1

2 , ïðè a ≤ −ε.
Ç íàâåäåíèõ âèùå îá÷èñëåíü ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî óìîâà ðiâíî-

ìiðíî¨ ãðàíè÷íî¨ ñòàëîñòi äîäàíêiâ íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ íàøîãî âèïàäêó.
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1.5 Âèñíîâêè ç ðîçäiëó 1

Îñíîâíîþ ìåòîþ äàíîãî ðîçäiëó áóëî âèñâiòëèòè, òó òåîðiþ ç ÿêîþ çó-

ñòðiíåòüñÿ êîæåí ïðè ñóìóâàííi íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Òàêó òå-

îðiþ íàçèâàþòü êëàñè÷íîþ i â ïåðøîìó ðîçäiëi áóëî íàâåäåíî âåëèêó êiëü-

êiñòü êëàñè÷íèõ òåîðåì. Òàêîæ ó öüîìó ðîçäiëi ìè ñôîðìóëþâàëè çàäà÷ó

ç ÿêîþ ìè ìàòèìåìî ñïðàâó â ïîäàëüøîìó. Âñi ìè çíà¹ìî, ùî òðèêóòíèê

Ïàñêàëÿ - öå íåñêií÷åííà òàáëèöÿ, ó âèãëÿäi òðèêóòíèêà ç áiíîìiàëüíèìè

êîåôiöi¹íòàìè. I â êëàñè÷íîìó òðèêóòíèêó íà ái÷íèõ ëiíiÿõ ñòîÿòü îäèíèöi,

àëå ìè ðîçãëÿíóëè iíøèé âèïàäîê, êîëè òðèêóòíèê Ïàñêàëÿ ôîðìó¹òüñÿ çà

êëàñè÷íèì ïðàâèëîì, àëå íà ái÷íèõ ëiíiÿõ çíà÷åííÿ îáèðàþòüñÿ äîâiëüíèì

÷èíîì.

Ìè ðîçãëÿíóëè äåÿêi âëàñòèâîñòi ñóìè âñiõ åëåìåíòiâ âêëþ÷íî äî n-ãî

ðÿäêà â òðèêóòíèêó Ïàñêàëÿ. Àëå îñíîâíå, ùî ìè îòðèìàëè ó öüîìó ðîçäiëi

- öå òå, ùî äëÿ íàøîãî âèïàäêó íå âèêîíó¹òüñÿ óìîâà íåñêií÷åíî¨ ìàëîñòi,

à òàêîæ íå âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ãðàíè÷íî¨ ñòàëîñòi.

Iç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ìè çðîáèëè âèñíîâîê, ùî äëÿ íàøîãî âèïàä-

êó íåîáõiäíî âèêîðèñòîâóâàòè íåêëàñè÷íó òåîðiþ ñóìóâàííÿ âèïàäîêîâèõ

âåëè÷èí, à òîìó òðåáà øóêàòè íå ñòàíäàðòíi ïiäõîäè äëÿ äîâåäåííÿ öåí-

òðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè äëÿ íàøî¨ çàäà÷i.

Îòæå, îñêiëüêè, ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç íåêëàñè÷íîþ òåîði¹þ ñóìóâàííÿ âè-

ïàäêîâèõ âåëè÷èí, äëÿ ïî÷àòêó, íàì íåîáõiäíî ðîçãëÿíóòè òåîðåòè÷íi âiäî-

ìîñòi, à äàëi ñïðîáó¹ìî çàñòîñóâàòè ¨õ äî íàøîãî âèïàäêó, ùî ìè i çðîáèìî

â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.
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2 ÍÅÊËÀÑÈ×ÍÀ ÒÅÎÐIß ÑÓÌÓÂÀÍÍß

ÍÅÇÀËÅÆÍÈÕ ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÕ ÂÅËÈ×ÈÍ

2.1 Íåêëàñè÷íi óìîâè

Ãðàíè÷íi òåîðåìè, â ÿêèõ íà îêðåìi äîäàíêè íàêëàäåíî óìîâè ¨õ íåñêií-

÷åíî¨ ìàëîñòi ïðèéíÿòî íàçèâàòè òåîðåìàìè â êëàñè÷íié ïîñòàíîâöi. Íåêëà-

ñè÷íèìè ãðàíè÷íèìè òåîðåìàìè ïðèéíÿòî íàçèâàòè òåîðåìè, ùî äîâåäåíi

áåç âèêîðèñòàííÿ óìîâè íåñêií÷åíî¨ ìàëîñòi (1.2). [6] Íå âàæêî íàâåñòè

ïðèêëàäè íå âèðîäæåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, äëÿ ÿêèõ íå âèêîíó¹òüñÿ íi

óìîâà Ëiíäåáåðãà, íi óìîâà íåñêií÷åíî¨ ìàëîñòi (1.2), àëå ïðè öüîìó ÖÃÒ

ìà¹ ìiñöå. Íàâåäåìî íàéïðîñòiøèé âèïàäîê.

Íåõàé x1, x2, ... - ïîñëiäîâíiñòü íåçàëåæíèõ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíèõ âè-

ïàäêîâèõ âåëè÷èí ç xn = 0, x1 = 1, xk = 2k−2, k ≥ 2. Ïîêëàäåìî

Sn = xn1 + ...+ xnn ç

xnk =
xk√
n∑
i=1

xi

.

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî òóò íå âèêîíàíî íi óìîâó Ëiíäåáåðãà, íi óìîâó

íåñêií÷åíî¨ ìàëîñòi (1.2), õî÷à ñïðàâåäëèâiñòü ÖÃÒ î÷åâèäíà, îñêiëüêè Sn
ðîçïîäiëåíi íîðìàëüíî ç Sn = 0, Sn = 1.

Òåîðåìà, ùî áóäå íàâåäåíà äàëi íèæ÷å äà¹ äîñòàòíi òà íåîáõiäíi óìîâè

ñïðàâåäëèâîñòi ÖÃÒ. Â öüîìó ñåíñi óìîâà (Λ), ùî áóäå íàâåäåíà íèæ÷å ¹

ïðèêëàäîì íåêëàñè÷íèõ óìîâ.

Áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî äëÿ êîæíîãî n ≥ 1 çàäàíà ïîñëiäîâíiñòü (ñõåìà

ñåðié) íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí

xn1, xn2, ..., xnn

ç xnk = 0, xnk = σ2nk > 0,
n∑
k=1

σ2nk = 1. Íåõàé Sn = xn1 + ...+ xnn,
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Fnk(x) = {xnk ≤ x},Φ(x) = 1√
2π

x∫
−∞

e
−y2
2 dy,Φnk(x) = Φ(xσnk).

Òåîðåìà 17 Äëÿ òîãî ùîá

Sn
d−→ N(0, 1) (2.1)

íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî âèêîíàííÿ äëÿ êîæíîãî ε > 0 óìîâè [7]

(Λ)
n∑
k=1

∫
|x|>ε

|x||Fnk(x)− Φnk(x)|dx −→ 0, n −→∞. (2.2)

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ çðîçóìiòè ÿêèé çâ'ÿçîê ìiæ óìîâîþ (Λ) òà êëàñè-

÷íîþ óìîâîþ Ëiíäåáåðãà

(L)
n∑
k=1

∫
|x|>ε

x2dFnk(x) −→ 0, n −→∞. (2.3)

Òåîðåìà 18 1. Óìîâà Ëiíäåáåðãà çàáåçïå÷ó¹ âèêîíàííÿ óìîâè (Λ):

(L)⇒ (Λ).

2. ßêùî max
1≤k≤n

x2nk −→ 0, n −→ ∞, òî óìîâà (Λ) çàáåçïå÷ó¹ âèêîíàííÿ

óìîâè Ëiíäåáåðãà (L): [7]

(Λ)⇒ (L).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 16. Äîâåäåííÿ íåîáõiäíîñòi óìîâè (Λ) äîâîëi ñêëàäíå.

Íàâåäåìî òóò ëèøå äîâåäåííÿ ¨¨ äîñòàòíîñòi. Íåõàé

fnk(t) = eitxnk, fn(t) = eitSn,

ϕnk(t) =

∞∫
−∞

eitxdΦnk(x), ϕ(t) =

∞∫
−∞

eitxdΦ(x).

Ç âëàñòèâîñòåé õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóíêöié ìè çíà¹ìî, ùî

ϕnk(t) = e−
t2σ2nk

2 , ϕ(t) = e−
t2

2 .
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Sn
d−→ N(0, 1) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè fn(t) −→ ϕ(t), n −→∞ äëÿ äîâiëüíîãî

äiéñíîãî t.

Ìà¹ìî

fn(t)− ϕ(t) =
n∏
k=1

fnk(t)−
n∏
k=1

ϕnk(t).

Îñêiëüêè |fnk(t)| ≤ 1, |ϕnk(t)| ≤ 1, òî

|fn(t)− ϕ(t)| = |
n∏
k=1

fnk(t)−
n∏
k=1

ϕnk(t)| ≤
n∑
k=1

|fnk(t)− ϕnk(t)| =

=
n∑
k=1

|
∞∫

−∞

eitxd(Fnk−Φnk)| =
n∑
k=1

|
∞∫

−∞

(eitx− itx+
t2x2

2
)d(Fnk−Φnk)|, (2.4)

äå ìè ñêîðèñòàëèñü òèì, ùî äëÿ k = 1, 2

∞∫
−∞

xkdFnk =

∞∫
−∞

xkdΦnk.

Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè äî iíòåãðàëiâ

b∫
a

(eitx − itx+
t2x2

2
)d(Fnk − Φnk),

îòðèìà¹ìî (âðàõîâóþ÷è òå, ùî x2[1− Fnk(x) + Fnk(−x)] −→ 0, x2[1−
− Φnk(x) + Φnk(−x)] −→ 0, x −→∞)

∞∫
−∞

(eitx − itx+
t2x2

2
)d(Fnk − Φnk) =

− it
∞∫

−∞

(eitx − itx− 1)(Fnk(x)− Φnk(x))dx. (2.5)
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Ç (2.4) òà (2.5) ìà¹ìî

|fn(t)− ϕ(t)| ≤
n∑
k=1

|t
∞∫

−∞

(eitx − itx− 1)(Fnk(x)− Φnk(x))dx| ≤

≤ |t|
3

2
ε

n∑
k=1

∫
|x|≤ε

|x||Fnk(x)−Φnk(x)|dx+ 2t2
n∑
k=1

∫
|x|>ε

|x||Fnk(x)−Φnk(x)|dx ≤

≤ ε|t|3
n∑
k=1

σ2nk + 2t2
n∑
k=1

∫
|x|>ε

|x||Fnk(x)− Φnk(x)|dx, (2.6)

ïðè öüîìó ìè ñêîðèñòàëèñü íåðiâíiñòþ∫
|x|≤ε

|x||Fnk(x)− Φnk(x)|dx ≤ 2σ2nk. (2.7)

Ç (2.6) â ñèëó äîâiëüíîñòi ε > 0 òà óìîâè (Λ) âèïëèâà¹, ùî fn(t) −→ ϕ(t),

n −→∞.N
Äîâåäåííÿ òåîðåìè 17. 1. Ç óìîâè Ëiíäåáåðãà (L) âèïëèâà¹ óìîâà

max
1≤k≤n

σ2nk −→ 0. Òîìó, âðàõîâóþ÷è, ùî
n∑
k=1

σ2nk = 1, îòðèìó¹ìî

n∑
k=1

∫
|x|>ε

x2dΦnk(x) ≤
∫

|x|>ε/
√

max
1≤k≤n

σ2
nk

x2dΦ(x) −→ 0, n −→∞. (2.8)

Ðàçîì ç óìîâîþ (L) öå äà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0

n∑
k=1

∫
|x|>ε

x2d[Fnk(x) + Φnk(x)] −→ 0, n −→∞. (2.9)

Çàôiêñó¹ìî ε > 0. Òîäi çíàéäåòüñÿ òàêà íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíà

ïàðíà ôóíêöiÿ h = h(x), ùî |h(x)| ≤ x2, |h′(x)| ≤ 4|x|,

h(x) =

x2, |x| > 2ε

0, |x| ≤ ε.
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Äëÿ òàêî¨ ôóíêöi¨ h(x) â ñèëó (2.9)

n∑
k=1

∫
|x|>ε

h(x)d[Fnk(x) + Φnk(x)] −→ 0, n −→∞. (2.10)

Çà äîïîìîãîþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè ç (2.10) çíàõîäèìî:

n∑
k=1

∫
|x|≥ε

h′(x)[(1−Fnk(x))+(1−Φnk(x))]dx =
n∑
k=1

∫
|x|≥ε

h(x)d[Fnk+Φnk] −→ 0,

n∑
k=1

∫
|x|≤−ε

h′(x)[Fnk(x) + Φnk(x)]dx =
n∑
k=1

∫
|x|≤−ε

h(x)d[Fnk + Φnk] −→ 0.

Îñêiëüêè h′(x) = 2x ïðè |x| ≥ 2ε, òî

n∑
k=1

∫
|x|≥2ε

|x||Fnk(x)− Φnk(x)|dx −→ 0, n −→∞.

Òàêèì ÷èíîì, â ñèëó äîâiëüíîñòi ε > 0, (L)⇒ (Λ).

2. Â ñèëó óìîâè max
1≤k≤n

σ2nk òà (2.8) äëÿ ôóíêöi¨, ùî ââåäåíà âèùå çà h = h(x)

îòðèìó¹ìî, ùî

n∑
k=1

∫
|x|>ε

h(x)dΦnk(x) ≤
n∑
k=1

∫
|x|>ε

x2dΦnk(x) −→ 0, n −→∞. (2.11)

Äàëi, ç óðàõóâàííÿì iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, çíàõîäèìî:

|
n∑
k=1

∫
|x|>ε

h(x)d[Fnk − Φnk]| ≤ |
n∑
k=1

∫
|x|≥ε

h(x)d[(1− Fnk)− (1− Φnk)]|+

+|
n∑
k=1

∫
|x|≤−ε

h(x)d[Fnk − Φnk]| ≤
n∑
k=1

∫
|x|≥ε

|h′(x)||(1− Fnk)− (1− Φnk)|dx+

+
n∑
k=1

∫
|x|≤−ε

|h′(x)||Fnk − Φnk|dx ≤ 4
n∑
k=1

∫
|x|≥ε

|x||Fnk(x)− Φnk(x)|dx. (2.12)
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Ç (2.11) òà (2.12) âèïëèâà¹, ùî

n∑
k=1

∫
|x|≥2ε

x2dFnk(x) ≤
n∑
k=1

∫
|x|≥ε

h(x)dFnk(x) −→ 0, n −→∞,

òîáòî âèêîíàíà óìîâà Ëiíäåáåðãà (L).N

Òåîðåìà 19 Äëÿ òîãî ùîá ìàëà ìiñöå öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà,

íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî âèêîíàííÿ íàñòóïíî¨ óìîâè: [8]

lim
n−→∞

Rn(ε) = 0,∀ε > 0,

äå

Rn(ε) =
n∑
k=1

∫
|x|>ε

|x||Fnk(x)− Φnk(x)|dx, ε > 0.

Öÿ òåîðåìà ¹ óçàãàëüíåííÿì òåîðåìè Ëiíäåáåðãà-Ôåëëåðà i ¹ íå êëàñè÷íèì

âàðiàíòîì öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè òîìó, ùî â íié âiäñóòíÿ óìîâà

íåñêiíåíî¨ ìàëîñòi.

Ïîêëàäåìî

R(α)
n =

n∑
k=1

[

∫
|x|≤1

|x|1+α|Fnk(x)−Φnk(x)|dx+

∫
|x|≤1

|x||Fnk(x)−Φnk(x)|dx], α > 0.

Òîäi ìà¹ìî ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 20 (À) ßêùî lim
n−→∞

R
(α)
n = 0 äëÿ äåÿêîãî α > 0, òî lim

n−→∞
Rn(ε) =

= 0 ∀ε > 0 i lim
n−→∞

R
(α)
n = 0 ∀α > 0;

(Á) ÿêùî lim
n−→∞

Rn(ε) = 0 ∀ε > 0, òî lim
n−→∞

R
(α)
n = 0 ∀α > 0;

(Â) äëÿ òîãî ùîá ñõåìà ñåðié {Xnk, 1 ≤ k ≤ n} çi ñêií÷åíèìè äèñïåðñiÿìè

çàäîâîëüíÿëà ÖÃÒ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá iñíóâàëî òàêå α > 0, ùî

lim
n−→∞

R
(α)
n = 0 ∀α > 0. [9]
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2.2 Ìåòðèêà Ëåâi

Îçíà÷åííÿ 6 Ìåòðèêîþ Ëåâi íàçèâà¹òüñÿ [6]

L(X, Y ) = L(FX , FY ) = inf{ε : FX(x) ≤ FY (x+ ε) + ε,

FY (x) ≤ FX(x+ ε) + ε;x ∈ R1} (2.13)

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïðèêëàäè íà çíàõîäæåííÿ ìåòðèêè Ëåâi.

Ïðèêëàä 1 Çíàéòè âiäñòàíü ìiæ äâîìà ðîçïîäiëàìè íîðìàëüíèì òà

Áåðíóëëi, ùî íàâåäåíi íà ìàëþíêó.

Ðèñ. 2.1: Ïð.1

G(x− h)− h ≤ F (x) ≤ G(x+ h) + h,∀x⇔

Ïåðåïèøåìî íàøó íåðiâíiñòü ó òàêîìó âèãëÿäi:G(x− h)− h ≤ 0 ≤ G(x+ h) + h,∀x ≤ 0

G(x− h)− h ≤ 1 ≤ G(x+ h) + h,∀x > 0
⇔

Íàñ öiêàâëÿòü ëèøå òàêi âèïàäêè:
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G(x− h)− h ≤ 0,∀x ≤ 0

1 ≤ G(x+ h) + h,∀x > 0
⇔

G(x− h) ≤ h,∀x ≤ 0

G(x+ h) ≥ 1− h,∀x > 0
⇔

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê êîëè x = 0:G(−h) ≤ h

G(h) ≥ 1− h
⇔

Ç âëàñòèâîñòåé íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ìè çíà¹ìî, ùî G(h) + G(−h) = 1

(äèâ.ðèñ. 2.2).

Ðèñ. 2.2: Íîðìàëüíèé ðîçïîäië

Òîáòî ìè ìîæåìî ïåðåïèñàòè íàøó ñèñòåìó ó òàêîìó âèãëÿäi:1−G(h) ≤ h

G(h) ≥ 1− h
⇔
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G(h0) = 1− h0

h > h0 : G(h) ≥ G(h0) = 1− h0 ≥ 1− h.

Òîáòî, ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i áóäå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó:

G(h) = 1− h.

Íàæàëü àíàëiòè÷íî ìè íå ìîæåìî ïiäðàõóâàòè çíà÷åííÿ h, òðåáà ëèøå

âèêîðèñòîâóâàòè êîìï'þòåðíi ìåòîäè.

Ïðèêëàä 2 Çíàéòè âiäñòàíü ìiæ äâîìà ðîçïîäiëàìè, ùî íàâåäåíi íà

ìàëþíêó.

Ðèñ. 2.3: Ïð.2

G(x− h)− h ≤ F (x) ≤ G(x+ h) + h,∀x⇔

Ïåðåïèøåìî íàøó íåðiâíiñòü ó òàêîìó âèãëÿäi:G(x− h)− h ≤ 0 ≤ G(x+ h) + h,∀x ≤ 0

G(x− h)− h ≤ 1 ≤ G(x+ h) + h,∀x > 0
⇔

Íàñ öiêàâëÿòü ëèøå òàêi âèïàäêè:
39



G(x− h)− h ≤ 0,∀x ≤ 0

1 ≤ G(x+ h) + h,∀x > 0
⇔

h ≥ G(x− h),∀x ≤ 0

1− h ≤ G(x+ h),∀x > 0

Çà îçíà÷åííÿì ìåòðèêè Ëåâi íàñ öiêàâèòü òiëüêè âèïàäîê 1−h ≤ G(x+h),

∀x > 0. Çâiäñè ìà¹ìî 2 âèïàäêè:1− h ≤ G(x+ h), x+ h <M

1− h ≤ G(x+ h), x+ h ≥M

Çà òàêèõ óìîâ íàøà ñèñòåìà ìàòèìå âèãëÿä:1− h ≤ 0, 0 < x+ h <M

1− h ≤ 1, x+ h ≥M

Íàñ öiêàâèòü ëèøå ïåðøà íåðiâíiñòü çà îçíà÷åííÿì ìåòðèêè Ëåâi. M −h <
< 0, h >M, à çâiäñè infh =M . Òîáòî L(F,G) =M .
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2.3 Âèñíîâêè ç ðîçäiëó 2

Òàê ÿê â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi çà äîïîìîãîþ äîñëiäæåíü áóëî ç'ÿñîâàíî,

ùî íàøà çàäà÷à íå ìà¹ æîäíîãî âiäíîøåííÿ äî êëàñè÷íî¨ òåîðié ñóìóâàíü

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, òî â öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíóëè îñíîâíi òåîðåìè òà

îçíà÷åííÿ â íåêëàñè÷íié òåîði¨. Ãðàíè÷íi òåîðåìè, ùî äîâåäåííi áåç âèêî-

ðèñòàííÿ óìîâè íåñêií÷åíî¨ ìàëîñòi ìè íàçèâà¹ìî íåêëàñè÷íèìè.

Ñïèðàþ÷èñü íà ðîçãëÿíóòi ôàêòè ìè çìîæåìî ç'ÿñóâàòè ó íàñòóïíîìó

ðîçäiëi ÷è âèêîíó¹òüñÿ öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà äëÿ ñåðié Ïàñêàëÿ, à

òàêîæ çà äîïîìîãîþ îòðèìàíî¨ òåîðåìè ìè çìîæåìî ¨¨ óçàãàëüíèòè.

Òàêîæ ó öüîìó ðîçäiëi áóëî ðîçãëÿíóòî äâi çàäà÷i íà ìåòðèêó Ëåâi, òàê

ÿê ìè áåçïîñåðåäíüî ìà¹ìî ñïðàâó ç âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè Áåðíóëëi òà

ïðàöþ¹ìî ç íîðìàëüíèì ðîçïîäiëîì.

Íàæàëü ðiâíÿííÿ îòðèìàíi â öèõ ïðèêëàäàõ äóæå âàæêî ðîçâ'ÿçàòè

àíàëiòè÷íî, òîìó êðàùå âèêîðèñòîâóâàòè êîìï'þòåðíi ìåòîäè ìîäåëþâà-

ííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ ¨õ ðîçâ'ÿçêó, íàïðèêëàä âèêîðèñòîâóþ÷è Wolfram

Mathematica. Äî òîãî æ êîìï'þòåðíi ìåòîäè äîçâîëÿþòü çíàéòè íåâiäîìèé

ïàðàìåòð íàøîãî ðiâíÿííÿ ç äîâîëi âåëèêîþ òî÷íiñòþ.

Áàçóþ÷èñü íà öüîìó ðîçäiëi ìè áåçïîñåðåäíüî ìîæåìî ïåðåéòè äî îñíîâ-

íî¨ ìåòè íàøî¨ ìàãiñòåðñüêî¨ äèñåðòàöi¨.
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3 ÃÐÀÍÈ×ÍI ÒÅÎÐÅÌÈ ÄËß ÂÈÏÀÄÊÎÂÈÕ ÂÅ-

ËÈ×ÈÍ Ç ÒÐÈÊÓÒÍÈÊÀ ÏÀÑÊÀËß

3.1 Öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà äëÿ ñåði¨

Ïàñêàëÿ

Ìè çíà¹ìî, ùî çi çáiæíîñòi çà éìîâiðíiñòþ Sn
n −→ p âèïëèâà¹ çáiæíiñòü

çà ðîçïîäiëîì Sn
n

d−→ p, ùî îçíà÷à¹

f(
Sn
n

) −→ f(p), n −→∞, (3.1)

äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f = f(x) ç êëàñó Ñ íåïåðåðâíèõ îáìåæåíèõ ôóíêöié

íà R.

Òåîðåìà 21 Íåõàé Un ìà¹ âèãëÿä:

Un =
1

2n

n∑
k=1

2kYk,

äå Yk - ïîñëiäîâíiñòü ñåðié Ïàñêàëÿ, òîäi ÖÃÒ íå âèêîíó¹òüñÿ.

Íàâåäåìî ñïðîùåíå äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè.

Äîâåäåííÿ: Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà. Òîäi, ðîç-

ãëÿíåìî

Yk =

−1, p = 0.5

1, p = 0.5

Un
def
=

1

2n

n∑
k=1

2kYk,

|Un| ≤
1

2n

n∑
k=1

2k|Yk| =
1

2n

n∑
k=1

2k < 2⇒
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P (Un < 2) = 1,∀n ≥ 1⇒ P (Un < 2) 9 Φ(2).

Îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü, òîìó òåîðåìà äîâåäåíà. N

Çàóâàæåííÿ 1 Ñïðîùåíå äîâåäåííÿ âèêîíó¹òüñÿ çà óìîâè |Yk| = 1.

Ó áiëüø ñêëàäíèõ âèïàäêàõ äëÿ âèêîíàííÿ öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òå-

îðåìè íåîáõiäíî ùîá âèêîíóâàëîñü (3.1). Öå îçíà÷à¹, ùî 1-é ìîìåíò ìà¹

çáiãàòèñü äî ïåðøîãî ìîìåíòó ãàóñîâñüêî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, äðóãèé äî

äðóãîãî i ò.ä..Òîìó ðîçãëÿíåìî

f(x)
def
=



x2, |x| < 2

−4x+ 12, 2 ≤ x < 3

4x+ 12, −3 < x ≤ −2

0, |x| ≥ 3.

ßêùî P (Un < x) −→ Φ(x), n −→ ∞, òî E[f(Un)] −→ E[f(N(0, 1))], àëå

f(Un) = U 2
n. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê êîëè Un = 1

2n

n∑
k=1

2kYk.

Yk =

−1, p = 0.5

1, p = 0.5

EYk = −1 · 0.5 + 1 · 0.5 = 0, EY 2
k = (−1)2 · 0.5 + 12 · 0.5 = 1

Ïiäðàõó¹ìî ìîìåíò ïåðøîãî ïîðÿäêó:

m1 =
1

2n
E

n∑
k=1

2kYk =
1

2n

n∑
k=1

2kEYk =
1

2n

n∑
k=1

2k · 0 = 0

Äàëi ïiäðàõó¹ìî äðóãèé ìîìåíò:

m2 =

(
1

2n
E

n∑
k=1

2kYk

)2

= E

(
1

2n

n∑
k=1

2kYk

)2

=

= E


∑
m

2mYm

2n

E


∑
j

2jYj

2n

 =

E
∑
m=j

22mY 2
m

22n
+

E
∑
m6=j

2j+mYmYj

22n
=
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=

∑
m=j

22m

22n
=

4(22n − 1)

3 · 22n

lim
n−→∞

4(22n − 1)

3 · 22n
=

4

3
,
m2

22n
−→ 4

3
, n −→∞

Çíàéäåìî m3:

m3 =
1

23n
E

(∑
m

2mYm

)
E

∑
j

2jYj

E

(∑
i

2iYi

)
=

1

23n
E
∑
m

23mYm+

+
1

23n
E
∑
m6=j

22m+jY 2
mYj +

1

23n
E
∑
m6=j 6=i

2m+i+jYmYjYi =
1

23n

∑
m

23mEYm = 0.

Íàäàëi ìîìåíòè íåïàðíîãî ïîðÿäêó íàñ öiêàâèòè íå áóäóòü, òàê ÿê âîíè

â ðåçóëüòàòi ïiäðàõóíêó çàâæäè äàâàòèìóòü 0. Äàëi ïiäðàõó¹ìî ÷åòâåðòèé

ìîìåíò:

m4 =

(
1

2n
E

n∑
k=1

2kYk

)4

= E

(
1

2n

n∑
k=1

2kYk

)4

=

= E


∑
m

2mYm

2n

E


∑
j

2jYj

2n

E


∑
i

2iYi

2n

E


∑
s

2sYs

2n

 =

=

E
∑
m

24mY 4
m

24n
+

E
∑
m 6=j

2j+3mY 3
mYj

24n
+

E
∑
m 6=j

22j+2mY 2
mY

2
j

24n
+

+

E
∑

m6=j 6=i
2i+j+2mY 2

mYiYj

24n
+

E
∑

m6=j 6=i 6=s
2i+j+m+sYmYiYjYs

24n
=

=
1

24n

∑
m

24mEY 4
m +

∑
m6=j

22j+2mEY 2
mEY

2
j

 =

=
1

24n

∑
m=j

22(m+j) +
∑
m 6=j

22(m+j)

 =
1

24n

n∑
m=1

24m

lim
n−→∞

1

24n

n∑
m=1

24m = lim
n−→∞

16(16n − 1)

15 · 16n
=

16

15
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Ïåðåâiðèìî ÷è ñïiâïàäà¹ íàøà âiäïîâiäü iç çíà÷åííÿì ìîìåíòiâ íå ñòàí-

äàðòíî¨ ãàóñîâñüêî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè â çàãàëüíîìó âèïàäêó.

E[Xp] =

0, ïðè p = 2n+ 1

σp(p− 1)!!, p = 2n

Òîáòî E[X4] = 3σ4 = 16·3
9 = 16

3 . Çâiäñè ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî

öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà íå âèêîíó¹òüñÿ, îñêiëüêè 16
3 6=

16
15 . Ðîçãëÿíåìî

çàãàëüíèé âèïàäîê, êîëè Un = 1
tn

n∑
k=1

tkYk.

Òåîðåìà 22 Íåõàé Un ìà¹ âèãëÿä:

Un =
1

tn

n∑
k=1

tkYk,

äå Yk - ïîñëiäîâíiñòü ñåðié Ïàñêàëÿ, òîäi äëÿ t 6= ±1 öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà

òåîðåìà íå ìà¹ ìiñöÿ.

Äîâåäåííÿ: Íåõàé çíîâó

Yk =

−1, p = 0.5

1, p = 0.5

EYk = −1 · 0.5 + 1 · 0.5 = 0, EY 2
k = (−1)2 · 0.5 + 12 · 0.5 = 1

Ïiäðàõó¹ìî ìîìåíò ïåðøîãî ïîðÿäêó:

m1 =
1

tn
E

n∑
k=1

tkYk =
1

tn

n∑
k=1

tkEYk =
1

tn

n∑
k=1

tk · 0 = 0

Äàëi ïiäðàõó¹ìî äðóãèé ìîìåíò:

m2 =

(
1

tn
E

n∑
k=1

tkYk

)2

= E

(
1

tn

n∑
k=1

tkYk

)2

=
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= E


∑
m
tmYm

tn

E


∑
j
tjYj

tn

 =

E
∑
m=j

t2mY 2
m

t2n
+

E
∑
m6=j

tj+mYmYj

t2n
=

=

∑
m=j

t2m

t2n
=
t2(t2n − 1)

(t2 − 1)t2n

lim
n−→∞

t2(t2n − 1)

(t2 − 1)t2n
, n −→∞

Ïðè t = ±1 ãðàíèöÿ ïðÿìó¹ äî ∞, â iíøèõ âèïàäêàõ äî 1.

Çíàéäåìî m3:

m3 =
1

t3n
E

(∑
m

tmYm

)
E

∑
j

tjYj

E

(∑
i

tiYi

)
=

1

t3n
E
∑
m

t3mYm+

+
1

t3n
E
∑
m6=j

t2m+jY 2
mYj +

1

t3n
E
∑
m6=j 6=i

tm+i+jYmYjYi =
1

t3n

∑
m

t3mEYm = 0

Íàäàëi ìîìåíòè íå ïàðíîãî ïîðÿäêó íàñ öiêàâèòè íå áóäóòü, òàê ÿê âîíè

â ðåçóëüòàòi ïiäðàõóíêó çàâæäè äàâàòèìóòü 0. Äàëi ïiäðàõó¹ìî ÷åòâåðòèé

ìîìåíò:

m4 =

(
1

tn
E

n∑
k=1

tkYk

)4

= E

(
1

tn

n∑
k=1

tkYk

)4

=

= E


∑
m
tmYm

tn

E


∑
j
tjYj

tn

E


∑
i
tiYi

tn

E


∑
s
tsYs

tn

 =

=

E
∑
m
t4mY 4

m

t4n
+

E
∑
m6=j

tj+3mY 3
mYj

t4n
+

E
∑
m6=j

t2j+2mY 2
mY

2
j

t4n
+

+

E
∑

m6=j 6=i
ti+j+2mY 2

mYiYj

t4n
+

E
∑

m6=j 6=i 6=s
ti+j+m+sYmYiYjYs

t4n
=

=
1

t4n

∑
m

t4mEY 4
m +

∑
m 6=j

t2j+2mEY 2
mEY

2
j

 =
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=
1

t4n

∑
m=j

t2(m+j) +
∑
m6=j

t2(m+j)

 =
1

t4n

n∑
m=1

t4m

lim
n−→∞

1

t4n

n∑
m=1

t4m = lim
n−→∞

t4(t4n − 1)

(t4 − 1)t4n
=

=

∞, t = ±1

1, iíàêøå.

Ïåðåâiðèìî ÷è ñïiâïàäà¹ íàøà âiäïîâîâiäü iç çíà÷åííÿì ìîìåíòiâ íå

ñòàíäàðòíî¨ ãàóñîâñüêî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè â çàãàëüíîìó âèïàäêó.

E[Xp] =

0, ïðè p = 2n+ 1

σp(p− 1)!!, p = 2n

Òîáòî E[X4] = ∞, ïðè t = ±1. Çâiäñè ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî öåí-

òðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà âèêîíó¹òüñÿ, à â äðóãîìó âèïàäêó E[X4] = 3 6= 1

i òîìó öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà íå ìà¹ ìiñöÿ.
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3.2 Âèñíîâêè ç ðîçäiëó 3

Íàãàäà¹ìî, ùî îñíîâíèì çàâäàííÿ äàíî¨ ìàãiñòåðñüêî¨ äèñåðòàöi¨ áóëî

äîâåñòè àáî ñïðîñòóâàòè âèêîíàííÿ öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè äëÿ

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ, ùî ìè i çðîáèëè ó òðåòüîìó

ðîçäiëi.

Ó äàíîìó ðîçäiëi áóëî îòðèìàíî äâà îñíîâíèõ ðåçóëüòàòè ìàãiñòåðñüêî¨

äèñåðòàöi¨, à ñàìå òå, ùî äëÿ ñåðié Ïàñêàëÿ öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà

íå ìà¹ ìiñöÿ, à òàêîæ óçàãàëüíèëè öþ òåîðåìó i äîâåëè ìåòîäîì ïiäðà-

õóâàííÿ ìîìåíòiâ íàøèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó

öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà íå âèêîíó¹òüñÿ îêðiì âèïàäêiâ t = ±1.

Îòæå, ìè ìîæåìî ñêàçàòè, ùî îñíîâíó çàäà÷ó ìàãiñòåðñüêî¨ äèñåðòàöi¨

âèêîíàíî, òàê ÿê ìè äîâåëè, öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà íå âèêîíó¹òüñÿ

äëÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ.
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äàíié ìàãiñòåðñüêié äèñåðòàöi¨ ïðåäñòàâëåíî äîñëiäæåííÿ,ùî öåíò-

ðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà äëÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí iç òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ

íå âèêîíó¹òüñÿ.

Ìè ðîçãëÿäàëè òðèêóòíèê, íà ái÷íèõ ñòîðîíàõ ÿêîãî åëåìåíòè îáèðà-

ëèñü äîâiëüíèì ÷èíîì, à iíøi ôîðìóâàëèñü çà êëàñè÷íèì ïðàâèëîì. Äëÿ

îòðèìàííÿ öèõ ðåçóëüòàòiâ áóëî âèâåäåíî ôîðìóëó ñóìè âñiõ åëåìåíòiâ â

ðÿäêàõ äî n-ãî âêëþ÷íî ç òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ, ùî äàëî íàì ðîçóìiííÿ ç

ñóìàìè ÿêîãî âèãëÿäó ìè ìà¹ìî ñïðàâó.

Ñïèðàþ÷èñü íà îòðèìàíèé ðåçóëüòàò ìè ç'ÿñóâàëè, ùî íàøà çàäà÷à íå

ìà¹ íiÿêîãî âiäíîøåííÿ äî êëàñè÷íî¨ òåîði¨ ñóìóâàííÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

Íåêëàñè÷íîþ òåîði¹þ ìè íàçèâàëè òi ðåçóëüòàòè, ÿêi áóëè îòðèìàíi áåç

âèêîðèñòàííÿ òîãî, ùî óìîâà íåñêií÷åíî¨ ìàëîñòi âèêîíó¹òüñÿ.

�ðóíòóþ÷èñü íà îòðèìàíèõ ôàêòàõ ìè äîâåëè, ùî äëÿ íàøîãî âèïàäêó

öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà íå âèêîíó¹òüñÿ i äî òîãî æ äîâåëè öåé ôàêò

ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi òà ç'ÿñóâàëè, ùî äëÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí çàãàëüíî-

ãî âèãëÿäó öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà íå âèêîíó¹òüñÿ â óñiõ âèïàäêàõ

îêðiì t = ±1 .
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