
Міністерство освіти і науки України
Національний технічний університет України «КПІ ім. Ігоря Сікорського»

Національний педагогічний університет імені М.П. Драгоманова
Національний університет «Києво-Могилянська академія»

X Всеукраїнська наукова конференція
молодих математиків

16–17 квітня 2021

X All-Ukrainian Scientific Conference
of Young Mathematicians

April 16–17, 2021

Тези доповідей

Abstracts

Київ – 2021

https://matan.kpi.ua/uk/young-math-2021.html
https://matan.kpi.ua/uk/young-math-2021.html
https://matan.kpi.ua/en/young-math-2021.html
https://matan.kpi.ua/en/young-math-2021.html


X Всеукраїнська наукова конференція молодих математиків,
16–17 квітня 2021, КПІ ім. Ігоря Сікорського, Київ, Україна

Організатори
Національний технічний університет України «КПІ ім. Ігоря Сікорського»
Національний педагогічний університет імені М.П. Драгоманова
Національний університет «Києво-Могилянська академія»

Програмний комітет
Василик Ольга Іванівна
Глибовець Андрій Миколайович
Гончаренко Яніна Володимирівна
Горбачук Володимир Мирославович
Дудкін Микола Євгенович
Задерей Петро Васильович
Іванов Олександр Володимирович
Клесов Олег Іванович
Михайлець Володимир Андрійович
Олійник Богдана Віталіївна
Петравчук Анатолій Петрович
Пилипенко Андрій Юрійович
Працьовитий Микола Вікторович
Сиротюк Володимир Дмитрович
Торбін Григорій Мирославович
Чорней Руслан Констянтинович
Швець Василь Олександрович
Шут Микола Іванович
Щестюк Наталія Юріївна

Організаційний комітет
Клесов Олег Іванович, голова
Москвичова Катерина Костянтинівна
Овчаренко Олена Валеріївна
Приходько Юрій Євгенович
Савич Ірина Миколаївна



Contents

Секція 1. Математичного аналізу, теорії ймовірностей, диференціальних рівнянь 6
G. Di Nunno, Y. Mishura, A. Yurchenko-Tytarenko. Volterra sandwiched volatility models . 7
M.Dimitrov, L. Jin, Y. Ni. Properties of American-type Options under aMarkovian Regime

Switching Model . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
I. Donhauzer. Strong law of large numbers for functionals of random fields . . . . . . . . 9
V.K. Rovnik. Underlying geometry in reservoir computing . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
Г.С. Андрущак. Застосування прихованихмарковськихмоделей до розв’язання задачі

розпізнавання акордів . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
В.Ю. Богданський. Рівномірний аналог теореми Марцинкевича–Зігмунда . . . . . . . 12
М.В. Бойко. Збурення ротаційно-інваріантного α-стійкого випадкового процесу

оператором псевдоградієнта . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
В.В. Бутовський. Стохастичні ігри на графах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
Є.В. Гармаш. Про найвідоміші досягнення Фруллані та приклад вирішення одного з

його інтегралів . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
К.Ю. Глушак. Кевелетне перетворення як узагальнення вейвлетного . . . . . . . . . . 19
О.М. Десницький, О.А. Тимошенко. Моделювання траєкторій вінерівського процесу . 20
М.Є. Дудкін, О.Ю. Дюженкова, О.М. Дудкін. Нормальні матриці Якобі . . . . . . . . 22
О.О. Ковальчук. Про випадкові ігри, коли один з гравців володіє більшою інформацією

ніж інший . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
А.С. Ковтун, О.І. Клесов. Ідея електронного голосування . . . . . . . . . . . . . . . . 25
І.І. Ловицька. Моделювання узагальненого дробового броунівського руху . . . . . . . 27
Г.О. Маслюк. Про багатоточкові крайові задачі у просторах Гельдера . . . . . . . . . 29
В.Ю. Матлаш, А.В. Сиротенко. Розв’язки лінійного операторного рівняння в

просторі R2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
О.В. Митрофанова. Одне узагальнення теореми Малінво . . . . . . . . . . . . . . . . 33
В.А. Михайлець, Т.Б. Скоробогач. Про одновимiрнi фредгольмові крайовi задачi з

параметром у просторах Соболєва-Слободецького . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
Є.М. Окунєв. Оптимізація стратегії для настільної гри на основі теорії імовірності . . 37
Р.Ю. Осауленко. Аналог логарифмічної (u,v)-похідної . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
І.М. Савич, А.В. Юрікова. Наближення кількості страхових позовів від’ємним

біноміальним розподілом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
І.О. Середенко. Асимптотичні властивості оцінок параметрів нелінійної регресії з

лінійним випадковим шумом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
І.В. Силенко. Рівновага Неша в несиметричній моделі гри видобутку ресурсів . . . . 43
Н.О. Соболь. Антогоністичні ігри з можливістю випадкового відхилення від

оптимальної стратегії . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
В.В. Стаматієва. Застосування точкових процесів в узагальненій задачі про дні

народження . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
М.В. Столяр. Граничні теореми в узагальненій задачі збирача купонів . . . . . . . . . 47
О.В. Циганок, В.А. Михайлець. Про тауберові умови збіжності тригонометричних

рядів Фур’є . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
Д.А. Шиманська. Фундаментальний розв’язок задачі Коші для одного виродженого

параболічного рівняння . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
Р.А. Шурубура. Вейвлетне перетворення Ельзакі . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53



4 X Всеукраїнська наукова конференція молодих математиків

В.К. Юськович. Асимптотична поведінка розв’язків стохастичних диференціальних
рівнянь у багатовимірному просторі . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

К.С. Яремко, І.В. Орловський. Консистентність і оцінка мінімального контрасту . . . 56

Секція 2. Метричної теорії чисел, геометрії, фрактального аналізу 58
С.Г. Аннагельдієва, О.Б. Панасенко. Фрактальні функції, аргумент і значення яких

мають однакове зображення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
Н.А. Біловицька, С.П. Ратушняк. 2∞-зображення дійсних чисел одиничного відрізка

та його застосування . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
О.О. Васьковська, С.П. Ратушняк. Зображення чисел рядами Люрота . . . . . . . . . 61
М.С. Головій, І.М. Лисенко. Нега-двійкова система числення і її застосування . . . . . 62
Д.М. Карвацький. Методи дослідження тополого-метричних та фрактальних

властивостей множин неповних сум збіжних додатних рядів . . . . . . . . . . . 63
Р.В. Кривошия. Про міру Лебега однієї множини побудованої в термінах

Q∗
2–представлення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

І.М. Лисенко, Ю.П. Маслова. G2–зображення чисел і його застосування . . . . . . . . 65
О.П. Макарчук, К.С. Сальник. Про один розподіл представлений двійковим дробом . 66
І.О. Манич. Побудова ГПВЧ на основі фракталів . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
О.О. Нікорак, С.П. Ратушняк. Дроби Данжуа і медіантне зображення чисел . . . . . 69
Н.С. Остролуцька, М.В. Працьовитий. Геометрія узагальнених двійкових рядів . . . 70
В.Г. Парипса, М.В. Працьовитй. Двійкова система числення з надлишковим алфавітом

та її застосування . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
М.В. Працьовитий, С.П. Ратушняк. Один клас фрактальних функцій, означених в

термінах Q∗
2-зображення чисел відрізка [0; 1] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

І.І. Продан, С.П. Ратушняк. Ознака раціональності числа за його Q2-зображенням . . 73
М.М. Редька, М.В. Працьовитий. Група неперервних перетворень одиничного відрізка,

які зберігають хвости двійкового зображення чисел . . . . . . . . . . . . . . . . 74
Л.М. Свінтуховська, І.М. Лисенко. Функції і непервні бієкції, які зберігають хвости

десяткового зображення чисел . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
Д.Ю.Скакун. Про обрахунокмоментів випадкової величини представленої трійковим

дробом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
Д.М. Таннік, М.В. Працьовитий. Рівняння та системи рівнянь, пов’язані з інверсором

цифр у різних системах зображення чисел . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
А.І. Трачук, С.П. Ратушняк. Трикутний Килим Серпінського, означений в термінах

Q2-зображення чисел відрізка [0; 1] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
М.Є. Уманець, М.В. Працьовитий. Ланцюгові A2-дроби, проблема раціональності

числа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
Д.С. Шпитюк, М.В. Працьовитий. Арифметичні суми числових множини . . . . . . 80

Секція 3. Алгебри, дискретної математики, теорії алгоритмів, інформатики 81
Y.Y. Chapovskyi, D.I. Efimov. On centralizers of polynomial derivations . . . . . . . . . . 82
O.V. Grytsenko. Codes on permutation groups . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
A. Hak, V. Haponenko, S. Kozerenko. Eccentric digraphs of unique point eccentric graphs . 84
A.O. Ivaniuk. Geometric properties of generated adversarial examples . . . . . . . . . . . 86
G. Solomanchuk. Risk modelling approaches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
S.V. Stepaniuk. Secret sharing schemes analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88



X Всеукраїнська наукова конференція молодих математиків 5

S.V. Tyshchenko. Option pricing in subdiffusive Bachelier models using Monte-Carlo sim-
ulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

Р.В. Коваленко. Систематизація та класифікації на основі метричного підходу . . . . 90
В.А.Ольшевська. Складність алгоритму зображення силовських 2-підгруп симетричних

груп кореневими деревами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
М.С. Ольшевський. Алгоритм серединного спуску для пошуку діаметра групи . . . . 92

Секція 4. Методики навчання та історії математики 94
О.О. Врубльовська. Порівняння результатів обчислення sin 1◦ за допомогою методу

аль-Каші та сучасних технологій . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
А.В. Дворний. Про ітераційні методи розв’язку рівнянь в Персії та Китаї . . . . . . . 97
О.К. Заколенко, О.О. Дем’яненко. До питання підвищення математичної культури у

студентів фізико-математичного факультетуі . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
М.В. Каплаушенко, Т.В. Маловічко. Сім’я Сімеона-Дені Пуассона . . . . . . . . . . . 100
А.О. Карлова. Гійом де Лопіталь . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
О.О. Костенко. Дискусія П’єра де Ферма та Рене Декарта . . . . . . . . . . . . . . . . 104
Д.Р. Лисенко, Н.В. Круглова, О.О. Диховичний. Аналіз тестів типу “вбудовані відповіді”

за допомогою моделей IRT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
С.Д. Марковська. Бенуа Мандельброт . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
І.А. Наконечний. Едмунд Ландау . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
С.О. Оласюк. Про знаходження розв’язку рівняння аль-Каші за допомогою формули

Кардано та деяких ітераційних методів . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
А.О. Середенко, Л.А. Репета. Геометричне тлумачення формули інтегрування

частинами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
Ю.І. Скорейко. Історичний огляд роботи Спора Нікейського . . . . . . . . . . . . . . 115
Чжао Кесінь. Розвиток методу regula falsi у Китаї . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117



6 X Всеукраїнська наукова конференція молодих математиків

Секція 1.

Математичного аналізу, теорії ймовірностей,
диференціальних рівнянь

Section 1.

Mathematical analysis, probability theory,
differential equations



VOLTERRA SANDWICHED VOLATILITY MODELS

G. DI NUNNO, Y. MISHURA, A. YURCHENKO-TYTARENKO

We introduce a new financial market model with stochastic volatility given
by an SDE of the form

𝑌𝑡 = 𝑌0 +

∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑠, 𝑌𝑠)𝑑𝑠+ 𝑍𝑡, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (1)

where 𝑍 is an arbitrary Gaussian Volterra process with 𝜆-Hölder continuous
paths, 𝜆 ∈ (0, 1), and 𝑏 is an unbounded function of a certain shape which
ensures the solution to be “sandwiched” between two Hölder continuous func-
tions 𝜙 < 𝜓, i.e. 𝜙(𝑡) < 𝑌𝑡 < 𝜓(𝑡) a.s., 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] (see [1] for more details).

We discuss existence and uniqueness of the solution to (1) as well as some
properties of the latter including finiteness of inverse moments. Our research
also covers the structure of local martingale measures on this market as well
as associated numerical schemes such as a backward Euler numerical scheme
for (1).
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PROPERTIES OF AMERICAN-TYPE OPTIONS UNDER A
MARKOVIAN REGIME SWITCHING MODEL

M. DIMITROV, L. JIN, Y. NI

In this paper, a model under which the underlying asset follows a Markov
regime-switching process is considered. The underlying economy is partially
observable in a form of a signal stochastically related to the actual state of the
economy. The American option pricing problem is formulated using a Par-
tially Observable Markov Decision Process (POMDP). We review our previous
research on the analytical structural properties of American option prices and
optimal strategies. We present also results of numerical experimental studies
under some deviations from our sufficient conditions.
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STRONG LAW OF LARGE NUMBERS FOR FUNCTIONALS
OF RANDOM FIELDS

I. DONHAUZER

Classical probabilistic results that originally were obtained for sequences of
random variables require extensions to stochastic processes due to new types
of observations collected as functional curves, raster images, or spatial data.
The talk discusses the Strong Law of Large Numbers (SLLN) for integral func-
tionals of random fields with unboundedly increasing covariances. The case
of functional data and increasing domain asymptotics is considered. Condi-
tions on covariance functions such that SLLN holds true will be presented.
The considered scenarios include non-stationary random fields. Examples of
applications to weak and long-range dependent random fields will be given.

The talk is based on joint results [1] with A.Olenko (La Trobe university,
Australia) and A.Volodin (University of Regina, Canada).
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UNDERLYING GEOMETRY IN RESERVOIR COMPUTING

V.K. ROVNIK

Reservoir computing is a novel paradigm in artificial recurrent neural net-
work (RNN) training. It overcomes the limitations of gradient-based RNN
training methods by separating recurrent layer creation and readout train-
ing.

In this work, we study a network of coupled oscillators as a reservoir given
by (1). The excitability of such oscillators mimics the threshold firing of
biological neurons.

𝜃𝑖 = 𝜔 + 𝐼(𝑡)− 𝑟 sin(𝜃𝑖) +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜇𝑖𝑗

𝑁
sin(𝜃𝑗 − 𝜃𝑖) (1)

Here θ is the phase of an individual oscillator, N is the number of oscilla-
tors in the network, m is the coupling strength between oscillators, w is the
eigenfrequency, I(t) is the external input, r is the excitability threshold.

Inspired by the model’s biological plausibility, we construct a reservoir
consisting of coupled oscillators as computing elements and suggest a read-
out mechanism that captures the system’s synchronization behavior and can
perform a computational task, namely, image recognition.
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[1] Mantas Lukoševičius; Herbert Jaeger (2009): Reservoir computing approaches to recur-
rent neural network training. In Computer Science Review 3 (3), pp. 127–149.

[2] Hoppensteadt, Frank C.; Izhikevich, Eugene M. (1999): Oscillatory Neurocomputers
with Dynamic Connectivity. In Phys. Rev. Lett. 82 (14), pp. 2983–2986.

[3] Strogatz, Steven H. (1994): Nonlinear dynamics and Chaos. With applications in
physics, biology, chemistry, and engineering / Steven H. Strogatz. Reading, Mass., Wok-
ingham: Addison-Wesley Pub (Studies in nonlinearity).

[4] Itoh, Makoto; Chua, Leon (2004): Star Cellular Neural Networks for Associative and
Dynamic Memories. In I. J. Bifurcation and Chaos 14, pp. 1725–1772.

National University of “Kyiv-Mohyla Academy”, Kyiv, Ukraine
Email address: veronika.rovnik@ukma.edu.ua

10 X Всеукраїнська наукова конференція молодих математиків



ЗАСТОСУВАННЯ ПРИХОВАНИХ МАРКОВСЬКИХ
МОДЕЛЕЙ ДО РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧI РОЗПIЗНАВАННЯ

АКОРДIВ

Г.С. АНДРУЩАК

Задачу розпiзнавання акордiв можна роздiлити на 3 складовi:
(1) роздiлення аудiофайла на сегменти, кожен з яких мiстить один

акорд;
(2) створення нотних векторiв за допомогою перетворення Фур’є;
(3) знаходження ймовiрностей переходiв мiж акордами.

Пошук моменту початку i кiнця акорду є нетривiальною задачеєю.
Пропонуємо 3 способи її розв’язання:

∙ пошук квадратiв амплiтуд, якi задовольняють певнi умови;
∙ пошук локальних екстремумiв у декiлька iтерацiй;
∙ комбiнований метод;

Отримавши результати роботи одного з цих алгоритмiв, ми переходимо
до наступного етапу, а саме створення нотних векторiв.

Застосуємо такий пiдхiд до вирiшення цiєї задачi:
∙ перетворимо функцiю амплiтуди вiд часу на функiю амплiтуди

вiд частоти, що дозволить сформувати нотний вектор, оскiльки
кожнiй нотi вiдповiдає певна частота у герцах (ℎ𝑧);

∙ за допомогою нотного вектора, або як його ще називають, хрома
вектора [1] ми можемо iдентифiкувати акорд.

На наступному етапi iдея полягає в тому, щоб представити зв’язок мiж
спостережуваними характеристиками векторiв та типами акордiв (стана-
ми), використовуючи ймовiрнiсну структуру. Кожен стан оснащений фун-
кцiєю ймовiрностi, яка виражає ймовiрнiсть того, що певний тип акордiв
виводить певний вектор. В результатi ми отримуємо двошаровий процес,
що складається з прихованого шару шару, що спостерiгається. Прихова-
ний шар створює послiдовнiсть станiв, яку не можна спостерiгати («при-
хована»), але генерує послiдовнiсть спостережень на основi функцiй ймо-
вiрностей, залежних вiд стану [1].
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РIВНОМIРНИЙ АНАЛОГ ТЕОРЕМИ
МАРЦИНКЕВИЧА–ЗIГМУНДА

В.Ю. БОГДАНСЬКИЙ

Нехай 1 ≤ 𝑝 < 2; {𝑋𝑗} – незалежнi i однаково розподiленi випадковi

величини з 𝐸[𝑋𝑗 ] = 0, 𝐸|𝑋𝑗 |𝑝 < ∞; 𝑋(𝐵) =
∞∑︀

𝑛=1
|𝐵∩𝐶𝑛| ·𝑋𝑛 – мiра, задана

на борелевських пiдмножинах 𝑅, де 𝐶𝑛 = [𝑛− 1, 𝑛], | · | – мiра Лебега; 𝑇 -
деяка сукупнiсть борелевських пiдмножин [0, 1], на яку накладено певнi
умови. У статтi [1] доведено, що якщо 𝑝 = 1 i 𝑇 задовольняє умову

lim
𝜀→0

sup
𝐴∈𝑇

|𝐴(𝜀)| = 0, (1)

де 𝐴(𝜀) – 𝜀-окiл границi множини 𝐴, то виконується рiвномiрний закон
великих чисел:

sup
𝐴∈𝑇

|𝑋(𝑛𝐴)|

𝑛
→ 0, 𝑛 → ∞, м.н.

Постає питання: якщо 1 < 𝑝 < 2, якою має бути достатня умова на 𝑇 ,
щоб виконувався рiвномiрний аналог теореми Марцинкевича-Зiгмунда?

sup
𝐴∈𝑇

|𝑋(𝑛𝐴)|

𝑛1/𝑝
→ 0, 𝑛 → ∞, м.н. (2)

Твердження 1. Якщо iснує константа 𝑞, така, що

∀𝜀 > 0,∀𝐴 ∈ 𝑇 : |𝐴(𝜀)| < 𝑞𝜀,

то (2) виконується.

Твердження 2. Умова

lim sup
𝜀→0

sup
𝐴∈𝑇

|𝐴(𝜀)|
𝜀1−1/𝑝

< +∞ (3)

не є достатньою для (2), тобто iснує таке 𝑇 i така послiдовнiсть {𝑋𝑗},
що (3) виконується, а (2) не виконується.

Умова

lim sup
𝜀→0

sup
𝐴∈𝑇

|𝐴(𝜀)|
𝜀1−1/𝑝

= 0 (4)
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є аналогом (1) при 1 < 𝑝 < 2 i є бiльш обмежливою, нiж (3). Чи є вона
достатньою для (2)?

Нехай 𝑌 𝑘
𝑚, 𝑘 ≤ 𝑚 – випадкова величина, яка визначається як максимум

по всiм наборам {𝑖0, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘}, 0 = 𝑖0 < 𝑖1 < 𝑖2 < . . . < 𝑖𝑘−1 < 𝑖𝑘 = 𝑚,

числа
𝑘∑︀

𝑙=1

|𝑆𝑖𝑙 − 𝑆𝑖𝑙−1
|, де 𝑆𝑖 = 𝑋1 + . . . + 𝑋𝑖. Наприклад, 𝑌 1

𝑚 = |𝑆𝑚|,

𝑌 2
𝑚 = max𝑖∈{1,2,...,𝑚}(|𝑆𝑖|+ |𝑆𝑚 − 𝑆𝑖|), 𝑌 𝑚

𝑚 =
∑︀𝑚

𝑖=1 |𝑋𝑖|.

Твердження 3. Якщо iснують {𝑋𝑗}, функцiя 𝑚 = 𝑚(𝑘) : N → N,
𝑚(𝑘) ≥ 𝑘, i функцiя 𝜙 = 𝜙(𝑘) : N → R+, 𝜙 → 0, 𝑘 → ∞, такi, що

lim sup
𝑘→∞

(𝑌 𝑘
𝑚)𝑝𝜙(𝑘)

𝑚(𝑘)𝑘𝑝−1
> 0 м.н.,

то умова (4) не є достатньою, тобто iснує таке 𝑇 , що (4) виконується,
а (2) не виконується.
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ЗБУРЕННЯ РОТАЦIЙНО-IНВАРIАНТНОГО 𝛼-СТIЙКОГО
ВИПАДКОВОГО ПРОЦЕСУ ОПЕРАТОРОМ

ПСЕВДОГРАДIЄНТА

М.В. БОЙКО

Ротацiйно iнварiантним 𝛼 -стiйким випадковим процесом в 𝑑-вимiрно-
му евклiдовому просторi 𝑅𝑑 зветься однорiдний процес Маркова (𝑥 (𝑡))𝑡≥0,
що задається своїм твiрним оператором A, символом якого є функцiя
(−𝑐|𝜚|𝛼)𝜚∈𝑅𝑑 з фiксованими сталими 𝑐 > 0 та 𝛼 ∈ (0, 2]. Такий оператор,
очевидно є оператором диференцiювання чи псевдодиференцiальним опе-
ратором порядку 𝛼. Псевдоградiєнтом називатимемо оператор B, який
задається символом

(︀
𝑖|𝜚|𝛽−1𝜚

)︀
𝜚∈𝑅𝑑 i вважатимемо, що 0 < 𝛽 < 𝛼 . Пiд

збуренням випадкового процесу (𝑥 (𝑡))𝑡≥0 маємо на увазi побудову ви-
падкового процесу Маркова (якщо це можливо) з твiрним оператором
A+(𝑎 (·) , B), де (𝑎 (𝑥))𝑥∈𝑅𝑑 деяка 𝑅𝑑-значна функцiя, а позначення (·, ·)
означає скалярний добуток в 𝑅𝑑. В цiй доповiдi розглядатимуться умо-
ви на порядок 𝛽 оператора B та на функцiю (𝑎 (𝑥))𝑥∈𝑅𝑑 , за яких таке
збурення може бути побудоване.

Щiльнiстю ймовiрностi переходу випадкового процеса (𝑥(𝑡))𝑡≥0 є фун-
кцiя

𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑦) = (2𝜋)−𝑑

∫︁
𝑅𝑑

exp{𝑖(𝑦 − 𝑥, 𝜚)− 𝑐𝑡|𝜚|𝛼} 𝑑𝜚, 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ 𝑅𝑑, 𝑦 ∈ 𝑅𝑑.

Ця функцiя є фундаментальним розв’язком задачi Кошi для рiвняння
𝜕
𝜕𝑡𝑢 (𝑡, 𝑥) = A𝑢 (𝑡, ·) (𝑥).

З випадковим процесом 𝑥 (𝑡) пов’язана напiвгрупа операторiв (𝑇𝑡)𝑡>0

заданих на множинi 𝐶𝑏

(︀
𝑅𝑑

)︀
обмежених неперервних на 𝑅𝑑 скалярних

функцiй рiвнiстю

(𝑇𝑡𝜙) (𝑥) =

∫︁
𝑅𝑑

𝑔 (𝑡, 𝑥, 𝑦)𝜙 (𝑦) 𝑑𝑦, 𝜙 ∈ 𝐶𝑏

(︀
𝑅𝑑

)︀
, 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ 𝑅𝑑.

Збурена напiвгрупа операторiв на 𝐶𝑏

(︀
𝑅𝑑

)︀
задається подiбною рiвнiстю,

в якiй замiсть функцiї 𝑔 слiд покласти функцiю (𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑦))𝑡>0,𝑥∈𝑅𝑑,𝑦∈𝑅𝑑 ,
яка є розв’язком наступної пари рiвнянь (рiвняння збурення):

𝐺 (𝑡, 𝑥, 𝑦) = 𝑔 (𝑡, 𝑥, 𝑦) +

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

∫︁
𝑅𝑑

𝑔 (𝑡− 𝜏, 𝑥, 𝑧) (𝑎 (𝑧) ,B𝐺 (𝜏, ·, 𝑦) (𝑧)) 𝑑𝑧;
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𝐺 (𝑡, 𝑥, 𝑦) = 𝑔 (𝑡, 𝑥, 𝑦) +

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏

∫︁
𝑅𝑑

𝐺 (𝑡− 𝜏, 𝑥, 𝑧) (𝑎 (𝑧) ,B𝑔 (𝜏, ·, 𝑦) (𝑧)) 𝑑𝑧.

Розглядаючи двi ситуацiї: перша, коли функцiя 𝑎 обмежена, а друга,
коли 𝑎 ∈ 𝐿𝑝(𝑅

𝑑) з деяким 𝑝 > 1, спiльний розв’язок цих рiвнянь шукаємо
методом послiдовних наближень. Тобто функцiя 𝐺 може бути знайдена,
як сума ряду 𝐺(𝑡, 𝑥, 𝑦) =

∑︀∞
𝑘=1 𝐺𝑘(𝑡, 𝑥, 𝑦). Встановлено, що члени цього

ряду задовольняють оцiнки: якщо 𝑎 ∈ 𝐿𝑝(𝑅
𝑑) з 𝑝 > 𝑑+𝛼

𝛼−𝛽 при довiльному
𝑇 > 0 (тут 𝜃+ = max (𝜃, 0) )

|𝐺𝑘 (𝑡, 𝑥, 𝑦) | ≤ 𝑅𝑘
𝑡𝑘(1−

𝑑+𝛼
𝛼𝑝 )−(𝑘−1)+

𝛽
𝛼(︁

𝑡
1
𝛼 + |𝑦 − 𝑥|

)︁𝑑+𝛽
, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ] , 𝑥 ∈ 𝑅𝑑, 𝑦 ∈ 𝑅𝑑;

або ж якщо 𝑎 обмежена

|𝐺𝑘 (𝑡, 𝑥, 𝑦) | ≤ 𝑅𝑘
𝑡𝑘−(𝑘−1) 𝛽

𝛼(︁
𝑡

1
𝛼 + |𝑦 − 𝑥|

)︁𝑑+𝛽
, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ] , 𝑥 ∈ 𝑅𝑑, 𝑦 ∈ 𝑅𝑑.

В кожному випадку числовi послiдовностi {𝑅𝑘 : 𝑘 ≥ 0} задовольняють
спiввiдношення lim𝑘→∞ 𝑅𝑘+1/𝑅𝑘 = 0.

Звiдси робимо, висновок про добру збiжнiсть ряду, що визначає фун-
кцiю 𝐺. Крiм того, в розглянутих випадках для кожного 𝑇 > 0 справ-
джується оцiнка

|𝐺 (𝑡, 𝑥, 𝑦) | ≤ 𝐶𝑇
𝑡
𝛽
𝛼(︁

𝑡
1
𝛼 + |𝑦 − 𝑥|

)︁𝑑+𝛽
, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ] , 𝑥 ∈ 𝑅𝑑, 𝑦 ∈ 𝑅𝑑,

в якiй 𝐶𝑇 > 0 деяка стала, що залежить вiд 𝑇 .
Основним результатом даної доповiдi є наступне твердження.

Теорема. Нехай A — твiрний оператор ротацiйно-iнварiантного 𝛼-
стiйкого випадкового процесу (𝛼 ∈ (1, 2)), а B — псевдоградiєнт порядку
𝛽 (0 < 𝛽 < 𝛼). Якщо 𝑅𝑑-значна функцiя (𝑎 (𝑥))𝑥∈𝑅𝑑 обмежена або на-
лежить до 𝐿𝑝(𝑅

𝑑) з 𝑝 > 𝑑+𝛼
𝛼−𝛽 , то iснує збурена напiвгрупа операторiв з

iнфiнiтензимальним оператором A+ (𝑎 (·) , B). При 𝛽 = 1 ця напiвгру-
па визначає деякий випадковий процес Маркова. В iнших випадках вона
не залишає iнварiантним конус невiд’ємних функцiй i, тому, визначає
тiльки псевдопроцес.
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СТОХАСТИЧНI IГРИ НА ГРАФАХ

В.В. БУТОВСЬКИЙ

Розглянемо гру, процес якої продемонстровано за допомогою графу.
Нехай дано граф 𝐺 = (𝑉,𝐸), що складається з множини вершин 𝑉 та
множини ребер 𝐸.

Для кожної вершини 𝑖 ∈ 𝐸 буде iснувати 𝑋𝑖 – певний метричний про-
стiр зi злiченим базисом. А метричний простiр нашої гри позначимо за

𝑋 := ×𝑋𝑖 (1)

Гравцi розташованi на вершинах графу. Ребра — це зв’язки мiж гравця-
ми, кооперацiя. Гравцi подiленi на двi коалiцiї 𝐾1 та 𝐾2. Кожна коалiцiя
може складатись з будь-якої кiлькостi гравцiв. Виграш кожної коалiцiї
означає програш iншої, тобто розглядаємо гру з нульовою сумою.

Нехай задано деяке значення 𝜉 на ймовiрнiсному просторi (Ω, 𝐹, 𝑃 ) зi
значеннями на 𝑋, що буде описувати стан системи для деякої фiксованої
часової величини 𝑡. 𝜉𝑡(𝑡 = 0, 1, 2...) – наша початкова точка, котра описує
поведiнку |𝑉 | гравцiв, що взаємодiють мiж собою.

Кожен гравець має свою множину стратегiй гри.
Позначимо за 𝜋𝑖 стратегiю для 𝐾1 коалiцiї, тодi вектор стратегiй грав-

цiв 𝐾1 буде 𝜋𝑖 = ×𝜋𝑖 i. 𝑖 ∈ 𝑉1;
𝑖𝜋𝑖 = 𝜋0

𝑖 , ..., 𝜋
𝑡
𝑖 – послiдовнiсть ймовiрностей переходiв;

Аналогiчно для 𝐾2 коалiцiї, де 𝛾 – стратегiя для 𝐾2 коалiцiї.
Мета у роботi – детально розглянути гру з 2-ма коалiцiями та нульо-

вою сумою з формалiзацiєю. Пiсля знаходження залежностi станiв, фун-
кцiї нагороди, визначити, яким чином буде пов’язаний виграш у кожному
станi системи кожної з коалiцiй. Побудувати модель гри. За можливостi,
сконструювати програмне забезпечення для калькуляцiї при будь-якiй
кiлькостi гравцiв.

Лiтература

[1] R. K. Chornei, Hans Dadunay, P. S. Knopov. Stochastic games for distributed players
on graphs // Math Meth Oper Res — 2004.

Нацiональний унiверситет «Києво-Могилянська академiя», Київ, Україна
Email address: b.butovskyi@ukma.edu.ua

16 X Всеукраїнська наукова конференція молодих математиків



ПРО НАЙВIДОМIШI ДОСЯГНЕННЯ ФРУЛЛАНI ТА
ПРИКЛАД ВИРIШЕННЯ ОДНОГО З ЙОГО IНТЕГРАЛIВ

Є.В. ГАРМАШ

Джулiано Фрулланi народився в Лiворно
23.02.1795. Помер 25.05.1834 р.
Спочатку вивчав лытературу в Пiзанському унi-
верситетi з 1808 по 1820 роки, але незабаром пе-
рейшов до математики пiд керiвництвом профе-
сора П’єтро Паоло, а у вiцi 16 рокiв вiн отримав
ступiнь бакалавра факультету природничих на-
ук. У вiцi 19 рокiв вiн вступив на посаду профе-
сора вищої математики. У 1825 роцi вiн увiйшов
до складу установчої ради директорiв iнженерно-
го корпусу.
Деякi роботи в областi математики:
У роботi “Sopra la integrazione della Formula.
Memoria” (iтал.) провiв повний аналiз функцiї

𝛾(𝑥) =

∫︁
d𝑥

(1 + 2𝑞𝑥 cos𝜙+ 𝑞2𝑥2)𝑛−1
, (1)

яку вiн також використовував при дослiджуваннi деяких рядiв.
Знайшов рекурентну формулу з межами вiд 0 до ∞. У разi цiлого 𝑛 фун-
кцiя (1) може бути необмежено iнтегрована з процесом обчислення, який
зводить її до залежностi вiд iнтеграла, який також залежатиме вiд анало-
гiчної формули порядку 𝑛−3, i таким чином поступово спадаючи, досягне
найпростiшої формули цього виду, яка може бути повнiстю iнтегрована.
В роботi “Sopra gli integrali Definiti. Memoria” (iтал.) висвiтлив деякi мiр-
кування стосовно трансцендентних iнтегралiв аналогiчних до iнтеграла∫︁

sin𝜙d𝜙

𝜙
.

У роботi “Sopra L’uso di alcune serie. Memoria.” представляє деякi iнтегра-
ли за допомогою ряду.
Наприклад такi, як∫︁

d𝑢

𝑎− log 𝑢
;

∫︁
𝑎 cos𝜙− 𝜙 sin𝜙d𝜙

𝑎2 + 𝜙2
;

∫︁
𝜙 cos𝜙− 𝑎 sin𝜙d𝜙

𝑎2 + 𝜙2
.
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Розглянемо iнтеграл, який називають iнтегралом Фрулланi.

𝐼(𝑎, 𝑏) =

∞∫︁
0

arctg (𝑎𝑥)− arctg (𝑏𝑥)

𝑥
𝑑𝑥

Зауважимо, що 𝐼(𝑎, 𝑎) = 0. Диференцiюємо по параметру 𝑎:

𝜕𝐼

𝜕𝑎
=

∞∫︁
0

1

𝑥

𝜕

𝜕𝑎
arctg (𝑎𝑥)𝑑𝑥 =

∞∫︁
0

1

𝑥

(︂
𝑥

1 + 𝑎2𝑥2

)︂
𝑑𝑥 =

∞∫︁
0

1

1 + 𝑎2𝑥2
𝑑𝑥 =

= lim
𝑎→0

1

𝑎
arctg (𝑎𝑥)

⃒⃒⃒∞
0

= lim
𝑎→0

1

𝑎
arctg (∞) =

𝜋

2𝑎
Тепер проiнтегруємо по параметру 𝑎:

𝐼(𝑎, 𝑏) =
𝜋

2
ln (𝑎) + 𝐶(𝑏),

де 𝐶(𝑏) - це довiльна функцiя (вiд 𝑏). Записуючи 𝐶(𝑏) в iншому виглядi
як

𝜋

2
ln (𝐶(𝑏)) (ця константа зручнiше), ми маємо:

𝐼(𝑎, 𝑏) =
𝜋

2
ln (𝑎) +

𝜋

2
ln (𝐶(𝑏)) =

𝜋

2
ln (𝑎𝐶(𝑏))

Оскiльки 𝐼(𝑎, 𝑎) = 0 , ми маємо 𝑎𝐶(𝑎) = 1 ⇒ 𝐶(𝑎) =
1

𝑎
. Аналогiчно

𝐶(𝑏) =
1

𝑏
, i тодi

∞∫︁
0

arctg (𝑎𝑥)− arctg (𝑏𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 =

𝜋

2
ln

(︁𝑎
𝑏

)︁
.

Опрацювання бiографiї та основних робiт, результати яких планую засто-
совувати у майбутньому для знаходження невласних iнтегралiв, наштов-
хує на розумiння важливостi внеску праць Фрулланi.
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КЕВЕЛЕТНЕ ПЕРЕТВОРЕННЯ ЯК УЗАГАЛЬНЕННЯ
ВЕЙВЛЕТНОГО

К.Ю. ГЛУШАК

Кевелетне перетворення є продовженням концепцiї вейвлетiв. Також
воно стає популярним в обробцi зображень та наукових обчисленнях.
Кевелетне перетворення - це багатомасштабне напрямлене перетворен-
ня, яке забезпечує майже оптимальне неадаптивне рiдке представлення
об’єктiв з ребрами.

За останнi роки був досягнут значний прогрес у розвитку спрямованих
вейвлетiв. Складне перетворення вейвлетiвє одним iз способiв полiпши-
ти спрямованiсть вибiрковостi. Однак складне перетворення вейвлетiвв
минулому не застосовувалось широко, оскiльки складно розробити скла-
днi вейвлети з iдеальними реконструюючими властивостями та хорошими
характеристиками фiльтра.

Для аналiзу особливостей локальної лiнiї або кривої природною iде-
єю є розглянути роздiл зображення, а потiм застосувати перетворення
риджлета до отриманих субмалюнкiв. Цей блок перетворення на основi
ригелiв, який отримав назву кевелетного перетворення, був вперше за-
пропонований Кандесом та Доного у 2000 р.

З математичної точки зору, сильна сторона пiдходу кевелетної форми
полягає в її здатностi формулювати сильнi теореми в наближеннi та теорiї
операторiв. Дискретне перетворення кевелетiв дуже ефективно представ-
ляє кривоподiбнi краї.
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МОДЕЛЮВАННЯ ТРАЄКТОРIЙ ВIНЕРIВСЬКОГО
ПРОЦЕСУ

О.М. ДЕСНИЦЬКИЙ, О.А. ТИМОШЕНКО

Поняття випадкового процесу є одним з найважливiших не тiльки в су-
часнiй теорiї ймовiрностей, але i в природничiй сферi, iнженернiй справi,
економiцi, фiнансах, теорiї керування, теорiї зв’язку й iнших областях. У
сучасному свiтi при дослiдженнi складних випадкових процесiв, поряд з
аналiтичними методами широко застосовується комп’ютерне моделюван-
ня. Задачам моделювання випадкових процесiв присвячено багато дослi-
джень (див. наприклад [1],[2]), оскiльки такi задачi дозволяють описувати
динамiку розвитку дослiджуваного випадкового явища в часi.

Дана робота присвячена моделюванню траєкторiй вiнерiвського проце-
су за допомогою мови програмування Python. Вiдмiтимо, що сам по собi
вiнерiвський процес, наприклад, для моделювання динамiки фiнансових
показникiв (цiн акцiй, облiгацiй, значень iндексiв тощо), використовується
рiдко. Однак на його основi будуються майже всi випадковi процеси, що
використовуються в сучаснiй фiнансовiй математицi. Тому вiзуалiзацiя
поведiнки даного процесу є важливою для розумiння його властивостей.

Розглянемо випадкове блукання:

𝑋𝑛 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜉𝑘

таке, що 𝑃{𝜉𝑘 = 1} = 𝑃{𝜉𝑘 = −1} = 1
2 ∀𝑛 ∈ N. Тодi непереврний i

нормалiзованний процес буде мати вигляд:

𝑊𝑁
𝑡 =

𝑋𝑁𝑡√
𝑁

, 𝑡 ∈ [0, 1], 𝑁 ∈ N

𝑡 - неперервный крок, 𝑁 - дискретний крок. Тодi:

𝑊𝑁
𝑡 → 𝑊𝑡, при 𝑁 → ∞

де 𝑊𝑡 - броунiвський рух.

Звiдси, маючи спосiб генерацiї броунiвського руху, ми можемо запро-
грамувати цей алгоритм для моделювання та вiзуалiзацiй, (див рис.1).
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НОРМАЛЬНI МАТРИЦI ЯКОБI

М.Є. ДУДКIН, О.Ю. ДЮЖЕНКОВА, О.М. ДУДКIН

Розглядаються нескiнченi три-дiагональнi несиметричнi матрицi:

𝑁 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑧00 𝑧01 0 0 ...
𝑧10 𝑧11 𝑧12 0 ...
0 𝑧21 𝑧22 𝑧23 ...
0 0 𝑧32 𝑧33 ...
... ... ... ... ...

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (1)

де 𝑧𝑖𝑗 ∈ C, (i звичайно 𝑧𝑖𝑗 = 0, якщо |𝑖 − 𝑗| > 1) 𝑖, 𝑗 = N0. Такi матрицi
також мають назву – матрицi Якобi.

В роботi [1] була висловлена гiпотеза про те, що якщо матриця виду (1)
є нормальною, тобто комутує (є переставною) зi своєю спряженою, то вона
має просту внутрiшню структуру (простий опис). Цей факт пiдтверджено
у такiй теоремi.

Теорема 1. Якщо три-дiагональна матриця Якобi 𝑁 (1) комутує зi
своєю спряженою на фiнiтних (скiнчених) векторах, то вона має вигляд
𝑁 = 𝑎𝑆+ 𝑏𝐼, де 𝑆 — симетрична матриця Якобi, 𝐼 — одинична матриця
i 𝑎, 𝑏 ∈ C— деякi числа.

Лiтература

[1] Berezansky Yu.M. The Integration of semi-infinite oda chain by means of inverse
spectral problem. — Київ: Iн-т математики, 1984. (Препр. / НАН України. Iн-т мате-
матики; 84.79) — 41 p.

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
Email address: dudkin@imath.kiev.ua

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
Email address: oduzen@ukr.net

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
Email address: linkalex469@gmail.com

22 X Всеукраїнська наукова конференція молодих математиків



ПРО ВИПАДКОВI IГРИ, КОЛИ ОДИН З ГРАВЦIВ
ВОЛОДIЄ БIЛЬШОЮ IНФОРМАЦIЄЮ НIЖ IНШИЙ

О.О. КОВАЛЬЧУК

Розглянемо гру, яка подiбна до карткової гри покер. У дану гру грають
два гравцi. Дано 52 гральнi карти. Найбiльшу цiннiсть має Туз (цiннiсть
13), найменшу – Двiйка (цiннiсть 1).

Правила гри наступнi. На початку гри формується банк гри: кожен
з гравцiв обов’язково здiйснює початкову ставку по 1 фiшцi i дiстає з
перетасованої колоди по однiй картi. Один з гравцiв не приховує цiннiсть
своєї карти i показує її своєму супротивнику, а iнший триматиме свою
карту у секретi.

Роблячи хiд, кожен з гравцiв може або пiдвищувати ставку, при цьому
додавати до банку 1 фiшку, або пасувати. Якщо один гравець пасує, iнший
забирає увесь сформований банк. Якщо ж обоє грають, виграє той, у кого
бiльше карта. У випадку коли карти однаковi, банк дiлиться навпiл.

Введемо позначення, щоб розрiзняти гравцiв. Гравця, що знає i свою, i
супротивника карту, назвемо Зрячий, а гравця, що знає лише свою карту
– Слiпий. Також нехай 𝑘 — цiннiсть карти Слiпого (це значення знають
обидва гравцi). Розглянемо двi гри:

(а) першим хiд робить Слiпий;
(б) першим хiд робить Зрячий.

Метою є знаходження оптимальних стратегiй гравцiв, при яких ма-
ксимiзується математичне сподiвання виграшу, за умови правильної гри
супротивника.

В обох випадках гри нульовий хiд належить прирородi: випадкова ве-
личина, у якiй гравцi витягують карти з перетасованої колоди. Природа
має множину ходiв p, r, q:

∙ 𝑝 = 4(𝑘−1)
51 — ймовiрнiсть того, що карта Слiпого бiльш цiнна за

карту Зрячого при умовi, що у Слiпого карта цiннiстю 𝑘;
∙ 𝑟 = 3

51 — ймовiрнiсть того, що карта Слiпого i карта Зрячого за
цiннiстю однаковi;

∙ 𝑝 = 4(13−𝑘)
51 — ймовiрнiсть того, що карта Слiпого менш цiнна за

карту Зрячого при умовi, що у Слiпого карта цiннiстю 𝑘;
У випадку (а) страгiя Зрячого очевидна. Зрячий знає свою карту i

карту Слiпого, i робить хiд другим. Для максимiзацiї свого виграшу вiн

Секція 1. Математичного аналізу, теорії ймовірностей, диф. рівнянь 23



не пасуватиме, якщо у нього карта вище чи однакова з супротивником, i
навпаки, пасуватиме, якщо його карта менш цiнна. Дана стратегiя єдина
оптимальна стратегiя для Зрячого.

Тепер розглянемо стратегiї Слiпого. Вiн робить хiд першим i може або
пiдвищити ставку, або спасувати. Якщо Слiпий пiдвищує ставку, то ма-
тематичне очiкування виграшу дорiвнює: 𝑝 − 2𝑞 = 12𝑘−108

51 .Якщо Слiпий
пасує, то його виграш дорiвнює (−1). Оптимальна стратегiя Слiпого –
пiдвищувати тодi, коли 12𝑘−108

51 > −1, тобто при 𝑘 = 5, 6, 7..., 13.
У випадку (б), на вiдмiну вiд випадку (а), оптимальна стратегiя Зрячо-

го – змiшана стратегiя, оскiльки Зрячий може блефувати. Нехай у випад-
ку, коли у Зрячого карта менш цiнна, нiж у Слiпого, вiн пiдвищуватиме
ставку з ймовiрнiстю 𝛼, тодi вiн може виграти, якщо Слiпий спасує на
наступному кроцi.

Припустимо, що стратегiя Слiпого теж буде змiшаною, оскiльки Зря-
чий дiє непербачувано. Нехай слiпий пiдвищуватиме ставку з ймовiрнiстю
𝛽 i пасуватиме з ймовiрнiстю (1− 𝛽), якщо Зрячий пiдвищив ставку.

Пiдрахувавши вiдповiднi математичнi очiкування виграшiв, знайшли
оптимальнi стратегiї:

(1) якщо 1 ≤ 𝑘 ≤ 3, то 𝛼 = 1, 𝛽 = 0,
тобто якщо Слiпий отримав карту Двiйка, Трiйка чи Четвiрка,

то йому потрiбно лише пасувати, а Зрячому – пiдвищувати ставку;
(2) якщо 4 ≤ 𝑘 ≤ 12, то 𝛼 = 49−4𝑘

12(𝑘−1) , (1− 𝛼) = 16𝑘−61
12(𝑘−1) , 𝛽 = 2

3 , (1− 𝛽) =
1
3 ,

тобто якщо у Слiпого цiннiсть карти вiд 4 до 12 включно, то
гравцi гратимуть змiшанi стратегiї з вказаними частотами;

(3) якщо 𝑘 = 13, то 𝛼 = 0; (1− 𝛼) = 1;𝛽 = 1; (1− 𝛽) = 0
тобто якщо у Слiпого найвища за цiннiстю карта, йому потрiбно

пiдвищувати ставку, а Зрячому – пасувати.
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IДЕЯ ЕЛЕКТРОННОГО ГОЛОСУВАННЯ

А.С. КОВТУН, О.I. КЛЕСОВ

Нехай перед початком голосування було опублiковано вiдкритi ключi
(𝑛𝑎, 𝑘𝑎), (𝑛𝑐, 𝑘𝑐) для А i С вiдповiдно, а також сформовано приватнi ключi
𝑗𝑎, 𝑗𝑐 : 𝑗𝑎 · 𝑘𝑎 = 1(𝑚𝑜𝑑 𝑛𝑎), 𝑗𝑐 · 𝑘𝑐 = 1(𝑚𝑜𝑑 𝑛𝑐). Нехай також у кожного
голосуючого V є деякий iдентифiкацiйний номер t.

(1) V робить свiй вибiр 𝑣.
(2) V генерує деяке досить велике випадкове число e i маскує свiй

вибiр
𝑚 = 𝑣 · 𝑒𝑘𝑐(𝑚𝑜𝑑 𝑛𝑐), утворюючи так званий бюлетень.

(3) V пiдписує свiй бюлетень за допомогою власного iдентифiкатора
i публiчного ключа А:
𝑆 = 𝑚 · 𝑡𝑘𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑛𝑎)
i вiдправляє пару (m, S) до A.

(4) A пiдписує бюлетень цього учасника 𝑆1 = 𝑆𝑗𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑛𝑎) = 𝑚𝑗𝑎 ·
𝑡(𝑚𝑜𝑑 𝑛𝑎). За допомогою 𝑚 A може обчислити 𝑡 i таким чином,
знаючи iдентифiкацiйний номер V, перевiрити право V на участь
у голлосуваннi.
Тодi хоча A й вiдома особа V i А знає m, проте, не знаючи 𝑒, А не
може обчислити 𝑣, отже вибiр V A не знає.

(5) A вiдправляє 𝑆1 до V, V знiмає свiй пiдпис з отриманого бюлетня
𝑆* = 𝑆1

𝑡(𝑚𝑜𝑑 𝑛𝑎)
= 𝑚𝑗𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑛𝑎). Таким чином V має 𝑆* - свiй

бюлетень, але вже пiдписаний приватний ключем А. Оскiльки 𝑗𝑎
знає тiльки А, то утворити цей пiдпис без участi А неможливо.
Також, оскiльки V зняв свiй iдентифiкатор 𝑡, то в подальшому С
не зможе iдентифiкувати особистiсть V.

(6) V вiдправляє до C (𝑒,𝑚, 𝑆*). Всi цi данi необхiднi, щоб перевiрити
наявнiсть пiдпису А, тобто чи дiйсно V має право голосувати, а
також щоб розкодувати вибiр 𝑣.

(7) C перевiряє за допомогою вiдкритого ключа А наявнiсть пiдпису
А на надiсланому бюлетнi, тобто перевiряє рiвнiсть
(𝑆*)𝑘𝑎 = 𝑚 (𝑚𝑜𝑑 𝑛𝑎).
Дiйсно (𝑆*)𝑘𝑎 = (𝑚𝑗𝑎)𝑘𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑛𝑎) = 𝑚𝑗𝑎·𝑘𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑛𝑎) = 𝑚1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛𝑎).
Якщо рiвнiсть справджується, то С обчислює
𝑚𝑗𝑐 (𝑚𝑜𝑑 𝑛𝑐) = (𝑣 · 𝑒𝑘𝑐)𝑗𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝑛𝑐) = 𝑣𝑗𝑎 · 𝑒𝑘𝑐·𝑗𝑐(𝑚𝑜𝑑 𝑛𝑐) =
𝑣𝑗𝑐 · 𝑒1 (𝑚𝑜𝑑 𝑛𝑐) −→ C знає 𝑣𝑗𝑐 (𝑚𝑜𝑑 𝑛𝑐) −→ 𝑣 = (𝑣𝑗𝑐)𝑘𝑐 (𝑚𝑜𝑑 𝑛𝑐).
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Причому останнє обчислення може зробити тiльки C, адже для
цього необхiдно мати приватний ключ 𝑗𝑐.
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МОДЕЛЮВАННЯ УЗАГАЛЬНЕНОГО ДРОБОВОГО
БРОУНIВСЬКОГО РУХУ

I.I. ЛОВИЦЬКА

Методи моделювання випадкових процесiв та полiв використовуються
в багатьох областях природничих та соцiальних наук. Стохастичне моде-
лювання активно розвивається, починаючи з другої половини 20-го столi-
ття. Особливе мiсце займають методи i алгоритми моделювання вiнерiв-
ського процесу та процесiв дробового броунiвського руху. Численнi дослi-
дження показують, що данi спостереження у теорiї масового обслугову-
вання, дослiдженнях телекомунiкацiйних мереж, фiнансовiй математицi
ефективно описуються процесами, якi мають властивостi самоподiбно-
стi та сильної залежностi вiд минулого. Якраз одним iз таких процесiв
є процес дробового броунiвського руху. Але для моделювання реальних
випадкових процесiв є сенс розглядати не тiльки класичний гауссовий
дробовий броунiвський рух, а i його узагальнення, зокрема, процеси 𝜙-
субгауссового дробового броунiвського руху.

Нехай 𝑇 – деяка параметрична множина (𝑇 = [𝑎, 𝑏] або 𝑇 = R+).

Означення 1. [1] Неперервна парна опукла функцiя 𝜙 = {𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ R}
називається N-функцiєю Орлича, якщо 𝜙(0) = 0, 𝜙(𝑥) > 0 при 𝑥 ̸= 0,
𝜙(𝑥)
𝑥 → 0 при 𝑥 → 0 та 𝜙(𝑥)

𝑥 → ∞ при 𝑥 → ∞.

Умова Q. Для N-функцiї 𝜙 виконується умова Q, якщо lim inf
𝑥→0

𝜙(𝑥)
𝑥2 =

𝐶 > 0. Можливо, що 𝐶 = +∞.

Означення 2. [1] Нехай 𝜙— N-функцiя Орлича, для якої виконується
умова Q. Випадкова величина 𝜉 належить простору Sub𝜙(Ω) (простору
𝜙-субгауссових випадкових величин), якщо E𝜉 = 0, E exp{𝜆𝜉} iснує для
всiх 𝜆 ∈ R та iснує така стала 𝑎 > 0, що для всiх 𝜆 ∈ R виконується
нерiвнiсть

E exp (𝜆𝜉) ≤ exp (𝜙(𝑎𝜆)) .

Означення 3. [1] Випадковий процес 𝑋 = (𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇 ) є 𝜙-субгауссовим
(тобто, належить простору Sub𝜙(Ω)), якщо для всiх 𝑡 ∈ 𝑇 випадковi ве-
личини 𝑋(𝑡) ∈ Sub𝜙(Ω). Якщо 𝜙(𝑥) = 𝑥2

2 , 𝑥 ∈ R, то такий процес назива-
ється субгауссовим. Зокрема, центрований гауссовий випадковий процес
є субгауссовим.
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Означення 4. [1] Будемо називати центрований випадковий процес 𝑍𝐻 =
{𝑍𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} строго 𝜙-субгауссовим узагальненим дробовим броунiв-
ським рухом (𝜙-УДБР) з iндексом Хюрста 𝐻 ∈ (0, 1), якщо 𝑍𝐻 є строго
𝜙-субгауссовим та

𝑅𝐻(𝑡, 𝑠) = E𝑍𝐻(𝑠)𝑍𝐻(𝑡) =
1

2
(𝑡2𝐻 + 𝑠2𝐻 − |𝑠− 𝑡|2𝐻).

Означення 5. Модель 𝑍 наближає процес 𝑍 iз заданими надiйнiстю 1−𝜈,
0 < 𝜈 < 1, та точнiстю 𝛿 > 0 в 𝐶([0, 1]), якщо

P

(︃
sup

𝑡∈[0,1]

|𝑍(𝑡) − 𝑍(𝑡)| > 𝛿

)︃
≤ 𝜈.

У роботах [1]–[3] запропоновано алгоритм моделювання процесiв строго
𝜙-субгауссового узагальненого дробового броунiвського руху iз заданими
надiйнiстю та точнiстю у просторi 𝐶([0; 1]) на основi розкладу в ряд:

𝑍(𝑡) =
𝑁∑︁

𝑛=1

(︁
𝑐𝑛 sin(�̃�𝑛𝑡) 𝜉𝑛 + 𝑑𝑛

(︀
1 − cos(𝑦𝑛𝑡)

)︀
𝜂𝑛

)︁
, (1)

де 𝑐𝑛 та 𝑑𝑛 – деякi сталi, �̃�𝑛 та 𝑦𝑛 – наближенi значення нулiв функцiй
Бесселя першого роду 𝐽−𝐻 та 𝐽1−𝐻 вiдповiдно, 𝜉𝑛, 𝜂𝑛 – незалежнi одна-
ково розподiленi випадковi величини з простору Sub𝜙(Ω), E𝜉2𝑛 = E𝜂2𝑛 = 1,
𝑛 = 1, 2, . . . . Також у цих роботах отримано умови для знаходження числа
𝑁 (верхньої межi ряду (1)) та наведено приклади побудови моделi у ви-
падку строго субгауссового узагальненого дробового броунiвського руху
для рiзних значень iндекса Хюрста 𝐻 (тобто, коли 𝜙(𝑥) = 𝑥2

2 ).
У моїй роботi отримано умови, за яких модель виду (1) наближає про-

цес строго 𝜙-субгауссового узагальненого дробового броунiвського руху
iз заданими надiйнiстю та точнiстю у просторi 𝐶([0; 1]) у випадках, коли
𝜙(𝑥) = |𝑥|𝑝

𝑝 , |𝑥| ≥ 1, 𝑝 > 1, та 𝜙(𝑥) = exp{|𝑥|} − |𝑥| − 1, 𝑥 ∈ R.
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ПРО БАГАТОТОЧКОВI КРАЙОВI ЗАДАЧI У ПРОСТОРАХ
ГЕЛЬДЕРА

Г.О. МАСЛЮК

Нехай довiльно вибрано вiдрiзок [𝑎, 𝑏] ⊂ R, цiлi числа 𝑚 ≥ 1, 𝑛 ≥ 0
i 𝑟 ≥ 2 та дiйсне число 𝛼 ∈ (0, 1]. Розглянемо на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] систему
𝑚 лiнiйних диференцiальних рiвнянь порядку 𝑟, залежних вiд числового
параметра 𝜀 ∈ [0, 𝜀0):

𝐿(𝜀)𝑦(𝑡, 𝜀) ≡ 𝑦(𝑟)(𝑡, 𝜀) +

𝑟∑︁
𝑗=1

𝐴𝑟−𝑗(𝑡, 𝜀)𝑦
(𝑟−𝑗)(𝑡, 𝜀) = 𝑓(𝑡, 𝜀), 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏, (1)

де фiксовано число 𝜀0 > 0. Тут для кожного 𝜀 ∈ [0, 𝜀0) є невiдомою вектор-
функцiя 𝑦(·, 𝜀) ∈ (𝐶𝑛+𝑟,𝛼)𝑚, а усi матрицi-функцiї 𝐴𝑟−𝑗(·, 𝜀) ∈ (𝐶𝑛,𝛼)𝑚×𝑚

i вектор-функцiя 𝑓(·, 𝜀) ∈ (𝐶𝑛,𝛼)𝑚 є довiльно заданими.
Довiльно виберемо натуральнi числа 𝑝 i 𝑞1, ... , 𝑞𝑝. Для кожного 𝜀 ∈

(0, 𝜀0) розглянемо таку багатоточкову крайову умову:

𝐵(𝜀)𝑦(·, 𝜀) ≡
𝑝∑︁

𝑗=0

𝑞𝑗∑︁
𝑘=1

𝑛+𝑟∑︁
𝑙=0

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)𝑦

(𝑙)(𝑡𝑗,𝑘(𝜀), 𝜀) = 𝑐(𝜀). (2)

Усi матрицi 𝛽(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀) ∈ C𝑟𝑚×𝑚, точки 𝑡𝑗,𝑘(𝜀) ∈ [𝑎, 𝑏] i вектор 𝑐(𝜀) ∈ C𝑟𝑚

довiльно заданi. Ця умова має сенс для кожної вектор-функцiї 𝑦(·, 𝜀) ∈
(𝐶𝑛+𝑟,𝛼)𝑚.

Використання у багатоточковiй крайовiй умовi (2) сум за iндексами 𝑗
i 𝑘 зумовлено подальшими припущеннями щодо поведiнки точок 𝑡𝑗,𝑘(𝜀)
при 𝜀 → 0+ у залежностi вiд значень параметра 𝑗. Припускаємо, що для
кожного номера 𝑗 ∈ {1, ... , 𝑝} усi точки 𝑡𝑗,𝑘(𝜀), де 𝑘 ∈ {1, ... , 𝑞𝑗}, мають
спiльну границю при 𝜀 → 0+. Це припущення не робиться для точок
𝑡0,𝑘(𝜀), де 𝑘 ∈ {1, ... , 𝑞0}.

З огляду на сказане, розглядаємо у граничному випадку 𝜀 = 0 таку
крайову умову:

𝐵(0)𝑦(·, 0) ≡
𝑝∑︁

𝑗=1

𝑛+𝑟∑︁
𝑙=0

𝛽
(𝑙)
𝑗 𝑦(𝑙)(𝑡𝑗 , 0) = 𝑐(0). (3)

Тут усi матрицi 𝛽(𝑙)
𝑗 ∈ C𝑟𝑚×𝑚, точки 𝑡𝑗 ∈ [𝑎, 𝑏] та вектор 𝑐(0) ∈ C𝑟𝑚 є

довiльно заданими.
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Крайовi задачi (1), (2) i (1) при 𝜀 = 0, (3) належать до класу найбiльш
загальних щодо простору 𝐶𝑛+𝑟,𝛼.

Умови, достатнi для однозначної розв’язностi багатоточкової крайової
задачi (1), (2) i неперервної залежностi її розв’язку за малим параметром
дає наступна теорема [1, с. 197].

Теорема 1. Нехай гранична крайова задача 𝐿(0)𝑦(·, 0) = 0, 𝐵(0)𝑦(·, 0) = 0
має лише тривiальний розв’язок i при 𝜀 → 0+ та 𝑗 ∈ 1, 𝑝 виконуються
такi умови:

(a) 𝐴𝑘(·, 𝜀) → 𝐴𝑘(·, 0) в (𝐶𝑛,𝛼)𝑚×𝑚 для кожного 𝑘 ∈ 0, 𝑟 − 1;

(b1) 𝑡𝑗,𝑘(𝜀) → 𝑡𝑗 для усiх 𝑘 ∈ 1, 𝑞𝑗 ;

(b2)
𝑞𝑗∑︀

𝑘=1

𝛽
(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀) → 𝛽

(𝑙)
𝑗 (0) для усiх 𝑙 ∈ 0, 𝑛+ 𝑟;

(b3) ‖𝛽(𝑛+𝑟)
𝑗,𝑘 (𝜀)‖ · |𝑡𝑗,𝑘(𝜀)− 𝑡𝑗 |𝛼 → 0 для усiх 𝑘 ∈ 1, 𝑞𝑗;

(b4) ‖𝛽(𝑙)
𝑗,𝑘(𝜀)‖ · |𝑡𝑗,𝑘(𝜀)− 𝑡𝑗 | → 0 для усiх 𝑘 ∈ 1, 𝑞𝑗, 𝑙 ∈ 0, 𝑛+ 𝑟 − 1;

(b5) 𝛽
(𝑙)
0,𝑘(𝜀) → 0 для усiх 𝑘 ∈ 1, 𝑞0, 𝑙 ∈ 0, 𝑛+ 𝑟.

Тодi розв’язок крайової задачi (1), (2) неперервно залежить вiд параме-
тра 𝜀.

Вiдзначимо, що критерiй неперервностi за параметром розв’язкiв кра-
йових задач було доведено у роботi [2].

Для диференцiальних рiвнянь першого порядку (випадок 𝑟 = 1) тео-
рему 1 встановив В. О. Солдатов [3, c. 273].
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РОЗВ’ЯЗКИ ЛIНIЙНОГО ОПЕРАТОРНОГО РIВНЯННЯ В
ПРОСТОРI R2

В.Ю. МАТЛАШ, А.В. СИРОТЕНКО

Нехай B1,B2 — банаховi простори, оператори 𝐵 ∈ 𝐿(B1), 𝐴 ∈ 𝐿(B2) та
𝑌 ∈ 𝐿(B1,B2) — заданi лiнiйнi оператори та 𝑋 ∈ 𝐿(B1,B2) — шуканий
лiнiйнiй оператор.

Вiдомо [1], що рiвняння

𝑛∑︁
𝑗,𝑘=0

𝑐𝑗𝑘𝐴
𝑗𝑋𝐵𝑘 = 𝑌, (1)

де 𝑐𝑗𝑘 ∈ C, має для кожного 𝑌 ∈ 𝐿(B1,B2) єдиний розв’язок 𝑋 ∈ 𝐿(B1,B2),
якщо

𝑃 (𝜆, 𝜇) =

𝑛∑︁
𝑗,𝑘=0

𝑐𝑗𝑘𝜆
𝑗𝜇𝑘 ̸= 0

для всiх можливих пар (𝜆, 𝜇) ∈ 𝜎(𝐴)×𝜎(𝐵). Тут 𝜎(𝐴) та 𝜎(𝐵) — вiдповiдно
спектри операторiв 𝐴 та 𝐵.

Цей розв’язок може бути представлений у виглядi

𝑋 = − 1

4𝜋2

∮︁
Γ𝐴

∮︁
Γ𝐵

(𝐴− 𝜆𝐼)−1𝑋(𝐵 − 𝜇𝐼)−1

𝑃 (𝜆, 𝜇)
𝑑𝜆𝑑𝜇, (2)

де 𝐼 — тотожнiй оператор, Γ𝐴 та Γ𝐵 — гладкi контури, що охоплюють
спектри операторiв 𝐴 та 𝐵 вiдповiдно.

Розглядається частковий випадок рiвняння (1)

𝐴𝑋 −𝑋𝐵 = 𝑌 (3)

за умови B1 = B2 = R2.
У випадку, коли матрицi 𝐴 та 𝐵 мають по два попарно рiзних власних

числа, отримано явний вигляд розв’язку (2) рiвняння (3):
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𝑋 =

(︂
𝑎22 − 𝜆1 −𝑎12
−𝑎21 𝑎11 − 𝜆1

)︂(︂
𝑦11 𝑦12
𝑦21 𝑦22

)︂(︂
𝑏22 − 𝜇1 −𝑏12
−𝑏21 𝑏11 − 𝜇1

)︂
(𝜆1 − 𝜆2)(𝜇1 − 𝜇2)(𝜆1 − 𝜇1)

−

−

(︂
𝑎22 − 𝜆1 −𝑎12
−𝑎21 𝑎11 − 𝜆1

)︂(︂
𝑦11 𝑦12
𝑦21 𝑦22

)︂(︂
𝑏22 − 𝜇2 −𝑏12
−𝑏21 𝑏11 − 𝜇2

)︂
(𝜆1 − 𝜆2)(𝜇1 − 𝜇2)(𝜆1 − 𝜇2)

−

−

(︂
𝑎22 − 𝜆2 −𝑎12
−𝑎21 𝑎11 − 𝜆2

)︂(︂
𝑦11 𝑦12
𝑦21 𝑦22

)︂(︂
𝑏22 − 𝜇1 −𝑏12
−𝑏21 𝑏11 − 𝜇1

)︂
(𝜆1 − 𝜆2)(𝜇1 − 𝜇2)(𝜆2 − 𝜇1)

+

+

(︂
𝑎22 − 𝜆2 −𝑎12
−𝑎21 𝑎11 − 𝜆2

)︂(︂
𝑦11 𝑦12
𝑦21 𝑦22

)︂(︂
𝑏22 − 𝜇2 −𝑏12
−𝑏21 𝑏11 − 𝜇2

)︂
(𝜆1 − 𝜆2)(𝜇1 − 𝜇2)(𝜆2 − 𝜇2)

,

де 𝜆1 ̸= 𝜆2 — власнi числа матрицi

𝐴 =

(︂
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

)︂
,

𝜇1 ̸= 𝜇2 — власнi числа матрицi

𝐵 =

(︂
𝑏11 𝑏12
𝑏21 𝑏22

)︂
та

𝑌 =

(︂
𝑦11 𝑦12
𝑦21 𝑦22

)︂
.
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ОДНЕ УЗАГАЛЬНЕННЯ ТЕОРЕМИ МАЛIНВО

О.В. МИТРОФАНОВА

Розглянемо модель спостережень

𝑋(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝜃0) + 𝜀(𝑡), 𝑡 ≥ 0, (1)

де 𝑔(𝑡, 𝜃) : [−𝛾,+∞)×Θ𝛾 → R - неперервна функцiя, невiдомий параметр
𝜃0 ∈ Θ ⊂ R𝑞, де Θ - вiдкрита опукла множина, Θ𝛾 =

⋃︀
‖𝑒‖≤1(Θ+𝑒𝛾), 𝛾 > 0

- деяке число; 𝜀 = {𝜀(𝑡), 𝑡 ∈ R} - випадковий шум, який ми опишемо
нижче.

Означення 1. Оцiнкою найменших квадратiв (ОНК) параметра 𝜃0, отри-
маною за спостереженнями процесу {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]}, називається будь-
який вектор 𝜃𝑇 ∈ Θ𝑐 (Θ𝑐 - замикання Θ), що мiнiмiзує функцiонал

𝑄𝑇 (𝜃) = 𝑇−1

𝑇∫︁
0

[𝑋(𝑡) − 𝑔(𝑡, 𝜃)]2 𝑑𝑡.

1) Процес 𝜀 є лiнiйним вимiрним процесом

𝜀(𝑡) =

𝑡∫︁
−∞

�̂�(𝑡− 𝑠) 𝑑𝐿(𝑠), 𝑡 ∈ R,

де 𝐿 - двостороннiй процес Левi такий, що 𝐸𝐿(1) = 0, 𝐸𝐿4(𝑡) < ∞ та
�̂� ∈ 𝐿1(R) ∩ 𝐿2(R).

Деякi результати про консистентнiсть ОНК 𝜃𝑇 у моделi (1) зi стацiонар-
ним випадковим шумом 𝜀(𝑡), 𝑡 ∈ R, було отримано у [1] та [2]. У доповiдi
ми формулюємо одне узагальнення теореми Малiнво про консистентнiсть
ОНК 𝜃𝑇 за умови 1) i розглядаємо нелiнiйну функцiю регресiї 𝑔(𝑡, 𝜃), яка
задовольняє умовам, наведеним далi.

Нехай 𝐵(𝑡) = 𝐸𝜀(𝑡)𝜀(0), 𝑡 ∈ R, - коварiацiйна функцiя процесу 𝜀.
Припустимо, що функцiя 𝑔(𝑡, 𝜃) для будь-якого 𝑡 ≥ 0 є неперервно ди-

ференцiйовною за 𝜃 ∈ Θ𝑐, а її похiднi 𝑔𝑖(𝑡, 𝜃) = 𝜕
𝜕𝜃𝑖

𝑔(𝑡, 𝜃), 𝑖 = 1, 𝑞, локально
iнтегрованi з квадратом за 𝑡. Також позначимо

𝑑𝑇 (𝜃) = diag(𝑑𝑖𝑇 (𝜃), 𝑖 = 1, 𝑞), 𝑑2𝑖𝑇 (𝜃) =

𝑇∫︁
0

𝑔2𝑖 (𝑡, 𝜃)𝑑𝑡,
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𝜈(𝑅) = {𝑢 ∈ R𝑞 : ‖𝑢‖ < 𝑅},

Ψ𝑇 (𝑢1, 𝑢2) =

𝑇∫︁
0

[𝑔(𝑡, 𝜃0 + 𝑇
1
2 𝑑−1

𝑇 (𝜃0)𝑢1) − 𝑔(𝑡, 𝜃0 + 𝑇
1
2 𝑑−1

𝑇 (𝜃0)𝑢2)]2 𝑑𝑡.

Для будь-якого фiксованого 𝜃0 ∈ Θ функцiю Ψ𝑇 (𝑢1, 𝑢2) будемо розгля-
дати на множинi 𝑈𝑇 (𝜃0) × 𝑈𝑇 (𝜃0), 𝑈𝑇 (𝜃0) = 𝑇− 1

2 𝑑𝑇 (𝜃0)(Θ𝑐 − 𝜃0).
Припустимо наступне.
2) Для будь-якого 𝜀 > 0 та 𝑅 > 0 iснує 𝛿 = 𝛿(𝜀,𝑅) > 0 таке, що

sup
𝑢1,𝑢2∈𝑈𝑇 (𝜃0)∩𝜈𝑐(𝑅),

‖𝑢1−𝑢2‖≤𝛿

𝑇−1Ψ𝑇 (𝑢1, 𝑢2) ≤ 𝜀.

3) Для деякого 𝑅0 > 0 та будь-якого 𝜌 ∈ (0, 𝑅0) iснують 𝑎 = 𝑎(𝑅0) > 0
та 𝑏 = 𝑏(𝜌,𝑅0) > 0 такi, що

inf
𝑢∈𝑈𝑇 (𝜃0)∩(𝜈𝑐(𝑅0)∖𝜈(𝜌))

𝑇−1Ψ(𝑢, 0) ≥ 𝑏;

inf
𝑢∈𝑈𝑇 (𝜃0)∖𝜈𝑐(𝑅0)

𝑇−1Ψ(𝑢, 0) ≥ 4𝐵(0) + 𝑎.

Теорема 1. Якщо виконано умови 1)-3), то для будь-якого 𝜌 > 0

𝑃{‖𝑇− 1
2 𝑑𝑇 (𝜃0)(𝜃𝑇 − 𝜃0)‖ ≥ 𝜌} = 𝑂(𝑇−1) при 𝑇 → ∞.

В доведеннi цiєї теореми спираємось на роботи [1] та [2].
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ПРО ОДНОВИМIРНI ФРЕДГОЛЬМОВI КРАЙОВI ЗАДАЧI
З ПАРАМЕТРОМ У ПРОСТОРАХ
СОБОЛЄВА-СЛОБОДЕЦЬКОГО

В.А. МИХАЙЛЕЦЬ, Т.Б. СКОРОБОГАЧ

Нехай задано скiнченний iнтервал (𝑎, 𝑏) ⊂ R та числа

𝑚 ∈ N, 𝑠 ∈ (1,∞) ∖ N, 𝜀0 > 0, 1 ≤ 𝑝 < ∞.

Розглянемо параметризовану числом 𝜀 ∈ [0, 𝜀0) сiм’ю неоднорiдних кра-
йових задач вигляду

𝐿(𝜀)𝑦(𝑡; 𝜀) := 𝑦′(𝑡; 𝜀) +𝐴(𝑡; 𝜀)𝑦(𝑡; 𝜀) = 𝑓(𝑡; 𝜀), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), (1)

𝐵(𝜀)𝑦(·; 𝜀) = 𝑐(𝜀), (2)
де при кожному фiксованому значеннi параметра 𝜀 матриця-функцiя 𝐴(·; 𝜀) ∈
𝑊 𝑠−1

𝑝

(︀
[𝑎, 𝑏];C𝑚×𝑚

)︀
=:

(︀
𝑊 𝑠−1

𝑝

)︀𝑚×𝑚,
вектор-функцiя 𝑓(·; 𝜀) ∈ 𝑊 𝑠−1

𝑝

(︀
[𝑎, 𝑏];C𝑚

)︀
=:

(︀
𝑊 𝑠−1

𝑝

)︀𝑚, вектор 𝑐(𝜀) ∈ C𝑚,
а 𝐵(𝜀) — лiнiйний неперервний оператор

𝐵(𝜀) :
(︀
𝑊 𝑠

𝑝

)︀𝑚 → C𝑚.

Пiд розв’язком крайової задачi (1), (2) розумiємо вектор-функцiю 𝑦(·; 𝜀) ∈(︀
𝑊 𝑠

𝑝

)︀𝑚, яка задовольняє рiвняння (1) майже скрiзь (при 𝑠 > 1 + 1/𝑝
скрiзь) на (𝑎, 𝑏) та рiвнiсть (2). Крайова умова (2) є найбiльш загальною
для системи (1). Iз крайовою задачею (1), (2) можна пов’язати лiнiйний
оператор

(𝐿(𝜀), 𝐵(𝜀)) :
(︀
𝑊 𝑠

𝑝

)︀𝑚 →
(︀
𝑊 𝑠−1

𝑝

)︀𝑚 × C𝑚. (3)

Теорема 1. При кожному фiксованому параметрi 𝜀 оператор (3) є не-
перервним фредгольмовим з iндексом 0.

Будемо вважати, що виконується
Умова (0). Гранична однорiдна крайова задача вигляду (1), (2)

𝐿(0)𝑦(𝑡; 0) = 0, 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏), 𝐵(0)𝑦(·; 0) = 0

має лише тривiальний розв’язок.
У цьому випадку вiдповiдна гранична неоднорiдна крайова задача має

єдиний розв’язок.

Означення 1. Говоримо, що розв’язок крайової задачi (1), (2) неперерв-
но залежить вiд параметра 𝜀 при 𝜀 = 0, якщо виконуються такi умови:

Секція 1. Математичного аналізу, теорії ймовірностей, диф. рівнянь 35



(*) iснує таке додатне число 𝜀1 < 𝜀0, що для кожного 𝜀 ∈ [0, 𝜀1),
довiльних правих частин 𝑓(·; 𝜀) ∈

(︀
𝑊 𝑠

𝑝

)︀𝑚 i 𝑐(𝜀) ∈ C𝑚 ця задача
має єдиний розв’язок 𝑦(·; 𝜀), який належить простору

(︀
𝑊 𝑠

𝑝

)︀𝑚;
(**) зi збiжностi правих частин 𝑓(·; 𝜀) → 𝑓(·; 0) в

(︀
𝑊 𝑠

𝑝

)︀𝑚 та 𝑐(𝜀) → 𝑐(0)
в C𝑚 при 𝜀 → 0+ випливає збiжнiсть розв’язкiв

𝑦(·; 𝜀) → 𝑦(·; 0) у
(︀
𝑊 𝑠

𝑝

)︀𝑚 при 𝜀 → 0 + .

Розглянемо такi
Граничнi умови при 𝜀 → 0+:
(I) 𝐴(·; 𝜀) → 𝐴(·; 0) у просторi

(︀
𝑊 𝑠−1

𝑝

)︀𝑚×𝑚;
(II) 𝐵(𝜀)𝑦 → 𝐵(0)𝑦 у C𝑚 для кожного 𝑦 ∈

(︀
𝑊 𝑠

𝑝

)︀𝑚.
Сформулюємо критерiй неперервностi розв’язку 𝑦 = 𝑦(𝑡, 𝜀) крайової

задачi (1), (2) за параметром 𝜀 при 𝜀 → 0+ у просторi 𝑊 𝑠
𝑝 .

Теорема 2. Розв’язок крайової задачi (1), (2) неперервно залежить вiд
параметра 𝜀 при 𝜀 = 0 тодi i тiльки тодi, коли вона задовольняє умову
(0) та граничнi умови (I), (II).

Покладемо̃︀𝑑𝑠−1,𝑝(𝜀) :=
⃦⃦
𝐿(𝜀)𝑦(·; 0)− 𝑓(·; 𝜀)

⃦⃦
𝑠−1,𝑝

+
⃦⃦
𝐵(𝜀)𝑦(·; 0)− 𝑐(𝜀)

⃦⃦
C𝑚 ,

де ‖ · ‖𝑠−1,𝑝 — норма у просторi 𝑊 𝑠−1
𝑝 , а ‖ · ‖C𝑚 — норма у просторi C𝑚.

Величини ⃦⃦
𝑦(·; 0)− 𝑦(·; 𝜀)

⃦⃦
𝑠,𝑝

та ̃︀𝑑𝑠−1,𝑝(𝜀) є вiдповiдно похибкою i нев’язкою розв’язку 𝑦(·; 𝜀) крайової
задачi (1), (2), якщо 𝑦(·; 𝜀) розглядати як її точний розв’язок, а 𝑦(·; 0) —
як наближений.

Теорема 3. Нехай крайова задача (1), (2) задовольняє умови (0), (I) i
(II). Тодi iснують такi додатнi числа 𝜀2 < 𝜀1 i 𝛾1, 𝛾2, що для кожного
𝜀 ∈ (0, 𝜀2) має мiсце двобiчна оцiнка

𝛾1 ̃︀𝑑𝑠−1,𝑝(𝜀) ≤
⃦⃦
𝑦(·; 0)− 𝑦(·; 𝜀)

⃦⃦
𝑠,𝑝

≤ 𝛾2 ̃︀𝑑𝑠−1,𝑝(𝜀), (4)

де числа 𝜀2, 𝛾1 i 𝛾2 не залежать вiд 𝑦(·; 0) i 𝑦(·; 𝜀).

Згiдно з цiєю теоремою, похибка i нев’язка розв’язку 𝑦(·; 𝜀) крайової
задачi (1), (2) мають однаковий порядок малостi.
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ОПТИМIЗАЦIЯ СТРАТЕГIЇ ДЛЯ НАСТIЛЬНОЇ ГРИ НА
ОСНОВI ТЕОРIЇ IМОВIРНОСТI

Є.М. ОКУНЄВ

Комплектацiя гри: У грi використовуються двi колоди: колода цiлей
та гральна колода. Гральна колода складається iз 82-х карт. По десять
карт iз номiналом вiд 3-х до 9-ти включно та по 6 карт-множникiв ×2
та ×3. Колода цiлей складається iз 25 карт, кожна з яких має два чи-
сла: яке позначає цiльове значення карти та кiлькiсть переможних балiв,
що дає ця карта. Цiль гри: набрати 13 переможних балiв. Процес гри:
кожен гравець починає гру iз 5-ма картами. Гравцi ходять по черзi. Хiд
одного гравця складається iз розiграшу карт та добiру карт. Пiд час ро-
зiграшу карт гравець може класти карти у стопку, реалiзовувати стопки
та скидати стопки. Пiд час ходу гравець може робити такi дiї: викладати
карти у спецiальнi стопки на стiл, скинути свою стопку карт зi столу (1
раз за хiд), реалiзувати стопку карт. Пiд час свого ходу гравець може
виконувати усi цi дiї до тих пiр, поки їх виконання можливе. Реалiзацiя
стопок карт: з моменту початку гри обидва гравцi у вiдкриту дiстають
три карти iз особливої колоди цiлей i кладуть на стiл. На картах коло-
ди цiлей зображене певне цiльове число та число, що позначає кiлькiсть
переможних балiв за виконання цiлi. Якщо у момент свого ходу гравець
має стопку, числове значення якої спiвпадає з однiєю з карт колоди цi-
лей, то гравець може скинути цю стопку карт i забрати собi карту цiлi iз
вiдповiдним числом. Коли карта цiлi переходить до одного iз гравцiв, на
стiл викладається iнша карта цiлi.

Кожен гравець може мати одночасно до 3-х стопок карт включно.
Якщо стопок менше, то гравець може покласти довiльну карту з номiна-
лом для того, щоб утворити нову стопку. У стопку карт можна складати
лише карти з однаковим номiналом (наприклад, лише карти iз числом 5),
а також карти-множники. Обчислення значення стопки: всяка стопка має
своє певне числове значення, яке є сумою усiх карт iз числами, помноже-
ною на добуток карт-множникiв.

Вважатимемо, що розподiл карт одного номiналу вiдбуватиметься за
розподiлом Бернуллi. У роботi вводиться поняття точної та мiнiмальнi
iмовiрностi. Точна iмовiрнiсть того, що в процесi гри гравець отримає рiв-
но 𝑛 карт певного номiналу, обчислюється як iмовiрнiсть кiлькостi успi-
хiв у серiї випробувань Бернуллi. Мiнiмальна iмовiрнiсть обчислюється
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як сума iмовiрностей усiх подiй, за яких гравець отримує як мiнiмум 𝑛
потрiбних карт в процесi гри.

Враховуючи, що рiзнi карти iз числами дозволяють збирати рiзнi сто-
пки, було проаналiзовано, карти якого номiналу є найбiльш корисними
самi по собi.

Оскiльки набiр карт у стопцi змiнюється шляхом додавання карт, то
стопки, якi використовують один номiнал карт, були представленi у ви-
глядi орiєнтованого графа, де сполучення показують, що iз однiєї сто-
пки можна перейти в iншу. Для зручностi данi графи були представле-
нi у виглядi матриць. Введення даних матриць призводить до поняття
локально-оптимального стану стопки, тобто такого, iз якого мiнiмальним
додаванням карт найпростiше отримати iншi стопки. Шляхом роздiлення
кожного рядка матрицi на iмовiрнiсть отримати першу ненульову iмовiр-
нiсть у рядку та множення кожного стовпчика на кiлькiсть переможних
балiв була отримана матриця, використання якої потрiбне у знайдено-
му алгоритмi визначення локально-оптимального стану стопки. Також
був введений штраф за додавання карт до стопки. Iнакше оптимальним
станом стопки буде нульовий стан (без карт). Штраф реалiзований як
множення комiрок матрицi на штрафний коефiцiєнт, що є штрафним чи-
слом у степенi кiлькостi доданих карт. Для того, щоб визначити основу
штрафного коефiцiєнту була застосована така формула:

𝛼 =
1

1000
1
𝛽

, 𝛽 =
1

2
· 𝑛1 +

1

3
· 𝑛2 +

1

6
· 𝑛3,

де 𝑛𝑖—середня кiлькiсть карт для реалiзацiї дiючих стопок.

Отриманi внаслiдок дослiдження градацiї карт, карт цiлей i станiв стопок
використовуються для того, щоб допомогти обирати таку стратегiю, що
пiдвищує iмовiрнiсть забирати майбутнi карти цiлей швидше за суперни-
ка. Градацiя карт цiлей була введна для того, щоб допомогти зрозумiти,
яку карту цiлi слiд намагатися забрати першою, коли це не є очевидним.
Градацiя карт iз номiналом була введена для того, щоб в процесi гри
можна було проаналiзувати, карти якого номiналу є бiльш корисними,
порiвняно iз iншими. Градацiя станiв стопки була введена для того, щоб
визначити, яка у даний момент гри комплектацiя стопки має бiльшу iмо-
вiрнiсть забрати карти цiлей, якi з’являться пiсля тих, що активнi безпо-
середньо зараз.
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АНАЛОГ ЛОГАРИФМIЧНОЇ
(︀
U,V

)︀
-ПОХIДНОЇ

Р.Ю. ОСАУЛЕНКО

Границю Λu
v𝑓(𝑥0) = lim

ℎ→0

ln�u
v𝑓(𝑥0)

ln�u
v𝑥

ми називаємо аналогом логарифмi-

чної (u, v)-похiдної, де (u, v) — пара нескiнченно малих у нулi функцiй, для
яких iснує проколотий 𝛿-окiл нуля, у якому u(ℎ) ̸= −v(ℎ) i u(ℎ)v(ℎ) ≥ 0;
�u

v𝑓(𝑥0) – це коливання функцiї 𝑓 на вiдрiзку з кiнцями в точках 𝑥0+u(ℎ),
𝑥0 − v(ℎ).
Лема 1. Якщо iснує скiнченна похiдна 𝑓 ′(𝑥0) вiдмiнна вiд нуля, то
Λu
v𝑓(𝑥0) = 1. Якщо Λu

v𝑓(𝑥0) < 1, то функцiя є недиференцiйовною в точцi
𝑥0. Якщо Λu

v𝑓(𝑥0) > 1, то Du
v(𝑥0) = 0.

Пiд записом Λ𝑓(𝑥0) будемо розумiти Λℎ
0𝑓(𝑥0).

Лема 2. Якщо Λ𝑓(𝑥0) > 0, то функцiя 𝑓 – неперервна в точцi 𝑥0.
Лема 3. Якщо iснує Λ𝑓(𝑥0), то для всiх пар (u, v) ∈ 𝒫+ виконується
рiвнiсть Λu

v𝑓(𝑥0) = Λ𝑓(𝑥0).
Теорема 1. Якщо iснують Λ𝑓(𝜏) ∈ R, Λ𝑔(𝑥0) ∈ R, де 𝜏 = 𝑔(𝑥0), то

Λ
(︀
𝑓(𝑔)

)︀
(𝑥0) = Λ𝑓(𝜏) · Λ𝑔(𝑥0).

Теорема 2. Нехай задано послiдовнiсть пар дiйсних чисел (𝑙𝑛, 𝑟𝑛) та-
ких, що lim

𝑛→∞
𝑙𝑛 = 𝑥0 = lim

𝑛→∞
𝑟𝑛. При цьому 𝑙𝑛 < 𝑙𝑛+1 < 𝑥0 < 𝑟𝑛+1 < 𝑟𝑛

для всiх 𝑛 ∈ N i lim
𝑛→∞

lnmax{𝑟𝑛−𝑥0,𝑥0−𝑙𝑛}
lnmin{𝑟𝑛−𝑥0,𝑥0−𝑙𝑛} = 1 = lim

𝑛→∞
ln(𝑟𝑛+1−𝑙𝑛+1)

ln(𝑟𝑛−𝑙𝑛)
.

Тодi lim
𝑛→∞

ln �
[𝑙𝑛;𝑟𝑛]

𝑓(𝑥0)

ln(𝑟𝑛−𝑙𝑛)
i Λℎ

ℎ𝑓(𝑥0) iснують (не iснують) одночасно. У
випадку iснування вони рiвнi.

В доповiдi на прикладi композицiї сингулярної функцiї Салема та нi-
де не диференцiйовної функцiї Окамото буде продемонстровано застосу-
вання аналога логарифмiчної

(︀
u, v

)︀
-похiдної для встановлення достатнiх

умови сингулярностi та нiде не диференцiйовностi композицiї.
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НАБЛИЖЕННЯ КIЛЬКОСТI СТРАХОВИХ ПОЗОВIВ
ВIД’ЄМНИМ БIНОМIАЛЬНИМ РОЗПОДIЛОМ

I.М. САВИЧ, А.В. ЮРIКОВА

Страховий ризик — прогнозний збиток об’єкта страхування в резуль-
татi настання страхової подiї [1]. Важливою складовою ризику є ймовiр-
нiсний розподiл кiлькостi страхових позовiв на один договiр, який необхi-
дно оцiнювати за спостережуваними даними. Кiлькiсть страхових позовiв
є дискретною випадковою величиною, тому для її моделювання викори-
стовують такi розподiли: бiномiальний, розподiл Пуассона, геометричний
та вiд’ємний бiномiальний.

У випадку коли параметр Пуассонiвського розподiлу у моделi для кiль-
костi позовiв є випадковою величиною з гамма-розподiлу(︀
𝜆𝑖 ∼ Γ

(︀
𝑟; 1

𝜃

)︀
, 𝑟 ∈ Z+, 𝜃 > 0

)︀
, то кiлькiсть позовiв має вiд’ємний бiномi-

альний розподiл.
Розглянемо вибiрку 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛, породжену випадковою величиною 𝜉

(кiлькiстю страхових позовiв) з розподiлом P(𝑘, 𝜃) = 𝐶𝑟−1
𝑟−1+𝑘

(︁
1

1+𝜃

)︁𝑟 (︁
𝜃

1+𝜃

)︁𝑘

,
де 𝑟 ∈ Z+– фiксоване i вiдоме, параметр 𝜃 > 0.

Тодi оцiнка максимальної вiрогiдностi для 𝜃 є 𝜃* =

𝑛∑︀
𝑗=1

𝜉𝑗

𝑛𝑟 = 𝜉
𝑟 , яка має

такi властивостi: незмiщенiсть, консистентнiсть, ефективнiсть i асимпто-
тична нормальнiсть [2]. Асимптотичний довiрчий iнтервал для параметра

𝜃 з ймовiрнiстю 1−𝜀 має вигляд
(︂

𝜉
𝑟 − 𝜏1−𝜀/2

𝑟 ·
√︁

𝜉(𝑟+𝜉)
𝑛𝑟 ; 𝜉

𝑟 +
𝜏1−𝜀/2

𝑟 ·
√︁

𝜉(𝑟+𝜉)
𝑛𝑟

)︂
,

де 𝜏1−𝜀/2– квантиль рiвня 1 − 𝜀/2 нормального стандартного розподiлу.
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АСИМПТОТИЧНI ВЛАСТИВОСТI ОЦIНОК ПАРАМЕТРIВ
НЕЛIНIЙНОЇ РЕГРЕСIЇ З ЛIНIЙНИМ ВИПАДКОВИМ

ШУМОМ

I.О. СЕРЕДЕНКО

У роботi розглядається нелiнiйна модель регресiї з неперервним часом
спостереження

𝑋(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝜃0) + 𝜀(𝑡), 𝑡 ≥ 0, (1)
iз випадковим шумом 𝜀(𝑡), 𝑡 ∈ R, який є лiнiйним випадковим процесом,
керованим процесом Левi.

Ми зосередимо увагу на такiй проблемi регресiйного аналiзу як оцiню-
вання амплiтуд та кутових частот суми гармонiчних коливань

𝑔(𝑡, 𝜃0) =

𝑁∑︁
𝑘=1

(𝐴0
𝑘𝑐𝑜𝑠𝜙

0
𝑘𝑡 + 𝐵0

𝑘𝑠𝑖𝑛𝜙
0
𝑘𝑡), 𝑡 ≥ 0, (2)

𝜃0 = (𝜃01, 𝜃
0
2, 𝜃

0
3, ..., 𝜃

0
3𝑁−2, 𝜃

0
3𝑁−1, 𝜃

0
3𝑁 ) =

= (𝐴0
1, 𝐵

0
1 , 𝜙

0
1, ..., (𝐴

0
𝑁 , 𝐵0

𝑁 , 𝜙0
𝑁 ),

маскованих випадковим шумом.
Описану регресiйну модель називають тригонометричною, а вказану

вище проблему — задачею про виявлення прихованих перiодичностей.
Ця проблема дослiджувалась у великiй кiлькостi робiт. Зокрема, вка-

жемо на роботи [1] та [2], де розглядались нелiнiйнi регресiйнi моделi з
неперервним та дискретним часом i випадковим шумом, який є локаль-
ним перетворенням сильно залежного гауссiвського процесу.

Для доведення асимптотичної нормальностi оцiнки найменших ква-
дратiв (ОНК) параметрiв нелiнiйної регресiї з лiнiйним випадковим шу-
мом (1), необхiдно, перш за все, виконання деяких умов на функцiю ре-
гресiї 𝑔(𝑡, 𝜃0) та випадковий шум 𝜀(𝑡). Це дозволить, завдяки теоремi реду-
кцiї, перейти до вивчення асимптотичної нормальностi ОНК параметрiв
в деякiй допомiжнiй лiнiйнiй моделi регресiї.

Наступним важливим кроком дослiдження є доведення теореми про
асимптотичну єдинiсть, яка стверджує, що з єдиностi нормованої ОНК

�̂�𝑇 = 𝑇−1/2𝑑𝑇 (𝜃)(𝜃𝑇 − 𝜃)

випливає єдинiсть нормованої ОНК

�̂�𝑇 = = 𝑑𝑇 (𝜃)(𝜃𝑇 − 𝜃),
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де
𝑑𝑇 (𝜃) = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑𝑖𝑇 (𝜃))𝑞𝑖=1, 𝜃 ∈ Θ𝑐,

𝑑2𝑖𝑇 (𝜃) =

∫︁ 𝑇

0

𝑔2𝑖 (𝑡, 𝜃)𝑑𝑡, 𝑖 = 1, ..., 𝑞.

Варто вiдмiтити, що теореми редукцiї та асимптотичної єдиностi справе-
дливi i для тригонометричної моделi регресiї (1), (2).

Важливою частиною доведення асимптотичної нормальностi ОНК 𝜃𝑇
параметрiв моделi (1) є центральна гранична теорема про асимптотичну
нормальнiсть вектора

𝜁𝑇 = 𝑑−1
𝑇 (𝜃0)

∫︁ 𝑇

0

𝜀(𝑡)∇𝑔(𝑡, 𝜃0)𝑑𝑡.

Використовуючи вказанi теореми та теорему Брауера про нерухому то-
чку, ми доводимо, що випадковий вектор �̂�𝑇 є асимптотично нормальним
при 𝑇 → ∞.

Застосування цiєї загальної теореми дозволяє довести асимптотичну
нормальнiсть ОНК

(𝑇 1/2(𝐴1𝑇 −𝐴0
1), 𝑇 1/2(𝐵1𝑇 −𝐵0

1), 𝑇 3/2(𝜙1𝑇 − 𝜙0
1), ...,

𝑇 1/2(𝐴𝑁𝑇 −𝐴0
𝑁 ), 𝑇 1/2(𝐵𝑁𝑇 −𝐵0

𝑁 ), 𝑇 3/2(𝜙𝑁𝑇 − 𝜙0
𝑁 ))

векторного параметра 𝜃0 тригонометричної моделi регресiї (1), (2).
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РIВНОВАГА НЕША В НЕСИМЕТРИЧНIЙ МОДЕЛI ГРИ
ВИДОБУТКУ РЕСУРСIВ

I.В. СИЛЕНКО

Гра видобутку ресурсiв є стохастичною грою з ненульовою сумою. По-
переднiм результатом iснування рiвноваги Неша у несиметричнiй грi є
робота [1]. У доповiдi представлено новий результат для несиметричної
моделi, яка не потрапляє в дослiджений клас.

Порядок гри:
𝑚 ∈ N учасникiв спiльно володiють вiдновлюваним ресурсом протя-

гом необмеженого перiоду. На кожному з дискретних етапiв 𝑡 = 1, 2, 3, . . .
гравець 𝑖 ∈ [𝑚] спостерiгає доступну кiлькiсть ресурсу 𝑠𝑡 ∈ [0; +∞), i неза-
лежно вiд iнших приймає рiшення 𝑥𝑡𝑖 ∈ [0, 𝑠𝑡]. Якщо сумарнi рiшення всiх
гравцiв не перевищують 𝑠𝑡, то кожен з них отримує моментальну кори-
снiсть вiдповiдно до власного рiшення, а гра переходить в наступний стан.
Сумарний виграш 𝑖-го гравця визначається як нескiнченна дисконтована
сума його прибуткiв в усi моменти часу з множником дисконтування 𝛽𝑖.

Припущення моделi:
A1: Функцiя кориснотi 𝑖-го гравця — 𝑢𝑖(𝑥) = 𝑐𝑖𝑥

𝛼𝑖 , де 𝑐𝑖 ∈ (0;+∞),
𝛼𝑖 ∈ (0; 1).

A2: Кожен наступний стан 𝑠𝑡+1 (𝑡 ∈ N) визначається за правилом

𝑠𝑡+1 =

(︃
𝑠𝑡 −

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑥𝑡𝑖

)︃
· 𝜉𝑡,

де 𝑠𝑡 ∈ [0; +∞) — попереднiй стан, (𝑥𝑡1, . . . , 𝑥𝑡𝑚) — рiшення гравцiв
у ньому, 𝜉𝑡 — незалежна реалiзацiя невiд’ємної випадкової вели-
чини 𝜉, розподiл якої є вiдкритою iнформацiєю;

A3: Для кожного 𝑖 ∈ [𝑚] 𝛽𝑖 · E (𝜉𝛼𝑖) ∈ (0; 1).

Теорема 1. Несиметрична гра видобутку ресурсiв з припущеннями A1-
A3 має стацiонарну рiвновагу Неша.
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АНТОГОНIСТИЧНI IГРИ З МОЖЛИВIСТЮ
ВИПАДКОВОГО ВIДХИЛЕННЯ ВIД ОПТИМАЛЬНОЇ

СТРАТЕГIЇ

Н.О. СОБОЛЬ

Розглянемо наступну ситуацiю: Iван та Петро грають в таку гру. Перед
ними на столi лежить 𝑛 сiрникiв. Можна брати 1, 2, 3, . . . , 𝑚 сiрникiв.
Сiрники вони беруть по черзi. Iван буде витягати першим, тобто його хiд
перший, потiм Петро робить другий хiд, Iван третiй i т.д. Розглянемо два
варiанти гри. Виграє той, хто

(а) бере останнiй сiрник;
(б) не бере останнiй сiрник.

Ця задача є класичною i її розв’язок є вiдомим. Наприклад оптималь-
ною стратегiєю є щоб залишок сiрникiв на столi завжди був кратний 𝑚+1,
тодi гравець, що дотримується цього i виграє у варiантi а).

Припустимо тепер, що Iван та Петро можуть вiдхилятись вiд оптималь-
ної стратегiї, описаної вище, пiд впливом випадкових факторiв. Введемо
вiдповiднi позначення:

∙ 𝑝I
𝑗 – ймовiрнiсть того, що Iван походив вiдповiдно до оптимальної

стратегiї, взявши зi столу 𝑗 сiрникiв;
∙ 𝑞I

𝑖,𝑗– ймовiрнiсть того, що Iван помилився i вiдхилився вiд опти-
мальної стратегiї, взявши зi столу кiлькiсть сiрникiв -– 𝑗, якщо
потрiбно було 𝑖;

∙ 𝑟I
𝑗 – ймовiрнiсть того, що Iван бере зi столу 𝑗 сiрникiв, якщо кiль-

кiсть сiрникiв на столi така, що виграшна позицiя зараз у Петра;
Аналогiчним чином вводимо ймовiрностi вiдносно Петра 𝑝П

𝑗 , 𝑞П
𝑖,𝑗 , 𝑟П

𝑗 .
Наша задача полягає в тому, щоб знайти

lim
𝑛→∞

𝑃 (Iван виграє |Спочатку було 𝑛 сiрникiв).

Розв’язання цiєї задачi зводиться до дослiдження певних ланцюгiв Мар-
кова. Гранична ймовiрнiсть виграшу знаходиться за допомогою розв’язання
певних систем лiнiйних рiвнянь.
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ЗАСТОСУВАННЯ ТОЧКОВИХ ПРОЦЕСIВ
В УЗАГАЛЬНЕНIЙ ЗАДАЧI ПРО ДНI НАРОДЖЕННЯ

В. В. СТАМАТIЄВА

Задача про днi народження є однiєю з класичних задач комбiнаторної
теорiї ймовiрностей. Наведемо одне з її численних формулювань у вигля-
дi, зручному для подальших узагальнень.

Розглянемо достатньо велику множину людей, якi в послiдовнi цiлi мо-
менти часу один за одним заходять до кiмнати. Позначимо через 𝑇

(365)
1

(випадковий) момент часу, коли до кiмнати вперше зайшла людина, день
народження якої збiгається з днем народження когось з вже присутнiх.
Тут верхнiй iндекс показує загальну кiлькiсть рiзних можливих днiв на-
родження (всi роки вважаються невисокосними), а нижнiй означає, що
достатньо збiгу з днем народження лише одного з присутнiх. Задача по-
лягає у визначеннi рiзних характеристик величини 𝑇

(365)
1 . Наприклад, мо-

жна показати, що

E𝑇 (365)
1 ≈

√︂
365𝜋

2
+

2

3
≈ 24.6

(див., напр., [1]). Ця вiдповiдь трохи вiдрiзняється вiд вiдомого медiанного
значення 23.

Пiд узагальненою задачею про днi народження ми будемо розумiти
задачу, в якiй обидва iндекси величини 𝑇

(365)
1 набувають довiльних на-

туральних значень. Бiльш детально, розглянемо множину об’єктiв, якi
послiдовно надходять до спостерiгача в цiлi моменти часу й кожен з яких
рiвноймовiрно та незалежно вiд iнших належить до одного з 𝑛 типiв. По-
значимо через 𝑇

(𝑛)
𝑟 , 𝑟, 𝑛 ∈ N, момент першого надходження об’єкта, тип

якого вже зустрiчався 𝑟 разiв. Ми розглядатимемо ситуацiю, коли 𝑟 є
фiксованим, а 𝑛 → ∞.

Одним з перспективних пiдходiв при доведеннi граничних теорем для
розподiлiв 𝑇

(𝑛)
𝑟 є застосування теорiї “грубої” (vague) збiжностi випад-

кових точкових мiр. У контекстi спорiдненої задачi збирача купонiв цей
метод було запропоновано в [2] та розвинуто в [3]. Основою цього пiдходу
є доведення збiжностi за розподiлом у грубiй топологiї точкових процесiв
𝜉
(𝑛)
𝑟 , пов’язаних з моментами надходжень (𝑟 + 1)-их представникiв усiх

типiв, до деякого граничного процесу 𝜉𝑟. Надалi ми позначатимемо цю
збiжнiсть як 𝜉

(𝑛)
𝑟

𝑣𝑑−−−−→
𝑛→∞

𝜉𝑟.
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Отриманi нами в цьому напрямку результати сформулюємо у виглядi
такого твердження.

Теорема 1. Нехай 𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, є моментом надходження (𝑟 + 1)-

го представника 𝑖-го типу, а 𝛿𝑎 означає одиничну мiру, зосереджену в
точцi 𝑎. Уведемо на R точковий процес

𝜉(𝑛)𝑟 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛿
𝑛
− 𝑟

𝑟+1 𝑌
(𝑛)
𝑖,𝑟

,

а через 𝜉𝑟 позначимо точковий процес Пуассона з мiрою iнтенсивностi

𝜆𝑟(d𝑥) =
𝑥𝑟

𝑟!
· 1{𝑥 ≥ 0} d𝑥.

Тодi 𝜉(𝑛)𝑟
𝑣𝑑−−−−→

𝑛→∞
𝜉𝑟.

У майбутньому з цього результату буде, зокрема, отримано граничну
теорему для величин 𝑇

(𝑛)
𝑟 = min𝑖=1,...,𝑛 𝑌

(𝑛)
𝑖,𝑟 .
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ГРАНИЧНI ТЕОРЕМИ
В УЗАГАЛЬНЕНIЙ ЗАДАЧI ЗБИРАЧА КУПОНIВ

М. В. СТОЛЯР

Задача збирача купонiв, iсторiя якої сходить до робiт де Муавра, Ей-
лера та Лапласа, може бути сформульована в такий спосiб. Розглянемо
необмежену послiдовнiсть купонiв, якi надходять один за одним у цiлi
моменти часу. Кожен купон незалежно вiд iнших належить до одного
з 𝑛 типiв з iмовiрностями 𝑝

(𝑛)
1 , . . . , 𝑝

(𝑛)
𝑛 ,

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑝

(𝑛)
𝑖 = 1. Позначимо через

𝑇
(𝑛)
𝑟 , 𝑟 ≥ 1, перший момент часу, коли серед отриманих купонiв знайде-

ться 𝑟 повних колекцiй. Що можна сказати про числовi характеристики
випадкової величини 𝑇

(𝑛)
𝑟 (математичне сподiвання, дисперсiю тощо) й

асимптотичну поведiнку їх та самого розподiлу 𝑇
(𝑛)
𝑟 при 𝑛 → ∞?

У випадку однакових iмовiрностей 𝑝
(𝑛)
1 = . . . = 𝑝

(𝑛)
𝑛 = 1

𝑛 цiй задачi
присвячено безлiч робiт. Зокрема, у [1] показано, що

E𝑇 (𝑛)
𝑟 = 𝑛 ln𝑛 + (𝑟 − 1)𝑛 ln ln𝑛 + (𝛾 − ln(𝑟 − 1)!)𝑛 + 𝒪(𝑛),

lim
𝑛→∞

P
{︁𝑇

(𝑛)
𝑟

𝑛
− ln𝑛− (𝑟 − 1) ln ln𝑛 < 𝑥

}︁
= exp

{︁
− e−𝑥

(𝑟 − 1)!

}︁
, (1)

де 𝛾 = −Γ′(1) ≈ 0, 5772 — стала Ейлера-Маскеронi. Гранична функцiя
розподiлу в правiй частинi (1) вiдповiдає розподiлу Гумбеля, що є ти-
повим для граничних теорем теорiї екстремальних значень. З великою
кiлькiстю iнших результатiв, викладених на досить елементарному рiвнi,
можна ознайомитися за оглядовою роботою [2]. Випадок рiзних iмовiрно-
стей 𝑝

(𝑛)
𝑖 є набагато складнiшим. Деякi досить загальнi граничнi теореми

для 𝑇
(𝑛)
𝑟 у цiй ситуацiї було отримано в [3].

У нещодавнiх роботах [4] та [5] в ситуацiї однакових iмовiрностей 𝑝
(𝑛)
𝑖

для дослiдження асимптотичної поведiнки 𝑇
(𝑛)
𝑟 та спорiднених випадко-

вих величин та процесiв було розвинуто пiдхiд, заснований на викори-
станнi збiжностi спецiально побудованих точкових процесiв, пов’язаних з
моментами надходжень 𝑟-их представникiв усiх типiв, до деякого грани-
чного точкового процесу. Ми розглядатимемо деякi результати, що уза-
гальнюють цей факт на випадок рiзних iмовiрностей 𝑝

(𝑛)
𝑖 . Цi ймовiрностi
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в нашiй ситуацiї будуються в “iнтегральнiй” формi

𝑝
(𝑛)
𝑖 =

∫︁ 𝑖
𝑛

𝑖−1
𝑛

𝑓(𝑡) d𝑡, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

де 𝑓 — деяка фiксована невiд’ємна функцiя на [0, 1] з
∫︀ 1

0
𝑓(𝑡) d𝑡 = 1. Така

побудова дозволяє охопити досить широкий клас наборiв iмовiрностей(︀
𝑝
(𝑛)
𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛

)︀
.

У доповiдi буде розглянуто теореми про збiжнiсть вищеописаних то-
чкових процесiв, коли 𝑓 є схiдчастою або степеневою функцiєю. Останнiй
випадок є особливо цiкавим — в ньому нормування та граничний розподiл
для 𝑇

(𝑛)
𝑟 iстотно вiдрiзнятимуться вiд наведених у (1).
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ПРО ТАУБЕРОВI УМОВИ ЗБIЖНОСТI
ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ РЯДIВ ФУР’Є

О.В. ЦИГАНОК, В.А. МИХАЙЛЕЦЬ

Нехай 𝑋 — дiйсний або комплексний лiнiйний нормований простiр
(ЛНП) довiльної розмiрностi, {𝑥𝑘} — вектори з X. Розглянемо питання

про збiжнiсть ряду
∞∑︀
𝑘=0

𝑥𝑘 у просторi 𝑋. Якщо цей ряд збiгається, то вiн є

(𝐶, 1)-сумовним, проте ця умова не достатня. Достатню умову збiжностi
дає наступна теорема.

Теорема 1. Нехай ряд
∞∑︀
𝑘=0

𝑥𝑘 є (𝐶, 1)-сумовним до 𝑆 ∈ 𝑋 i для деякого

𝑝 ≥ 1 виконується умова
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

‖𝑥𝑘‖𝑝 = 𝑂(𝑛1−𝑝), 𝑛 → ∞. (1)

Тодi цей ряд збiгається до 𝑆 в ЛНП 𝑋.

Наслiдок 1. Якщо ряд
∞∑︀

𝑛=0
𝑥𝑛 є (𝐶, 1)-сумовним i ‖𝑥𝑛‖ = 𝑂( 1𝑛 ), 𝑛 → ∞,

то вiн є збiжним в ЛНП 𝑋 .

Наслiдок 2. Якщо ряд
∞∑︀

𝑛=0
𝑥𝑛 є (𝐶, 1)-сумовним i

∞∑︀
𝑛=1

𝑛𝑝−1‖𝑥𝑛‖𝑝 < ∞ то

вiн є збiжним в ЛНП 𝑋 .

У випадку 𝑋 = R наслiдки 1 i 2 встановленi вiдповiдно Гардi (1910)(див.
[1, с. 156]) та Гардi i Лiттлвудом (1914) (див. [1, с. 163]). Зауважимо, що
умова (1) сильнiша, нiж кожна з умов наслiдкiв 1 i 2.

Нехай 𝑋 = 𝐶(T;R), де T — одиничне коло. Користуючись теоремою 1 i
деякими iншими результатами, можна довести наступнi твердження про
збiжнiсть ряду Фур’є

𝑓 ∼
∞∑︁

𝑛=−∞
𝑐𝑛𝑒

𝑖𝑛𝑥 (2)

функцiї 𝑓 ∈ 𝐿1(T).
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Теорема 2. Нехай функцiя 𝑓 належить деякому однорiдному функцiо-
нальному банаховому простору 𝑋 на T i виконанi умови

‖𝑒𝑖𝑛𝑡‖𝑋 = 𝑂(1), |𝑛| → ∞,∑︁
|𝑘|≥𝑛

|𝑐𝑘|𝑝 = 𝑂(𝑛1−𝑝), 𝑛 → ∞, 𝑝 ≥ 1 (3)

Тодi ряд Фур’є (2) збiгається до 𝑓 в банаховому просторi 𝑋.

У випадку X(T) = 𝐶(T) i 𝑝 = 2 теорема 2 iншим методом доведена
ранiше В.В. Жуком (1970) (див. [2]).

Зауважимо, що функцiональнi простори 𝐿𝑝(T), 1 ≤ 𝑝 < ∞, сепара-
бельнi простори Орлiча, сепарабельнi симетричнi простори, простiр 𝐶(T),
дiйсний простiр Гардi є однорiдними.

Наступне твердження дещо узагальнює вiдому теорему Фейєра.

Теорема 3. Нехай функцiя 𝑓 ∈ 𝐿1(T), а 𝜎𝑛(𝑓 ;𝑥) — середнє арифметичне
𝑛-ої симетричної суми ряду Фур’є 𝑓 . Тодi для довiльного компакту K ⊂
T, що є пiдмножиною точок неперервностi функцiї 𝑓

𝜎𝑛(𝑓 ;𝑥) ⇒
K

𝑓(𝑥). (4)

Зауважимо, що у випадку, коли компакт K є вiдрiзком, отримуємо вi-
дому теорему Фейєра.

З теорем 1 i 3 випливає наступне твердження.

Теорема 4. Якщо коефiцiєнти ряду Фур’є функцiї 𝑓 ∈ 𝐿1(T) для деякого
𝑝 > 1 задовольняють умову∑︁

|𝑘|≥𝑛

|𝑐𝑘|𝑝 = 𝑂(𝑛1−𝑝), 𝑛 → ∞, (5)

то цей ряд збiгається до 𝑓 у кожнiй її точцi неперевностi i ця збi-
жнiсть рiвномiрна на кожнiй компактнiй пiдмножинi її точок непе-
рервностi.
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ФУНДАМЕНТАЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧI КОШI ДЛЯ
ОДНОГО ВИРОДЖЕНОГО ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ

Д.А. ШИМАНСЬКА

Розглядається рiвняння

(𝐿𝑢)(𝑡, 𝑥, 𝑦) := 𝛼(𝑡)𝜕𝑡𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) − 𝛽(𝑡)(𝑥𝜕𝑦 + 𝑎𝜕2
𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) −

− 𝑐𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦), (𝑡, 𝑥, 𝑦) ∈ Π(0,𝑇 ], (1)

де 𝑎, 𝑐 — сталi з R, причому 𝑎 > 0;
𝛼 i 𝛽 — неперервнi на [0, 𝑇 ] функцiї, причому 𝛼 > 0 i 𝛽 > 0 на (0, 𝑇 ],

𝛼(0)𝛽(0) = 0;

Π(0,𝑇 ] := {
(︀
𝑡, 𝑥, 𝑦) | 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ], (𝑥, 𝑦) ∈ R2

}︀
.

Це рiвняння є виродженим з таких двох причин:
1) у нього не входить похiдна другого порядку за змiнною 𝑦, тому воно є
ультрапараболiчним;
2) воно має виродження при 𝑡 = 0, що спричинено наявнiстю функцiй 𝛼
i 𝛽 з указаними властивостями.

Виродження рiвняння (1) класифiкується за величинами

𝐴(𝑡, 𝜏) :=

𝑡∫︁
𝜏

𝑑𝜃

𝛼(𝜃)
i 𝐵(𝑡, 𝜏) :=

𝑡∫︁
𝜏

𝛽(𝜃)

𝛼(𝜃)
𝑑𝜃.

У випадку, коли 𝐴(𝑇, 0) < ∞, рiвняння має слабке виродження, а коли
𝐴(𝑇, 0) = ∞, то сильне. Якщо 𝐴(𝑇, 0) = ∞ i 𝐵(𝑇, 0) = ∞, то маємо
випадок дуже сильного виродження.

Через неявнiсть у рiвняннi (1) виродження при 𝑡 = 0 для нього не зав-
жди можна роглядати задачу Кошi з початковими даними при 𝑡 = 0 у зви-
чайному розумiннi, але можна говорити про фундаментальний розв’язок
задачi Кошi (ФРЗК) згiдно з таким означенням.

Означення. ФРЗК для рiвняння (1) називається функцiя

𝑍(𝑡, 𝑥, 𝑦; 𝜏, 𝜉, 𝜂), 0 < 𝜏 < 𝑡 6 𝑇, {𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂} ⊂ R,

така, що формула

𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) =

∫︁
R2

𝑍(𝑡, 𝑥, 𝑦; 𝜏, 𝜉, 𝜂)𝜑(𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂, (𝑡, 𝑥, 𝑦) ∈ Π(𝜏,𝑇 ], (2)
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визначає розв’язок рiвняння (1) для (𝑡, 𝑥, 𝑦) ∈ Π(𝜏,𝑇 ], який задовольняє
початкову умову

𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦)
⃒⃒⃒
𝑡=𝜏

= 𝜑(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ R2,

для будь-якого 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ) i довiльної неперервної та обмеженої функцiї 𝜑.
Основним результатом доповiдi є отримання такої явної формули для

ФРЗК 𝑍:

𝑍(𝑡, 𝑥, 𝑦; 𝜏, 𝜉, 𝜂) =

=

√
3

2𝜋(𝐵(𝑡, 𝜏))2
exp

{︁
𝑐𝐴(𝑡, 𝜏) − (𝑥− 𝜉)2

𝑎(𝐵(𝑡, 𝜏)
+

+
3(𝑥− 𝜉)(𝑦 − 𝜂 + 𝑥𝐵(𝑡, 𝜏))

𝑎(𝐵(𝑡, 𝜏))2
− 3(𝑦 − 𝜂 + 𝑥𝐵(𝑡, 𝜏))2

𝑎(𝐵(𝑡, 𝜏))3

}︁
(3)

Для отримання формули (3) розглядається в Π(𝜏,𝑇 ] задача Кошi

𝐿𝑢 = 0, 𝑢
⃒⃒⃒
𝑡=𝜏

= 𝜑.

розв’язок якої шукається у виглядi

𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 𝐹−1[𝑣(𝑡, 𝜎1, 𝜎2)](𝑡, 𝑥, 𝑦), (𝑡, 𝑥, 𝑦) ∈ Π(𝜏,𝑇 ], (4)

де 𝐹−1 — обернене перевторення Фур’є за просторовими змiнними, а 𝑣 —
невiдома функцiя.

Для 𝑣 отримується така задача:

(𝛼(𝑡)𝜕𝑡 + 𝛽(𝑡))(𝜎2𝜕𝜎1 + 𝑎𝜎2
1) − 𝑐)𝑣(𝑡, 𝜎1, 𝜎2) = 0,

𝑣(𝑡, 𝜎1, 𝜎2)
⃒⃒⃒
𝑡=𝜏

= 𝐹 [𝜑(𝑥, 𝑦)](𝜎1, 𝜎2).

Методом характеристик знаходиться розв’язок цiєї задачi, вiн пiдстав-
ляється у формулу (4), обчислюється обернене перевторення Фур’є та
отримується формула (2). Ядро iнтеграла з (2) i є ФРЗК.

Результат знаходження ФРЗК буде використовуватися для встановле-
ння коректної розв’язностi рiвняння (1) зi звичайними початковими дан-
ними у випадку слабкого виродження з ваговими початковими даними,
коли виродження сильне, i без початкових умов у випадку дуже сильного
виродження.
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ВЕЙВЛЕТНЕ ПЕРЕТВОРЕННЯ ЕЛЬЗАКI

Р.А. ШУРУБУРА

Класичнi iнтегральнi перетворення, такi як: перетворення Фур’є, Ла-
пласа, Сумуду вiдiграють важливу роль у розв’язаннi класичних задач
математичного аналiзу та теорiї диференцiальних рiвнянь. Одним з суча-
сних та ефективних перетворень є, так зване, iнтегральне перетворення
Ельзакi.

Перетворення Ельзакi може бути використано для розв’язання зви-
чайних диференцiальних рiвнянь та iнженерних задач управлiння. Воно
вважається значно легшим, нiж перетворення Лапласа, простiшим у вико-
ристаннi та доступнiшим у розумiннi. Також перетворення Ельзакi може
слугувати допомiжним методом для перетворення Лапласа.

Незважаючи на те, що дане перетворення не є достатньо вiдомим, як
перетворення Лапласа, Фур’є, Мелiна, Ханкеля та Сумуду, за перiод йо-
го iснування отримано ще мало результатiв, але його головною перева-
гою є те, що його використовують для вирiшення багатьох проблем, не
вдаючись до переходу до нової частотної областi, оскiльки воно зберiгає
масштаби та властивостi одиниць.

Дане перетворення можна означити наступним чином (див., напр., [1]):

𝐸[𝑓(𝑥)] = 𝑇 (𝑣) = 𝑣

∞∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑒−
𝑡
𝑣 𝑑𝑡, 𝑡 ≥ 0, 𝑘1 ≤ 𝑣 ≤ 𝑘2.

В даному iнтегральному рiвняннi змiнна 𝑣 використовується для фа-
кторизацiї змiнної 𝑡 в аргументi функцiї 𝑓 .

Для будь-якої функцiї виконується

𝑇 (𝑣) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑛!𝑎𝑛𝑣
𝑛+2.

Функцiю 𝑓(𝑡), яка може бути представлена у виглядi збiжного ряду
при 𝑡 > 0, можна застосовувати як розв’язок звичайних диференцiальних
рiвнянь та iнженерних задач управлiння (див. [2], [3]).
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Достатнiми умовами iснування перетворення Ельзакi є умови експо-
ненцiального порядку. Це означає, що перетворення Ельзакi може iсну-
вати, а може i не iснувати.

Сформулюємо наступну теорему, що показує зв’язок перетворень Ла-
пласа та Ельзакi:

Теорема 1. Нехай

𝑓(𝑡) ∈ 𝐴 =

{︃
𝑓(𝑡) ∈ 𝐴 = {𝑓(𝑡)|∃𝑀,𝐾1, 𝑘2 > 0,такi що|

|𝑓(𝑡)| < 𝑀𝑒
|𝑡|
𝑘𝑖 , якщо 𝑡 ∈ (−1)𝑗 × [0;∞}

}︃
,

де перетворення Лапласа 𝐹 (𝑠), тодi перетворення Ельзакi 𝑇 (𝑣) функцiї
𝑓(𝑡) має вигляд

𝑇 (𝑣) = 𝑣𝐹 (
1

𝑣
).

Це перетворення є настiльки близьким до перетворення Лапласа i пе-
ретворення Фур’є, що вимагає додаткового бiльш докладного порiвняння
з ними.
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АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА РОЗВ’ЯЗКIВ
СТОХАСТИЧНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ У

БАГАТОВИМIРНОМУ ПРОСТОРI

В.К. ЮСЬКОВИЧ

Нехай 𝑋 – розв’язок 𝑛-вимiрного стохастичного диференцiального рiв-
няння (СДР)

d𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑋(𝑡))d𝑡+ 𝑏(𝑋(𝑡))d𝑊 (𝑡),

де 𝑎 : R𝑛 → R𝑛, 𝑏 : R𝑛 → R𝑛 × R𝑚, 𝑊 – 𝑚-вимiрний вiнерiвський процес.
Нами отриманi деякi достатнi умови, якi при 𝑡 → ∞ з iмовiрнiстю 1

забезпечують:
1) прямування модуля розв’язку до нескiнченностi;
2) стабiлiзацiю полярного кута розв’язку;
3) еквiвалентнiсть 𝑋(𝑡) до розв’язку звичайного диференцiального рiв-

няння d𝑌 (𝑡) = 𝑎(𝑌 (𝑡))d𝑡.
Асимптотична поведiнка розв’язкiв автономних одновимiрних СДР до-

слiджувалася у роботах [1], [2], [4], [6], узагальнення на неавтономний ви-
падок див. у роботi [3]. Багатовимiрнi СДР дослiджуються, наприклад, у
роботi [5].
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КОНСИСТЕНТНIСТЬ I ОЦIНКА МIНIМАЛЬНОГО
КОНТРАСТУ

К.С. ЯРЕМКО, I.В. ОРЛОВСЬКИЙ

На ймовiрнiсному просторi (Ω,F, 𝑃 ) розглянемо модель регресiї:

𝑋𝑗 = 𝑔(𝑗, 𝛼0) + 𝜀𝑗 , 𝑗 ≥ 1, (1)

де 𝑔(𝑗, ·) : 𝐴𝛽 → R, 𝑗 ≥ 1, – неперервнi функцiї, 𝐴𝛽 =
⋃︀

‖𝑒‖≤1

(𝐴 + 𝛽𝑒), 𝛽 > 0

𝜏– деяке число, 𝐴 ⊂ R𝑞 – обмежена опукла вiдкрита множина, 𝛼0 ∈ 𝐴–
iстинне значення параметра.Вiдносно шуму 𝜀𝑗 припустимо наступнe:

A1. 𝜀𝑗 , 𝑗 ∈ Z, є лiнiйним часовим рядом вигляду 𝜀𝑗 =
∑︀
𝑘∈Z

�̂�(𝑗 − 𝑘)𝜉(𝑘),

де 𝜉(𝑘), 𝑘 ∈ Z, – незалежнi однаково розподiленi випадковi величини з
𝐸𝜉(0) = 0 i такi, що 𝐸|𝜉(0)|𝑘 < ∞, 𝑘 = 1, 2, . . . , �̂�(𝑗) = 0, 𝑗 ≥ 1, �̂� ∈ 𝑙1.

З умови А1 спектральнi щiльностi лiнiйного часового ряду 𝜀 усiх по-
рядкiв iснують i мають вигляд:

𝑓𝑟(𝜆1, . . . , 𝜆𝑟−1) = 𝑑𝑟 𝑎

(︃
𝑟−1∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘

)︃
𝑟−1∏︁
𝑘=1

𝑎(𝜆𝑘),

де 𝑑𝑟 – 𝑟 - та кумулянта 𝜉(0), 𝑎 ∈ 𝐿2[−𝜋;𝜋], 𝑎(𝜆) =
∑︀
𝑗∈Z

�̂�(𝑗)𝑒−𝑖𝜆𝑗 , 𝜆 ∈ [−𝜋;𝜋].

A2.
i. 𝑓𝑟 ∈ 𝐿1([−𝜋;𝜋]𝑟−1), 𝑟 ≥ 2;
ii. 𝑎(𝜆) = 𝑎(𝜆, 𝜃(1)), 𝑑2 = 𝑑2(𝜃(2)), 𝜃 = (𝜃(1), 𝜃(2)) ∈ Θ𝜏 ,Θ𝜏 =

⋃︀
‖𝑒‖<1

(Θ +

𝜏𝑒), 𝜏 > 0 деякi числа, Θ ⊂ R𝑚 обмежена вiдкрита опукла мно-
жина, така що 𝑓(𝜆) = 𝑓(𝜆, 𝜃), 𝜃 ∈ Θ𝜏 , iстинне значення параметра
𝜃0 ∈ Θ;

iii. 𝑓(𝜆, 𝜃) > 0, (𝜆, 𝜃) ∈ R× Θ𝑐.

Означення 1. Будь-який випадковий вектор 𝛼𝑁 = (�̂�1𝑁 , . . . , �̂�𝑞𝑁 )′ ∈ 𝐴𝑞

який має властивiсть

𝑄𝑁 (�̂�𝑁 ) = min
𝜏∈Θ

𝑄𝑁 (𝜏), 𝑄𝑁 (𝜏) =

𝑁∑︁
𝑗=1

[𝑋𝑗 − 𝑔(𝑗, 𝜏)]2

називається оцiнкою найменших квадратiв (ОНК) невiдомого параметра
𝛼, отриманого за спостередженнями {𝑋𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑁}.
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Розглянемо залишкову перiодограмму

𝐼𝑁 (𝜆) =
1

2𝜋𝑁

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑁∑︁
𝑗=1

𝑒−𝑖𝑗𝜆(𝑋𝑗 − 𝑔(𝑗, �̂�𝑁 ))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

, 𝜆 ∈ [−𝜋;𝜋],

i поле контрасту Уiтла 𝑈𝑁 (𝜃, �̂�𝑁 ) =
𝜋∫︀

−𝜋

(︁
log 𝑓(𝜆, 𝜃) + 𝑓(𝜆,𝜃)

𝐼𝑁 (𝜆)

)︁
𝑑𝜆, 𝜃 ∈ Θ𝑐.

Означення 2. Оцiнкою мiнiмального контрасту (ОМК) для невiдомо-
го параметра 𝜃0 ∈ Θ називають вападковий вектор 𝜃𝑁 = (𝜃1𝑁 , . . . , 𝜃𝑚𝑁 )

такий, що 𝑈𝑁 (𝜃𝑁 ; �̂�𝑁 ) = min
𝜃∈Θ𝑐

𝑈𝑁 (𝜃; �̂�𝑁 ).

Нехай функцiї 𝑔(𝑗, 𝛼), 𝑗 ≥ 1, неперервно диференцiйовнi за 𝛼 ∈ 𝐴𝑐.
Позначимо 𝑔𝑖(𝑗, 𝛼) = 𝜕

𝜕𝛼𝑖
𝑔(𝑗, 𝛼), 𝑖 = 1, 𝑞,

𝑑𝑁 (𝛼0) = diag(𝑑𝑖𝑁 (𝛼0), 𝑖 = 1, 𝑞), 𝑑2𝑖𝑁 (𝛼0) =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑔2𝑖 (𝑗, 𝛼0).

Припустимо, що виконуються наступнi умови:
С1. ОНК 𝛼𝑁 є слабкою консистентною оцiнкою 𝛼0 ∈ 𝐴:

𝑁− 1
2 𝑑𝑁 (𝛼0)(�̂�𝑁 − 𝛼0)

𝑃→ 0, 𝑁 → ∞.

С2. Iснує така константа 𝑐0 < ∞ така, що для будь-яких 𝛼0 ∈ Θ i
𝑁 > 𝑁0, де 𝑐0 i 𝑁0 можуть залежати вiд 𝛼0,

𝑁∑︁
𝑗=1

(𝑔(𝑗, 𝛼) − 𝑔(𝑗, 𝛼0))2 ≤ 𝑐0‖𝑑𝑁 (𝛼0)(𝛼− 𝛼0)‖2, 𝛼 ∈ 𝐴𝑐

С3. 𝑓(𝜆, 𝜃1) ̸= 𝑓(𝜆, 𝜃2) на множинi додатної мiри Лебега, при 𝜃1 ̸=
𝜃2, 𝜃1, 𝜃2 ∈ Θ𝑐.

Теорема 1. З умов А1, А2 , С1 – С3 𝜃𝑁
𝑃→ 𝜃,𝑁 → ∞.

Отриманий результат розширює результат [1] на випадок дискретного
часу.
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ФРАКТАЛЬНI ФУНКЦIЇ, АРГУМЕНТ I ЗНАЧЕННЯ ЯКИХ
МАЮТЬ ОДНАКОВЕ ЗОБРАЖЕННЯ

С.Г. АННАГЕЛЬДIЄВА, О.Б. ПАНАСЕНКО

В останнi два десятилiття розвинулась iдея означення дiйсних функцiй
за допомогою встановлення зв’язку мiж цифрами аргументу i цифрами
значень, якi записано в певних системах числення. Таким чином фор-
мально просто визначаються функцiї, якi мають складну локальну пове-
дiнку (див., наприклад, [1]). Такого роду функцiї можуть бути визначенi
також як розв’язки деяких систем функцiональних рiвнянь [2].

Нехай 𝑠 ≥ 2 i є набiр вiдображень 𝜙𝑖 : [0, 1] → [0, 1] (𝑖 = 0, 𝑠− 1) такi,

що усi 𝜙𝑖 — iн’єктивнi та стискуючi та
𝑠−1⋃︀
𝑖=0

𝜙𝑖([0, 1]) = [0, 1]. Тодi {𝜙𝑖} по-

роджують локально тонку систему покриттiв, де 𝜙𝑖([0, 1]) — цилiндричнi
вiдрiзки першого рангу, (𝜙𝑖1 ∘𝜙𝑖2 ∘ . . . ∘𝜙𝑖𝑘)([0, 1]) — цилiндричнi вiдрiзки
рангу 𝑘, а кожне число з вiдрiзку [0, 1] може бути зображене у виглядi

𝑥 = lim
𝑛→∞

(𝜙𝛼1 ∘ 𝜙𝛼2 ∘ . . . ∘ 𝜙𝛼𝑛)(�̃�) ≡ ∆{𝜙𝑖}
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., �̃� ∈ [0, 1](довiльне)

Для двох наборiв вiдображень {𝜙𝑖}𝑠𝑖=1 та {𝜓𝑖}𝑠𝑖=1, якi задовольняють
наведене вище означення, можна формально просто визначити функцiю
виду 𝑓(∆

{𝜙𝑖}
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) = ∆

{𝜓𝑖}
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛.... Для перевiрки коректностi такого озна-

чення слiд пересвiдчитись у тому, що значення функцiї не залежить вiд
рiзних способiв зображення аргументу. Побудована функцiя може мисли-
тись як розв’язок iтеративної системи функцiональних рiвнянь 𝑓(𝜙𝑖(𝑥)) =
𝜓𝑖(𝑓(𝑥)), 𝑖 = 0, 𝑠− 1. Багато вiдомих прикладiв фрактальних функцiй мо-
жуть бути визначенi у такий спосiб.
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2∞-ЗОБРАЖЕННЯ ДIЙСНИХ ЧИСЕЛ ОДИНИЧНОГО
ВIДРIЗКА ТА ЙОГО ЗАСТОСУВАННЯ

Н.А. БIЛОВИЦЬКА, С.П. РАТУШНЯК

Розглядається класичне двiйкове зображення числа пiввiдрiзку (0; 1]
засобами алфавiту 𝐴 = {0, 1}, причому для чисел, що мають два зобра-
ження ∆2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛1(0)
= ∆2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛0(1)
використовуємо лише зображення з

перiодом (1). Тодi довiльне число з (0; 1] можна представити у виглядi:
𝑥 = ∆2

0...0⏟ ⏞ 
𝑎1−1

10...0⏟ ⏞ 
𝑎2−1

1...0...0⏟ ⏞ 
𝑎𝑛−1

1...
= 1

2𝑎1
+ 1

2𝑎1+𝑎2
+ ... 1

2𝑎1+𝑎2+...+𝑎𝑛 + ... = ∆2∞

𝑎1𝑎2...𝑎𝑛...,

де 𝑎𝑖 ∈ 𝑁 . Таким чином ми отримуємо перекодування двiйкового зобра-
ження в зображення засобами нескiнченного алфавiту. Причому в силу
бiєктивностi вiдображення одного зображення в iнше маємо, що розклад
числа 𝑥 єдиний, а тому нове зображення має екстранульову надлишко-
вiсть. Розклад числа у виглядi ряду називається 2∞-представленням, а
скорочений запис ∆2∞

𝑎1𝑎2...𝑎𝑛... — 2∞-зображенням.
Геометрiю 2∞-зображення чисел описують властивостi цилiндричних

множин: довжина цилiндра ∆2∞

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 , що є iнтервалом з такими кiнця-
ми (∆2∞

𝑐1𝑐2...[𝑐𝑚+1](1); ∆2∞

𝑐1𝑐2...[𝑐𝑚+1](1) + 1
2𝑐1+𝑐2+...𝑐𝑚 ], дорiвнює |∆2∞

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 | =

1
2𝑐1+𝑐2+...𝑐𝑚 , а основне метричне вiдношення має вигляд

|Δ2∞
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖|

|Δ2∞
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚

| = 1
2𝑖 .

Розглядається функцiя 𝑓𝑘 для 𝑘 ∈ 𝑁 , означена рiвнiстю
𝑓𝑘(∆2∞

𝑎1𝑎2...𝑎𝑛...) = ∆2∞

[𝑎1+𝑘][𝑎2+𝑘]...[𝑎𝑛+𝑘].... (1)

Теорема 1. Функцiя 𝑓𝑘, визначена рiвнiстю (1) на iнтервалi (0; 1] є
лiнiйною строго зростаючою функцiєю 𝑦 = 𝑥

2𝑘
.

Доповiдь присвячена властивостям класу функцiй 𝑓𝑘, означених в тер-
мiнах 2∞-зображення чисел.
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ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ РЯДАМИ ЛЮРОТА

О.О. ВАСЬКОВСЬКА, С.П. РАТУШНЯК

Представлення чисел рядами Люрота (додатними або знакозмiнними)
полягає в розкладi числа 𝑥 з пiввiдiзка (0; 1] вiдповiдним рядом Люрота
(J. Luroth 1883 р.). Нехай 𝐴 = 𝑁 — алфавiт, 𝐿 = 𝑁 × 𝑁 × ... — простiр
послiдовностей елементiв алфавiту (послiдовностей натуральних чисел).
Тодi для числа 𝑥 ∈ (0; 1] iснує єдина послiдовнiсть (𝑑𝑛) ∈ 𝐿 така, що

𝑥 = 1
𝑑1+1 +

∞∑︀
𝑛=2

1
𝑑1(𝑑1+1)...𝑑𝑛(𝑑𝑛+1)(𝑑𝑛+1+1) ≡ ∆𝐿

𝑑1𝑑2...𝑑𝑛...
,

при цьому ряд називається представлення числа рядом Люрота, а його
скорочений (формальний) запис ∆𝐿

𝑑1𝑑2...𝑑𝑛...
— 𝐿-зображенням. Оскiльки

розклад в ряд Люрота для числа 𝑥 з пiвiнтервалу (0; 1] єдиний, то 𝐿-
зображення має екстранульову надлишковiсть.

Цилiндр ∆𝐿
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 як множина чисел 𝑥 пiвiнтервалу (0; 1], що мають

зображення 𝑥 = ∆𝐿
𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝛼1𝛼2..., де 𝛼𝑖 ∈ 𝑁 є пiвiнтервалом з кiнцями

(𝑎𝑚; 𝑎𝑚 + 1
𝑐1(𝑐1+1)...𝑐𝑚(𝑐𝑚+1) ], де 𝑎𝑚 = ∆𝐿

𝑐1𝑐2...[𝑐𝑚+1](1), при цьому довжина
цилiндра ∆𝐿

𝑐1...𝑐𝑚 обчислюється: |∆𝐿
𝑐1...𝑐𝑚 | = 1

𝑐1(𝑐1+1)...𝑐𝑚(𝑐𝑚+1) , а основ-

не метричне вiдношення, яке знаходиться з рiвностi
|Δ𝐿

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚𝑖|
|Δ𝐿

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚
| = 1

𝑖(𝑖+1) ,
де 𝑖 ∈ 𝑁 не залежить нi вiд основи, нi вiд довжини цилiндра, а тому
зображення додатними рядами Люрота є 𝑁 -самоподiбним нескiнченно-
символьним зображенням, яке є частковим випадком 𝑄∞-зображення.

У доповiдi пропонуються результати дослiдження фрактальних вла-
стивостей множини 𝐶 = 𝐶[𝐿;𝑉𝑛], у зображенi чисел якої рядами Люрота
на фiксованих мiсцях використовуються елементи з множини 𝑉𝑛 ⊂ 𝑁 .
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НЕГА-ДВIЙКОВА СИСТЕМА ЧИСЛЕННЯ I ЇЇ
ЗАСТОСУВАННЯ

М.С. ГОЛОВIЙ, I.М. ЛИСЕНКО

Нехай 𝐴 = {0, 1} — алфавiт, 𝐿 = 𝐴×𝐴× ... — простiр елементiв алфа-
вiту. Тодi для 𝑥 ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (𝛼𝑛) ∈ 𝐿, така що

𝑥 = 𝛼1

2 + 𝛼2

22 + 𝛼3

23 + ... ≡ ∆2
𝛼1𝛼2𝛼3....

Ввiвши перекодування класичного двiйкового зображення наступним чи-
ном: 𝜏2𝑛−1 = 1−𝛼2𝑛−1 i 𝜏2𝑛 = 𝛼2𝑛, отримаємо представлення числа двiйко-
вим рядом з основою (−2), так зване нега-двiйкове зображення числа [1]:

𝑥 = 2
3 + 𝜏1

(−2)1 + 𝜏2
(−2)2 + 𝜏3

(−2)3 + ... ≡ ∆
2

𝜏1𝜏2𝜏3....
Розклад числа в знакозмiнний двiйковий ряд називається нега-двiйковим
представленням числа, а скороченний запис ∆

2

𝜏1𝜏2𝜏3... — нега-двiйковим
зображенням.

Очевидно, що мiж двiйковим i нега-двiйковим зображенням одного i
того ж числа встановлюється рiвнiсть:

∆2
𝛼1𝛼2𝛼3...𝛼2𝑛𝛼2𝑛+1... = ∆

2

[1−𝛼1]𝛼2[1−𝛼3]...𝛼2𝑛[1−𝛼2𝑛+1]....
Тому тополого-метричнi властивостi цих зображень схожi.

Розглядається функцiя 𝑓 , означенна в термiнах нега-двiйкового зобра-
ження рiвнiстю: 𝑓(𝑥 = ∆

2

𝜏1𝜏2𝜏3𝜏4...) = ∆
2

𝜏1[1−𝜏2]𝜏3[1−𝜏4].... Функцiя 𝑓 є неко-

ректно означенною для чисел, що мають два зображення: ∆
2

𝜏1𝜏2...𝜏𝑛0(01) =

∆
2

𝜏1𝜏2...𝜏𝑛1(10). Тому домовимося не використовувати одне iз зображень.
Доповiдь присвячена тополого-метричним i фрактальним властиво-

стям функцiї 𝑓 , а також властивостям графiка.
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МЕТОДИ ДОСЛIДЖЕННЯ ТОПОЛОГО-МЕТРИЧНИХ ТА
ФРАКТАЛЬНИХ ВЛАСТИВОСТЕЙ МНОЖИН НЕПОВНИХ

СУМ ЗБIЖНИХ ДОДАТНИХ РЯДIВ

Д.М. КАРВАЦЬКИЙ

Нагадаємо, що якщо 𝑀 ∈ 2𝑁 , або iншими словами 𝑀 ⊆ 𝑁 (𝑁 — мно-
жина натуральних чисел), то число

𝑥 = 𝑥 (𝑀) =
∑︁
𝑛∈𝑀

𝑢𝑛 =
∞∑︁

𝑛=1

𝜀𝑛𝑢𝑛,

де

𝜀𝑛 =

{︂
1, при 𝑛 ∈ 𝑀,
0, при 𝑛 /∈ 𝑀,

називається неповною сумою ряду.
Проблема дослiдження властивостей множини неповних сум ряду є

досить глибокою в iсторичному сенсi. Тополого-метричнi та фрактальнi
властивостi множини неповних сум ряду суттєво залежать вiд спiввiдно-
шення мiж його членами та залишками [2].

У роботi [1] встановлено, що множина неповних сум довiльного збi-
жного додатного ряду є однiєю з трьох типiв: скiнченним об’єднанням
вiдрiзкiв, гомеоморфною до множини Кантора або канторвалом.

У доповiдi буде розглядатися методика доведення канторвальностi мно-
жини неповних сум певного класу рядiв, члени яких пов’язанi з узагаль-
неними послiдовностями Фiбоначчi.
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ПРО МIРУ ЛЕБЕГА ОДНIЄЇ МНОЖИНИ ПОБУДОВАНОЇ
В ТЕРМIНАХ 𝑄*

2–ПРЕДСТАВЛЕННЯ

Р.В. КРИВОШИЯ

Нехай (𝑝0𝑛; 𝑝1𝑛) — послiдовнiсть стохастичних векторiв з строго дода-
тними координатами така, що

∞∏︁
𝑛=1

max{𝑝0𝑛; 𝑝1𝑛} = 0.

Вiдомо [1], що для довiльного дiйсного числа 𝑥 ∈ [0; 1] iснує нескiнчен-
ний двiйковий вектор (𝛼1;𝛼2; . . . ;𝛼𝑛; . . . ) такий, що

𝑥 = 𝛽𝛼11+𝛽𝛼22𝑝𝛼11+𝛽𝛼33𝑝𝛼22𝑝𝛼11+· · ·+𝛽𝛼(𝑛+1)(𝑛+1)𝑝𝛼𝑛𝑛𝑝𝛼𝑛−1(𝑛−1) · · · 𝑝𝛼11+· · · ,
(1)

де {︃
𝛽0𝑛 = 0,

𝛽1𝑛 = 𝑝0𝑛, ∀𝑛 ∈ N.
Представлення (1) називається 𝑄*

2-представленням числа 𝑥 i має на-
ступне зображення:

𝑥 = ∆
𝑄*

2
𝛼1𝛼2𝛼3...𝛼𝑛....

Теорема 1. Якщо iснуть числа 𝑝0 та 𝑝1, такi що 𝑝0 +𝑝1 = 1, 𝑝0, 𝑝1 > 0,
+∞∑︁
𝑛=1

|𝑝0𝑛 − 𝑝0| < +∞,

то 0 множини чисел 𝑥 таких, що для довiльного двiйкового вектора
(𝑐1; 𝑐2; . . . ; 𝑐𝑟) виконується умова 𝑤𝑘

𝑘 → 𝑝𝑐1𝑝𝑐2 . . . 𝑝𝑐𝑟 𝑘 → ∞ де 𝑤𝑘 —
кiлькiсть блокiв цифр [𝑐1; 𝑐2; . . . ; 𝑐𝑟], що не перетинаються, серед набору
цифр 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑘, має мiру Лебега 1.
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𝐺2–ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ I ЙОГО ЗАСТОСУВАННЯ

I.М. ЛИСЕНКО, Ю.П. МАСЛОВА

Нехай 𝐴 = {0; 1} — алфавiт, 𝐿 = 𝐴×𝐴× ...×𝐴× ... — простiр послiдов-
ностей алфавiту, 𝑔 = (𝑔0; 𝑔1) — фiксована пара чисел, причому 1

2 < 𝑔0 < 1,
𝑔1 ≡ 𝑔0 − 1; 𝛿0 ≡ 0, 𝛿1 ≡ 𝑔0. Зауважимо, що 𝛿𝑗 = 𝑗𝑔1−𝑗 , |𝑔1| = −𝑔1 < 1

2 .

Теорема 1. Для будь–якого 𝑥 ∈ [0; 𝑔0] iснує (𝛼𝑛) ∈ 𝐿, така, що

𝑥 = 𝛿𝛼1 +

∞∑︁
𝑘=2

(𝛿𝛼𝑘

𝑘−1∏︁
𝑗=1

𝑔𝛼𝑗 ) ≡ ∆𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...

. (1)

Зображення ∆𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... числа 𝑥 ∈ [0; 𝑔0], встановлене рiвнiстю (1), на-

зивається 𝐺2–зображенням. При цьому 𝛼𝑛 називається 𝑛–ною цифрою
даного зображення.

Нехай 𝑥 = ∆𝐺2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...

, 𝑁1(𝑥, 𝑘) ≡ 𝛼1 + · · ·+𝛼𝑘, 𝑁0(𝑥, 𝑘) = 𝑘−𝑁1(𝑥, 𝑘).

Означення 1. Границя (у випадку її iснування)

lim
𝑘→∞

𝑁𝑖(𝑥, 𝑘)

𝑘
= 𝜈𝐺2

𝑖 (𝑥), 𝑖 ∈ 𝐴,

називається частотою цифри 𝑖 у 𝐺2–зображеннi числа 𝑥.

Теорема 2. (Аналог теореми Бореля для двiйкового зображення). Мно-
жина 𝐵 = {𝑥 : 𝜈𝐺2

𝑜 (𝑥) = 𝑔0} чисел 𝑥 вiдрiзка [0; 𝑔0], частота цифри 0 у
𝐺2–зображеннi яких дорiвнює 𝑔0, має мiру Лебега рiвну 𝑔0.

У доповiдi наводиться доведення твердження засобами аналiзу.

Теорема 3. (Аналог теореми Безиковича для двiйкового зображення).
Множина 𝐸 = {𝑥 : 𝜈𝐺2

𝑜 (𝑥) = 𝑝0} чисел 𝑥 вiдрiзка [0; 𝑔0], частота ци-
фри 0 у 𝐺2–зображеннi яких дорiвнює 𝑝0, має розмiрнiсть Гаусдорфа–

Безиковича рiвну 𝛼0(𝐸) =
ln 𝑝𝑝0

0 (1 − 𝑝0)1−𝑝0

ln 𝑔𝑝0

0 (1 − 𝑔0)1−𝑝0
.

Теорема 4. Випадкова величина 𝜏 = ∆𝐺2
𝜏1𝜏2...𝜏𝑛... цифри (𝜏𝑛) 𝐺2 — зобра-

ження якої є незалежними однаково розподiлений, причому 𝜏𝑛 набуває
значень 0 i 1 з ймовiрностями 𝑝0 i 𝑝1 = 1−𝑝0 вiдповiдно при 𝑝0 ̸= 𝑔0 має
чисто сингулярний розподiл салемiвського типу.

НПУ iменi М.П. Драгоманова, Київ, Україна
Email address: iryna.pratsiovyta@gmail.com, julia0609mas@gmail.com

Секція 2. Метричної теорії чисел, геометрії, фрактального аналізу 65



ПРО ОДИН РОЗПОДIЛ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ ДВIЙКОВИМ
ДРОБОМ

О.П. МАКАРЧУК, К.С. САЛЬНИК

Нехай 𝜏𝑛 — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набу-
вають значень 0, 𝑎𝑛 з ймовiрностями 𝑝0𝑛 та 𝑝1𝑛 вiдповiдно. Послiдовнiсть
|𝑎𝑛| складається з непарних натуральних чисел та є обмеженою. Розгля-
немо випадкову величину

𝜏 =

+∞∑︁
𝑛=1

𝜏𝑛
2𝑛

.

Теорема 1. Розподiл 𝜏 є чистим, причому дискретним лише тодi, коли
+∞∏︁
𝑛=1

max{𝑝0𝑛, 𝑝1𝑛} > 0;

абсолютно неперервним лише тодi, коли
+∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝑝0𝑛 − 1

2

)︂2

< +∞,

сингулярним лише тодi, коли
+∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝑝0𝑛 − 1

2

)︂2

= +∞,

та
+∞∏︁
𝑛=1

max{𝑝0𝑛, 𝑝1𝑛} = 0.
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ПОБУДОВА ГПВЧ НА ОСНОВI ФРАКТАЛIВ

I.О. МАНИЧ

У данiй роботi розглянута проблема необхiдностi випадкових чисел у
сучасних галузях, що використовують прикладну математику. Дана ро-
бота є дослiдженням нових методiв для постiйного генерування псевдови-
падкових послiдовностей довiльної довжини. Методи, розглянутi у роботi
передбачають можливiсть генерування дихотомiчних псевдовипадкових
за допомогою побудов фрактальних структур. Актуальнiсть даної теми
пов’язана з великим попитом на генератори псевдовипадкових чисел, якi
вiдповiдають загальновизнаним стандартам, таким як NIST, тести Di-
ehard, частотним перевiркам та багатьом iншим. Попит викликаний ши-
роким спектром застосування псевдовипадкових вибiрок у найрiзноманi-
тнiших сферах, таких як Методи Монте-Карло, криптографiя, iмiтацiйне
моделювання. Основними об’єктами дослiдження є фрактали. В ходi ро-
боти запропонованi їх новi прикладнi значення, розглянутi рiзнi методи
взаємодiї з ними, пiдходи до їх програмної реалiзацiї. Були проведенi на-
ступнi кроки:

(1) Запрограмована побудова зображення потрiбного фрактала до пев-
ної iтерацiї.

(2) Запропонована методика отримання випадкових чисел через ко-
ординати пера при малюваннi зображення фрактала.

(3) Визначеннi формул для псевдовипадкових чисел з урахуванням
вирiшення проблеми перiодичностi.

𝑥𝑖 =

𝑖∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗 𝑑 cos

𝑗∑︁
𝑘=0

𝛼𝑗

для послiдовностей коефiцiєнтiв 𝑐𝑗 та 𝛼𝑗 , задання яких виводи-
ться з методу побудови фрактильних фiгур

(4) Висунута гiпотеза 𝐻0 про те, що цi числа є випадковими
(5) Визначено набiр перевiрок, унаслiдок якого буде прийняте рiше-

ння про прийняття або спростування гiпотези
(6) Проведено тести: Фон мiзеса, Колмогорова-Смiрнова, Пiрсона, тест

кiлькостi серiй.
(7) Наведена вiзуалiзацiя
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Внаслiдок тестiв було виявлено, наскiльки ефективними є отриманi
ГПВЧ та якi коефiцiєнти краще пiдходять для таких формул. Також за-
пропонований варiант, як з даного ГПВЧ отримати ГВЧ за допомогою
рiзних джерел ентропiї. За приклад взятий час виконання складних опе-
рацiй процесором.
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ДРОБИ ДАНЖУА I МЕДIАНТНЕ ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ

О.О. НIКОРАК, С.П. РАТУШНЯК

Медiантною сумою, або просто медiантою двох дробiв 𝑎
𝑏 ⊕

𝑐
𝑑 , 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈

𝑁 називається дрiб, чисельник якого дорiвнює сумi чисельникiв, а зна-
менник – сумi знаменникiв: 𝑎+𝑐

𝑏+𝑑 .
Задавши розбиття вiдрiзка [0; 1] так, що ∆0 ≡ [ 01 ; 1

2 ], ∆1 ≡ [ 12 ; 1
1 ],...,

∆𝑐1𝑐2...𝑐𝑚0 ≡ [𝑎𝑏 ; 𝑎
𝑏 ⊕ 𝑐

𝑑 ], ∆𝑐1𝑐2...𝑐𝑚1 ≡ [𝑎𝑏 ⊕ 𝑐
𝑑 ; 𝑐

𝑑 ], де ∆𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 ≡ [𝑎𝑏 ; 𝑐
𝑑 ],

отримаємо систему вкладених вiдрiзкiв ∆𝑐1 , ∆𝑐1𝑐2 ,...∆𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 ,.., що по-
роджують систему зображення числа 𝑥 =

⋂︀∞
𝑚=1 ∆𝑐1𝑐2...𝑐𝑚 ≡ ∆𝑀

𝑐1𝑐2...𝑐𝑚...,
де 𝑐𝑖 ∈ {0, 1}, яке називатимемо медiантним зображенням числа.

Медiатне зображення чисел є певним перекодуванням зображенням
чисел ланцюговими дробами через взаємозв’язок з пiдхiдними дробами:
∆𝑀

0...0⏟ ⏞ 
𝑎1−1

1...1⏟ ⏞ 
𝑎2

...1...1⏟ ⏞ 
𝑎2𝑛

0...0⏟ ⏞ 
𝑎2𝑛+1

= [0; 𝑎1, 𝑎2, ...] i ∆𝑀
0...0⏟ ⏞ 
𝑎1−1

1...1⏟ ⏞ 
𝑎2

...1...1⏟ ⏞ 
𝑎𝑛−1

0...0⏟ ⏞ 
𝑎𝑛

= [𝑝𝑛−1

𝑞𝑛−1
; 𝑝𝑛

𝑞𝑛
]

при непарному 𝑛 ≥ 1 i ∆𝑀
0...0⏟ ⏞ 
𝑎1−1

1...1⏟ ⏞ 
𝑎2

...0...0⏟ ⏞ 
𝑎𝑛−1

1...1⏟ ⏞ 
𝑎𝑛

= [𝑝𝑛

𝑞𝑛
; 𝑝𝑛−1

𝑞𝑛−1
] при парному

𝑛 ≥ 2.
А тому властивостi цього зображення в значнiй мiрi є вiдображенням

вiдомих фактiв з теорiї ланцюгових дробiв.
Доповiдь присвячена тополого-метричнiй теорiї медiантного зображен-

ня i взаємозв’язку медiантного зображення з зображенням ланцюговими
дробами, а також зображенням дробами Данжуа.
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ГЕОМЕТРIЯ УЗАГАЛЬНЕНИХ ДВIЙКОВИХ РЯДIВ

Н.С. ОСТРОЛУЦЬКА, М.В. ПРАЦЬОВИТИЙ

У 1914 р. в роботi «Про неповнi суми числових рядiв» [1] S.Kakey опу-
блiкував результати дослiдження топологiчного типу множини неповних
сум 𝐸{𝑎𝑛} = {𝑥 : 𝑥 = 𝑥(𝑀) =

∑︀
𝑛∈𝑀⊂𝑁

𝑎𝑛,𝑀 ∈ 2𝑁} абсолютно збiжного

ряду 𝑎1+𝑎2+ ...+𝑎𝑛+ ... i встановив, що 𝐸{𝑎𝑛} є або досконалою множи-
ною або скiнченним об’єднанням вiдрiзкiв (|𝑎𝑛| ≤ |𝑎𝑛+1|+ |𝑎𝑛+2|+ ... для
всiх 𝑛 ∈ 𝑁 , починаючи з деякого номера) або гомеоморфною класичнiй
множинi Кантора (|𝑎𝑛| > |𝑎𝑛+1| + |𝑎𝑛+2| + ... для всiх достатньо великих
𝑛 ∈ 𝑁). Пiзнiше цими питання займалися Г.Горнич, П.Кесава Меноном.
Починаючи з 1980 р. А.Вайнштеном, Б.Шапiро i Ф. Пруш-Вiшньовским
були побудованi контрприклади до припущення Какея щодо критерiю нi-
де не щiльностi множини 𝐸{𝑎𝑛}. З цього моменту такий науковий напрям
дослiджень в математицi як геометрiя числових рядiв став плiдно розви-
ватися. Однiєю з основних задач є вивчення топологiчних, метричних i
фрактальних властивостей множин неповних сум абсолютно збiжних ря-
дiв, яка в загальнiй постановцi є достатньо складною. Тому дослiдження
проводяться у певних класах рядiв.

Розглядається ряд 1−𝜀1
2 + 𝜀1

2 + 1−𝜀2
22 + 𝜀2

22 + ..., де 0 ≤ 𝜀𝑛 ≤ 1. Коли 𝜀𝑛 = 1
або 𝜀𝑛 = 0 для будь-якого 𝑛 ∈ 𝑁 маємо справу зi звичайним двiйковим
рядом, множиною неповних сум якого є вiдрiзок [0; 1].

Теорема 1. Якщо послiдовнiсть (𝜀𝑛) є перiодичною послiдовнiстю, то
множиною неповних сум розглядуваного ряду є скiнченне об’єднання вiд-
рiзкiв, зокрема вiдрiзок [0; 1] при 𝜀𝑛 = 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡 для 𝑛 ∈ 𝑁 .

Доповiдь присвячена тополого-метричним властивостям множини не-
повних сум одного двiйкового ряду.
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ДВIЙКОВА СИСТЕМА ЧИСЛЕННЯ З НАДЛИШКОВИМ
АЛФАВIТОМ ТА ЇЇ ЗАСТОСУВАННЯ

В.Г. ПАРИПСА, М.В. ПРАЦЬОВИТЙ

Нехай 𝐴2 = {0, 1} — алфавiт, 𝐿 = 𝐴2 × 𝐴2 × ... — простiр послiдов-
ностей елементiв алфавiту. Будь-яке число з вiдрiзка [0; 1] можна пред-
ставити (не завжди єдиним чином) у виглядi двiйкового ряду. Тополого-
метрична теорiя такого зображення i арифметика є добре вивченими [2].
Двiйкова система є ефективною при дослiдженнi диферецiальних власти-
востей функцiй зi складною локальною будовою i згорток сингулярних
розподiлiв в.в. [1]. Для останнього виявилося, що випадкова величина
𝜉 =

∑︀∞
𝑘=1 2

−𝑘𝜏𝑘, де 𝜏𝑘 — незалежнi в.в., що набувають значень 0,1,2 з
ймовiрностями 𝑝0, 𝑝1, 𝑝2, є узагальненням суми незалежних в.в. з незале-
жними двiйковими цифрами. Тобто така згортка розподiлiв в.в. породжує
двiйкове зображення з надлишковим алфавiтом 𝐴3 = {0, 1, 2}.

Нове зображення (двiйково-трiйкове) має ненульову надлишковiсть,
оскiльки бiльшiсть чисел мають нескiнченну кiлькiсть зображень, при-
чому комбiнацiї (0, 2) i (1, 2) можна замiнити на (1, 0) i (2, 0) вiдповiдно.

Для даного зображення чисел розглядається поняття хвоста зображе-
ння як клас еквiвалентностi за вiдношення мати однаковий хвiст. Два
числа з номери 𝑘 i 𝑚, такi що 𝑎𝑘+𝑗 = 𝑏𝑚+𝑗 , 𝑗 ∈ 𝑁 при 𝑎𝑘−1 ̸= 𝑏𝑚−1.

Теорема 1. Перетин двох хвостових множин двiйково-трiйкового зо-
браження чисел є непорожньою множиною.

Доповiдь присвячена властивостям хвостових множин двiйково-трiйкового
зображення чисел.
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ОДИН КЛАС ФРАКТАЛЬНИХ ФУНКЦIЙ, ОЗНАЧЕНИХ В
ТЕРМIНАХ Q*

2-ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ ВIДРIЗКА [0;1]

М.В. ПРАЦЬОВИТИЙ, С.П. РАТУШНЯК

Нехай задано 𝑄*
2-зображення чисел [1] вiдрiзка [0;1] засобами алфавiту

𝐴 = {0, 1}, визначене стохастичною матрицею ‖ 𝑞𝑖𝑘 ‖

𝑥 = 𝛼1𝑞1−𝛼1,1 +
∞∑︀
𝑘=2

(𝛼𝑘𝑞1−𝛼𝑘,𝑘

𝑘−1∏︀
𝑗=1

) ≡ ∆
𝑄*

2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘..., 𝛼𝑖 ∈ 𝐴

i послiдовнiсть 𝜙 ≡ (𝜙𝑘) фiнiтних функцiй 𝜙𝑘 : 𝐴×𝐴 → 𝐴.
Розглядається функцiя 𝑓𝜙, означена рiвнiстю

𝑓𝜙(𝑥 = ∆
𝑄*

2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...) = ∆

𝑄*
2

𝜙1(𝛼1,𝛼2)𝜙2(𝛼2,𝛼3)...𝜙𝑘(𝛼𝑘,𝛼𝑘+1)...
. (1)

Означення функцiї 𝑓𝜙 є некоректним для двох зображень 𝑄*
2-бiнарного

числа, тому домовимося не використовувати зображення з перiодом (1).
Оскiльки множина послiдовностей (𝜙𝑛) фiнiтних функцiй 𝜙𝑛 є конти-

нуальною, тому мова йде про континуальний клас 𝑆 функцiй 𝑓𝜙.

Теорема 1. Клас 𝑆 мiстить 16 функцiй, породжених сталою послiдов-
нiстю (𝜙𝑛), серед яких неперервна сингулярна функцiя iнверсор цифр 𝑄*

2-
зображення чисел, оператор правостороннього зсуву цифр 𝑄*

2-зображення,
тотожне перетворення та тривiальнi; серед функцiй, породжених до-
вiльною послiдовнiстю функцiй (𝜙𝑛) неперервними є тривiальнi функцiї
𝑦 = 𝐶, 𝐶 ∈ [0; 1], що складають континуальну множину.

Кожна з функцiй класу 𝑆 є фрактальною у рiзних аспектах: має фра-
ктальний (самоподiбний, самоафiнних, автомодельний) графiк, має фра-
ктальну множину значень, має фрактальнi рiвнi тощо.

У доповiдi пропонуються результати дослiдження тополого-метричних,
фрактальних, iнтегро-диференцiальних властивостей функцiй класу 𝑆, а
також властивостi множин рiвнiв деяких представникiв.
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ОЗНАКА РАЦIОНАЛЬНОСТI ЧИСЛА ЗА ЙОГО
𝑄2-ЗОБРАЖЕННЯМ

I.I. ПРОДАН, С.П. РАТУШНЯК

Нехай задано 𝐴 = {0, 1} — алфавiт, 𝐿 = 𝐴 × 𝐴 × ... — простiр послi-
довностей елементiв алфавiту, 𝑞0 — додатне число з (0; 1), 𝑞1 ≡ 1 − 𝑞0, .
Тодi [1] для числа 𝑥 ∈ [0; 1] iснує послiдовнiсть (𝛼𝑛) ∈ 𝐿, така що

𝑥 = 𝛽𝛼1
+

∞∑︀
𝑘=2

(︂
𝛽𝛼𝑘

𝑘−1∏︀
𝑖=1

𝑞𝛼𝑖

)︂
≡ ∆𝑄2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...
, де 𝛽𝛼𝑖

= 𝛼𝑖𝑞1−𝛼𝑖
,

причому розклад числа 𝑥 в ряд називається 𝑄2-представленням числа, а
скорочений (формальний) запис ∆𝑄2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑘...
— 𝑄2-зображенням. Злiченна

множина чисел [0; 1] мають два 𝑄2-зображення (𝑄2-бiнарнi): ∆𝑄2

𝛼1...𝛼𝑘0(1)
=

∆𝑄2

𝛼1...𝛼𝑘1(0)
. Решта чисел мають єдине 𝑄2-зображення — 𝑄2 -унарнi.

У випадку, коли 𝑞0 = 1
2 , то 𝑄2-зображення чисел є класичним двiй-

ковим зображенням, а тому є його узагальненням. Однiєю iз задач, що
стосуються тополого-метричної теорiї 𝑄2-зображення чисел, а також йо-
го арифметики є критерiй рацiональностi числа за його 𝑄2-зображенням.
Оскiльки в двiйковiй системi числення ця задача розв’язується легко, очi-
кувано було б отримати аналогiчнi результати для 𝑄2-зображення. Проте
на сьогоднi вичерпної вiдповiдi про критерiй немає.

У роботах Працьовитого М.В., Макарчука О.П. та Скрипник С.В. [2]
було отримано наступнi результати: якщо 𝑞0 — рацiональне i 𝑄2-зображення
числа 𝑥 перiодичне, то 𝑥 є рацiональним числом, при цьому 𝑄2-зображення
iррацiонального числа 𝑥 є неперiодичне; число 1

𝑠−𝑝 має неперiодичне 𝑄2-
зображення, якщо 𝑞0 = 𝑝

𝑠 . Множина рацiональних чисел, якi мають
неперiодичне 𝑄2-зображення є нiде не щiльною на вiдрiзку [0; 1].

Доповiдь присвячена дослiдженню взаємозв’язку рацiональностi числа
за його 𝑄2-зображенням вiд параметра 𝑞0, що визначає зображення.
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ГРУПА НЕПЕРЕРВНИХ ПЕРЕТВОРЕНЬ ОДИНИЧНОГО
ВIДРIЗКА, ЯКI ЗБЕРIГАЮТЬ ХВОСТИ ДВIЙКОВОГО

ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ

М.М. РЕДЬКА, М.В. ПРАЦЬОВИТИЙ

Нехай 𝐴 = {0, 1} — алфавiт, 𝐿 = 𝐴× 𝐴× ... — простiр послiдовностей
нулiв та одиниць. Добре вiдомо [1], що будь-яке число 𝑥 ∈ [0; 1] можна
представити у виглядi двiйкового ряду 𝑥 =

∑︀∞
𝑖=1 2−𝑖𝛼𝑖, де 𝛼𝑖 ∈ 𝐴 що

скорочено позначають ∆2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛....

В просторi двiйкових зображень розглядається вiдношення «мати одна-
ковий хвiст»: нехай 𝑥 = ∆2

𝛼1𝛼2..., 𝑦 = ∆2
𝛽1𝛽2...

, тодi кажуть, що 𝑥 та 𝑦

мають однаковий хвiст (𝑥 ∼ 𝑦), якщо iснують такi номери 𝑘 i 𝑚, що
𝛼𝑘+𝑛(𝑥) = 𝛽𝑚+𝑛(𝑦) для 𝑛 ∈ 𝑁 i 𝛼𝑗(𝑥) ̸= 𝛽𝑖(𝑦) при 𝑖 = 1, 𝑘 − 1, 𝑗 = 1,𝑚− 1.

Розглядається функцiя 𝑓𝑘, де 𝑘 ∈ 𝑁 ∪ {0}, означена рiвнiстю
𝑓𝑘(𝑥 = ∆2

𝛼1𝛼2...) = ∆2
𝛼1𝛼2...𝛼𝑘−1𝛼𝑘+1𝛼𝑘𝛼𝑘+2...

.
Функцiя 𝑓𝑘, означена таким чином є некоректно означеною для двiйково-
рацiональних чисел, тобто 𝑓𝑘(∆2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛0(1)
) ̸= 𝑓𝑘(∆2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛0(1)
). Тому до-

мовимося не використовувати зображення з перiодом (1). Оскiльки 𝑘 ∈
𝑁 ∪ {0}, то мова йде про злiченний клас функцiй 𝑓𝑘.

Теорема 1. Множина функцiй 𝑓𝑘 для 𝑘 ∈ 𝑁 ∪ {0} разом з операцiєю *,
де 𝑓𝑘 * 𝑓𝑛 = 𝑓|𝑘−𝑛| утворює комутативну групу перетворень пiввiдрiзка
[0; 1), що зберiгають хвости двiйкового зображення.

Доповiдь присвячена однiй комутативнiй групi перетворень пiввiдрiзка
[0; 1), що зберiгають хвости двiйковго зображення.
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ФУНКЦIЇ I НЕПЕРВНI БIЄКЦIЇ, ЯКI ЗБЕРIГАЮТЬ
ХВОСТИ ДЕСЯТКОВОГО ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ

Л.М. СВIНТУХОВСЬКА, I.М. ЛИСЕНКО

Нагадаємо, що десятковим представленням числа 𝑥 ∈ [0; 1] називається
його розклад

𝑥 =
𝛼1

10
+

𝛼2

102
+ · · · +

𝛼𝑛

10𝑛
+ · · · = ∆10

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., (1)

де 𝛼𝑛 ∈ {0, 1, 2, . . . , 9} ≡ 𝐴. При цьому скорочений запис ∆10
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... числа

𝑥 i ряду (1) називається їх десятковим зображенням, число 𝛼𝑛 називає-
ться 𝑛–ною цифрою цього зображення.

Якщо для зображення чисел 𝑥 = ∆10
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... i 𝑦 = ∆10

𝛽1𝛽2...𝛽𝑛...
iснують

цiлi невiд’ємнi 𝑚 i 𝑘 такi, що 𝛼𝑚+𝑗 = 𝛽𝑘+𝑗 для будь–якого 𝑗 ∈ 𝑁 , то
кажуть, що зображення чисел 𝑥 i 𝑦 мають однаковий хвiст (це записують
𝑥 ∼ 𝑦). При цьому послiдовностi (𝛼𝑚+𝑗) i (𝛽𝑘+𝑗) називаються їх спiльним
хвостом.

Кажуть, що функцiя 𝑓(𝑥) з областю визначення i множиною значень
𝐷(𝑓) = [0; 1] = 𝐸(𝑓) зберiгає хвости десяткового зображення чисел, якщо
для будь–якого 𝑥 маємо 𝑥 ∼ 𝑓(𝑥).

Очевидно, що оператори лiвостороннього та правостороннього зсуву
цифр десяткового зображення числа зберiгають хвости зображення, але
вони не є неперервними функцiями (мають розриви першого роду).

Теорема 1. Множина всiх бiєкцiй вiдрiзка [0; 1], що зберiгають хвости
десяткового зображення чисел, вiдносно операцiї «суперпозицiя» утво-
рює нескiнченну некомутативну групу.

Кожна неперервна функцiя, що зберiгає хвости десяткового зображе-
ння чисел, зберiгає частоти використання цифр у зображеннях чисел.
Обернене твердження не правильне.
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ПРО ОБРАХУНОК МОМЕНТIВ ВИПАДКОВОЇ
ВЕЛИЧИНИ ПРЕДСТАВЛЕНОЇ ТРIЙКОВИМ ДРОБОМ

Д.Ю. СКАКУН

Нехай 𝜏𝑛 — послiдовнiсть незалежних випадкових величин, якi набу-
вають значень 0, 1, 2 з ймовiрностями 𝑝0, 𝑝1, 𝑝2 вiдповiдно. Розглянемо ви-

падкову величину 𝜏 =
+∞∑︀
𝑛=1

𝜏𝑛
3𝑛 . Вiдомо [1], що розподiл 𝜏 є чистим, тобто

дискретним, абсолютно неперервним або сингулярним.𝑝0𝑝1𝑝2 = 0; абсо-
лютно неперервним (рiвномiрним) лише, коли

𝑝0 = 𝑝1 = 𝑝2 =
1

3
;

сингулярним лише, коли
2∑︁

𝑘=0

(𝑝𝑘 − 1

3
)2 ̸= 0

та
𝑝0𝑝1𝑝2 ̸= 0.

Якщо 𝑝0 = 1
2 = 𝑝2, то 𝐹𝜏 (𝑥) є класичною сингулярною функцiєю Кантора.

Теорема 1. Нехай 𝑀(𝜏𝑛) = 𝑎𝑛, покладемо 𝑎0 = 1. Якщо 0 < 𝑝0 < 1, то
для кожного натурального 𝑛 виконується рiвнiсть:

𝑎𝑛 =
1

3𝑛 − 1

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘(𝐶
𝑘
𝑛 + 2𝑛−𝑘𝐶𝑘

𝑛).

Теорема 2. Якщо 0 < 𝑝0 < 1, то iснує додатне число 𝐿, таке, що для
кожного кожного натурального 𝑛 виконується нерiвнiсть:

𝑎𝑛 <
𝐿

𝑛
.
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РIВНЯННЯ ТА СИСТЕМИ РIВНЯНЬ, ПОВ’ЯЗАНI З
IНВЕРСОРОМ ЦИФР У РIЗНИХ СИСТЕМАХ

ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ

Д.М. ТАННIК, М.В. ПРАЦЬОВИТИЙ

Нехай 𝐴𝑠 = {0, 1, 2, ..., 𝑠 − 1} — алфавiт, 𝐿 = 𝐴𝑠 × 𝐴𝑠 × ... — простiр
послiдовностей елементiв алфавiту. Тодi для довiльного числа з вiдрiзка
[0; 1] iснує послiдовнiсть (𝛼𝑛) ∈ 𝐿 така, що

𝑥 = 𝛼1

𝑠 + 𝛼2

𝑠2 + ... + 𝛼𝑛

𝑠𝑛 + ... ≡ ∆𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...,

причому 𝑠-ковий ряд називається 𝑠-ковим представленням числа, а ско-
рочений запис ∆𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... — його 𝑠-ковим зображенням.
Нас цiкавлять рiвняння, заданi в термiнах 𝑠-кового зображення чисел

вiдрiзка [0; 1], якi встановлюють взаємозв’язок iнверсора цифр числа i
операторiв лiвостороннього та правостороннього зсувiв цифр. Нагадаємо,
що iнверсором цифр 𝑠-кового зображення називається функцiя, означе-
на рiвнiстю: 𝑦 = 𝐼(𝑥 = ∆𝑠

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) = ∆𝑠
[𝑠−1−𝛼1][𝑠−1−𝛼2]...[𝑠−1−𝛼𝑛]...

. Вiдо-
мо [2], що функцiя 𝐼 для узагальнення 𝑠-кового зображення 𝑄𝑠-зображення
чисел є сингулярною строго спадною i лiнiйною для класичного 𝑠-кового.

Оператором зсуву правосторонього 𝜔 i лiвостороннього 𝛿𝑖 з параметром
𝑖 ∈ 𝐴𝑠 називаються перетворення, означеннi рiвностями вiдповiдно:

𝜔(𝑥 = ∆𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) = ∆𝑠

𝛼2...𝛼𝑛..., 𝛿𝑖(𝑥 = ∆𝑠
𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...) = ∆𝑠

𝑖𝛼1𝛼2...𝛼𝑛...
.

Оператори 𝜔 i 𝛿𝑖 важливу роль в першу чергу вiдiграють в теорiї дина-
мiчних систем, фрактальному аналiзу, конструктивнiй теорiї функцiй зi
складною локальною будовою, метричнiй та ймовiрнiснiй теорiй чиcел [1].

Доповiдь присвячена результатам дослiджень рiвнянь типу
𝜔𝑛(𝑥) = 𝛿𝑖1𝑖2...𝑖𝑘(𝑥), 𝜔𝑛(𝐼(𝑥)) = 𝛿𝑖1𝑖2...𝑖𝑘(𝑥), 𝜔𝑛(𝑥) = 𝛿𝑘𝑖 (𝐼(𝑥)),

для довiльних 𝑛, 𝑘 ∈ 𝑁 , 𝑖𝑘 ∈ 𝐴, а також системам цих рiвнянь.

Лiтература

[1] Працьовитий М.В. Геометрiя класичного двiйкового зображення дiйсних чисел. –
Київ. Вид-во НПУ iменi М.П. Драгоманова, 2012.— 68 с.

[2] Працьовитий М. В., Скрипник С. В. 𝑄2-зображення дробової частини дiйсного
числа та iнверсор його цифр // Наук. час. НПУ iменi М.П. Драгоманова. Серiя 1.
Фiз-мат науки. — К.: НПУ iменi М.П. Драгоманова, 2013. — 15. — С. 134–143.

IМ НАН України, НПУ iменi М.П. Драгоманова, Київ, Україна
Email address: denis.tannk@gmail.com, prats4444@gmail.com

Секція 2. Метричної теорії чисел, геометрії, фрактального аналізу 77



ТРИКУТНИЙ КИЛИМ СЕРПIНСЬКОГО, ОЗНАЧЕНИЙ В
ТЕРМIНАХ Q2-ЗОБРАЖЕННЯ ЧИСЕЛ ВIДРIЗКА [0;1]

А.I. ТРАЧУК, С.П. РАТУШНЯК

Розглядається одне узагальнення трикутного килима Серпiнського, озна-
ченного в термiнах самоподiбного двосимвольного 𝑄2-зображення чисел
вiдрiзка [0; 1].

Нехай задано 𝑄2-зображення чисел, породженого параметром 𝑞0 ∈
(0; 1), 𝑞1 ≡ 1 − 𝑞0, 𝛽𝛼𝑖 = 𝛼𝑖𝑞1−𝛼𝑖 , засобами алфавiту 𝐴 = {0, 1}, тобто
довiльне число 𝑥 ∈ [0; 1] може бути представлене у виглядi ряду

𝑥 = 𝛽𝛼1 +
∞∑︀

𝑛=2

(︂
𝛽𝛼𝑛

𝑛−1∏︀
𝑖=1

𝑞𝛼𝑖

)︂
≡ ∆𝑄2

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛....

Розглядається множина 𝑆, визначена наступним чином:
𝑆 = {(𝑥; 𝑦) ∈ [0; 1]2 : 𝑥 = ∆𝑄2

𝛼1...𝛼𝑛..., 𝑦 = ∆𝑄2

𝛽1...𝛽𝑛...
, 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 ≤ 1, 𝑛 ∈ 𝑁}.

У випадку, коли 𝑞0 = 1
2 , тобто 𝑄2-зображення є класичним двiйковим

зображенням, то множина 𝑆 у афiннiй системi координат задає класичний
трикутний килим Серпiнського.

Теорема 1. Множина 𝑆 є самоафiнним криволiнiйним трикутним ки-
лимом Серпiнського, розмiрнiсть якого дорiвнює log𝑞0,

√
𝑞0𝑞1,

√
𝑞0𝑞1 1, що

обмежений осями координат i графiком сингулярної функцiї iнверсор 𝑄2-
цифр зображення числа.

Доповiдь присвячена фрактальним властивостям множини 𝑆, означен-
ної в термiнах 𝑄2 та симетричного 𝑄2-зображення чисел.

Лiтература

[1] Працевитый Н. В. Случайные величины с независимыми 𝑄2-символами // Асим-
птотические методы в исследовании стохастических моделей. — К.: Ин-т матема-
тики АН УССР, 1987. — С. 92–102.

[2] Працьовитий М. В., Скрипник С. В. 𝑄2-зображення дробової частини дiйсного
числа та iнверсор його цифр // Наук. час. НПУ iменi М.П. Драгоманова. Серiя 1.
Фiз-мат науки. — К.: НПУ iменi М.П. Драгоманова, 2013. — 15. — С. 134–143.

НПУ iменi М.П. Драгоманова, IМ НАН України, Київ, Україна
Email address: ratush404@gmail.com, t_anastasia_i@ukr.net

78 X Всеукраїнська наукова конференція молодих математиків



ЛАНЦЮГОВI A2-ДРОБИ, ПРОБЛЕМА РАЦIОНАЛЬНОСТI
ЧИСЛА

М.Є. УМАНЕЦЬ, М.В. ПРАЦЬОВИТИЙ

На початку XX ст. О. Хiнчин у своїй роботi [2] заклав основи метричної
теорiї зображення чисел елементарними ланцюговими дробами:

𝑎0 +
1

𝑎1+
1

𝑎2+...

≡ [𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛...], де 𝑎0 ∈ 𝑍, 𝑎𝑖 ∈ 𝑁, 𝑖 = 1, 𝑛.

В процесi розвитку теорiї зображення чисел ланцюговими дробами, окре-
ма увага придiлялася питанню кiлькостi розкладiв для рацiональних та
iррацiональних чисел. Було встановлено, що будь-яке рацiональне число
можна представити скiнченним ланцюговим дробом, причому iснує два
ланцюгових дроби, рiвних даному рацiональному числу.

У роботi [1] Дмитренка С.О., Кюрчева Д.В. та Працьовитого М.В. був
удосконалений пiдхiд до системи зображення, а саме розвинено тополого-
метричну теорiю зображення нескiнченними ланцюговими дробами з ви-
користанням лише двох чисел 𝛼1 i 𝛼2 (0 < 𝛼1 < 𝛼2, 𝛼1𝛼2 = 1

2 ), назва-
ну ланцюговим 𝐴2-зображенням. Геометрiя 𝐴2-зображення, будучи дво-
символьною системою кодування чисел, має принциповi вiдмiнностi вiд
класичного двiйкового зображення та зображення елементарними дро-
бами i має свою систему цилiндричних множин, що породжують свою
власну геометрiю, на якiй ґрунтується метрична теорiя зображення. Для
неї iснують числа, що мають два 𝐴2-зображення (𝐴2-рацiональнi), ре-
шта чисел мають єдине зображення (𝐴2-iррацiональнi). Iдея вибору тер-
мiну полягала в взаємозв’язку мiж множинами рацiональних чисел i 𝐴2-
рацiональних. Сьогоднi вiдомо, що кожне 𝐴2-рацiональне число є рацiо-
нальним i твердження навпаки невiрне. Проблема критерiю рацiонально-
стi числа за його ланцюговим 𝐴2-зображенням залишається вiдкритою.
У доповiдi будуть представленнi результати дослiдження проблеми рацiо-
нальностi числа за його 𝐴2-зображенням та наведенi деякi приклади.
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АРИФМЕТИЧНI СУМИ ЧИСЛОВИХ МНОЖИНИ

Д.С. ШПИТЮК, М.В. ПРАЦЬОВИТИЙ

Розглядається множина Кантора
𝐶 = 𝐶[3; 1] = {𝑥 ∈ [0; 1] : 𝑥 = ∆3

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., 𝛼𝑖 ∈ {0, 2}}.
Тополого-метричнi i фрактальнi властивостi цiєї множини є добре вивче-
ними [4]. Вона є самоподiбною, нiде не щiльною множиною нульової мi-
ри Лебега. Цiкавим фактом [1, 3] є те, що арифметичною (векторною)
сумою двох множин Кантора буде вiдрiзок [0; 2]. Нагадаємо, що пiд ари-
фметичною сумою двох числових множин 𝐴 i 𝐵 називають множину
чисел 𝑐 = 𝑎 + 𝑏, де 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵, тобто 𝐴 ⊕ 𝐵 = {𝑎 + 𝑏, 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}.
Дана операцiя володiє властивiстю комутативностi, асоцiативностi. Якщо
одна iз числових множин є одноелементною 𝐵 = {𝑏}, то векторна їх сума
отримується зсувом першої множини на 𝑏 одиниць влiво.

Нас цiкавить властивостi арифметичної суми двох множин:
𝐶 = 𝐶[𝑄3; 1] = {𝑥 ∈ [0; 1] : 𝑥 = ∆𝑄3

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛..., 𝛼𝑖 ∈ {0, 2}},
де ∆𝑄3

𝛼1𝛼2...𝛼𝑛... — 𝑄3-зображення числа 𝑥, породжене додатними числами
𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, такими, що 𝑞0 + 𝑞1 + 𝑞2 = 1 [4].

Зауважимо, що у випадку коли 𝑞0 = 𝑞1 = 𝑞2 = 1
3 , то 𝑄3-зображення є

класичним трiйковим, тому множина означена умовами вище є узагаль-
ненням множини Кантора.

Доповiдь присвячена дослiдженню тополого-метричних властивостей
арифметичної суми числових множин, зокрема арифметичної суми двох
множин, що узагальненням множини Кантора в термiнах 𝑄3-зображення
чисел вiдрiзка [0; 1].
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ON CENTRALIZERS OF POLYNOMIAL DERIVATIONS

Y.Y. CHAPOVSKYI, D.I. EFIMOV

Let K be a field of characteristic zero and A an algebra over the field K.
Recall that a linear map 𝐷 : 𝐴 → 𝐴 is called a K-derivation of the algebra A
if it satisfies Leibniz rule i.e. for all 𝑎, 𝑏 ∈ A it holds 𝐷(𝑎𝑏) = 𝐷(𝑎)𝑏+ 𝑎𝐷(𝑏).

Let us denote the set of all K-derivations of an algebra A by DerK(A). It
is well known that DerK(A) is a Lie algebra over K with operation [𝑋,𝑌 ] =
𝑋𝑌 − 𝑌 𝑋.

Consider the Lie algebras of derivations 𝑊𝑛(K) := DerK K[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛] and̃︁𝑊𝑛(K) := DerK K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). For a derivation 𝐷 ∈ 𝑊𝑛(K) denote by
𝐶𝑊 (𝐷) and 𝐶̃︁𝑊 (𝐷) its centralizers in the Lie algebras 𝑊𝑛(K) and ̃︁𝑊𝑛(K)
respectively.

The structure of centralizers of polynomial derivations is of significant im-
portance due to applications in differential equations and geometry (see, for
example [1]).

The following theorem gives a rough description of the centralizer of a
polynomial derivation in the field of rational functions in 𝑛 variables.

Theorem 1. Let 𝐷1 ∈ 𝑊𝑛(K)∖{0} and 𝐹 = Ker𝐷1 be the field of constants
in K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Then the centralizer 𝐶 = 𝐶̃︁𝑊 (𝐷1) has the form

𝐶 = 𝐹𝐷1 + · · ·+ 𝐹𝐷𝑘

for some derivations 𝐷𝑖 ∈ 𝑊𝑛(K), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 which are linearly independent
over K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

If the field 𝐹 has the transcendence degree one over K, then either 𝐶 is a
Lie algebra over 𝐹 , or it contains an ideal of corank one over K(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
which is a Lie algebra over 𝐹 .
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CODES ON PERMUTATION GROUPS

O.V. GRYTSENKO

We consider codes on the permutation groups. Let 𝑆𝑛 be a symmetric
group on the set of n elements.

Definition 1. Permutation code of length 𝑛 with distance 𝑑 is a subset Γ ⊆
𝑆𝑛, such that distance between different elements of Γ is at least d.

A central problem is to describe the properties of such codes via different
metrics. We study properties of codes in the case of Spearman metric.

Definition 2. The Spearman metric on the symmetric group 𝑆𝑛 is defined
with following equality 𝑑 (𝜎, 𝜋) =

∑︀𝑛
𝑖=1 |𝜎(𝑖) − 𝜋(𝑖)| , where 𝜎, 𝜋 ∈ 𝑆𝑛 [2].

We study properties of codes in the case of Spearman metric.

Theorem 1. Possible minimum nonzero distance between two permutations
equals 2 and the diameter of the space defined with Spearman distance which
equals 𝑛

[︀
𝑛
2

]︀
.
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ECCENTRIC DIGRAPHS OF UNIQUE POINT ECCENTRIC
GRAPHS

A. HAK, V. HAPONENKO, S. KOZERENKO

Let 𝐺 be a simple finite connected undirected graph and 𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺) be its
vertex. A vertex 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) is called an eccentric vertex for 𝑢 if 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) =
𝑒𝐺(𝑢), where 𝑒𝐺(𝑢) = max{𝑑𝐺(𝑢, 𝑥) : 𝑥 ∈ 𝑉 (𝐺)} denotes the eccentricity of a
vertex 𝑢. One way to capture the local metric structure of a connected graph
𝐺 is to consider the so-called eccentric digraph 𝐸𝑐𝑐(𝐺), which is a digraph
with 𝑉 (𝐸𝑐𝑐(𝐺)) = 𝑉 (𝐺) and there is an arc 𝑢 → 𝑣 if 𝑣 is an eccentric vertex
for 𝑢.

A graph 𝐺 is called unique eccentric point graph [2] if every its vertex
𝑢 ∈ 𝑉 (𝐺) has a unique eccentric vertex. In other words, 𝐺 is a uep-graph if it
has a functional (the out-degree of every vertex equals one) eccentric digraph
𝐸𝑐𝑐(𝐺). Self-centered uep-graphs were characterized in [2] and their structure
was extensively studied in [1]. Note that a uep-graph is self-centered if and
only if its eccentric digraph is a disjoint union of 2-cycles.

A pair of vertices 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) is called diametral if 𝑑𝐺(𝑢, 𝑣) = 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺).
It is clear that any diametral pair of vertices in 𝐺 forms a cycle of length two
in 𝐸𝑐𝑐(𝐺). It turns out that eccentric digraphs of uep-graphs can not have
cycles of other lengths.

Proposition 1. The eccentric digraph of a nontrivial uep-graph has cycles
only of length two.

Question: does any cycle of length two in a uep-graph corresponds to
some diametral pair (this is not true for general graphs)?

A block of a graph is its maximal biconnected subgraph. A graph is called
a block graph if it is isomorphic to the intersection graph of the collection of
all blocks in some graph. For example, each tree is a block graph.

For a pair of natural numbers 𝑚, 𝑘 ∈ Z+ define the digraph 𝐷𝑚,𝑘 as fol-
lows: 𝑉 (𝐷𝑚,𝑘) = {𝑢, 𝑣, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘}, 𝐸(𝐷𝑚,𝑘) = {(𝑢, 𝑣), (𝑣, 𝑢)} ∪
{(𝑥𝑖, 𝑢), (𝑦𝑗 , 𝑣) : 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘}. For example, 𝐷0,0 is just a directed
2-cycle.

In general, the problem of characterizing eccentric digraphs of uep-graphs
up to isomorphism seems to be very hard. However, in the class of block
graphs we have the following result.
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Theorem 1. Let 𝐺 be a uep-graph which is also a block graph. Then 𝐸𝑐𝑐(𝐺)
is isomorphic to 𝐷𝑚,𝑘 for 𝑚 = 𝑘 = 0 or 𝑚 = 𝑘 = 1 or 𝑚, 𝑘 ≥ 2. Conversely,
for every such 𝐷𝑚,𝑘 there exists a uep-graph which is a block graph (even a
tree) with 𝐸𝑐𝑐(𝐺) being isomorphic to 𝐷𝑚,𝑘.

Trees which are uep-graphs were characterized in [2]. It turns out, that we
can extend the same characterization to connected block graphs.

Theorem 2. A connected block graph is a uep-graph if and only if it has
exactly two central and two peripheral vertices.
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GEOMETRIC PROPERTIES OF GENERATED
ADVERSARIAL EXAMPLES

A.O. IVANIUK

Adversarial examples are special inputs to a machine learning model de-
signed to cause the model to make wrong prediction. Existing protection
methods, such as adversarial training [1], often require prior knowledge of
adversary attacks or modifying the target model. However, detection of such
malicious input remains an open problem. Additional investigation of prop-
erties of such inputs is a promising approach to development of algorithm for
adversarial examples detection [2].

In this work, main types of white-box attacks are reviewed, such as limited
memory Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno algorithm (L-BFGS), fast gradi-
ent sign, Jacobian-based Saliency map, DeepFool [3], one-pixel [4], and ad-
versarial patch [5] attacks, geometrical properties of generated examples are
studied. It is assumed that high-dimensional data, which are input to the
model, lie in a lower-dimensional smooth manifold. By mapping the data
to a lower-dimensional space, geometric properties are studied, such as mean
distances of data points to centroids of the nearest neighbours, using different
distance metrics [2].
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RISK MODELLING APPROACHES

G. SOLOMANCHUK

Making decisions under uncertainty - is a complex and important problem,
which one can face in different spheres, particularly in the area of investments,
where participants strive to gain the desired level of income and protecting
themselves against losses. This problem was the reason for the objective of our
work: to develop instruments, which enable the investor to make a portfolio
from assets in a way, which minimizes risks of losses given the fixed average
level of income.

The idea of this scientific work was to demonstrate properties of the Value
at Risk for optimal portfolio compared to other portfolios with the same mean
return, and to measure this difference in a quantitative way. To pursue this
research, we build 2 portfolios based on information about historic prices of
3 kinds of assets - Facebook, Boeing, and Goldman Sachs share prices. The
first portfolio has equal distributions of assets, and the Second portfolio has
optimal distribution of them.

Next to building an optimal portfolio, we compare its properties with
one the equal portfolio and single assets demonstrate under fixed probabilis-
tic scenarios. During this part of our work we simulate the possible future
returns using different techniques - Historical Simulation, Normal Assump-
tion, and Monte-Carlo Methods, which difference consists in the underlying
assumptions about the distribution of the random variable - return of the
portfolio.

At the end of our work, we make conclusions on which properties our opti-
mal portfolio demonstrates under assumptions of these methods and compare
them with other portfolios.
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SECRET SHARING SCHEMES ANALYSIS

S.V. STEPANIUK

Using secret sharing schemes is an alternative way of secure data spreading
and outsourcing. It allows to distribute and share partitioned secret among
the group of scheme users. It’s only possible to reconstruct the secret if
threshold number of users are involved in restoration process, while every
part of a secret and even smaller group of scheme users doesn’t have any
ability to reconstruct secret itself [1].

Research and analysis of working principles and main components of ba-
sic schemes are shortly reviewed. A new approach of secret sharing scheme
realization is presented. In the talk proposed we called this new algorithm
“Transitional distribution scheme” that works with number, which is our se-
cret. This number is a sum of all the coordinates of some vector. At the
beginning we have a vector v and its coordinates with respect to a standard
basis (𝑒1 . . . 𝑒𝑛) of space R𝑛. We choose another not standard basis (𝑏1 . . . 𝑏𝑛)
in space R𝑛. Now we rewrite vector v in the new basis (𝑏1 . . . 𝑏𝑛) . Let it
be (𝑢1 . . . 𝑢𝑛) and after that we distribute (𝑢𝑖) and (𝑏𝑖) coordinates between
scheme users. Reconstruction process is possible using a transformation ma-
trix and threshold number of users involved, it allows to find coordinates of
vector v . After that we can restore our secret number by calculating the sum
of vector coordinates. This scheme is perfect and CPA attack resistant [2].
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OPTION PRICING IN SUBDIFFUSIVE BACHELIER MODELS
USING MONTE-CARLO SIMULATIONS

S.V. TYSHCHENKO

In markets with illiquid assets, it is often seen relatively long periods in
which economic process stays motionless. Such behaviour is typical for emerg-
ing markets with low number of transactions. Because Brownian motions and
Levy processes describe continuous motion, they are not suitable for mod-
eling periods without motion and modeling gaps caused by jumps. Notably,
analogous behavior is observed in complex physical systems exhibiting subdif-
fusion. Subdiffusion is a well known and established phenomenon in statistical
physics. It occurs if we replace the calendar time 𝑡 with 𝑆(𝑡) in stochastic
differential equation, what describes arithmetic Brownian motion in Bashelie
model

𝑑𝑆 = 𝜇𝑑𝑡+ 𝜎𝛿𝑊 (1)
𝑆(𝑡) is called the inverse subordinate and is given by the following formula

𝑆(𝑡) = 𝑖𝑛𝑓{𝜏 > 0 : 𝑈(𝜏) > 𝑡} (2)

Here 𝑈(𝑡) is the strictly increasing Levy process.
The fair price of the European call option with expiry date 𝑇 and strike

price 𝐾 is given by

𝐶𝜓(𝑋0,𝐾, 𝑇, 𝛼) = ⟨𝐶(𝑋0,𝐾, 𝑆𝜓(𝑇 ), 𝛼)⟩ =
∫︁ ∞

0

𝐶(𝑋0,𝐾, 𝑥, 𝛼)𝑔𝜓(𝑥, 𝑇 ) 𝑑𝑥

(3)
where, 𝑔𝜓 is the PDF of 𝑆𝜓(𝑇 ).

There are two ways of finding the values of 𝐶𝜓(𝑋0,𝐾, 𝑇, 𝛼). One of them
is a Monte-Carlo method based on simulating the trajectories of the inverse
subordinator 𝑆𝜓(𝑡) on the interval [0, 𝑇 ] and calculating the expected value
in (3).
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СИСТЕМАТИЗАЦIЯ ТА КЛАСИФIКАЦIЇ НА ОСНОВI
МЕТРИЧНОГО ПIДХОДУ

Р.В. КОВАЛЕНКО

Дослiдження щодо класифiкацiї товарiв за характеристиками, зокрема
за назвою є досить цiкавою що для користувачiв, що для маркетiв. Досить
часто, головною метою пошуку в iнтернетi є порiвняння цiн та характе-
ристик або отримання iнформацiї, яка представлена iншими користува-
чами, наприклад, у виглядi вiдгукiв. Однiєю iз найголовнiших причин
агрегацiї великого обсягу iнформацiї про товари є побудова конкурен-
тної полiтики, визначення цiн або ж органiзацiя рекламної кампанiї гру-
пи продуктiв. Обсяг та рiзноманiтнiсть iнформацiї, пов’язаної з товарами,
швидко зростають. Цi фактори ускладнюють для користувачiв iдентифi-
кацiю та порiвняння особливостей бажаних продуктiв. Головною задачею
дослiждення є побудова системи, яка дозволить класифiкувати товари
за їх назвами. Для цього використовується пiдхiд Unsupervised Product
Matching. Метод побудований на принципi розбиття назв на токени та
попарного порiвняння комбiнацiй токенiв. Процес порiвняння супрово-
джується унiверсальною функцiєю, яка враховує детальну iнформацiю
про токени та комбiнацiї: частота використання, позицiя в назвi, “хот” то-
кени та довжина. Головною задачею якої є кластеризацiя комбiнацiй та
вiдповiдне систематизацiя товарiв. Головною перевагою такої концепцiї
дозволяє позбутися вiд порогових значень, необхiдних для встановлення
поняття схожостi продуктiв.
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СКЛАДНIСТЬ АЛГОРИТМУ ЗОБРАЖЕННЯ
СИЛОВСЬКИХ 2-ПIДГРУП СИМЕТРИЧНИХ ГРУП

КОРЕНЕВИМИ ДЕРЕВАМИ

В.А. ОЛЬШЕВСЬКА

Нехай 𝐺 – група порядку 𝑝𝑘𝑠, де 𝑠 не дiлиться на 𝑝, 𝑝 – просте, 𝑘 –
деяке натуральне число. Нагадаємо, що силовською 𝑝-пiдгрупою групи 𝐺
називається така пiдгрупа, що має порядок 𝑝𝑘 i позначається 𝑆𝑦𝑙𝑝(𝐺) [1].
Властивостi i структура силовських є добре вивченими [2], [3].

Множину всiх бiнарних 𝑛-рiвневих кореневих дерев, у яких на всiх
вершинах з 0-го по (𝑛−1)-ий рiвнi стоять помiтки 0 або 1 позначитимемо
𝐿𝑇2,𝑛.

У роботi представлено алгоритм складностi 𝑂(2𝑛) зображення елемен-
тiв силовської 2-пiдгрупи 𝑆𝑦𝑙2(𝑆2𝑛) симетричної групи 𝑆2𝑛 , визначеної на
множинi з 2𝑛 елементiв, бiнарними 𝑛-рiвневими кореневими деревами, в
яких на всiх вершинах iз 0-го по (𝑛− 1)-ий рiвнi стоять помiтки 0 або 1.
Також запропоновано алгоритм перетворення дерева iз 𝐿𝑇2,𝑛 у пiдстанов-
ку iз 𝑆𝑦𝑙2(𝑆2𝑛) зi складнiстю 𝑂(𝑛 ·2𝑛). Показано, що вiдображення, заданi
цими перетвореннями, є взаємооберненими iзоморфiзмами мiж групами
𝐿𝑇2,𝑛 та 𝑆𝑦𝑙2(𝑆2𝑛). Також представлено алгоритм множення двох бiнар-
них дерев з помiтками складностi 𝑂(2𝑛). Таким чином, запропоновано
алгоритм множення двох пiдстановок силовської 2-пiдгрупи 𝑆𝑦𝑙2(𝑆2𝑛) си-
метричної групи 𝑆2𝑛 , складнiсть по часу якого 𝑂(𝑛 · 2𝑛). Доведено коре-
ктнiсть всiх наведених алгоритмiв.
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АЛГОРИТМ СЕРЕДИННОГО СПУСКУ ДЛЯ ПОШУКУ
ДIАМЕТРА ГРУПИ

М.С. ОЛЬШЕВСЬКИЙ

Нехай 𝐺 — скiнченна група та 𝑆 — її система твiрних.
Графом Келi групи 𝐺 вiдносно системи твiрних 𝑆 будемо називати

розфарбований орiєнтований граф Γ = Γ(𝐺,𝑆), побудований наступним
чином:

(1) Кожному елементу 𝑔 з 𝐺 вiдповiдає вершина графа, тобто 𝑉 (Γ) =
𝐺.

(2) Кожному елементу 𝑠 з 𝑆 вiдповiдає колiр 𝑐𝑠.
(3) Для будь-яких 𝑔 ∈ 𝐺 та 𝑠 ∈ 𝑆, вершини 𝑔 та 𝑔 · 𝑠 з’єднануються

орiєнтованим ребром кольору 𝑐𝑠, тобто

𝐸(Γ) = {(𝑔, 𝑔 · 𝑠)𝑐𝑠 |𝑔 ∈ 𝐺, 𝑠 ∈ 𝑆}.
Дiаметром (див. напр. [1]) групи 𝐺 вiдносно системи твiрних 𝑆 називає-
ться дiаметр вiдповiдного графа Келi Γ(𝐺,𝑆):

𝐷𝑖𝑎𝑚𝑆(𝐺) = 𝐷𝑖𝑎𝑚(Γ(𝐺,𝑆)).

Впорядкований набiр елементiв [𝑑1, . . . , 𝑑𝑚], у якому кожен елемент 𝑑𝑖,
1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, належить множинi твiрних 𝑆 будемо називати розкладом над
𝑆 довжини 𝑚. Розклад [𝑑1, . . . , 𝑑𝑚] задає елемент 𝑎 групи 𝐺 за правилом

𝑎 = 𝑑1 · . . . · 𝑑𝑚.

Елемент 𝑔 з 𝐺 будемо називати дiаметральним вiдносно 𝑆 якщо |𝑔|𝑆 =
𝐷𝑖𝑎𝑚𝑆(𝐺), де |𝑔|𝑆 — мiнiмальна довжина розкладу елемента 𝑔 в системi
твiрних 𝑆.

Елемент 𝑔 з 𝐺 будемо називати повнопородженим вiдносно 𝑆 якщо 𝑔
не можна задати розкладом у будь-якiй власнiй пiдмножинi 𝑆.

Система твiрних 𝑆 для групи 𝐺 називається строго зростаючою, якщо
кожен її дiаметральний елемент є повнопородженим.

Для опису алгоритму пошуку дiаметра групи введемо наступнi позна-
чення:

(1) 𝐺𝑓 — множина всiх повнопороджених елементiв групи 𝐺;
(2) 𝐷𝑓 (𝑆,𝑚) — множина всiх таких розкладiв над 𝑆 довжини 𝑚, що

кожен твiрний елемент з 𝑆 присутнiй у розкладi хоча б один раз;
(3) 𝑃 — природне вiдображення з множини розкладiв над 𝑆 в групу

𝐺, що переводить розклад у вiдповiдний елемент групи.
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Algorithm 1: Алгоритм серединного спуску для пошуку дiаметра
групи
Input: 𝐺 — група, 𝑆 — строго зростаюча система твiрних
Output: 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 - дiаметр групи 𝐺 над 𝑆
Iнiцiалiзацiя: 𝑓𝑜𝑢𝑛𝑑 = {}, 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 = |𝑆| − 1;
while 𝑓𝑜𝑢𝑛𝑑 ̸= 𝐺𝑓 do

𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 := 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙 + 1;
for 𝑑𝑒𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 ∈ 𝐷𝑓 (𝑆, 𝑙𝑒𝑣𝑒𝑙) do

𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 := 𝑃 (𝑑𝑒𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛);
if 𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 ∈ 𝐺𝑓 then

𝑓𝑜𝑢𝑛𝑑 := 𝑓𝑜𝑢𝑛𝑑 + 𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡;
end

end
end

Теорема 1. Алгоритм серединного спуску для пошуку дiаметра групи є
коректним.
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ПОРIВНЯННЯ РЕЗУЛЬТАТIВ ОБЧИСЛЕННЯ SIN 1∘ ЗА
ДОПОМОГОЮ МЕТОДУ АЛЬ-КАШI ТА СУЧАСНИХ

ТЕХНОЛОГIЙ

О.О. ВРУБЛЬОВСЬКА

Трисекцiя кута — це одна з класичних задач древностi, якi нерозв’язнi
за допомогою циркуля та лiнiйки. Згодом був встановлений зв’язок мiж
обчисленням тригонометричних функцiй i розв’язанням кубiчних рiвнянь.
Виходячи з формул синуса (або косинуса) подвiйного кута, а також су-
ми та рiзницi кутiв, можна отримати вираз для синуса (або косинуса)
потрiйного кута, яка є кубiчною формулою функцiї:

sin 3𝛼 = sin 2𝛼 cos𝛼+ cos 2𝛼 sin𝛼 =

= 2 sin𝛼 cos2 𝛼+ cos2 𝛼 sin𝛼− sin3 𝛼 = 3 sin𝛼 cos2 𝛼− sin3 𝛼 =

= 3 sin𝛼(1− sin2 𝛼)− sin3 𝛼 = 3 sin𝛼− 4 sin3 𝛼.

Тобто задача про трисекцiю кута зводиться до розв’язання певного ку-
бiчного рiвняння. У XV столiттi Аль-Кашi запропонував загальний метод
розв’язання цiєї задачi у виглядi:

𝑥 =
𝑞 + 𝑥3

𝑝
.

В якостi першого наближення ним було обрано:

𝑥1 =
𝑞

𝑝
.

В якостi другого наближення:

𝑥 =
𝑞 + 𝑥3

1

𝑝
.

Кiлькiсть наближень було обрано лише 2 рази. Видатний математик
вирiшив, що цього буде достатньо, щоб отримати досить точний результат
i, дiйсно, значення sin 1∘ вдалося отримати з точнiстю до 10−18 знакiв.

Ми збiльшуємо кiлькiсть iтерацiй, з метою досягти бiльш досконалої
вiдповiдi та проведення аналiзу результатiв.

Збiжнiсть даного методу була доведена за допомогою теореми Банаха
(про стискуюче вiдображення):
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Теорема Банаха про нерухому точку. Всяке стискуюче вiдображен-
ня повного метричного простору в себе має єдину нерухому точку (яку
можна знайти методом послiдовних наближень), починаючи з будь-
якої точки цього простору.

У доповiдi пропонуються наступнi результати дослiдження:
(1) За допомогою iнтерпретованої об’єктно-орiєнтованої мови програ-

мування Python було створено два програмних середовища, для
обчислення sin 1∘, методом аль-Кошi та з використанням матема-
тичних алгоритмiв електронно-обчислювального пристрою.

(2) Доведено збiжнiсть методу аль-Кашi з використанням теореми
Банаха.
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ПРО IТЕРАЦIЙНI МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗКУ РIВНЯНЬ В
ПЕРСIЇ ТА КИТАЇ

А.В. ДВОРНИЙ

Розглянемо рiвняння вигляду

𝑥3 + 𝑝 = 𝑞𝑥, 𝑝, 𝑞 > 0. (1)

Рiвняння (1) з коефiцiєнтами 𝑝 = sin 3∘

4 i 𝑞 = 3
4 було вiдоме ще 600 рокiв

тому перському математику Гiйяс-ад-Дiну Джамшиду аль-Кашi, який ви-
користовував його для знаходження значення sin 1∘.

Для цього аль-Кашi використовував наступний iтерацiйний метод:

𝑥𝑛 =
𝑥3
𝑛−1 + 𝑝

𝑞
, 𝑥0 =

𝑝

𝑞
.

Даний метод узагальнюється на ширший клас рiвнянь як

𝑥𝑛 =
𝑥𝛼
𝑛−1 + 𝑝

𝑞
, 𝛼 > 0.

Iншим методом, вiдомим ще у Китаї близько 2-го столiття н.е., є метод
"подвiйного regula falsi":

𝑥3 =
𝑥2𝑓(𝑥1)− 𝑥1𝑓(𝑥2)

𝑓(𝑥1)− 𝑓(𝑥2)
,

де 𝑥1, 𝑥2 — деякi початковi значення.
Його також можна узагальнити на довiльну функцiю наступним чи-

ном:
𝑥𝑛 =

𝑥𝑛−1𝑓(𝑥𝑛−2)− 𝑥𝑛−1𝑓(𝑥𝑛−1)

𝑓(𝑥𝑛−2)− 𝑓(𝑥𝑛−1)
.

В доповiдi будуть представленi деякi властивостi рiвняння (1) (збi-
жнiсть методу Ньютона) та узагальненого методу аль-Кашi, а також ком-
п’ютернi обчислення методу аль-Кашi та "подвiйного regula falsi".
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ДО ПИТАННЯ ПIДВИЩЕННЯ МАТЕМАТИЧНОЇ
КУЛЬТУРИ У СТУДЕНТIВ ФIЗИКО-МАТЕМАТИЧНОГО

ФАКУЛЬТЕТУI

О.К. ЗАКОЛЕНКО, О.О. ДЕМ’ЯНЕНКО

До поняття математичної культури включається рiвень сформованостi
знань, умiнь, навичок; здатнiсть застосовувати їх у практичнiй дiяльностi
та поповнювати знання; вмiння грамотно записувати та правильно
формулювати твердження; вмiння бачити взаємозв’язки мiж рiзними
поняттями та знати iсторiю виникнення математичних понять.

Формування математичної культури у студентiв фiзико-математичного
факультету – це важливий, цiлеспрямований, органiзований процес, який
вiдображений, зокрема, в навчальний програмах дисциплiн, що читають
студентам. Окрiм безпосереднього вивчення дисциплiни, важливо вказу-
вати на зв’язки мiж рiзними роздiлами дисциплiни та мiж рiзними дисци-
плiнами, що забезпечує цiлiсне сприйняття математичної науки. Про це,
як правило йдеться на першiй вступнiй лекцiї курсу i протягом подальшо-
го викладання. З метою забезпечення розумiння таких зв’язкiв корисно
пропонувати студентам задачi, якi дозволяють отримати один i той самий
результат iз застосуванням рiзних методiв розв’язання [1].

Iлюстрацiєю таких задач можуть бути задачi, що пов’язанi з числом 𝜋.
З цим магiчним числом школярi знайомляться тодi, коли вчать
формулу площi круга та довжини кола. В шкiльних пiдручниках, до речi,
подаються iсторичнi довiдки, що пов’язанi з новим матерiалом [2]. Пра-
ктика показує, що ця iнформацiя проходить повз увагу учнiв. Для майбу-
тнiх математикiв цi частини iсторiї є важливими i їх бажано нагадувати.
Наведемо деякi приклади. В курсi математичного аналiзу, в роздiлi
«Ряди» розглядаються розклади в ряд функцiй 𝑦 = arcsin𝑥 та 𝑦 = arctg 𝑥.
З вiдповiдними iсторичними довiдками маємо чудову iлюстрацiю задач,
пов’язаних з числом 𝜋.

У 1665-66 роках Iсаак Ньютон отримав ряд:

𝜋 = 6arcsin
𝑥

2
= 6

(︂
1

21 · 1
+

(︂
1

2

)︂
1

23 · 3
+

(︂
1 · 3
2 · 4

)︂
1

25 · 5
+ ...

)︂
=

=

∞∑︁
𝑛=0

2𝑛
𝑛

16𝑛(2𝑛+ 1)
= 3 +

1

8
+

9

640
+

15

7168
+

35

98304
+

693

54525952
+ ...
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В 1706 Джон Мечин розрахував 100 десяткових цифр числа 𝜋, вико-
ристовуючи ряд для арктангенса у формулi:

𝜋

4
= 4 arctg

1

5
− arctg

1

239
,

де

arctg 𝑥 =
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘𝑥2𝑘+1

2𝑘 + 1
= 𝑥− 𝑥3

3
+

𝑥5

5
− 𝑥7

7
+ ... =

=
∞∏︁

𝑛=1

(
2𝑛

2𝑛− 1
· 2𝑛

2𝑛+ 1
) =

2

1
· 2
3
· 4
3
· 4
5
· 6
5
· 6
7
· 8
7
· 8
9
· ... = 𝜋

2
.

Це був один з перших прикладiв використання нескiнченних добуткiв.

В курсi теорiї ймовiрностей розглядається один з експериментальних
методiв обчислення числа 𝜋, який пропонує задача «Голка Бюффона».
Папiр розкреслюється паралельними прямими, вiддаленими одна вiд одної
на вiдстань в одну голку та кладеться на пiдлогу, а експериментатор ки-
дає на нього голку, нiкуди спецiально не цiлячись. Пiсля падiння голки,
експериментатор дивиться, чи перетнула голка якусь пряму, i, якщо пере-
тнула, цей факт враховується. Також пiдраховується загальна кiлькiсть
кидань. Виявляється, що при великiй кiлькостi випробувань частка влу-
чень серед всiх кидань голки необмежено наближається до числа 𝜋

2 .

Кожна з цих задач вiдповiдає на своє питання, але їх результати до-
зволяють обчислювати число з вiдповiдною точнiстю. Питання точностi
обчислення, в свою чергу, є окремою задачею i спонукає студентiв розкри-
вати цю тему далi, пiдвищуючи свiй математичний рiвень та математичну
культуру.
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СIМ’Я СIМЕОНА-ДЕНI ПУАССОНА

М.В. КАПЛАУШЕНКО, Т.В. МАЛОВIЧКО

Сiмеон-Денi Пуассон народився в селi Пiтiв’є, департамент Луаре, 21
червня 1781 року в сiм’ї Сiмеона Пуассона (1744 – 1808) i Марiї Фран-
шетер (1748 – 1819). Його батько служив рядовим пiд час Ганноверських
вiйн, але, вiдчуваючи огиду до жорстокого поводження з боку знатних
офiцерiв, вiн дизертував. Приблизно пiд час народження сина вiн був
головою мiсцевого уряду в революцiйний перiод.

У матерi Пуассона було дуже слабке здоров’я. Його старшi брати та се-
стри померли ще в дитинствi. Маленький Сiмеон-Денi, на перший час вiд
народження був переданий медсестрi, яка жила в iзольованому будинку
недалеко вiд Пiтiв’є.

Його батько вважав, що син немає нiяких здiбностей до точних наук,
й вирiшив вiдправити його на навчання до дядька-хiрурга, пана Ленфан-
та, який практикувся в Фонтенбло. Але iнтереси Пуассона все бiльше
зверталися до математики. Вiн вiдвiдував вищу школу у Фонтенбло, де
посiв перше мiсце на вступних iспитах до Полiтехнiчної школи (l’École
Polytechnique) .

У 1800 роцi, менш нiж через два роки пiсля вступу, вiн опублiкував два
важливих для математики мемуари - один про метод елiмiнацiї Етьєна
Безу, iнший про кiлькiсть iнтегралiв рiвняння кiнцевих рiзниць.

Протягом Революцiї, Iмперiї та наступної реставрацiї, Пуассон був при-
значений бароном в 1821 роцi. Революцiя 1830 р. загрожувала йому втра-
тою всiх почестей. Однак цю ганьбу уряду Луї-Фiлiпа спритно вiдвернув
Франсуа Жан Домiнiк Араго, учень та автор бiографiї Пуассона.

Через сiм рокiв Пуассон став пером Францiї, як представника фран-
цузької науки. Окрiм численних службових обов’язках викладача, репе-
титора та наукового працiвника, вiн опублiкував понад 300 праць - кiлька
з них були великими трактатами, а багато були мемуарами, що стосую-
ться найбiльш непростих галузей математики, прикладної математики,
математичної фiзики та рацiональної механiки.

У 1817 роцi вiн одружився на мадмуазель Ненсi де Бардi (1772 – 1873),
сиротi, яка народилася в Англiї в сiм’ї французьких емiгрантiв. [1] Пуасон
мав четверо дiтей, двi дiвчинки i два хлопчики. [2]

Старша дочка – Марiя Александрина Люсi Пуассон (1818 – 1845), була
одружена з паном Альфредом де Вайлi (1800 – 1869) – лексикографом,

100 X Всеукраїнська наукова конференція молодих математиків



вчителем риторики, вiдомим i шанованим молоддю паризьких шкiл того
часу. [3] Вiн був iнспектором середньої освiти, ректором Академiї Бордо.
Написав "Новий латинсько-французький словник та продовжив "Новий
словник вiршування i латинської поезiї що розпочав його батько. Дочка
Марiї та Альфреда – Анна Габрiель Маргарита Ле Камю (1837 – 1903),
вийшла замiж за Ежена Огюста Ле Камю (1824 - 1867) у вiцi 20 рокiв.

Старший син - Сiмеон Жан Чарльз Барон Пуассон (1819 – 1879) –
офiцер артилерiї, член Паризької мiської ради, офiцер Почесного легiону.
Був одружений з Сесiль де Ля Тур-Сен-Iжес(1809 – ?). [4]

Молодша донька - Ганна Денiс Жозефiна Марiя Раффард Пуассон
(1823 – ?) вийшла замiж за сина полковника Марсiя, випускника Полiте-
хнiчної школи.

Молодший син - Сiмеон Генрi Пуассон (1827 – 1901) побудував кар’єру
в галузi управлiння державними фiнансами. Займав посади генерального
керуючого, спецiального керуючого i генерального пiдскарбiя. Вiн був
3-м бароном Пуассоном. Був одружений на дочцi Жана-Елi Готьє [5],
французького полiтика, що займав посаду мiнiстра фiнансiв Францiї в
1839 роцi. Його дочка Берта-Жанна Пуассон (1853 – ?) вийшла замiж за
Поля Сагеса де Бревера (1842 – ?), офiцера, сина вiдомого географа, та
археолога Жюля-Ксавьера Сагеса де Бреверi.

У 1837 р. Пуассон узагальнив «закон великих чисел» Бернуллi, та опу-
блiкував «розподiл Пуассона». За рiк до смертi здоров’я Пуассона погiр-
шилося. Проте, вiн продовжував вiдвiдувати щотижневi засiдання Фран-
цузької академiї наук, президентом якої вiн був.

Пуассон помер о 5 годинi ранку 25 квiтня 1840 року в оточеннi членiв
своєї родини.

Лiтература

[1] https://fr.wikisource.org/wiki/Poisson_(Arago)/19
[2] https://www.myheritage.com.ua/person-23056516_180496402_180496402/simeon-

poisson
[3] https://www.myheritage.com.ua/person-13000616_292146141_292146141/barthelemy-

alfred-de-wailly
[4] https://www.myheritage.com.ua/person-13000447_292146141_292146141/cecile-la-

tour-saint-igest-pernety
[5] https://www.myheritage.com.ua/person-13000184_292146141_292146141/simeon-

aime-henri-poisson

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
Email address: kaplaushenko.maria.of01@gmail.com

Секція 4. Методики навчання та історії математики 101



ГIЙОМ ДЕ ЛОПIТАЛЬ

А.О. КАРЛОВА

Гiйом де Лопiталь народився в 1661р. в Францiї, в заможнiй родинi,
яка була видатною ще приблизно з 12-го столiття.

Повне iм’я: Гiйом-Франсуа-Антуан маркiз де Л’Хопiталь, маркiз де
Сент-Месме, граф Ентремонт i сеньйор д’Уке-ла-Шез.(Guillaume-François-
Antoine Marquis de l’Hôpital, Marquis de Sainte-Mesme, Comte d’Entremont
and Seigneur d’Ouques-la-Chaise)

З дитинства Лопiталь захоплювався математикою, але через положе-
ння своєї родини обрав вiйськову кар’єру, продовжуючи займатися нау-
ковою дiяльнiстю навiть в наметi. Однак, через поганий зiр (короткозор-
кiсть) вiн звiльнився з армiї i повнiстю вiддав себе математицi.

Як стверджує Джулiан Кулiдж [1]: « Хтось схильний вважати, що саме
любов Лопiталя до математики, а не недосконалiсть зору, змусила його
вiдмовитися вiд вiйськової кар’єри на користь наукової».

Вчителем Лопiталя в математицi став Йоганн Бернуллi, який навiть
на той час був досить вiдомим математиком.

У 1692 роцi Лопiталь публiкує вперше декiлька свої математичних за-
писок. Бернуллi надає йому уроки в Ук (з французької - Ouques), в цей же
час Лопiталь надсилає рiшення проблеми Бона до Гюйгенса . Хоча Лопi-
таль i не стверджував, що рiшення, яке вiн надiслав Гюйгенсу, було його
власним, але Гюйгенс обґрунтовано припустив, що рiшення належало са-
ме Лопiталю. Пiсля цього Лопiталь опублiкував рiшення пiд псевдонiмом.
Коли ж ця публiкацiя дiйшла й до Бернуллi, вiн повернувся в Базель, i,
звiсно, вiн був дуже незадоволений. Близько шести мiсяцiв листування
мiж Лопiталем i Бернуллi припинилося.

17 березня 1694 року Лопiталь писав Бернуллi: «Я з радiстю дам вам
заробiтню плату у розмiрi 300 фунтiв, починаючи з першого сiчня цьо-
го року... Я обiцяю найближчим часом збiльшити цей гонорар, який, на
мою думку, дуже скромний, як тiльки мої справи дещо виправляться. ...
Я прошу вас не надсилати iншим, навiть мiстеру Варiньйону, будь-якi
копiї творiв, якi ви залишили у мене; якщо вони будуть опублiкованi, я
буду зовсiм незадоволений» [2] Бернуллi прийняв пропозицiю Лопiталя,
надсилав йому конспекти зi своїми математичними знахiдками та iдеями.

У 1696 р. книга Лопiталя «Analyze des Infiniment Petits pour l’Intelligence
des Lignes Courbes» ("Нескiнченно мале числення з додатками до кривих
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лiнiй") [3] була опублiкована; це був перший пiдручник з нескiнченно ма-
лого числення.

У вступi Лопiталь дякує за натхнення та матерiал Лейбнiцу , Якобу
Бернуллi та Йоханну Бернуллi, але Лопiталь розглядав основи, над анi
ним, як власнi iдеї.

З прологу цiєї книги: «Окрiм усього я розумiю, що багато чим зо-
бов’язаний свiтлим iдеям месьє Бернуллi, особливо тим, над якими вiн
працював вже як професор iз Гронiнгену. Я безкоштовно скористався ма-
терiалами пана Лейбнiца. Ось чому я визнаю, що вони можуть претенду-
вати на свої працi, якi за правом довели самi».

Пiсля смертi Бернуллi, Лопiталь розкрив свiту їх домовленiсть. Якщо
проаналiзувати всi листи Лопiталя надiсланi Лейбнiцу та Гюйгенсу про
свiй математичний прогрес, бачимо, що можливо за винятком одного-двох
Лопiталь не брехав, а посилався на Бернуллi з поблажливою тональнiстю,
не визнаючи жодної заборгованостi перед ним, а у нотатках про походже-
ння iдей для книги написав таким чином, що лише пропонував, фактично
не стверджуючи. «М. Бернуллi був першим, хто помiтив красу цього роз-
рахунку» - з прологу «Аналiз нескiнченно малих».

Попри все, педагогiчний талант Лопiталя залишається всесвiтньо ви-
знаним через лаконiчну подачу матерiалу.

Лопiталь одружився з Марi-Шарлоттою де Ромiллi де Ла Чеснеле [4],
також математиком, членом знатi та спадкоємцем великих маєткiв у Бре-
танi. Працi Марi-Шарлотти були спрямованi на геометрiю та алгебру. У
подружжя народився один син i три дочки.

Його «Traité anlytique des sections coniques» («Аналiтичний трактат
про канонiчнi перерiзи») була майже закiнчена, коли на початку 1704 ро-
ку вiн був схоплений з лихоманкою , яка призвела до нападу апоплексiї.
Вiн помер наступного дня, 2 лютого 1704 року. Родичi пояснювали його
смерть надмiрною практикою математики. Його трактат був опублiкова-
ний посмертно в 1707 роцi.
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ДИСКУСIЯ П’ЄРА ДЕ ФЕРМА ТА РЕНЕ ДЕКАРТА

О.О. КОСТЕНКО

У цiй статтi буде розглянуто та описано хiд дискусiї П’єра де Ферма
та Рене Декарта щодо методiв аналiтичної геометрiї .

П’єр де Ферма (1607 – 1665 рр.) – великий французький математик,
який зробив значний внесок у математичний аналiз, геометричну опти-
ку, аналiтичну геометрiю, а також теорiю чисел. Хоч i отримав ступiнь
бакалавра цивiльного права, та головним заняттям лишилась математи-
ка. Крiм того, вiдомий своїми двома працями, а саме: Велика та Мала
теорема Ферма.[1]

Рене Декарт (1596 – 1650 рр.) – не менш вiдомий французький мате-
матик, фiлософ, фiзик та фiзiолог. Один iз основоположникiв аналiти-
чної геометрiї, запровадив Декартову систему координат, увiв величину
iмпульсу сили у фiзицi, а також був автором всiм вiдомого виразу:“Я ми-
слю, отже я iсную”. [2]

У 1637 р. Декарт закiнчив двi працi: “Роздуми про метод” та “Дiо-
птрика”. Незабаром Ферма написав вiдгук на другу працю за проханням
iншого вченого – Мерсенна. Ферма не визнав доведення закону синусiв
про заломлення свiтла, вважаючи, що вiн був виведений на основi анало-
гiї. [3] Декарт отримав листа з критикою його працi, але поставився до
цього досить легковажно i не сприймав Ферма як серйозного суперника.
Прочитавши ранню роботу П’єра, вiн змiцнив свої переконання i написав
вiдповiдь через Мерсенна, що нехай Ферма краще прочитає ще раз його
“Дiоптрику”, а також, якщо загляне до працi “Геометрiя” i зрозумiє її, то
зможе стати непоганим учнем.

Через гординю Декарт навiть не згадував iменi свого адресата, тобто
Ферма, але незабаром вiн знайшов ахiллесову п’яту суперника – “Мето-
ди”, у якiй було викладено метод (адекватностi), що дозволяв знаходи-
ти точки екстремумiв функцiй, дотичнi до кривих, площу, центр мас та
розв’язувати iншi важливi проблеми математичного аналiзу. Так спiвпа-
ло, що Декарт у свої працi “Геометрiя” (1637 р.) теж описав власний метод
знаходження дотичних – метод нормалей. Метод Ферма був бiльш геоме-
тричний, а метод Декарта – алгебраїчно-аналiтичний. Фiлософ написав
рецензiю на роботу Ферма “Методи”, де розкритикував його метод за те,
що вiн був не унiверсальний, приводив до вже вiдомих результатiв i не
мiстив нiчого нового. [4]
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Уривок з листа Декарта Мерсенну, надiсланому 18 сiчня 1638 року,
з вiдгуком на “Методи”: “Я б не хотiв щось казати про статтю, яку Ви
менi надiслали, оскiльки я не можу нiчого сказати на користь того, хто
її написав.”[5]

Листування велося через Мерсенна, а така людина, як вiн, мала талант
до розв’язування суперечок, тому вiн надiслав цей лист не тiльки Фермi, а
й паризьким “ворогам” Декарта: Етьену Паскалю (батько вiдомого Блеза
Паскаля) та Жилю Робервалю. Тi, у свою чергу, виступили з критикою
праць Декарта, що i пiдтвердили пiдозри про змову щодо нього.

Останньою атакою Рене Декарта став виклик, де той просив Ферма
знайти дотичну до певної кривої, яку згодом назвали “декартiв лист”.
Вiдповiдь з правильним рiшенням прийшла досить швидко, i, бiльше то-
го, рiвняння було отримано двома способами, другий з яких спирався на
методи самого ж Декарта з використанням нормалi. [5]

Отже, пiсля певного часу стало очевидним, що зауваження Декарта
щодо методiв дотичних, якi залежали вiд методiв максимумiв i мiнiму-
мiв, були хибними. Врештi-решт, Жерар Дезарг виступив суддею i винiс
рiшення, що метод знаходження дотичних Ферма був унiверсальним i
правильним. Також слiд зауважити, що Декарт, як фiлософ, був досить
високої думки про себе на вiдмiну вiд Ферма, який проявляв повагу до
суперника.
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АНАЛIЗ ТЕСТIВ ТИПУ “ВБУДОВАНI ВIДПОВIДI” ЗА
ДОПОМОГОЮ МОДЕЛЕЙ IRT

Д.Р. ЛИСЕНКО, Н.В. КРУГЛОВА, О.О. ДИХОВИЧНИЙ

В роботi дослiджуються математичнi методи аналiзу тестових питань
типу ”вбудованi вiдповiдi”. В якостi об’єкту дослiдження вибрано кон-
трольну з теорiї ймовiрностей, проведену для студентiв другого курсу
ФIОТ Київського Полiтехнiчного Iнституту iм. I. Сiкорського пiд час ди-
станцiйного навчання в осiнньому семестрi 2020 р. на платформi Moodle.
Контрольна мiстила 8 питань типу ”вбудованi вiдповiдi” i два питання
типу ”множинний вибiр”. Ми провели аналiз саме питань типу «вбудованi
вiдповiдi», оскiльки аналiз методами IRT таких питань не проводився вi-
тчизняними науковцями. Питання типу ”вбудованi вiдповiдi” є доволi гну-
чкими: дозволяють поєднувати у собi питання типу ”числовi”, ”множин-
ного вибору”, ”на вiдповiднiсть”; перевiряють промiжнi етапи розв’язання
задачi, що, в деякiй мiрi, є способом виявлення i зменшення застосування
онлайн ресурсiв пiд час контрольних робiт.
Методи IRT i КТТ є ефективним засобом аналiзу результатiв педагогi-
чних [1], [2], соцiологiчних, психологiчних тестувань: виявляють занадто
легкi i надмiрно важкi завдання; питання з високою ймовiрнiстю вгаду-
вання вiдповiдi; питання, якi безпосередньо розв’язуються за допомогою
спецiального програмного забезпечення; завдання з низькою диференцi-
юючою здатнiстю. Такi питання вилучаються iз тесту або допрацьовую-
ться.
Дослiдження тестування проводилося в три етапи:

(1) Побудова гiстограми сумарних балiв iспитникiв, знаходження ко-
ефiцєнту Кронбаха, виявлення завдань з високою кореляцiєю.

(2) Застосовано полiтомiчну модель Муракi [3] безпосередньо до ма-
трицi первинних балiв, завантаженої з платформи Moodle.

(3) Розбито кожну задачу тесту на окремi дихотомiчнi питання i за-
стосовано моделi Раша, Бiрнбаума i 3-PL модель [4] до дихотомi-
чної матрицi балiв.

Для кожної застосованої моделi проведено аналiз адекватностi моделi да-
ним тестування за допомогою критерiю 𝜒2, розраховано латентнi пара-
метри моделi, побудовано IIС та IСС кривi. Для дихотомiчної матрицi
первинних балiв даної контрольної роботи коефiцiєнт Кронбаха виявився
рiвним 0.927, для полiтомiчної матрицi – 0.849, що свiдчить про вдало
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складений тест.
Гiстограма сумарних балiв iспитникiв має змiщення вправо, що пояснює-
ться високим рiвнем математичних знань iспитникiв даної спецiальностi
(бал ЗНО по математицi вище 185 балiв).
На рисунках зображено IСС моделi Раша для дихтомiчних завдань i IСС
моделi Муракi першого завдання. З рисункiв видно, що IСС питань 1–18
рiвномiрно покривають площину, а питання 19, 20 вiдрiзняються своєю
надмiрною важкiстю. Їх потрiбно переформулювати. В першому завдан-
нi деякi рiвнi IСС просiдають, що свiдчить про надмiрну важкiсть певних
пiдзавдань. Їх потрiбно змiнити.

Проведений аналiз показав, що найкраще описує данi тестування мо-
дель Раша. Але в Moodle потрiбно вручну створювати дихотомiчну ма-
трицю первинних балiв для питань типу ”вбудованi вiдповiдi”, що значно
збiльшує час обробки даних тестування. Тому цiлком доречним є засто-
сування для такого типу питань полiтомiчної моделi Муракi.
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БЕНУА МАНДЕЛЬБРОТ

С.Д. МАРКОВСЬКА

Бенуа Мандельброт народився в Варшавi в 1924 роцi в родинi литов-
ських євреїв. Але в 1936 роцi його родина емiгрувала до Францiї, в Париж.
Його мати була лiкарем, батько кравцем, а обидва дядьки математиками.
У Парижi вiн потрапив пiд вплив свого дядька Шолема Мандельбройта,
вiдомого паризького математика, члена групи математикiв, вiдомої пiд
псевдонiмом «Нiколя Бурбакi». I саме пiд керiвництвом дядька почала
розвиватися математична кар’єра Бенуа.

У Мандельброта вiдкрився незвичайний математичний дар – чудова
просторова уява, що дозволяла йому розвязувати алгебраїчнi завдання
геометричним способом, завдяки чому вiн одразу пiсля вiйни став сту-
дентом Полiтехнiчної школи (1945–1947).

На хвилi Другої свiтової вiйни, батько вченого переконував його, що
професiя iнженера здатна забезпечити Бенуа стабiльним заробiтком в
майбутньому, частково послухавши батька, вiн усе-таки вiддався мате-
матицi.

Пiсля Полiтехнiчної школи у 1947–1949 рр. Бенуа вивчав аеронавтику у
Калiфорнiйському технологiчному iнститутi, а вже пiсля його закiнчення,
повернувся до Францiї i захистив у Сорбоннi докторську дисертацiю з
математики на тему «Iгри комунiкацiй» у 1952.

Пiсля того вiн повернувся до Францiї, де 1955 року одружився на Алi-
етт Каган i став професором в Лiльському унiверситетi, а потiм у Нацiо-
нальному центрi наукових дослiджень у Парижi.

У 1958 вiн переїхав до США, де почав працювати в науково-дослiдному
центрi IBM в Йорктаунi, де дозволив своїм науковим iнтересам «дрейфу-
вати» вiд чисто прикладних проблем. Вiн працював в галузi лiнгвiстики,
теорiї iгор, економiки, аеронавтики, географiї, фiзiологiї, астрономiї, фi-
зики. Йому подобалося перемикатися з однiєї теми на iншу, вивчаючи
рiзнi напрямки. Лауреат премiї Вольфа з фiзики (1993).

У 1977 роцi вiн опублiкував роботу «Фрактальна геометрiя природи»,
в якiй стверджував, що випадковi на перший погляд форми є насправдi
складними геометричними фiгурами, що складаються з менших фiгур,
якi точно повторюють бiльшу.
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Правила фрактальної геометрiї Мандельброта є надзвичайно коротки-
ми, вона працює з невеликими формулами i застосовуючи їх повторно,
створює унiкальнi самоподiбнi математичнi моделi. У 1919 роцi Гаусдорф
вiдкрив розмiрнiсть, яка стала головним iнструментом вимiру заломле-
ностi поверхнi, яку також активно використовував Мандельброт у своїх
доведеннях.

До речi, саме поняття «фрактал» придумав сам Бенуа Мандельброт
(вiд латинського fractus, що означає «подрiбнений, дробовий»).

З моменту виходу книги почався бурхливий розвиток фрактальної гео-
метрiї. Фрактали виявили практично у всiх природних явищах i процесах.
Iдеї i досягнення нової геометрiї знайшли найрiзноманiтнiшi програми.
Фрактальнi моделi застосовують в медицинi для ранньої дiагностики ра-
кових пухлин; в ядернiй фiзицi i астрономiї для вивчення елементарних
частинок, розподiлу галактик у Всесвiтi, процесiв на Сонцi; в iнформа-
тицi для стиснення даних i полiпшення трафiку в мережi Iнтернет; для
аналiзу коливань ринкових цiн в економiцi, серцевого ритму в кардiологiї,
погоди в метеорологiї; в хiмiї, мистецтвознавствi i т.д.

Бенуа Мандельброт, засновник i провiдний дослiдник фрактальної гео-
метрiї, помер у лiкарнi в Кембриджi 14 жовтня 2010 вiд раку пiдшлунко-
вої залози у вiцi 85 рокiв.
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ЕДМУНД ЛАНДАУ

I.А. НАКОНЕЧНИЙ

Ландау народився 14 лютого 1877 в заможнiй сiм’ї у Берлiнi. Так само
як i його батько, вiн став нiмецьким нацiоналiстом iз сiонiстськими вiру-
ваннями (iудаїзм). У дитинствi Едмунд виявляв неабиякi таланти, за що
його часто називали вундеркiндом.

Iснує навiть легенда: «У вiцi трьох рокiв, коли мати (Джоанна Ландау)
забула свою парасольку в каретi, вiн сказав:«354». Так вiн повiдомив но-
мер екiпажу, де вiдшукали знахiдку». [3]

Ландау вiдвiдував французький лiцей (French Lycée) у Берлiнi, який
закiнчив у вiцi 16 рокiв, що на два роки ранiше, нiж зазвичай. Пiсля лiцею
вчився в Берлiнському унiверситетi.

В 1899 роцi, написавши дисертацiю з теорiї чисел пiд керiвництвом Лео
Фробенiуса, Ландау отримує ступiнь доктора наук.

9 червня 1900 року вiн пише листа до Гiльберта, у якому дає коро-
ткий викладу його iдей для доведення однiєї важливої теореми з областi
алгебраїчних числових полiв.

У цьому роцi ми святкуємо 120 рiчницю видання однiєї з найважливi-
ших праць Едмунда Ландау – докторської дисертацiї над рядами Дiрiхле.
Варто зазначити, що науковий керiвник був проти iдеї цiєї публiкацiї. Не
виникає жодних сумнiвiв, що Лео Фробенiус був занадто невпевненим у
оцiнцi математичних талантiв свого учня. Проте ця критика нiяк не впли-
нула на молодого математика. З доведень, наведених у данiй дисертацiї,
сформувалося доведення однiєї з 23-ьох проблем Гiльберта.

У 1899 - 1909 роках Ландау викладає у Берлiнському унiверситетi як
приват-доцент. Цей перiод життя можна назвати стрiмким ростом його
математичних талантiв та публiкацiй. Наприклад у 1909 р. його наукова
спадщина складалася майже з 70 надрукованих робiт!

Вишенькою на тортику цього перiоду стає трактат 1909 р. «Handbuch
der Lehre von der Verteilung der Primzahlen». Двотомна робота, що дає
першу систематичну презентацiю аналiтичної теорiї чисел. У трактатi
Ландау зумiв зв’язати закони розподiлу простих чисел i простих iдеалiв
алгебраїчного числового тiла. [2]

Здатнiсть Едмунда викладати стала чiтко очевидною. Вiн проводив
курси для початкiвцiв (за власним бажанням), а також читав лекцiї своєї
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спецiальностi Теорiя чисел. Крiм того, Ландау викладав лекцiйнi курси з
основ математики, iррацiональних чисел та теорiї множин.

У 1909 роцi вiн був призначений на посаду професора в Геттiнгенi. Лан-
дау був дуже добре обiзнаний i майже завжди математично коректним.
Проте нiколи не втрачав нагоди подратувати своїх колег, через це колеги
та студенти його не долюблювали.

В кiнцi 1920-х рокiв вiдвiдує Палестину, де бере участь у заснуваннi
там Iнституту математики. Едмунд був обраний професором Єврейського
унiверситету в Єрусалимi та провiв там цикл своїх лекцiй.

В цей перiод вiн пише важливi працi з теорiї аналiтичних функцiй однi-
єї змiнної. Наприклад «Представлення та доведення деяких результатiв
теорiї функцiї». (Darstellung und Begründung einiger meuerer Ergebnisse
der Funktiontheorie).

У 1924 роцi Ландау стає почесним членом Лондонського математично-
го товариства. А в 1930-му випускає книгу «Основи аналiзу» (Grundlagen
der Analysis), яка вважається класичним викладом даного предмета i в
нашi днi.

7 квiтня 1933 р. в Нiмеччинi прийняли Закон про державну службу,
який передбачав засоби вiдсторонення єврейських викладачiв вiд унiвер-
ситетiв. Ця подiя докорiнно змiнила життя професора.

2 листопада цього ж року, студенти, на чолi з Тейхмюллером, органi-
зувують бойкот. В ходi якого, ватажок цiєї групи у письмовому виглядi
пояснює, чому вони вважають Ландау «непридатним для навчання». [4]

19-го листопада Едмунд отримує дозвiл працювати в Гронiнгенi (Нi-
дерланди), що дозволило йому залишитись там протягом зимового семе-
стру.

Пiсля виходу на пенсiю (7 лютого 1934 р.) Едмунд Ландау читає лекцiї
виключно за межами Нiмеччини, а саме у Кембриджi та Голландiї.

Помер Е. Ландау вiд серцевого нападу в Берлiнi 19 лютого 1938 р.
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ПРО ЗНАХОДЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКУ РIВНЯННЯ
АЛЬ-КАШI ЗА ДОПОМОГОЮ ФОРМУЛИ КАРДАНО ТА

ДЕЯКИХ IТЕРАЦIЙНИХ МЕТОДIВ

С.О. ОЛАСЮК

Персидський метематик аль-Кашi в своїй роботi “Про хорду та синус”
навiв iтерацiйний метод знаходження синуса кута одного градуса та досяг
вражаючого результату отримавши значення з 17 правильними знаками
пiсля коми: sin 1∘ = 0.01745240643728351 [4].

sin 3∘ = 3 sin 1∘ − 4 sin3 1∘, (1)

Поклавши sin 1∘ = 𝑥 в рiвностi (1) отримаємо кубiчне рiвняння

sin 3∘ = 3𝑥− 4𝑥3 (2)

Отже, задача знаходження синуса одного градуса зводиться до
розв’язання (2).

Для знаходження коренiв даного полiнома в роботi було використано
формулу Кардано та iтерацiйнi методи (метод бiсекцiї, китайський метод
regula falsi та метод Н’ютона).

За допомогою формули Кардано можна знайти точний розв’язок рiвня-
ння аль-Кашi, використовуючи точне значення синуса трьох градусiв [3]

sin 3∘ =

√
2(
√
3 + 1)(

√
5− 1)− 2(

√
3− 1)

√︀√
5 + 5

16
,

звiдки одержуємо

sin 1∘ =
90
√︀√

−1− 90
√︀

−
√
−1

2
√
−1

Оскiльки, вiльний член кубiчного рiвняння є iррацiональним числом,
то для застосування iтерацiйних методiв обчислення маємо взяти набли-
жене значення синуса трьох градусiв

sin 3∘ ≈ 0.05233595624294383272212

Для застосування методу бiсекцiї необхiдно вибрати два першi набли-
женi значення, так щоб виконувалась умова 𝑓(𝑥0)𝑓(𝑥1) < 0. Очевидно,
що значення sin 1∘ бiльше за нуль, але близьке до нього, тому 𝑥0 := 0. Си-
нус одиницi менше вiдомого нам синуса трьох градусiв, тому 𝑥1 := 0.052
(в даному випадку точнiсть не важлива).
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В якостi початкових наближень для знаходження sin 1∘ методом regula
falsi також вiзьмем 𝑥0 := 0, 𝑥1 := 0.052 зi схожих мiркувань.

Метод Н’ютона потребує лише одне значення в якостi початкового на-
ближення, покладемо 𝑥0 := 0 [1].

В кожному з випадкiв похибка обчислення однакова: 𝜀 = 10−20, аби
коректно порiвняти ефективнiсть методiв. Отримаємо такi результати:

Метод бiсекцiї Regula falsi Метод Н’ютона
54 iтерацiї 6 iтерацiй 3 iтерацiї
0.01745240643728351512 0.01745240643728351512 0.01745240643728351512
лiнiйна швидкiсть лiнiйна швидкiсть квадратична швидкiсть

За допомогою ряду Тейлора знаходимо sin 1∘ з похибкою 𝜀 = 10−20:

sin 1∘ = 0.01745240643728351281942

Таким чином, нам вдалось досягти точностi обчисленнь аль-Кашi, а
способи знаходження результату коректнi.
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ГЕОМЕТРИЧНЕ ТЛУМАЧЕННЯ ФОРМУЛИ
IНТЕГРУВАННЯ ЧАСТИНАМИ

А.О. СЕРЕДЕНКО, Л.А. РЕПЕТА

В курсi математичного аналiзу вивчається тема «Визначений iнтеграл»,
дається означення цього поняття i його геометричний змiст як площу кри-
волiнiйної трапецiї, обмеженої вiссю абсцис, двома вертикальними пря-
мими, що проходять через кiнцi вiдрiзка iнтегрування i графiком непе-
рервної невiд’ємної функцiї. Одним iз способiв обчислення визначеного
iнтеграла є метод iнтегрування частинами.

За деяких припущень стосовно пiдiнтегральних функцiй, формулi iн-
тегрування частинами у визначеному iнтегралi можна також надати гео-
метричну iнтерпретацiю [1].

Припустiмо, що функцiї 𝑢 = 𝑢(𝑥) та 𝑣 = 𝑣(𝑥) неперервнi та монотонно
зростають на iнтервалi (𝑎, 𝑏). Тодi на цьому iнтервалi для них iснують
оберненi функцiї. Якщо виразити обернену до 𝑢 = 𝑢(𝑥) функцiю i пiдста-
вити її у 𝑣 = 𝑣(𝑥), то ми отримаємо функцiю 𝑣 = 𝑣(𝑢−1(𝑥)) як функцiю
вiд 𝑢, тобто 𝑣 = 𝑣(𝑢). Ця функцiя монотонно зростає i 𝑣(𝑢−1(𝑎)) = 𝑣(𝑎),
𝑣(𝑢−1(𝑏)) = 𝑣(𝑏). Зобразимо схематичний графiк цiєї функцiї.

Тодi
∫︀ 𝑏

𝑎
𝑢(𝑥)𝑑 (𝑣(𝑥))+

∫︀ 𝑏

𝑎
𝑣(𝑥)𝑑 (𝑢(𝑥)) = 𝑢(𝑏)𝑣(𝑏)−𝑢(𝑎)𝑣(𝑎), або сума площ

криволiнiйних трапецiй 𝐴1𝐵1𝐶1𝐶2 i 𝐴2𝐵2𝐶1𝐶2 дорiвнює рiзницi площ
прямокутникiв 𝑂𝐵1𝐶1𝐵2 i 𝑂𝐴1𝐶2𝐴2.

Лiтература

[1] Courant, R. Differential and Integral Calculus — vol. 1, New York, 1937.

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
Email address: a.seredenko3005@gmail.com

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
Email address: repetalesia@gmail.com

114 X Всеукраїнська наукова конференція молодих математиків



IСТОРИЧНИЙ ОГЛЯД РОБОТИ СПОРА НIКЕЙСЬКОГО

Ю.I. СКОРЕЙКО

Спор Нiкейський — грецький математик й астроном. Про дiяльнiсть
Спора ми можемо дiзнатися лише зi вторинних джерел таких, як роботи
Паппа Олександрiйського, а також твори рiзних коментаторiв. Велика
частина робiт присвячена дослiдженню задач про квадратуру круга та
подвоєння куба, вони мiстять як власнi спроби вирiшити цi проблеми,
так i критику вже iснуючих рiшень.

Вирiшення задачi подвоєння куба Спора Нiкейського
Спор уникає використання цисоїди, замiсть цього обертає лiнiйку нав-

коло точки, поки певнi точки перетину не стануть рiвними. Потрiбно про-
вести пряму 𝐷𝐾, як на рисунку 1, а потiм навколо точки 𝐶 обертати
лiнiйку. Потрiбно, щоб дiаметр 𝐴𝐵 дiлив вiдрiзок 𝐸𝑃 навпiл (точки 𝐸 i
𝑃 — точки перетину лiнiйки з окружнiстю та прямою 𝐷𝐾 вiдповiдно).
Нехай радiус окружностi, яку розглядаємо, дорiвнює 𝑎. Введемо систему
координат 𝑂𝑥𝑦 так, що 𝑥 = 𝑂𝐻 i 𝑦 = 𝐻𝑃 .

Рiвнiсть 𝐷𝐻 ·𝐻𝑃 = 𝐻𝐹 ·𝐻𝐶 перепишемо у виглядi:
(𝑎+ 𝑥)𝑦 =

√
𝑎2 − 𝑥2 · (𝑎− 𝑥)

𝑦2(𝑎+ 𝑥) = (𝑎− 𝑥)3.
Таким чином, цисоїда задається рiвнянням третьої степенi. Проведемо

в окружностi 𝑆 перпендикулярнi дiаметри 𝐴𝐵 i 𝐶𝐷 (рис. 1). На променi
𝑂𝐶 вiзьмемо таку точку 𝑍, що 𝑂𝑍 = 𝐶𝐷. Для побудови цисоїди вико-
ристаємо прямокутний трикутник 𝑋𝑌 𝑍 ′, довжина катета 𝑋𝑌 дорiвнює
дiаметру окружностi 𝑆. Нехай 𝑃 — середина вiдрiзка 𝑋𝑌 . Якщо точка 𝑋
рухається по прямiй 𝐴𝐵, а катет 𝑌 𝑍 ′ проходить через точку 𝑍, то точка
𝑃 рухається по цисоїдi.

Рис. 1.

Доведемо це твердження. Точки 𝑂 i 𝑌 лежать на окружностi з дiаме-
тром 𝑋𝑌 , а вiдрiзки 𝑋𝑌 i 𝑂𝑍 дорiвнюють дiаметру окружностi 𝑆, тому
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𝑋𝑂𝑌 𝑍 — рiвнобедрена трапецiя. Пряма 𝑃𝐶 з’єднує середини її дiаго-
налей, отже вона паралельна до основ трапецiї та дiлить вiдрiзок 𝑂𝑋
навпiл.

Крiм цього, ∠𝐸𝑃𝑋 = ∠𝑌 𝑃𝐶 = ∠𝑂𝐶𝑃 . Так як 𝑂𝐶 = 𝑂𝐸, то ∠𝑂𝐶𝑃 =
∠𝑂𝐸𝑃 . Отже, 𝑂𝐸 ‖ 𝑃𝑋. В чотирикутнику 𝐸𝑂𝑃𝑋 дiагональ 𝑂𝑋 дiли-
ться дiагоналлю 𝐸𝑃 навпiл, а сторони 𝑂𝐸 i 𝑃𝑋 паралельнi. Тому чоти-
рикутник 𝐸𝑂𝑃𝑋 — паралелограм i вiдрiзок 𝐸𝑃 дiлиться дiаметром 𝐴𝐵
навпiл, отже, точка 𝑃 лежить на цисоїдi.

Критика рiшення задачi квадратури круга Спора Нiкейського
Спор критикував рiшення задачi квадратури круга за допомогою ква-

дратиси Дiнострата. Вiн висунув два серйозних заперечення. По—перше,
задачу квадратури круга можна вирiшити за допомогою квадратиси Дi-
нострата тiльки в тому випадку, коли її рiшення вже вiдомо. Пояснюється
це тим, що аби узгодити рух вiдрiзкiв 𝐵𝐶 i 𝐴𝐵 (рис. 2), потрiбно зазда-
легiдь знати спiввiдношення довжини дуги чвертi окружностi до радiуса.
По—друге, точку 𝐾 побудувати не можна, тому що у вiдповiдний момент
часу вiдрiзок i радiус спiвпадають. Як перетин вiдрiзкiв 𝐵′𝐶 ′ i 𝐴𝑁 можна
будувати лише точки, якi близькi до точки 𝐾, але не саму точку 𝐾.Отже,
точку 𝐾 можна побудувати лише як лiмiт точок квадратриси.

Рис. 2.

Спора також критикував Архiмеда за те, що вiн не дав бiльш точного
наближення числу 𝜋. Спор зазначає, що його власний вчитель Фiлон Га-
дарський звiв справу до бiльш точного числового виразу, нiж це зробив
Архiмед.
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РОЗВИТОК МЕТОДУ REGULA FALSI У КИТАЇ

ЧЖАО КЕСIНЬ

Китайська книга “Jiuzhang suanshu” або “9 глав про математичне ми-
стецтво” вiдноситься до перiоду вiд 200 року до н.е. до 100 року н.е. Ця
книга фактично є набором правил для розв’язання достатньо широкого
кола математичних задач. Книга загалом мiстить 246 задач з рiзних га-
лузей людської дiяльностi вiд iнженерних потреб до торгiвлi та оподатку-
вання. Книга “Jiuzhang suanshu” довгий час вважалась у Китаї основним
джерелом математичних знань, а її значення для китайських вчених було
схожим на те, яке мали “Початки” Евклiда для грекiв.

Роздiл 7 книги “9 глав про математичне мистецтво” називається “Про
надлишки та недостачi” й мiстить 20 задач, якi розв’язуються методом,
який пiзнiше в Європi назвали методом подвiйного regula falsi.

Цим методом можна розв’язати рiвняння

𝑎𝑥+ 𝑏 = 𝑐. (1)
При розв’язаннi рiвняння (1) методом подвiйного regula falsi ми споча-

тку пiдставляємо 𝑥1 у лiву частину (𝑥1 — це довiльне число) i отримуємо
𝑐 + 𝑒1 замiсть 𝑐 (похибка дорiвнює 𝑒1). Потiм ми пiдставляємо 𝑥2 у лiву
частину (𝑥2 — це iнше довiльне число) i отримуємо 𝑐+ 𝑒2 замiсть 𝑐 (тепер
похибка дорiвнює 𝑒2).

𝑎𝑥1 + 𝑏 = 𝑐+ 𝑒1, 𝑎𝑥2 + 𝑏 = 𝑐+ 𝑒2.

Пiсля цього правильна вiдповiдь обчислюється за формулою

𝑥 =
𝑥2𝑒1 − 𝑥1𝑒2

𝑒1 − 𝑒2
.

У доповiдi будуть представленi задачi з книги “Jiuzhang suanshu”, якi
розв’язуються методом подвiйного regula falsi.

Лiтература

[1] Чжан Канг, Ген Шоучанг The Nine Chapters on the Mathematical Art.
[2] А. Ейнштейн, Математичнi факти будуть iстиною завжди.

КПI iм. Iгоря Сiкорського, Київ, Україна
Email address: 1165253990@qq.com

Секція 4. Методики навчання та історії математики 117


	Секція 1. Математичного аналізу, теорії ймовірностей, диференціальних рівнянь
	G. Di Nunno, Y. Mishura, A. Yurchenko-Tytarenko. Volterra sandwiched volatility models
	M. Dimitrov, L. Jin, Y. Ni. Properties of American-type Options under a Markovian Regime Switching Model
	I. Donhauzer. Strong law of large numbers for functionals of random fields
	V.K. Rovnik. Underlying geometry in reservoir computing
	Г.С. Андрущак. Застосування прихованих марковських моделей до розв'язання задачі розпізнавання акордів
	В.Ю. Богданський. Рівномірний аналог теореми Марцинкевича–Зігмунда
	М.В. Бойко. Збурення ротаційно-інваріантного -стійкого випадкового процесуоператором псевдоградієнта
	В.В. Бутовський. Стохастичні ігри на графах
	Є.В. Гармаш. Про найвідоміші досягнення Фруллані та приклад вирішення одного з його інтегралів
	К.Ю. Глушак. Кевелетне перетворення як узагальнення вейвлетного
	О.М. Десницький, О.А. Тимошенко. Моделювання траєкторій вінерівського процесу
	М.Є. Дудкін, О.Ю. Дюженкова, О.М. Дудкін. Нормальні матриці Якобі
	О.О. Ковальчук. Про випадкові ігри, коли один з гравців володіє більшою інформацією ніж інший
	А.С. Ковтун, О.І. Клесов. Ідея електронного голосування
	І.І. Ловицька. Моделювання узагальненого дробового броунівського руху
	Г.О. Маслюк. Про багатоточкові крайові задачі у просторах Гельдера
	В.Ю. Матлаш, А.В. Сиротенко. Розв'язки лінійного операторного рівняння впросторі R2
	О.В. Митрофанова. Одне узагальнення теореми Малінво
	В.А. Михайлець, Т.Б. Скоробогач. Про одновимiрнi фредгольмові крайовi задачi з параметром у просторах Соболєва-Слободецького
	Є.М. Окунєв. Оптимізація стратегії для настільної гри на основі теорії імовірності
	Р.Ю. Осауленко. Аналог логарифмічної (u,v)-похідної 
	І.М. Савич, А.В. Юрікова. Наближення кількості страхових позовів від'ємнимбіноміальним розподілом
	І.О. Середенко. Асимптотичні властивості оцінок параметрів нелінійної регресії з лінійним випадковим шумом
	І.В. Силенко. Рівновага Неша в несиметричній моделі гри видобутку ресурсів
	Н.О. Соболь. Антогоністичні ігри з можливістю випадкового відхилення відоптимальної стратегії
	В.В. Стаматієва. Застосування точкових процесів в узагальненій задачі про дні народження
	М.В. Столяр. Граничні теореми в узагальненій задачі збирача купонів
	О.В. Циганок, В.А. Михайлець. Про тауберові умови збіжності тригонометричних рядів Фур'є
	Д.А. Шиманська. Фундаментальний розв'язок задачі Коші для одного виродженого параболічного рівняння
	Р.А. Шурубура. Вейвлетне перетворення Ельзакі
	В.К. Юськович. Асимптотична поведінка розв'язків стохастичних диференціальних рівнянь у багатовимірному просторі
	К.С. Яремко, І.В. Орловський. Консистентність і оцінка мінімального контрасту

	Секція 2. Метричної теорії чисел, геометрії, фрактального аналізу
	С.Г. Аннагельдієва, О.Б. Панасенко. Фрактальні функції, аргумент і значення яких мають однакове зображення
	Н.А. Біловицька, С.П. Ратушняк. 2-зображення дійсних чисел одиничного відрізка та його застосування
	О.О. Васьковська, С.П. Ратушняк. Зображення чисел рядами Люрота
	М.С. Головій, І.М. Лисенко. Нега-двійкова система числення і її застосування
	Д.М. Карвацький. Методи дослідження тополого-метричних та фрактальнихвластивостей множин неповних сум збіжних додатних рядів
	Р.В. Кривошия. Про міру Лебега однієї множини побудованої в термінахQ2*–представлення
	І.М. Лисенко, Ю.П. Маслова. G2–зображення чисел і його застосування
	О.П. Макарчук, К.С. Сальник. Про один розподіл представлений двійковим дробом
	І.О. Манич. Побудова ГПВЧ на основі фракталів
	О.О. Нікорак, С.П. Ратушняк. Дроби Данжуа і медіантне зображення чисел
	Н.С. Остролуцька, М.В. Працьовитий. Геометрія узагальнених двійкових рядів
	В.Г. Парипса, М.В. Працьовитй. Двійкова система числення з надлишковим алфавітом та її застосування
	М.В. Працьовитий, С.П. Ратушняк. Один клас фрактальних функцій, означених в термінах Q*2-зображення чисел відрізка [0;1]
	І.І. Продан, С.П. Ратушняк. Ознака раціональності числа за його Q2-зображенням
	М.М. Редька, М.В. Працьовитий. Група неперервних перетворень одиничного відрізка, які зберігають хвости двійкового зображення чисел
	Л.М. Свінтуховська, І.М. Лисенко. Функції і непервні бієкції, які зберігають хвости десяткового зображення чисел
	Д.Ю. Скакун. Про обрахунок моментів випадкової величини представленої трійковим дробом
	Д.М. Таннік, М.В. Працьовитий. Рівняння та системи рівнянь, пов’язані з інверсором цифр у різних системах зображення чисел
	А.І. Трачук, С.П. Ратушняк. Трикутний Килим Серпінського, означений в термінах Q2-зображення чисел відрізка [0;1]
	М.Є. Уманець, М.В. Працьовитий. Ланцюгові A2-дроби, проблема раціональності числа
	Д.С. Шпитюк, М.В. Працьовитий. Арифметичні суми числових множини

	Секція 3. Алгебри, дискретної математики, теорії алгоритмів, інформатики
	Y.Y. Chapovskyi, D.I. Efimov. On centralizers of polynomial derivations
	O.V. Grytsenko. Codes on permutation groups
	A. Hak, V. Haponenko, S. Kozerenko. Eccentric digraphs of unique point eccentric graphs
	A.O. Ivaniuk. Geometric properties of generated adversarial examples
	G. Solomanchuk. Risk modelling approaches
	S.V. Stepaniuk. Secret sharing schemes analysis
	S.V. Tyshchenko. Option pricing in subdiffusive Bachelier models using Monte-Carlo simulations
	Р.В. Коваленко. Систематизація та класифікації на основі метричного підходу
	В.А. Ольшевська. Складність алгоритму зображення силовських 2-підгруп симетричних груп кореневими деревами
	М.С. Ольшевський. Алгоритм серединного спуску для пошуку діаметра групи

	Секція 4. Методики навчання та історії математики
	О.О. Врубльовська. Порівняння результатів обчислення sin1 за допомогою методу аль-Каші та сучасних технологій
	А.В. Дворний. Про ітераційні методи розв'язку рівнянь в Персії та Китаї
	О.К. Заколенко, О.О. Дем'яненко. До питання підвищення математичної культури у студентів фізико-математичного факультетуі
	М.В. Каплаушенко, Т.В. Маловічко. Сім'я Сімеона-Дені Пуассона
	А.О. Карлова. Гійом де Лопіталь
	О.О. Костенко. Дискусія П'єра де Ферма та Рене Декарта
	Д.Р. Лисенко, Н.В. Круглова, О.О. Диховичний. Аналіз тестів типу ``вбудовані відповіді'' за допомогою моделей IRT
	С.Д. Марковська. Бенуа Мандельброт
	І.А. Наконечний. Едмунд Ландау
	С.О. Оласюк. Про знаходження розв'язку рівняння аль-Каші за допомогою формули Кардано та деяких ітераційних методів
	А.О. Середенко, Л.А. Репета. Геометричне тлумачення формули інтегруваннячастинами
	Ю.І. Скорейко. Історичний огляд роботи Спора Нікейського
	Чжао Кесінь. Розвиток методу regula falsi у Китаї


