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РЕФЕРАТ 

 

Магістерська містить  61 сторінку,  26  слайдів презентації, 22  

першоджерел. 

Об’єктом даної дипломної роботи є стохастичні диференціальні 

рівняння, що виникають в задачах фінансової математики. 

Метою даної дипломної роботи є дослідження асимптотичної 

поведінки розв’язків стохастичних диференціальних рівнянь. 

У роботі були розглянуті різні класи стохастичних диференціальних 

рівнянь. Було  знайдено достатні умови, при яких розв’язок лінійного 

стохастичного диференціального рівняння збігається до детермінованої 

функції. Для певних задач були змодельовані траєкторії розв’язків за 

допомогою метода Ейлера-Мураямі та методу Мільштейна. 

Ключові слова: стохастичне диференціальне рівняння (СДР), 

автономне стохастичне диференціальне рівняння, неавтономне стохастичне 

диференціальне рівняння, лінійне стохастичне диференціальне рівняння 

загального вигляду, асимптотична поведінка стохастичного диференціального 

рівняння, дифузійна модель миттєвої відсоткової ставки, чисельні методи, 

метод Ейлера-Мураямі, метод Мільштейна.  
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ABSTRACT 

 

The master's thesis contains 61 pages, 26 slides of presentation, 22 primary 

sources. 

The object of this thesis are stochastic differential equations that appear in 

the problems of financial mathematics. 

The aim of this thesis is to study the asymptotic behavior of solutions of 

stochastic differential equations. 

Different classes of stochastic differential equations are considered in the 

paper. Sufficient conditions have been found under which the solution of a linear 

stochastic differential equation coincides with a deterministic function. For certain 

problems, the trajectories of the solutions were modeled using the Euler–Maruyama 

method and the Milstein method. 

Keywords: stochastic differential equation (SDE), autonomous stochastic 

differential equation, non-autonomous stochastic differential equation, linear 

stochastic differential equation of general form, asymptotic behavior of stochastic 

differential equation, diffusion method, instantaneous method, Euler–Maruyama 

method, Milstein method. 
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Вступ

Свiт, в якому ми живемо надзвичайно складний та непередбачуваний, не де-
термiнований. Нас оточують випадковостi та випадковi подiї.

В силу цього, випадковi процеси вiдiграють важливу роль в економiцi,
фiнансах, теорiї керування, теорiї зв’язку та багатьох iнших областях науки
та життєдiяльностi.

За допомогою диференцiальних рiвнянь вже не одне десятилiття матема-
тики намагаються зобразити процеси i явища, якi нас оточують.

На вiдмiну вiд загальних диференцiальних рiвнянь, розв’язком яких є
функцiя, розв’язком стохастичних диференцiальних рiвнянь є змiнна в часi
випадкова величина (випадковий процес). Тому надзвичайно важливою та
цiкавою є задача знаходження асимптотичних властивостей та збiжностей
траєкторiй розв’язкiв саме стохастичних диференцiальних рiвнянь. Фiзичним
iнтерпретуванням таких властивостей може бути, наприклад, те як поведе
себе капiтал кампанiї ( тобто до якої детермiнованої функцiї будуть збiгатися
траєкторiї) за достатньо великий промiжок часу.

Метою цiєї роботи є дослiдження асимптотичної поведiнки траєкторiй
розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь, якi виникають в задачах
фiнансової математики.

Ми розглянемо та проаналiзуємо результати, отриманi iншими дослiдни-
ками цього питання, та виведемо власнi результати для загального лiнiйного
стохастичного диференцiального рiвняння. Також ми застосуємо отриманi
результати для розв’язування деяких задачi якi виникають у фiнансовiй ма-
тематицi.

Доповненням до аналiтичних результатiв слугуватимуть результати мо-
делювання, отриманi за допомогою чисельних методiв.

Iнколи, в силу складностi задачi, не завжди вдається (або не є рацiо-
нальним) отримати аналiтичний розв’язок рiвняння. У таких випадках стає
доцiльним використання наближених методiв обчислення та чисельного мо-
делювання. Цi методи можуть бути застосованi для вiзуалiзацiї, первинного
аналiзу траєкторiй, побудови чисельних статистичних оцiнок, тощо. Тому,
окрiм аналiтичних методiв аналiзу поведiнки траєкторiй стохастичного ди-
ференцiального рiвняння, нами будуть розглянутi, та програмно реалiзова-
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нi, методи чисельного знаходження розв’язку стохастичних диференцiальних
рiвнянь.

Для цього ми проаналiзуємо основнi методи чисельного знаходження тра-
єкторiй розв’язку СДР, та проведемо порiвняння цих методiв. Покажемо, як
чисельно розв’язувати деякi задачi фiнансової математики, та змоделюємо
асимптотичну поведiнку деяких розв’язкiв, i порiвняємо отриманi чисельнi
результати з аналiтичними.
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Роздiл 1

Теоретичнi вiдомостi

Цей роздiл мiстить основнi означення, та iншi теоретичнi вiдомостi, якi будуть
використанi у подальших роздiлах.

1.1 Вiнерiвський процес. Основнi властивостi
Означення 1.1.1. Гаусовий процес 𝜔(𝑡), 𝑡 ≥ 0 називається вiнерiвським,
якщо

1) 𝐸𝜔(𝑡) = 0, 𝑡 ≥ 0;
2) 𝑐𝑜𝑣(𝜔(𝑠), 𝜔(𝑡)) = 𝑚𝑖𝑛𝑡{𝑠, 𝑡}; 𝑠, 𝑡 ≥ 0.

Властивiсть 1.1.1. Вiнерiвський процес має нормальний розподiл 𝜔(𝑡) ∼
𝑁(0, 𝑡), до того ж 𝜔(0) = 0 майже напевно (м.н.).

Властивiсть 1.1.2. Вiнерiвський процес – це проес з незалежними приро-
стами: для ∀𝑚 ≥ 1 та 0 ≤ 𝑡0 < 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑚 випадковi величини (в.в.)
𝑤 (𝑡0) , 𝑤 (𝑡1)− 𝑤 (𝑡0) , . . . , 𝑤 (𝑡𝑚)− 𝑤 (𝑡𝑚−1) 𝜖 у сукупностi незалежними.

Властивiсть 1.1.3. Однорiднiсть приростiв: в.в. 𝑤(𝑡)−𝑤( s) та 𝑤(𝑣)−𝑤(𝑢)
мають однаковi розподiли для ∀ 𝑡, 𝑠, 𝑢, 𝑣 ≥ 0 таких, що 𝑡−𝑠 = 𝑢−𝑣. Якщо
0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡, то 𝑤(𝑡)− 𝑤(𝑠) ∼ 𝑁(0, 𝑡− 𝑠).

Властивiсть 1.1.4. Траєкторiї вiнерiвського процесу є недиференцiйовни-
ми:

𝑃 (∃𝑡 ≥ 0 така, що 𝑤′(t) iснує ) = 0.

Наведемо приклади зображень траєкторiй вiнерiвського процесу.
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Одна траєкторiя вiнерiвського процесу на 10000 точках.

Три траєкторiї вiнерiвського процесу на 10000 точках.

Теорема 1.1.1. Для ∀𝑡0 ∈ [0; 1]

lim sup
𝑡↓𝑡0

⃒⃒⃒⃒
𝑤(𝑡)− 𝑤 (𝑡0)

𝑡− 𝑡0

⃒⃒⃒⃒
= ∞ м.н. (0.1)

Наслiдок 1.1.1. Похiдна 𝑤′ (𝑡0) не iснує для ∀𝑡0 ∈ [0; 1].

Наслiдок 1.1 випливає з теореми 1.1. Дiйсно, якщо припустити, що похiдна
𝑤′ (𝑡0) iснує ∀ 𝑡0 ∈ [0; 1], то з цього отримали б, що границя

lim
𝑡→𝑡0

𝑤(𝑡, 𝜔)− 𝑤 (𝑡0, 𝜔)

𝑡− 𝑡0

iснує для усiх 𝜔 ∈ 𝐴, де 𝐴 - випадкова подiя додатної ймовiрностi. А це
протирiчить (0.1).

Вiнерiвський процес – це процес з нескiнченноб варiацiєю
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Введемо через Ψ = {0 = 𝑡0 < 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑛−1 < 𝑡𝑛 = 1}− розбиття вiдрiз-
ка [0, 1]. Для розбиття Ψ визначимо квадратичну варiацiю 𝑄 вiнерiвського
процесу 𝑤:

𝑄(𝜔) =
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑤 (𝑡𝑖, 𝜔)− 𝑤 (𝑡𝑖−1, 𝜔))
2 .

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 1.1.2. Нехай {Ψ𝑚}− послiдовнiсть розбиття, для якої

Ψ𝑚 → 0,𝑚 → ∞.

Нехай {𝑄𝑚}− послiдовнiсть вiдповiдних квадратичних варiацiй. Тодi

lim
𝑚→∞

𝑄𝑚 = 1.

Доведення теореми. Оскiльки 𝑤 (𝑡𝑖, 𝜔) − 𝑤 (𝑡𝑖−1, 𝜔) ∈ 𝑁 (0, 𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1), то
𝐸𝑄𝑚 = 1. Нехай 𝛾 - стандартна гаусiвська в.в., тодi 𝐸[𝛾]4 = 3 i в силу
незалежностi приростiв вiнерiвського процесу

var [𝑄𝑚] =
𝑛∑︁

𝑖=1

var
[︁
(w (t𝑖)− w (t𝑖−1))

2
]︁
=

=
𝑛∑︁

𝑖=1

[︁
E [w (t𝑖)− w (t𝑖−1)]

4 − (t𝑖 − t𝑖−1)
2
]︁
= 2

𝑛∑︁
𝑖=1

(t𝑖 − t𝑖−1)
2 ≤

≤ 2 |𝑄𝑚|
𝑛∑︁

𝑖=1

(t𝑖 − t𝑖−1) → 0,

що i потрiбно було довести.
Варiацiя випадкового процесу 𝑉 визначається наступним чином:

𝑉 (𝜔) = sup
Ψ

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑤 (𝑡𝑖, 𝜔)− 𝑤 (𝑡𝑖−1, 𝜔)| ,

Звичайна варiацiя випадкового процесу є необмежена.

Теорема 1.1.3. Iснує випадкова подiя Ω1: 𝑃 (Ω1) = 1 та 𝑉 (𝜔) = ∞ для ∀
𝜔 ∈ Ω1. Це означає необмеженiсть варiацiї процесу на [0, 1] майже напевно.

1.2 Iнтеграл Iто
Нехай вiнерiвський процес 𝑤(𝑡), 𝑡 ∈ [0;𝑇 ] = ∆ задано на {Ω,ℑ, 𝑃}. Нехай
ℜ−𝜎-алгебра борелiвських множин, яку задано на дiйснiй осi. Оберемо 𝑡 ∈ ∆
i задамо 𝜎-алгебру подiй {ℑ𝑡, 𝑡 ≥ 0}, яка породжується {𝑤(𝑠), 𝑠 ≤ 𝑡}.
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Означення 1.2.1. Сукупнiсть подiй ℑ𝑡, яка 𝜖 найменшою 𝜎-алгеброю, що
мiстить усi подiї вигляду {w(s) ∈ ℜ} для ∀ 𝑠 ≤ 𝑡 та ∀ 𝐵 ∈ ℜ називаються
𝜎-алгеброю, що породжуєшься {𝑤(𝑠), 𝑠 ≤ 𝑡}.

Означення 1.2.2. Сукупнiсть 𝜎-алгебр {ℑ𝑡, 𝑡 ≥ 0} називають потоком,
якщо для 𝑡1 < 𝑡2 має мiсце ℑ𝑡1 ⊂ ℑ𝑡2.

Вiдмiтимо, що в ℑ𝑡 мiстяться усi подiї, про реалiзацiю яких можна дiзна-
тись пiд час дослiдження процесу 𝑤(𝑠) на промiжку [0; 𝑡].

Означення 1.2.3. Будемо називати випадкову функцiю {𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ ∆} не-
упередженною вiдносно потоку 𝜎-алгебр {ℑ𝑡, 𝑡 ≥ 0}, якщо для ∀ 𝑡 ∈ ∆ в. в.
𝑓(𝑡)𝜖 ℑ𝑡 є вимiрною (тобто {𝑓(𝑡) ∈ 𝐵} ∈ ℑ𝑡, ∀ 𝐵 ∈ ℜ ).

Стохастичний iнтеграл для простих функцiй.
Визначимо стохастичний iнтеграл по вiнерiвському процесу на iнтервалi

∆ = [0;𝑇 ] для простих функцiй.
Нехай ∆ розбито на промiжки {∆𝑘} , 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 : ∆ =

⋃︀𝑛
𝑘=1∆𝑘, де

∆1 = [𝑡1; 𝑡2], ∆2 = (𝑡2; 𝑡3] , . . . ,∆𝑛 = (𝑡𝑛; 𝑡𝑛+1] .

Означення 1.2.4. Випадкова функцiя 𝑓(𝑡) називається простою, якщо вона
має вигляд:

𝑓(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑥𝑘𝐼∆ℎ
(𝑡), 𝑡 ∈ ∆,

де 𝐼∆ℎ
(𝑡) - iндикатор промiжку ∆𝑘, тобто

𝐼∆ℎ
(𝑡) =

{︂
1, 𝑡 ∈ ∆𝑘

0, 𝑡 /∈ ∆𝑘

до того 𝑥𝑘 - випадковi величини такi, що 𝐸 (𝑥𝑘)
2 = 𝐷𝑘 < ∞.

3 означення випливає, що 𝑓(𝑡) є неупередженною функцiєю, якщо вели-
чина 𝑥𝑘 вимiрною вiдносно ℑ𝑡, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Дiйсно, якщо 𝑡 ∈ ∆𝑘, то 𝑓(𝑡) = 𝑥𝑘
є вимiрною вiдносно ℑ𝑡ℎ, але 𝑡𝑘 < 𝑡 тому ℑ𝑡 ⊆ ℑ𝑡, тобто 𝑓(𝑡) ∈ ℑ𝑡 вимiрною.

Означення 1.2.5. Стохастичним iнтегралом вiд простої функцiї 𝑓(𝑡) по
𝑤(𝑡), 𝑡 ∈ ∆ називається:

I(f) =

∫︁
∆

𝑓(𝑡)d𝑤(t) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑥𝑘∆𝑤𝑘,

де ∆𝑤𝑘 = 𝑤 (𝑡𝑘+1)− 𝑤 (𝑡𝑘)− прирiст процесу 𝑤(𝑡) на промiжку ∆𝑘.
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Властивостi iнтеграла Imо.

Властивiсть 1.2.1. Лiнiйнiсть. Для ∀ 𝛼1, 𝛼2 ∈ R :

𝐼 (𝛼1𝑓1 + 𝛼2𝑓2) = 𝛼1𝐼 (𝑓1) + 𝛼2𝐼 (𝑓2) .

Дiйсно, якщо 𝑓1(𝑡), 𝑓2(𝑡)− простi випадковi функцiї, до того ж вимiрнi вiд-
носно ℑ𝑡, то таку ж властивiсть має i 𝑓(𝑡) = 𝛼1𝑓1(𝑡) + 𝛼2𝑓2(𝑡), тобто
𝑓(𝑡)− проста функцiя.

Властивiсть 1.2.2. 𝐸(I(f)) = 0.

Дiйсно, в силу лiнiйностi математичного сподiвання

𝐸(I(f)) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐸 (𝑥𝑘∆𝑤𝑘) .

Але в силу того, що ∆𝑤𝑘 не залежить вiд ℑ𝑘 за властивiстю незалежностi
приростiв вiнерiвського процесу E(𝑤(t)) = 0 та 𝑥𝑘 вiмiрна вiдносно ℑ𝑘 маємо

𝐸 (𝑥𝑘∆𝑤𝑘) = E (E (𝑥𝑘∆𝑤𝑘 | ℑ𝑘)) = E (𝑥𝑘E (∆𝑤𝑘 | ℑ𝑘)) =

= E (𝑥𝑘) E (∆𝑤𝑘) = 0.

Властивiсть 1.2.3.

𝐸(I(𝑓))2 =

∫︁
∆

𝐸(|𝑓(𝑡)|)2𝑑𝑡 < ∞.

Дiйсно

𝐸 (𝑥𝑘∆𝑤𝑘)
2 = E (𝑥𝑘)

2𝐸 (∆𝑤𝑘)
2 = 𝐷𝑘 (t𝑘+1 − 𝑡𝑘) .

Якщо 𝑘 < 𝑙, то 𝐸 (𝑥𝑘∆𝑤𝑘) = E (𝑥𝑘∆𝑤𝑘𝑓𝑙∆𝑤𝑙) = E (𝑥𝑘∆𝑤𝑘𝑓𝑙) E (∆𝑤𝑙) = 0, що
також вiрно i для 𝑘 > 𝑙.

Отже,

𝐸(I(𝑓))2 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐷𝑘 (t𝑘+1 − 𝑡𝑘) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐸 (𝑥𝑘)
2 (t𝑘+1 − 𝑡𝑘) =

∫︁
∆

𝐸(|𝑓(𝑡)|)2𝑑𝑡.

Тобто властивiсть 3 виконується.

Побудова стохастичного iнтегралу для неперервних функцiй.
Для побудови стохастичного iнтегралу вiд бiльш розширеного класу фун-

кцiй розглянемо наступне твердження.
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Теорема 1.2.1. Нехай функцiя 𝑓(𝑡) є неперервною у середньому квадрати-
чному, тодi:
1. Якщо 𝑓(𝑡)− неупереджена функцiя, то знайдеться послiдовнiсть про-
стих {𝑓𝑛(𝑡)} така, що∫︁

∆

𝐸
(︁
|𝑓(𝑡)− 𝑓𝑛(t)|2

)︁
𝑑𝑡 → 0 при 𝑛 → ∞.

2. Має мiсце збiжнiсть у середньому квадратичному послiдовностi стоха-
стичних iнтегралiв 𝐼 (f𝑛) :

𝐼 (𝑓𝑛) → 𝐼(𝑓) с.к. при 𝑛 → ∞.

Тепер можемо визначити стохастичний iнтеграл вiд функцiї 𝑓(𝑡).

Означення 1.2.6. Випадкова величина

I(f) =

∫︁
∆

𝑓(𝑡)d𝑤(t) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑥𝑘∆𝑤𝑘,

називають стохастичним iнтегралом Iто вiд випадкової функцiї 𝑓(𝑡).

Сформулюємо теорему про iснування стохастичного iнтегралу.

Теорема 1.2.2. Якщо {𝑓(𝑡), t ∈ ∆} − 𝜖 функцiєю неперервною у середньому
квадратичному, яку задано на скiнченому промiжку ∆ = [0;𝑇 ] i вимiрна
вiдносно потоку 𝜎 алгебр {ℑ𝑡, 𝑡 ≥ 0}, де ℑ𝑡 = 𝜎{𝑤(𝑠), 𝑠 ∈ [0, 𝑡]}, то стоха-
стичний iнтеграл I(f) =

∫︀
∆ 𝑓(𝑡)d𝑤(t) iснуе та має властивостi 1-3.

Приклад. Переконаємось, що∫︁ 𝑇

0

𝑤(𝑡)𝑑𝑤(𝑡) =
1

2

(︀
𝑤2(𝑇 )− 𝑇

)︀
.

Нагадаємо, що ∆𝑤𝑘 має розподiл 𝑁(0;ℎ), тому 𝐸 (∆𝑤𝑘)
2 = ℎ, а 𝐸 (|∆𝑤𝑘|)4 =

3𝐸2
(︁
|∆𝑤𝑘|2

)︁
= 3ℎ2, до того ж ℎ = 𝑇

𝑛 → 0 при 𝑛 → ∞. Визначимо 𝑘-й член
в iнтегральнiй сумi.

𝑤 (t𝑘)∆𝑤𝑘 =
1

2

(︀
𝑤2 (t𝑘+1)− 𝑤2 (t𝑘)

)︀
− 1

2
(∆𝑤𝑘)

2 .
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Для 𝐼𝑛(𝑤) отримаємо

𝐼𝑛(𝑤) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑤 (𝑡𝑘)∆.𝑤𝑘 =
1

2

(︀
𝑤2(𝑇 )− 𝑤2(0)

)︀
− 1

2

𝑛∑︁
𝑘=1

(∆𝑤𝑘)
2 ,

𝐸

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

(∆𝑤𝑘)
2

)︃
=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐸 (∆𝑤𝑘)
2 = 𝑛ℎ = 𝑇.

𝐷

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

(∆𝑤𝑘)
2

)︃
=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐷 (∆𝑤𝑘)
2 = 𝑛2ℎ2 =

2𝑇 2

𝑛
→ 0 при 𝑛 → ∞.

Таким чином, ряд
∑︀𝑛

𝑘=1 (∆𝑤𝑘)
2 збiгається до 𝑇 в середньому квадратичному

при 𝑛 → ∞, звiдки в силу 𝑤(0) = 0 маємо

𝐼𝑛(𝑤) →
1

2

(︀
𝑤2(𝑇 )− 𝑇

)︀
в середньому квадратичному при 𝑛 → ∞

Що i потрiбно було довести.

1.3 Стохастичне диференцiальне рiвняння
Визначення стохастичного iнтегралу Iто розглянути клас диференцiальних
систем з випадковими збуреннями.

Нехай 𝑋(𝑡) ∈ R𝑛, 𝑎(𝑡, 𝑥) ∈ R𝑛, 𝜎(𝑡, 𝑥) ∈ R𝑛×𝑚− матрична функцiя розмiр-
ностi 𝑛×𝑚,𝑤(𝑡) ∈ R𝑚 вiнерiвський процес, 𝑣 ∈ R𝑛− початкова умова.

Означення 1.3.1. Випадкова функцiя 𝑋(𝑡) є розв’язком стохастичного ди-
ференцiального рiвняння

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑡,𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎(𝑡,𝑋(𝑡))𝑑𝑤(𝑡)

на промiжку ∆ = [0, 𝑇 ] з початковою умовою 𝑋(0) = 𝑣, якщо її можна
представити у виглядi

𝑋(𝑡) = 𝑣 +

∫︁ 𝑡

0

𝑎(𝜏,𝑋(𝜏))𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0

𝜎(𝜏,𝑋(𝜏))𝑑𝑤(𝜏)

Формула Iто.

Теорема 1.3.1. Нехай функцiя 𝑓 = 𝑓(𝑡, 𝑥) неперервно диференцiйовною по 𝑡,
двiчi неперервно диференцiйовною по змiннiй 𝑥

(︀
𝑓 = 𝑓(𝑡, 𝑥) ∈ C1,2([0, T]× R)

)︀
.

Припустимо, що

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎(𝑋(𝑡))𝑑𝑤(𝑡), 𝑡 ∈ [0;𝑇 ].
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Тодi

𝑑𝑓(𝑡,𝑋(𝑡)) = 𝑓 ′
𝑡(𝑡,𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑓 ′

𝑥(𝑡,𝑋(𝑡))𝑑𝑋(𝑡) +
1

2
𝑓 ′′
𝑥𝑥(𝑡,𝑋(𝑡))𝜎2(𝑡)𝑑𝑡.

Можна сказати, що формулу Iто можна записати, як формулу Тейлора
до другого члена:

𝑑𝑓(𝑡,𝑋(𝑡)) = 𝑓 ′
𝑡(𝑡,𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑓 ′

𝑥(𝑡,𝑋(𝑡))𝑑𝑋(𝑡)+

+
1

2

(︀
𝑓 ′′
𝑥𝑥(𝑡,X(𝑡))(𝑑𝑡)

2 + 2𝑓 ′′
𝑥𝑥(𝑡,X(𝑡))𝑑𝑡𝑑𝑋(𝑡) + 𝑓 ′′

𝑥𝑥(𝑡,X(𝑡))(𝑑𝑋(𝑡))2
)︀
,

де використовується наступне правило множення диференцiалiв:

× 𝑑𝑡 𝑑𝑤(𝑡)
𝑑𝑡 0 0
𝑑𝑤(𝑡) 0 𝑑𝑡

Наприклад, нехай 𝑑𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎(𝑋(𝑡))𝑑𝑤(𝑡)

(𝑑𝑋(𝑡))2 = (𝑑𝑋(𝑡))(𝑑𝑋(𝑡)) =

(𝑎(𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎(𝑋(𝑡))𝑑𝑤(𝑡))(𝑎(𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎(𝑋(𝑡))𝑑𝑤(𝑡)) =

𝑎2(𝑋(𝑡))(𝑑𝑡)2 + 2𝑎(𝑋(𝑡))𝜎(𝑋(𝑡))𝑑𝑡𝑑𝑤(𝑡) + 𝜎2(𝑡)(𝑑𝑤(𝑡))2 = 𝜎2(𝑡)𝑑𝑡.

Випадковi процеси у задачах фiнансової математики.
Стохастичнi диференцiальнi рiвняння ефективно моделють випадковий

процес. Вони є основним iнструментом для дослiдження у багатьох галузях
таких, як: страхова та фiнансова математика, економiка, теорiя управлiння
тощо. На теперiшнiй час наближенi аналiтичнi i асимптотичнi методи дослi-
дження математичних моделей стали невiд’ ємною частиною теорii матема-
тичного моделювання, що дозволяє вивчати приблизнi розв’язки достатньо
складних збурених задач, якшо вiдомi розв’язки детермiнованих задач.

Зокрема, збуренi динамiчнi системи часто мають економiчну iнтерпрета-
цiю, шо дiйсно робить дослiдження розв’язкiв особливо цiкавим для фахiвцiв
економiчної галузi. Розглянемо деякi особливо помiтнi динамiчнi системи.

Модель росту вiдсоткової ставки.

𝑑𝑋(𝑡) = 𝛼𝑋(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜎𝑋(𝑡)𝑑𝑤(𝑡),

Розв’язок такого рiвняння має вигляд

𝑋(𝑡) = 𝑋(0)𝑒(𝛼−
1
2𝜎

2)𝑡+𝜎𝑤(𝑡).
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Процес Орнштейна–Уленбека
Модель Орнштейна–Уленбека задеється наступним СДР

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑎 (𝛽 −𝑋(𝑡)) 𝑑𝑡+ 𝜎𝑑𝑤(𝑡),

де 𝑎 > 0, 𝜎 > 0, 𝛽 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.
Знайдемо розв’зок цього рiвняння. Для цього випишемо диференцiал про-

цесу:
𝑓 (𝑋(𝑡), 𝑡) = 𝑋(𝑡)𝑒𝑎𝑡

тодi ми будемо мати

𝑑𝑓 (𝑋(𝑡), 𝑡) = 𝑎𝑋(𝑡)𝑒𝑎𝑡𝑑𝑡+ 𝑒𝑎𝑡𝑑𝑋(𝑡) =

= 𝑒𝑎𝑡𝑎𝛽𝑑𝑡+ 𝜎𝑒𝑎𝑡𝑑𝑤(𝑡).

З попередньої рiвностi отримаємо наступне спiввiдношення

𝑋(𝑡)𝑒𝑎𝑡 = 𝑋(0) +

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝑎𝑠𝑎𝛽𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

0

𝜎𝑒𝑎𝑠𝑑𝑤(𝑠).

Звiдки випливає, що розв’зком нашого СДР є процес

𝑋(𝑡) = 𝑋(0)𝑒−𝑎𝑡 + 𝛽
(︀
1− 𝑒−𝑎𝑡

)︀
+ 𝜎

∫︁ 𝑡

0

𝑒−𝑎(𝑡−𝑠)𝑑𝑤(𝑠).

Або, в iншiй формi запису матимемо

𝑋(𝑡) = 𝑋(0)𝑒−𝑎𝑡 + 𝛽
(︀
1− 𝑒−𝑎𝑡

)︀
+

𝜎√
2𝑎

𝑤(1− 𝑒−2𝑎𝑡).

Як можна побачити, наш процес є гаусовим, а отже задається математи-
чним сподiванням та коварiацiйною функцiєю.

E (𝑋(𝑡)) = 𝑋(0)𝑒−𝑎𝑡 + 𝛽
(︀
1− 𝑒−𝑎𝑡

)︀
cov (𝑋(𝑠), 𝑋(𝑡)) = E [(𝑋(𝑠)− E [𝑋(𝑠)]) (𝑋(𝑡)− E [𝑋(𝑡)])] =

= E

[︂∫︁ 𝑠

0

𝜎𝑒𝑎(𝑢−𝑠)𝑑𝑤(𝑢)

∫︁ 𝑡

0

𝜎𝑒𝑎(𝑣−𝑡)𝑑𝑤(𝑣)

]︂
=

= 𝜎2𝑒−𝑎(𝑠+𝑡)E

[︂∫︁ 𝑠

0

𝑒𝑎𝑢𝑑𝑤(𝑢)

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝑎𝑣𝑑𝑤(𝑣)

]︂
=

=
𝜎2

2𝑎
𝑒−𝑎(𝑠+𝑡)

(︁
𝑒2𝑎min(𝑠,𝑡) − 1

)︁
=

=
𝜎2

2𝑎

(︁
𝑒−𝑎|𝑡−𝑠| − 𝑒−𝑎(𝑡+𝑠)

)︁
.
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Модель О. Васiчека.
Модель О. Васiчека - це модель, що описує вiдсоткову ставку та її змiну

з часом. Ця модель задається наступним С.Д.Р

𝑑𝑋(𝑡) = 𝛼(𝛽 −𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎𝑑𝑤(𝑡),

де 𝛽 - середнiй (довгостроковий) рiвень вiдсоткової ставки, 𝜎 - параметр
волатильностi,𝑤 - вiнерiвський процес, а 𝛼 параметр, шо характеризує швид-
кiсть повернення до середнього значення.

Розв’язком цiєї моделi є наступний вопадковий процес:

𝑋(𝑡) = 𝑋(0)𝑒−𝛼𝑡 + 𝑏
(︀
1− 𝑒−𝛼𝑡

)︀
+ 𝜎𝑒−𝛼𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝑎𝑠𝑑𝑊𝑠.

Математичне сподiвання розв’язку:

E [𝑋(𝑡)] = 𝑋(0)𝑒−𝛼𝑡 + 𝑏
(︀
1− 𝑒−𝛼𝑡

)︀
Дисперсiя розв’язку

Var [𝑋(𝑡)] =
𝜎2

2𝑎

(︀
1− 𝑒−2𝑎𝑡

)︀
.

Вiдповiдно, гранична поведiнка для математичного сподiвання

lim
𝑡→∞

E [𝑋(𝑡)] = 𝑏,

та для дисперсiї

lim
𝑡→∞

Var [𝑋(𝑡)] =
𝜎2

2𝑎
.

Модель Кокса-Iнгерсолла-Росса
У 1985 роцi Дж. К. Коксом, Дж. Е. Iнгерсоллом i С. А. Россом була пред-

ставлена моедль Кокса-Iнгерсолла-Росса (модель CIR). Ця модель позицiю-
валася як альтернатива моделi О. Васiченка. Модель CIR описана наступним
СДР

𝑑𝑋(𝑡) = 𝛼(𝑐−𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎
√︀
𝑋(𝑡)𝑑𝑤(𝑡),

де 𝑋(𝑡) > 0, 2𝛼𝑐 ≥ 𝛽2, 𝑤(𝑡), 𝑡 ≥ 0 – це вiнерiвський процес, 𝛼 – середня
швидкiсть реверсiї, 𝑐 – довгострокове середнє, а 𝜎 – коефiцiєнт волатильностi.

Розв’язком цього СДР є процес

𝑋(𝑡) = 𝑋(𝑠) +

∫︁ 𝑡

𝑠

𝛼 (𝑐−𝑋(𝑢)) 𝑑𝑢+ 𝜎

∫︁ 𝑡

𝑠

√︀
𝑋(𝑢)𝑑𝑊 (𝑢), 𝑠 < 𝑡.

20



Для цього процесу

𝐸 [𝑋(𝑡) | 𝑋(𝑠)] = 𝑋(𝑠) +

∫︁ 𝑡

𝑠

𝛼 (𝑐− 𝐸 [𝑋(𝑢) | 𝑋(𝑠)]) 𝑑𝑢, 𝑠 < 𝑡

це означає, що з 𝑚𝑡 = 𝐸 [𝑋(𝑡) | 𝑋(𝑠)],

𝑑

𝑑𝑡
𝑚𝑡 = 𝛼 (𝑐−𝑚𝑡) , 𝑠 < 𝑡

з розв’язком

E [𝑋(𝑡) | 𝑋(𝑠)] = 𝑚𝑡 = 𝑋(𝑠)𝑒−𝛼(𝑡−𝑠) + 𝑐
(︁
1− 𝑒−𝛼(𝑡−𝑠)

)︁
, 𝑠 < 𝑡.

Аналогiчно можна показати, що

Var [𝑋(𝑡) | 𝑋(𝑠)] =
𝑋(𝑠)𝜎2

𝛼

(︁
𝑒−𝛼(𝑡−𝑠) − 𝑒−2𝛼(𝑡−𝑠)

)︁
+

𝑐𝜎2

2𝛼

(︁
1− 𝑒−𝛼(𝑡−𝑠)

)︁2
.

Модель Д. Халла - А. Уайта.
У (1990) Халл i Уайт демонструють свою модель, що розширює модель

вiдсоткової ставки (без арбiтражу) О. Васiчека.
Модель Д. Халла - А. Уайта. широко використовується серед практикiв i

в основному використовується для моделювання майбутнiх коротких ставок
або коефiцiєнтiв дисконту, з яких ми можемо розрахувати форварднi став-
ки, грошовi потоки i теперiшню вартiсть похiдних цiнних пеперiв interest rate
derivative (IRD). Також, цю модель використовують для зображення i дискон-
тування страхових полiсiв (тобто для моделювання цiноутворення страхових
зобов’язань), що мають характеристики опцiонiв (цiноутворення, узгоджене
з ринком).

Ця модель задаєтся наступним рiвнянням:

𝑑𝑋(𝑡) = (𝑐(𝑡)− 𝑎(𝑡)𝑋(𝑡)) 𝑑𝑡+ 𝜑(𝑡)𝑑𝑤(𝑡).

Параметр 𝑎(𝑡) задає середню швидкiсть реверсiї, 𝜑(𝑡) — миттєву вола-
тильнiсть, 𝑤(𝑡) – вiнерiвський процес, а 𝑐(𝑡) – змiнний у часi дрейф.

Коли 𝛼, 𝑐 i 𝜑 константы розв’язок цього СДР набуде вигляду

𝑋(𝑡) = 𝑒−𝛼𝑡𝑋(0) +
𝑐

𝛼

(︀
1− 𝑒−𝛼𝑡

)︀
+ 𝜑𝑒−𝛼𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝛼𝑢𝑑𝑤(𝑢),

що можна записати, як

𝑋(𝑡) ∼ 𝒩
(︂
𝑒−𝛼𝑡𝑋(0) +

𝑐

𝛼

(︀
1− 𝑒−𝛼𝑡

)︀
,
𝜑2

2𝛼

(︀
1− 𝑒−2𝛼𝑡

)︀)︂
.
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Коли 𝑐(𝑡) залежить вiд часу, процес, що є розв’язком цього СДР, матиме
вигляд

𝑋(𝑡) = 𝑒−𝛼𝑡𝑋(0) +

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝛼(𝑠−𝑡)𝑐(𝑠)𝑑𝑠+ 𝜑𝑒− 𝑎𝑙𝑝ℎ𝑎𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝛼𝑢𝑑𝑊 (𝑢),

що можна записати як

𝑋(𝑡) ∼ 𝒩
(︂
𝑒−𝛼𝑡𝑋(0) +

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝛼(𝑠−𝑡)𝑐(𝑠)𝑑𝑠,
𝜑2

2𝛼

(︀
1− 𝑒−2𝛼𝑡

)︀)︂
.

Зауважимо, шо у реальному життi моделi, в яких параметри 𝑎, 𝑐, 𝜑 є кон-
стантами, зустрiчаються не часто, оскiльки iз змiною часу умов на ринку
змiнюються i волатильнiсть, i середнiй рiвень довгострокової ставки, i швид-
кiсть повернення до середнього значення.

Розглянемо декiлька основних задач фiнансової математики.

Задача про оптнмальну зупинку.
Припустимо, що деяка фiнансова установа має певнi активи (нерухомiсть,

акцiї, нафта тощо), якi керiвник планує продати. Цiна 𝑋(𝑡) активiв на фiнан-
совому ринку у момент часу 𝑡 змiнюється за наступним законом

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑟𝑋(𝑡)𝑑𝑡+ 𝛼𝑋(𝑡)𝑑𝑤(𝑡).

Є вiдомою вiдсоткова ставка угоди. Виникає питання: у який момент часу
продаж активiв буде найкращим? Припускається, що продавець знає пове-
дiнку цiни до теперiшнього моменту часу 𝑡, але через випадковi зовнiшнi
фактори, вiн не може бути впевненим в моментi продажу, чи виявиться йо-
го вибiр часу найкрашим. Отже, потрiбно знайти стратегiю зупинки, яка дає
найкращий результат в майбутньому, тобто макснмiзує очiкувану вигоду про-
давця.

Задача про оптнмальний вибiр портфелю
Припускаємо, що є двi наступнi можпивостi для iнвестицiй.
- Ризиковi активи 𝑋 (наприклад акцii), коли цiна активу моделюється за

допомогою диференцiального рiвняння з випадковими збуреннями

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑟𝑋(𝑡)𝑑𝑡+ 𝛼𝑋(𝑡)𝑑𝑤(𝑡).

- Безризикове iнвестування 𝑔 (наприклад бони), коли цiна активу росте зi
швидкiстю експоненти:

𝑑𝑔(𝑡) = 𝑏𝑔(𝑡)𝑑𝑡.
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У кожний момент часу 𝑡 робимо вибiр, яку частину 𝑢𝑡 заощаджень 𝑋(𝑡)
помiстити до ризикових iнвестицiй, а яку частину (1− 𝑢𝑡)𝑋(𝑡) помiстити до
безризикових, тобто max0≤𝑡≤1𝐸[𝑈(X(T))], 𝑇 - кiнцевий час.

Модель Блека-Шоулза.
Нехай 𝑔(t)− банкiвський рахунок

𝑑𝑔(𝑡) = 𝑟𝑔(𝑡)𝑑𝑡, 𝐵 (𝑡0) = 1

цiна акцiї 𝑋 задовольняє наступне рiвняння:

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑟(𝑡)𝑋(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜎𝑋(𝑡)𝑑𝑤(𝑡), 𝑋 (𝑡0) = 𝑎 > 0.

Модель Блека-Шоулза використовується для оцiнки рiзних цiнних паперiв
i власного капiталу бiзнес-структур, що залучають позиковi кошти з метою
фiнансування своєї дiяльностi. Формула має на увазi наявнiсть ключового
елемента визначення опцiонної вартостi. Iм є приблизна волатильнiсть (по-
казник мiнливостi цiни) акцiй.

Низку iнших важливих для фiнансового свiту стохастичних диференцi-
альних рiвнянь можна знайти у роботi Б. Оксендаля [17].
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Роздiл 2

Асимптотична поведiнка
розв’язкiв стохастичних
диференiальних рiвнянь

Однiєю з важливих задач теорiї випадкових процесiв є вивчення властиво-
стей розв’язкiв стохастичних диференцiальних. Особливу увагу математики
придiляють асимптотичним властивостям розв’язкiв при 𝑡 → ∞. Такi задачи
вивчали Гiхман Й.I., Скороход А.В. [19], Хасьмiнський Р.З. [22], Г. Маккiна
[20], Н. Iкеди та С. Ватанабе [18], М. Метiвьє [12] та багато iнших. За деяких
умов розв’язки збурених систем можуть зберiгати асимптотичнi властивостi
траєкторiй вiдповiдних граничних автономних систем. Але загалом це не так:
поведiнка збуреної та незбуреної траєкторiй може суттєво вiдрiзнятися. Так,
Гiхман Й.I., Скороход А.В. [19] вивчали асимптотичну поведiнку розв’язку
автономного рiвняння збуреного за допомогою вiнерiвського процесу:

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎(𝑋(𝑡))𝑑𝑤(𝑡), 𝑡 ≥ 0,

де 𝑤 – стандартний вiнерiвський процес, 𝑎, 𝜎 - неперервнi функцiї. Гiхман
Й.I., Скороход А.В. дослiджували асимптотику розв’язку стохастичного ди-
ференцiальног рiвняння за допомогою звичайного диференцiального рiвнян-
ня з вiдокремлювальними змiнними. Тобто, було знайдено умови, за яких ви-
падковий шум майже не впливає на швидкiсть зростання розв’язку 𝑋 збуре-
ної системи. Умови асимптотичної еквiвалентностi розв’язкiв стохастичного
диференцiального рiвняння та звичайного диференцiального рiвняння пред-
ставлено в роботi Г. Келлера, Г. Керстiнга та У. Рослера [7]. Пiзнiше в роботах
[6],[8] було знайдено точний порядок зростання для рiвняння

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑋(𝑡))𝜑(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜎(𝑋(𝑡))𝜃(𝑡)𝑑𝑤(𝑡), 𝑡 ≥ 0.

24



2.1 Асимптотична поведiнка неавтономних та
автономних стохастичних диференцiальних
рiвнянь

Розглянемо автономне стохастичне диференцiальне рiвняння.
В роботi Гiхман Й.I та Скорохода А.В. [19] були наведенi наступнi резуль-

тати.
Розглянемо рiвняння вигляду

𝑑𝜉(𝑡) = 𝑎(𝜉(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎(𝜉(𝑡))𝑑𝑤(𝑡). (2.1)

Вiдмiтимо, що коафiцiєнти 𝛼 та 𝜎 не залежать напряму вiд часу 𝑡.
Спробуємо знайти таку функцiю 𝜙(𝑡), щоб

𝑃

{︂
lim
𝑡→∞

𝜉(𝑡)

𝜙(𝑡)
= 1

}︂
= 1. (2.2)

Функцiю 𝜙(𝑡) називають точним порядком зростання функцiї 𝜉(𝑡) при
𝑡 → ∞.

Теорема 2.1.1. Нехай 𝜉(𝑡) є розв’язком рiвняння (2.1), а його коафiцiєнти
задовольняють умовам

1) lim𝑥→+∞ 𝑎(𝑥) = 𝑎0 > 0;
2) 𝜎(𝑥) дадатня обмежена функцiя;
3) коафiцiєнти 𝑎(𝑥) та 𝜎(𝑥) такi, що

𝑃
{︁
lim
𝑡→∞

𝜉(𝑡) = +∞
}︁
= 1.

Тодi
𝑃

{︂
lim
𝑡→∞

𝜉(𝑡)

𝑎0𝑡
= 1

}︂
= 1

Розглянемо теорему про iснування точного порядку росту.

Теорема 2.1.2. Нехай 𝜉(𝑡) є розв’язком (2), i виконуються наступнi умови:
1) a (x) и 𝜎(𝑥) такi, що 𝑃 {lim𝑡→∞ 𝜉(𝑡) = +∞} = 1;
2) iснує зростаюча, двiчi неперервна функцiя 𝑓(𝑥), така, що 𝑓(𝑥) →

+∞ 𝑛𝑝𝑢 𝑥 → +∞,lim𝑥→+∞
[︀
𝑎(𝑥)𝑓 ′(𝑥) + 1

2𝑓
′′(𝑥)𝜎2(𝑥)

]︀
= 𝐶 > 0 та 𝑓 ′(𝑥)𝜎(𝑥)

обмежено.
Тодi

𝑃

{︂
lim
𝑡→∞

𝑓(𝜉(𝑡))

𝑡
= 𝐶

}︂
= 1.
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Доведення. Нехай 𝜙(𝑥) - обернена до 𝑓 функцiя.
Покладемо 𝜂(𝑡) = 𝑓(𝜉(𝑡)). Не важко побачити, що 𝑃 {lim𝑡→∞ 𝜂(𝑡) = +∞} =

1.
Далi, 𝜂(𝑡) задовiльняє спiввiдношенню 𝑑𝜂(𝑡) = 𝑎̄(𝜂(𝑡))𝑑𝑡+ 𝜎̄(𝜂(𝑡))𝑑𝑤(𝑡) де

𝑎̄(𝑥) = 𝑎(𝜙(𝑥))𝑓 ′(𝜙(𝑥)) +
1

2
𝜎(𝜙(𝑥))𝑓 ′′(𝜙(𝑥)),

𝜎(𝑥) = 𝜎(𝜙(𝑥))𝑓 ′(𝜙(𝑥)).

З умови теореми слiдує, що lim𝑥→+∞ 𝑎̄(𝑥) = 𝐶 > 0, 𝜎̄(𝑥) обмежена. Тому,
на пiдставi теореми 2.1.1

𝑃

{︂
lim
𝑡→∞

𝜂(𝑡)

𝐶𝑡
= 1

}︂
= 1.

Оскiльки 𝜂(𝑡) = 𝑓(𝜉(𝑡)) - теорему доведено.

Зауваження1. Можна взяти наступнi умови для 𝑓 , щоб виконувалися твер-
дження теореми:

1) lim𝑥→+∞ 𝑎(𝑥)𝑓 ′(𝑥) = 𝐶 > 0;
2)lim𝑥→+∞ 𝑓 ′′(𝑥)𝜎2(𝑥) = 0;
3) 𝑓 ′(𝑥)𝜎(𝑥) - обмежена функцiя.

Наслiдок.
Нехай 𝑎(𝑥) ∼ 𝐶𝑥𝛼 коли 𝑥 → +∞, 0 < 𝛼 < 1, 𝐶 > 0. Покладемо 𝑓(𝑥) =

𝑥1−𝛼 для достатньо великих 𝑥. Тодi 𝑓 ′(𝑥) = (1 − 𝛼)𝑥 − 𝛼, 𝑓 ′′(𝑥) = −𝛼(1 −
𝛼)𝑥−1−𝛼.

Оскiльки 𝑓 ′(𝑥)𝑎(𝑥) → → 𝐶(1− 𝛼), то

𝑃

{︂
lim
𝑡→∞

𝜉(𝑡)1−𝛼

𝑡
= 𝐶(1− 𝛼)

}︂
= 1,

якщо тiльки lim𝑥→∞
𝜎2(𝑥)
𝑥1+𝛼 = 0 та lim𝑥→∞

𝜎(𝑥)
𝑥𝛼 = 0.

Звiдси, якщо виконанi всi умови, маємо

𝑃

{︂
lim
𝑡→∞

𝜉(𝑡)
1

𝑡1−𝛼

= [𝐶(1− 𝛼)]
1

1−𝛼

}︂
= 1.

Дослiдимо асимптотичну поведiнку неавтономного стохастичного дифе-
ренцiального рiвняння, дляц ього розглянемо наступне рiвняння вигляду.

𝑑𝜂(𝑡) = 𝑔(𝜂(𝑡))𝜙(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜎(𝜂(𝑡))𝜃(𝑡)𝑑𝑣(𝑡), 𝑡 ≥ 0; 𝜂(0) ≡ 𝑏, 𝑏 > 0, (2.3)
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де 𝑤- стандартний вiнерiв процес; 𝑏 - додатна константа. Припустнмо, що
𝜙 =

(︀
𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ R1

+

)︀
та 𝜃 =

(︀
𝜃(𝑡), 𝑡 ∈ R1

+

)︀
− дiйснi функцiї, i вони є неперервнi,

𝑔 =
(︀
𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ R1

)︀
та 𝜎 =

(︀
𝜎(𝑥), 𝑥 ∈ R1

)︀
− неперервнi додатнi функцiї такi,

що (2.3) має неперервншй розв’язок 𝜂.
Покладемо 𝜇 =

(︀
𝜇(𝑥), 𝑥 ∈ R1

)︀
− неперервннй розв’язок звичайного дифе-

ренцiального рiвняння

𝑑𝜇(𝑡) = 𝑔(𝜇(𝑡))𝜙(𝑡)𝑑𝑡, 𝑡 ≥ 0;𝜇(0) = 𝑏, 𝑏 > 0, (2.4)

яке вiдповiдає рiвнянню (0.3) при 𝜎 ≡ 0, тобто
Нехай функцiї 𝑔 та 𝜙 такi, що iснує неперервний розв’язок 𝜇. Також, нехай

𝑔 та 𝜙 такi, що виконується умова lim𝑡→∞ 𝜇(𝑡) = ∞.
Поклавши 𝑡 ≥ 0, позначимо

Φ(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝜙(𝑢)𝑑𝑢 𝑖 Φ+(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

|𝜙(𝑢)|𝑑𝑢

та припустимо, що справедливi наступнi умови

Φ(𝑡) > 0, 𝑡 > 0; (2.5)

lim
𝑡→∞

Φ(𝑡) = ∞, (2.6)

lim sup
𝑡→∞

Φ+(𝑡)

Φ(𝑡)
< ∞, (2.7)

lim
𝑥→∞

𝐺(𝑥) = lim
𝑥→∞

∫︁ 𝑥

𝑏

𝑑𝑠

𝑔(𝑠)
= ∞. (2.8)

Теорема 2.1.3. Припустимо, що 𝜙 та 𝜃 - неперервнi функцї, та 𝑔 i 𝜎 - до-
датнi неперервнi функцiї, для яких (2.3) має неперервний розв’язок 𝜂. Нехай
умови (2.5) - (2.8) виконуються. Нехай

∞∑︁
𝑘=0

∫︀ 2𝑘+1

0 𝜃2(𝑠)𝑑𝑠

Φ2
+ (2𝑘)

< ∞ (2.9)

i виконуються наступнi умови:
a) 𝜎

𝑔 - обмежена функцiя;
б) 𝑔 - неперервно диферениiйована функиiя, та

lim
𝑡→∞

∫︀ 𝑡

0 |𝑔
′(𝜂(𝑠))| 𝜃2(𝑠)𝑑𝑠
Φ+(𝑡)

= 0 м. н. на множинi
{︁
lim
𝑡→∞

𝜂(𝑡) = ∞
}︁
. (2.10)
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Todi справедливе наступне

lim
𝑡→∞

𝐺(𝜂(𝑡))

Φ(𝑡)
= 1 м.н. на множинi

{︁
lim
𝑡→∞

𝜂(𝑡) = ∞
}︁

.

В умовi (2.10) мiститься незруче для перевiрки обмеження на розв’язок 𝜂
рiвняння (2.3).

Запропонуємо достатнi умови, якi є бiльш зручними для перевiркн, та не
мiстять в собi 𝜂.

lim
𝑥→∞

𝑔′(𝑥) = 0 та lim sup
𝑡→∞

∫︀ 𝑡

0 𝜃
2(𝑠)𝑑𝑠

Φ+(𝑡)
< ∞

або

lim sup
𝑥→∞

|𝑔′(𝑥)| < ∞ тa lim
𝑡→∞

∫︀ 𝑡

0 𝜃
2(𝑠)𝑑𝑠

Φ+(𝑡)
= 0.

Теорема 2.1.3 є узагальнює результати У. Рослера, Г. Керстинга Г. Келлера
та вiдповiдннi результати Й.I. Гiхмана та А.В. Скорохода, для автономного
СДР

Теорема, що представлена далi, описує достатнi умови для асимптотичної
еквiвалентностi розв’язкiв СДР та ЗДР.

Теорема 2.1.4. Припустимо, що є дiйсними умови теореми 2.1.3, та

lim inf
𝑡→∞

∫︁ 𝑐𝑡

𝑡

𝑑𝑢

𝑔(𝑢)𝐺(𝑢)
> 0 для вcix 𝑐 > 1.

Тодi
lim
𝑡→∞

𝜂(𝑡)

𝜇(𝑡)
= 1 м.н. на множсинi

{︁
lim
𝑡→∞

𝜂(𝑡) = ∞
}︁

,

де 𝜂 розв’язок рiвняння (2.3), а 𝜇 роз’язок рiвняння (2.4).

2.2 Асиптотична поведiнка розв’язкiв лiнiйних
стохастичних диференцiальних рiвнянь за-
гального вигляду

У цьому роздiлi ми розглянемо асимптотичнi властивостi розв’язку лiнiйного
стохастичного дифференцiального рiвняння

𝑑𝑋(𝑡) = (𝛼(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑐(𝑡))𝑑𝑡+ (𝛽(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝜙(𝑡))𝑑𝑤(𝑡) (2.11)
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Зауважимо, що якщо покласти 𝑐(𝑡) = 0 та 𝜙(𝑡) = 0, то отримаємо так
зване однорiдне рiвняння

𝑑𝑋(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑋(𝑡)𝑑𝑡+ 𝛽(𝑡)𝑋(𝑡)𝑑𝑤(𝑡) (2.12)

Рiвняння (2.11) є узагальненням моделi вiдсоткових ставок, що наведенi
у таблицi 1.

Таблиця 1

Моделi СДР
𝑉 𝑎𝑠𝑖𝑐𝑒𝑘 dX(t) = 𝛼(𝛽 − X(t))dt + 𝜎dw(t)
Brenam-Schmate dX(t) = 𝛼(𝛽 − X(t)) + 𝜎X(t)dw(t)
Ornstein–Uhlenbeck dX(t) = a(t)(X(t)− 𝛽(t))dt + dw(t)
Hull–White dX(t) = (a(t)X(t) + c(t)) dt + 𝜙(t)dw(t)
Rendleman–Bartter dX(t) = a(t)X(t)dt + b(t)X(t)dw(t)

Саме однорiднi рiвняння (2.12) використовуются для знаходження розв’язку
рiвняння (2.11) див (приклад Гiхман Й.I., Скороход А.В. [19]).

Для цього спочатку для нового процесу 𝑍(𝑡) = 𝑙𝑛(𝑥), де 𝑋(𝑡) - розв’язок
(2.12) застосовують формулу Iто.

𝑑𝑍(𝑡) =
1

𝑋(𝑡)
𝛼(𝑡)𝑋(𝑡)𝑑𝑡− 1

2

1

𝑋2(𝑡)
𝛽2(𝑡)𝑋2(𝑡)𝑑𝑡+

1

𝑋(𝑡)
𝛽(𝑡)𝑋(𝑡)𝑑𝑤(𝑡),

звiдки

𝑑𝑍(𝑡) = [𝛼(𝑡)− 1

2
𝛽2(𝑡)𝑑𝑡] + 𝛽(𝑡)𝑑𝑤(𝑡),

𝑍(𝑡) = 𝑍(0) +

∫︁ 𝑡

0

[𝑎(𝑠)− 1

2
𝛽2(𝑠)]𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠),

Тодi

𝑋(𝑡) = 𝑋(0)𝑒𝑥𝑝

{︂∫︁ 𝑡

0

[𝑎(𝑠)− 1

2
𝛽2(𝑠)]𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

}︂
. (2.13)

Вiдомо, що остання формула описує розв’язок рiвняння (2.12) до того
моменту, поки цей розв’язок не перетвориться в 0. В силу того, що права
частина (2.13) не перетворюється в нуль при 𝑡 > 0, то (2.13) є представленням
будь-якого розв’язку рiвняння (2.12) при X(t) >0.

При аналогiчних мiркуваннях до - 𝑋(𝑡), при 𝑋(0) < 0 одержуємо справе-
дливiсть (2.13).
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Перейдемо до розв’язку рiвняння (2.11).
Розглянемо процес де 𝑌 (𝑡) = 𝑋0(𝑡)𝑋(𝑡) де

𝑋0(𝑡) = 𝑒𝑥𝑝

{︂
−
∫︁ 𝑡

0

[𝑎(𝑠)− 1

2
𝛽2(𝑠)]𝑑𝑠−

∫︁ 𝑡

0

𝛽(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

}︂
.

Застосуємо формулу Iто до 𝑌 (𝑡). Як результат отримаємо

𝑌 (𝑡) = 𝑌 (0) +

∫︁ 𝑡

0

𝑋0[𝛼(𝑠)− 𝜙(𝑠)𝑏(𝑠)]𝑑𝑠 =

∫︁ 𝑡

0

𝜙(𝑠)𝑋0𝑑𝑤(𝑠).

Пiдставивши 𝑋0 одержимо

𝑋(𝑡) = exp

{︂∫︁ 𝑡

0

[︂
𝑎(𝑠)− 1

2
𝑏2(𝑠)

]︂
𝑑𝑠+

∫︁ 1

0

𝑏(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

}︂
·[︂

𝑋(0) +

∫︁ 𝑡

0

exp

{︂
−
∫︁ 𝑠

0

[︂
𝑎(𝑢)− 1

2
𝑏2(𝑢)

]︂
𝑑𝑢−

∫︁ 𝑠

0

𝑏(𝑢)𝑑𝑤(𝑢)

]︂
·[𝑐(𝑠)− 𝜙(𝑠)𝑏(𝑠)]𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

0

exp

{︂
−
∫︁ 𝑠

0

[︂
𝑎(𝑢)− 1

2
𝑏2(𝑎)

]︂
𝑑𝑢−∫︁ 𝑠

0

𝑏(𝑢)𝑑𝑤(𝑢)

}︂
𝜙(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

]︂
.

Як бачимо, хоч сам розв’язок має представлення в явному виглядi, але це
представлення достатньо громiздке для виявлення його асимтотичних вла-
стивостей.

Розглянемо рiвняння (2.11), та припустимо, що

lim
𝑡→∞

𝑋(𝑡) = 0, 𝑋(𝑡) > 0

Також розглянемо звичайне диференцiальне рiвняння

𝑑𝜇(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝜇(𝑡)𝑑𝑡, (2.14)

де 𝑎 - непереврна функцiя. 𝜇 - розв’язок рiвняння (2.14) такий, що

lim
𝑡→∞

𝜇(𝑡) = ∞, (2.15)

а також

𝑑𝜇(𝑡)

𝜇(𝑡)
= 𝑎(𝑡)𝑑𝑡,

Позначимо 𝐴(𝑡) =
∫︀ 𝑡

0 𝑎(𝑠)𝑑𝑠. Оскiльки

ln𝜇(𝑡) = 𝐴(𝑡),
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тодi в силу умови (2.15)

lim
𝑡→∞

𝐴(𝑡) = ∞. (2.16)

Сформулюємо основну теорему.
Теорема
Нехай 𝑎, 𝑐, 𝜙 - неперервнi функцiї, b - неперервна додатня функцiя такi,

що iснує неперервний розв’язок lim
𝑡→∞

𝑋(𝑡) = ∞. Припустимо, що виконуются
умови (2.16), та наступнi три умови

1) lim
𝑡→∞

1
𝐴(𝑡)

∫︀ 𝑡

0 𝑏
2(𝑠)𝑑𝑠 = 𝐾 [0,+∞).

2) lim
𝑡→∞

𝑠𝑢𝑝
∫︀ 𝑡

0
|𝑐(𝑠)|𝑑𝑠
𝐴(𝑡) < ∞.

3) lim
𝑡→∞

∫︀ 𝑡

0
𝜙2(𝑠)𝑑𝑠

𝐴(𝑡) < ∞.

Тодi

lim
𝑡→∞

ln𝑋(𝑡)

ln𝜇(𝑡)
= 1− 1

2
𝐾.

Доведення. Розглянемо новий процес 𝑍(𝑡) = 𝑙𝑛𝑋(𝑡) та застосуємо фор-
мулу Iто

𝑑𝑍(𝑡) =
1

𝑋(𝑡)
𝑑𝑋(𝑡)− 1

2

1

𝑋2(𝑡)
< 𝑑𝑥(𝑡), 𝑑𝑥(𝑡) > .

Оскiльки
< 𝑑𝑥(𝑡), 𝑑𝑥(𝑡) >= (𝑏(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝜙(𝑡))2𝑑𝑡,

то

𝑑𝑍(𝑡) =
1

𝑋(𝑡)
(𝑎(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑐(𝑡))𝑑𝑡+

1

𝑋(𝑡)
(𝑏(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝜙(𝑡))𝑑𝑤(𝑡)−

−1

2

1

𝑋2(𝑡)
(𝑏(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝜙(𝑡))2𝑑𝑡,

тобто

𝑑𝑍(𝑡) = 𝑒−𝑍(𝑡)(𝑎(𝑡)𝑒𝑍(𝑡) + 𝑐(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑒−𝑍(𝑡)(𝑏(𝑡)𝑒𝑍(𝑡) − 𝜙(𝑡))𝑑𝑤(𝑡)−

−1

2
𝑒−2𝑍(𝑡)(𝑏(𝑡)𝑒𝑍(𝑡) + 𝜙(𝑡))𝑑𝑡.

Звiдки
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𝑑𝑍(𝑡) = (𝑎(𝑡) + 𝑐(𝑡)𝑒−𝑍(𝑡) − 1

2
𝑏2(𝑡)− 𝑏(𝑡)𝜙(𝑡)𝑒−𝑐(𝑡) − 1

2
𝜙2(𝑡)𝑒−𝑍(𝑡))𝑑𝑡+

+(𝑏(𝑡) + 𝜙(𝑡)𝑒−𝑍(𝑡))𝑑𝑤(𝑡).

Що рiвносильно iнтегральнiй формi

𝑍(𝑡) = 𝑍(0)+𝐴(𝑡)− 1

2

∫︁ 𝑡

0

𝑏2(𝑠)𝑑𝑠−
∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑠)𝜙(𝑠)𝑒−𝑍(𝑠)𝑑𝑠−
∫︁ 1

2

1

2
𝜙2(𝑠)𝑒−2𝑍(𝑠)𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑡

0

𝑐(𝑠)𝑒−𝑍(𝑠)𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑠)𝑑𝑤(𝑠) +

∫︁ 𝑡

0

𝜙(𝑠)𝑒−𝑍(𝑠)𝑑𝑤(𝑠).

Подiлимолiву i праву частину на 𝐴(𝑡), тодi для доведення теореми достатньо
покласти що

lim
𝑡→∞

1

𝐴(𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝑐(𝑠)𝑒−𝑍(𝑠)𝑑𝑠 = 0 м.н. (2.17)

lim
𝑡→∞

1

𝐴(𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑠)𝑑𝑤(𝑠) = 0 м.н. (2.18)

lim
𝑡→∞

1

𝐴(𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝜙2(𝑠)𝑒−2𝑍(𝑠)𝑑𝑠 = 0 м.н. (2.19)

lim
𝑡→∞

1

𝐴(𝜃)

∫︁ 𝑡

0

𝜙(𝑠)𝑒−𝑍(𝑠)𝑑𝑤(𝑠) = 0 м.н. (2.20)

lim
𝑡→∞

1

𝐴(𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑠)𝜙(𝑠)𝑒−𝑍(𝑠)𝑑𝑠 = 0 м.н. (2.21)

Оскiльки

lim sup
𝑡→∞

∫︀ 𝑡

0 |𝑐(𝑠)|
𝐴(𝑡)

< ∞,

а

lim
𝑥→∞

𝑒−𝑥 = 0,

то умова (2.17) виконується.
Для доведення (2.17) скористаэмось нерiвнiстью Дуба

P{ sup
𝐾∈Z

sup
𝑡∈[𝑘𝑇 ;(𝑘+1)𝑇 ]

1

𝐴(𝑡)

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝑘𝑇

𝑏(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
> 𝜖} ≤
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≤
∞∑︁
𝑘=0

P{ sup
𝑡∈[𝑘𝑇 ;(𝑘+1)𝑇 ]

1

𝐴(𝑡)

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑡

𝑘𝑇

𝑏(𝑠)𝑑𝑤(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
> 𝜖} ≤

≤
∞∑︁
𝑘=0

4

𝐴2(𝑘𝑇 )𝜖2

∫︁ (𝜖+1)𝑇

𝑘𝑇

𝑏2(𝑠)𝑑𝑠 < ∞

звiдси випливає виконання (2.18)
З аналогiчних до (2.18) мiркувань, в силу того, що

lim sup
𝑡→∞

1

𝐴(𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝜙2(𝑠) < ∞,

а
lim
𝑥→∞

𝑒−2𝑥 = 0

маємо (2.19).
Для доведення (2.20) необхiдно використатi нерiвнiсть Дуба так, як пока-

зано в (2.18)
Оскiльки, в силу нерiвностi Кошi-Буняковського⃒⃒⃒⃒

1

𝐴(𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑠)𝜙(𝑠)𝑒−𝑍(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
≤

≤
(︂

1

𝐴2

∫︁ 𝑡

0

𝑏2(𝑠)𝑑𝑠

)︂1/2

·
(︂∫︁ 𝑡

0

(𝜙(𝑠))2𝑑𝑠

)︂1/2

.

То в силу умов 1) та 3) маємо (2.21).
Отже, теорему доведено.

2.3 Висновки
Дослiдження асимптотичних властивостей розв’язкiв стохастичних диферен-
цiальних рiвнянь представляє особливий iнтерес з практичної точки зору. У
роздiлi 2 наведено умови при яких властивостi розв’язку автономного рiвнян-
ня визначаються властивостями розв’язку вiдповiдного звичайного диферен-
цiального рiвняння. До того ж було розглянуто аналогiчну задачу для не-
автономного диференцiального рiвняння спецiального вигляду, а саме, коли
коефiцiєнти зсуву та дифузiї є добутками двох функцiй, одна з яких залежить
вiд випадкового процесу, iнша вiд часової змiнної.

У цьому роздiлi було сформульовано новий результат для лiнiйного сто-
хастичного диференцiального рiвняння загального вигляду .

𝑑𝑋(𝑡) = (𝛼(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝑐(𝑡))𝑑𝑡+ (𝛽(𝑡)𝑋(𝑡) + 𝜙(𝑡))𝑑𝑤(𝑡),
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що є узагальненням бiльшостi моделей росту вiдсоткової ставки, та знайшли
невипадковi функцiї за допомогою яких є можливим визначити асимптоти-
чнi властивостi розв’язку при прямуваннi часової змiнної до нескiнченностi.
Для доведення основного результату було використано метод, розроблений
Гiхманом - Скороходом в монографiї [19].
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Роздiл 3

Моделювання

3.1 Моделювання вiнерiвського процесу
Зазвичай, лише одного аналiтичного дослiдження випадкового процесу недо-
статньо для вирiшення задачi практичного чи теоретичного характеру. Iнко-
ли лише вiзуалiзацiя траєкторiй випадкового процесу може дати повне уяв-
лення про поведiнку моделi з плином часу, яка ним описується. Бувають
випадки, коли неможливо, або дуже складно обчислити тi чи iншi статисти-
ки аналiтично, при цьому комп’ютерне моделювання стає необхiдним iнстру-
ментом. Задачам моделювання випадкових процесiв присвячено багато дослi-
джень (див. наприклад [3], [10]), оскiльки такi задачi дозволяють описувати
динамiку розвитку дослiджуваного випадкового явища в часi. Вiдмiтимо, що
сам по собi окремо процес Вiнера для моделювання фiнансових iнструментiв
(наприклад, цiн акцiй, значень iндексiв тощо) використовується рiдко, хоча
деякi економiчнв процеси вiзуально подiбнi iз вiнерiвським. Однак на основi
стандартного вiнерiвського процесу будуються майже всi випадковi процеси,
що використовуються у сучаснiй фiнансовiй математицi. Тому вiзуалiзацiя
поведiнки вiнеровського процесу є важливою.

Наведемо приклади методiв моделювання вiнерiвського процесу.
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Моделювання за допомогою Центральної Граничної Теореми

Покладемо 𝑊 = 𝑊 (𝐵𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)) - Броунiвський рух (iнша назва процесу
Вiнера).

Нехай Y1,Y2, . . . ,Yn - незалежнi однаково розподiленнi випадковi вели-
чини, iз середнiм 𝜇y = EY1 та дисперсiєю 𝜎2

y = var (Y1).
Покладемо R0 = 0,Rn = Y1 +Y2 + . . .+Yn∀n ≥ 1, тодi

Sn(t) =

{︃(︀
𝜎2
yn
)︀− 1

2 (Ri − 𝜇Yi) t = i
n , i = 0, 1, . . . , n

лiнiйна iнтерполяцiя iнакше

Sn збiгається за розподiлом до W.

Моделювання через представлення у виглядi ряду

Моделювання через представлення у виглядi ряду (Paley-Wiener representati-
on). Нехай (𝑍𝑛, 𝑛 ≥ 0) - послiдовнiсть незалежних однаково розподiленних
N(0, 1) в. в., тодi

W(t) = Z0(𝜔)
1

(2𝜋)
1
2

+
2

𝜋
1
2

∞∑︁
n=1

Zn(𝜔)
sin(nt/2)

n
, t ∈ [0, 2𝜋]

Приклад моделювання вiнерiвського процессу за допомогою мови програ-
мування Python
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У результатi отимаємо

Тепер, знаючи як моделювати Вiнерiвський процес, змоделюємо Бронуiв-
ський мiст з емпiрично обчисленим 95% довiрчим iнтервалом для нього

Броунiвьский мiст:

𝑋(𝑡) = 𝑤(𝑡)− 𝑡𝑤(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1].
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3.2 Моделювання траєкторiй розв’язкiв дифе-
ренцiальних рiвнянь

Для моделювання розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь викори-
стовують чисельнi методи. Метод Ейлера є одним iз найпростiших методiв,
що використовуються для симуляцiї розв’язкiв звичайних диференцiальних
рiвнянь. Для моделювання розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь
використовують метод Ейлера-Маруями, який є аналогом методу Ейлера для
звичайних диференцiальних рiвнянь, але застосовується до стохастичних ди-
ференцiальних рiвнянь. Метод Ейлера-Маруямi є достатньо зручним для ге-
нерування випадкового процесу у порiвняннi з багатокроковими методати
(такими як наприклад метод Мiлтейна), оскiльки його реалiзацiя є iнтуiтив-
но зрозумiлою та не потребує великої кiлькостi даних для обчислення.

3.2.1 Метод Ейлера для звичайного диференцiального
рiвняння

Чисельнi методи для звичайних диференцiальних рiвнянь. Метод Ейлера

Розглянемо звичайне диференцiальне рiвняння 𝑑𝑔(𝑡) = 𝑎(𝑡, 𝑔(𝑡))𝑑𝑡 на iн-
тервалi [0, 1] з початковою умовою 𝑔(0) = 𝑔0. Чисельний розв’язок 𝑔ℎ зазви-
чай реалiзується через дискретнi наближення 𝑔ℎ𝑛 = 𝑔ℎ(𝑡ℎ𝑛) в рiвновiддалених
точках сiтки розбиття 𝑡ℎ𝑛 = 𝑛ℎ, де ℎ = ℎ𝑁 = 1

𝑁 , з оцiнкою похибки

𝑒(ℎ) = |𝑔(1)− 𝑔ℎ(1)|.

Як зазначалось одним з основних чисельних методiв для звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь є метод Ейлера.

𝑔ℎ0 = 𝑔0, 𝑔ℎ𝑛 = 𝑔ℎ𝑛−1 + 𝑎(𝑡ℎ𝑛−1, 𝑔
ℎ
𝑛−1)ℎ. (3.1)

За вiдповiдних умов гладкостi (якi буде наведено нижче),

𝑒(ℎ) = 𝑂(ℎ) = 𝑂(1/𝑁).

Оцiнку похибки можна покращити.
Розглянемо розвинення в ряд Тейлора

𝑔ℎ𝑛 = 𝑔ℎ𝑛−1 + 𝑎(𝑡ℎ𝑛−1, 𝑔
ℎ
𝑛−1)ℎ+

(︀
𝑎𝑡(𝑡

ℎ
𝑛−1, 𝑔

ℎ
𝑛−1) + 𝑎𝑥(𝑡

ℎ
𝑛−1, 𝑔

ℎ
𝑛−1)

)︀ ℎ2

2
,
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де 𝑔𝑡 =
𝜕𝑔
𝜕𝑡 , 𝑔𝑥 =

𝜕𝑔
𝜕𝑥 . У цьому випадку 𝑒(ℎ) = 𝑂(ℎ2). У представленнi

𝑔(ℎ) = 𝑔(0) +

∫︁ ℎ

0

𝑎(𝑡, 𝑔(𝑡))𝑑𝑡

наблизимо iнтеграл
ℎ

2
(𝑎(0, 𝑔(0)) + 𝑎(ℎ, 𝑔(ℎ)).

Це наближення є кращим нiж 𝑎(0; 𝑔(0))ℎ в (3.1). До того ж, 𝑔(ℎ) є невiдомим
параметром, але який можна оцiнити за допомогою (3.1), тобто

𝑔ℎ(ℎ) = 𝑔(0) + 𝑎(0, 𝑔(0))ℎ.

Отримаємо
𝑔ℎ0 = 𝑔0;

𝑔ℎ𝑛(ℎ) = 𝑔ℎ𝑛−1 + 𝑎(𝑡ℎ𝑛−1, 𝑔
ℎ
𝑛−1)ℎ;

𝑔ℎ𝑛(ℎ) = 𝑔ℎ𝑛−1 + (𝑎(𝑡ℎ𝑛−1, 𝑔
ℎ
𝑛−1) + 𝑎(𝑡ℎ𝑛, 𝑔

ℎ
𝑛))

ℎ

2
.

Знову 𝑒(ℎ) = 𝑂(ℎ2).

3.2.2 Метод Ейлера-Мураямi

Метод Ейлера-Маруямi

Розглянемо стохастичне диференiальне рiвняння

𝑑𝑋(𝑡) = 𝑎(𝑡,𝑋(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑏(𝑡,𝑋(𝑡))𝑑𝑤(𝑡), 𝑡 ≥ 0, 𝑋(0) = 𝑥0. (3.2)

В iнтегральнiй формi це рiвняння перепишеться наступним чином

𝑋(𝑡) = 𝑥0 +

∫︁ 𝑡

0

𝑎(𝑠,𝑋(𝑠))𝑑𝑠+

∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑠,𝑋(𝑠))𝑑𝑤(𝑠),

де перший iнтеграл є звичайним iнтегралом, а другий потрiбно iнтерпрету-
вати в сенсi iнтегралу Iто. Покладемо 𝑡ℎ𝑛 = 𝑛ℎ та ∆ℎ

𝑛𝑤 = 𝑤(𝑡ℎ𝑛) − 𝑤(𝑡ℎ𝑛−1).
Числове наближення 𝑋, породжене в точцi 𝑡ℎ𝑛 = 𝑛ℎ i лiнiйно iнтерпольоване
мiж ними, будемо позначати

{︀
𝑋ℎ(𝑡)

}︀
0≤𝑡≤1

, тобто 𝑋ℎ
𝑛(𝑡) = 𝑋ℎ(𝑡ℎ𝑛) – значення

в 𝑛-iй точцi сiтки розбиття.
Траєкторiї розв’язкiв стохастичних диференцiальних рiвнянь моделюю-

ться на основi методу для звичайного диференцiального рiвняння. Аналогi-
чно методу Ейлера, базуючись на розвиненнi в ряд Тейлора вищого порядку,
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були розробленi методи моделювання динамiчних систем з випадковими збу-
реннями (див. Kloeden Platen [10] та Milstein Третьякова [14]). Мiж точками
розбиття 𝑋ℎ(𝑡) можна визначити як 𝑋ℎ

𝑛−1, при 𝑡ℎ𝑛−1 ≤ 𝑡 < 𝑡ℎ𝑛 або шляхом лi-
нiйної iнтерполяцiї. Схема є наступною:

𝑋ℎ(0) = 𝑥0;

𝑋ℎ
𝑛 = 𝑋ℎ

𝑛−1 + 𝑎(𝑡ℎ𝑛−1, 𝑋
ℎ
𝑛−1)ℎ+ 𝑏(𝑡ℎ𝑛−1, 𝑋

ℎ
𝑛−1)∆

ℎ
𝑛𝑤,

де ∆ℎ
𝑛𝑤 – гаусiвська випадкова величини 𝑁(0;ℎ) при фiксованому ℎ та 𝑋ℎ

𝑛(𝑡) =
𝑋ℎ(𝑡ℎ𝑛). У випадку вiдрiзку [0; 1] вибираємо ℎ = 1

𝑁 , 𝑁 ∈ N.

Запрограмуємо цей алгоритм

Схема ООП моделi програми

Програмна реалiзацiя
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Побудуємо аналiтично знайдену траекторiю, та траекторiю знайдену ме-
тодом Ейлера траекторiю рiвняння

𝑑𝑋(𝑡) =
1

2
𝑋(𝑡)𝑑𝑡+

√︀
1−𝑋(𝑡)2𝑑𝑤(𝑡).

Не важко переконатися, що розв’язком цього рiвняння буде

𝑋𝑡 = 𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑋0 + 𝑤(𝑡)).

Тодi будемо мати:
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Критерiй оцiнки похибки

Для стохастичних диференцiальних рiвняннь використовують два пiдхо-
ди: слабкий та сильний, кожен з яких залежить вiд типу застосування.

а) 𝑋ℎ має давати чудову апроксимацiю траєкторiй розв’язку стохасти-
чного диференцiального рiвняння, тому похибку можна оцiнити наступним
чином

𝑒𝑠(ℎ) = 𝐸|𝑋(1)−𝑋ℎ(1)| = 𝐸|𝑋(1)−𝑋ℎ
𝑁 |.

б) 𝑋ℎ(1) = 𝑋ℎ
𝑁 дає гарну оцiнку для 𝑋(1). Тобто 𝐸𝑔𝑋

ℎ
𝑁 має бути близьким

до 𝐸𝑔𝑋(1) для достатньої множини гладких функцiй.
Будемо говорити, що 𝑋ℎ строго збiгається до 𝑋 при 𝑡 = 1 з порядком 𝛽 >

0, якщо 𝑒𝑠(ℎ) = 𝑂(ℎ𝛽) i слабо збiгається, якщо |𝐸𝑔(𝑋(1))−𝐸𝑔(𝑋
ℎ
𝑁)| = 𝑂(ℎ𝛽)

для всiх 𝑔 ∈ 𝐶
2(𝛽+1)
𝑝 , де 𝐶

2(𝛽+1)
𝑝 простiр функцiй 𝑔′, 𝑔′′, ..., 𝑔2(𝛽+1).

3.2.3 Схема Мiльштейна

Iдея полягає в тому, що наближення∫︁ ℎ

0

𝑏(𝑡,𝑋(𝑡))𝑑𝑤(𝑡) ∼ 𝑏(0, 𝑋(0))𝑤(ℎ)

є основним джерелом помилок для схеми Ейлера. Щоб покращити схему Ей-
лера, у схемi Мiльштейна ми оцiнюємо похибку за допогою формули Iто для
𝑏(𝑡,𝑋(𝑡)):∫︁ ℎ

0

𝑏(𝑡,𝑋(𝑡))𝑑𝑤(𝑡)− 𝑏(0, 𝑋(0))𝑤(ℎ) =

∫︁ ℎ

0

(𝑏(𝑡,𝑋(𝑡))− 𝑏(0, 𝑋(0)))𝑑𝑤(𝑡) =

∫︁ ℎ

0

(

∫︁ 𝑡

0

[𝑏𝑡(𝑠,𝑋(𝑠)) + 𝑎(𝑠,𝑋(𝑠))𝑏𝑥(𝑠,𝑋(𝑠)) +
1

2
𝑏2(𝑠,𝑋(𝑠))𝑏𝑥𝑥(𝑠,𝑋(𝑠))]𝑑𝑡+
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+

∫︁ 𝑡

0

𝑏(𝑠,𝑋(𝑠))𝑏𝑥(𝑠,𝑋(𝑠))𝑑𝑤(𝑠))𝑑𝑤(𝑡)

∼ 𝑂(ℎ2) + 𝑏(0, 𝑥0)𝑏𝑥(0, 𝑥0)

∫︁ ℎ

0

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑤(𝑠)𝑑𝑤(𝑡)

∼ 𝑏(0, 𝑥0)𝑏𝑥(0, 𝑥0)

∫︁ ℎ

0

𝑤(𝑡)𝑑𝑤(𝑡) =

= 𝑏(0, 𝑥0)𝑏𝑥(0, 𝑥0)(
1

2
𝑤2(ℎ)− 1

2
ℎ).

Звiдки випливає схема Мiльштейна 𝑋ℎ
0 = 𝑥0

𝑋ℎ
𝑛 = 𝑋ℎ

𝑛−1 + 𝑎ℎ+ 𝑏∆ℎ
𝑛𝑤 +

1

2
𝑏𝑏𝑥{∆ℎ

𝑛𝑤
2 − ℎ},

де 𝑎(𝑡ℎ𝑛−1, 𝑋𝑛− 1ℎ) та аналогiчно для 𝑏, 𝑏𝑥.

Теорема 3.2.1. Схема Мiльштейна сильно збiгається з порядком 𝛽 = 1.

3.3 Приклади моделювання СДР та ЗДР
Важливою частиною майже будь-якого аналiзу є вiзуалiзацiя. Правильно зо-
бражений графiк, iз вiрно пiдiбраним масштабом та центром координат, може
буди не лише вiзуальним доповненням до аналiтичного запису того чи iншо-
го рiвняння, а ще й потужнiм iнструментом, який дозволяє подивитися на
рiвняння пiд iншим кутом.

Моделювання та вiзуалiзацiя дозволяють побачити закономiрностi, якi
важко розгледiти в аналiтичному записi рiвняння. Таким чином, можна по-
мiтити не очевидну на перший погляд асимптотичну поведiнку чи паттерн в
поведiнцi траєкторiй.

Для моделювання рiвняння скористаємося наступною програмною реалi-
зацiєю методу Ейлера-Мураямi
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3.3.1 Модель росту вiдсоткової ставки.
𝑑𝑋(𝑡) = 𝛼𝑋(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜎𝑋(𝑡)𝑑𝑤(𝑡),

Зобразимо траєкторiї випадкового процесу, що задовольняє цьому рiвнян-
ню, знайденнi чисельно для рiзних значень параметрiв alpha i sigma

покладемо 𝛼 = 1 та 𝜎 = 0.5 та 𝑋(0) = 1

тодi на промiжку [0, 1] будемо мати:
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на промiжку [0, 100]

для 𝛼 = −3 та 𝜎 = 1 та 𝑋(0) = 1 будемо мати

Як ми бачимо з графiкiв при 𝛼 > 0 (з початковою умовою 𝑋(0) = 1),
зi збiльшенням часу t, нашi траєкторiї прямують до нескiнченностi розбiга-
ючись все бiльше одна вiд одної. Однак, при 𝛼 < 0 (з початковою умовою
𝑋(0) = 1), зi збiльшенням часу t, нашi траєкторiї збiгаються до нуля.

Порiвняємо результати моделювання мотдом Ейлера-Мураямi з резуль-
таттами моделювання траекторiї аналiтичного розв’яку. Як вiдомо, розв’язок
такого рiвняння має вигляд:

𝑋(𝑡) = 𝑋(0)𝑒(𝛼−
1
2𝜎

2)𝑡+𝜎𝑤(𝑡).

Перевiримо, чи будуть схожими траєкторiя отримана за допомогою ме-
тода Ейлера-Мураямi iз траєкторiєю отриманою за допомогою аналiтичного
розв’язку (за умови однакової реалiзацiї траєкторiї вiнерiвського процесу)
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Як можна помiтити - траєкторiї дуже схожi, i практично iдентичнi

3.3.2 Моделювання асимптотичної поведiнки
Розглянемо деякi приклади.

Приклад 1 (Модель росту вiдсоткової ставки)

Стохастичне диференцiальне рiвняння

d𝑋(t) = r(t)X(t)dt + 𝛽X(t)dw(t), t ≥ 0;X(0) ≡ 1,

Описує рiст популяцiї, де X розмiр популяцiї на момент часу t ; r - вiдносний
темп зростання популяцiї, що залежить вiд часу; w - вiнерiвський процес;
𝛽 ∈ R1

+.
Позначимо 𝑅(𝑡) =

∫︀ 𝑡

0 𝑟(𝑠)𝑑𝑠 i припустимо, що

𝑅(𝑡) > 0, 𝑡 > 0, lim
𝑡→∞

𝑅(𝑡) = lim
𝑡→∞

∫︁ 𝑡

0

𝑟(𝑠)𝑑𝑠 = ∞,

lim
𝑡→∞

𝑡

𝑅(𝑡)
= 0.

Покладемо Φ(t) = R(t). Як ми бачимо, таке Φ(𝑡) задовiльняє умовам
теореми 2.1.3, адже

Φ(t) = 𝑅(𝑡) > 0 t > 0 та lim
t→∞

Φ(t) = lim
t→∞

𝑅(t) = ∞,

lim
t→∞

Φ+(t)

Φ(t)
= lim

t→∞

𝑅+(t)

𝑅(t)
< ∞,
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Оскiльки 𝑔(𝑥) = 𝑥, ми отримаємо

lim
𝑥→∞

𝐺(𝑥) = lim
𝑥→∞

ln𝑥 = ∞.

Також очевидно, що, якщо виконуєтся lim𝑡→∞
𝑡

𝑅(𝑡) = 0, тодi

∞∑︁
𝑘=0

∫︀ 2𝑘+1

0 𝜃2(𝑠)𝑑𝑠

Φ2
+ (2𝑘)

= 2
∞∑︁
𝑘=0

2𝑘

𝑅2 (2𝑘)
< ∞,

Тодi, за теоремою 2.1.3 , ми матимемо

lim
𝑡→∞

𝐺(𝑋(𝑡))

Φ(𝑡)
= lim

𝑡→∞

ln(𝑋(𝑡))

𝑅(𝑡)
= 1 м.н.

Моделювання
Покладемо 𝑟(𝑡) = 𝑒𝑡, 𝛽 = 1

Синя лiнiя - 𝑅(𝑡) =
∫︀ 𝑡

0 𝑟(𝑠)𝑑𝑠
Iншi тракеторiї - логорифм траекторiї розв’язку СДР

49



Як ми бачимо, траекторiя ЗДР задає напрям для С.Д.Р, а при 𝑡 → ∞ iнте-
гральна функцiя вiдсоткової ставки 𝑅(𝑡) еквiвалентна випадковому процесу
𝑋(𝑡) м.н.

Приклад 2

Розглянемо наступне стохастичне дифференцiальне рiвняння

dX(t) = t𝛼
(︀
1 + X2(t)

)︀𝛾
dt +

(︀
1 + X2(t)

)︀𝛾
dw(t), t ≥ 0;𝑋(0) ≡ b

де w - Вiннерiвьский процес; b ∈ R+ , 0 < 𝛾 < 1
2 , 𝛼 > 0. Коафiцiєнти рiвняння

мают вигляд 𝜙(t) = t𝛼, 𝜃(t) = 1, g(x) = 𝜎(x) =
(︀
1 + x2

)︀𝛾
.
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При 𝛼 > 0 одержуємо, що ряд збiгається

∞∑︁
𝑘=0

∫︀ 𝑘+1

0 𝜃2( s)ds

Φ2
+ (2𝑘)

= 2
∞∑︁
k=0

2k

(2k)
2𝑗+2

< ∞.

Функцiя 𝜎
g = 1 є обмеженною.

Для g′(x) = 2𝛾x
(︀
1 + x2

)︀𝛾−1
, 1

2 < 1− 𝛾 < 1, ми маєме

lim
𝑥→∞

𝑔′(𝑥) = lim
𝑥→∞

2𝛾
𝑥

(1 + 𝑥2)1−𝑦 = 0

i

lim
𝑡→∞

∫︀ 𝑡

0 𝜃
2(𝑠)𝑑𝑠

Φ(𝑡)
= lim

𝑡→∞

(𝛼 + 1)𝑡

𝑡𝛼+1
= 0 < ∞.

Звiдси, за теоремою 2.1.3

lim
t→∞

G(𝑋(t))

Φ(t)
= 1 м.н.

моделювання
Змоделюємо це рiвняння поклавши 𝛼 = 1

2 , 𝛾 = 1
4 , (що задовiльняє умови

0 < 𝛾 < 1
2 , 𝛼 > 0), i є аналогiчним до моделювання рiвняння

dX(t) = t𝛼
(︀
1 + X2(t)

)︀𝛾
dt +

(︀
1 + X2(t)

)︀𝛾
𝑡𝛽dw(t)

при 𝛽 = 0, 𝛼 = 1
2 , 𝛾 = 1

4 .
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Синя лiнiя - траекторiя З.Д.Р 𝑑𝑋(𝑡) = 𝑡𝛼(1 +𝑋2(𝑡))𝑑𝑡
Iншi тракеторiї - траекторiї розв’язку СДР
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Як ми бачимо, траекторiя ЗДР задає напрям для СДР

3.3.3 Моделювання вiдсоткової ставки 𝑟(𝑡) за допомо-
гою процеса Кокса-Iнгерсолла-Росса

Банк хоче оцiнити свою 5-рiчну ануїтетну позику на ринку, на якому коротка
ставка 𝑟(𝑡) у момент 𝑡 є стохастичною. Позика виплачується безперервно з
постiйною ставкою, скажiмо, 𝑝, i, таким чином, сума погашення визначається

d𝑠(𝑡) = (𝑝+ 𝑠(𝑡)𝑋(𝑡))d𝑡, 𝑠(0) = 5,

𝑋(𝑡) - коротка вiдсоткова ставка, вiдповiдає вiдсотку за рiк у розмiрi

𝜀 = 𝑒𝑋(𝑡) − 1.

Банк використовує процес Кокса-Iнгерсолла-Росса як модель для проце-
су 𝑋(𝑡). Це означає, що ми маємо дрейф у бiк параметру 𝑐, який, таким
чином, можемо iнтерпретувати як типову довгострокову вiдсоткову ставку i
яка, за оцiнками банку, вiдповiдає 𝜀 = 6%; вiдсоткова ставка в момент 𝑡 = 0
має значення 𝜀 = 6, 5%. Використаємо схему Ейлера-Мураямi для моделю-
вання 𝑋(𝑡). Спочатку виконаємо кiлька пiлотних запускiв, щоб визначити
(емпiричним шляхом) деякi значення двох iнших параметрiв 𝛼, 𝛽, якi дадуть
"розумнi"коливання 𝑋(𝑡). Нарештi, порiвняємо результати випадкової моделi
з детермiнованими значеннями, що вiдповiдають 𝑋(𝑡) ≡ 𝑐.

моделювання
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Пiдберемо параметр 𝛼, зафiксувавши параметр 𝜎
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Пiдберемо параметр 𝜎, зафiксувавши параметр 𝛼

Шляхом моделювання було встановленно, що оптимальнi параметри ма-
ють значення 𝛼 = 5, 𝜎 = 0.0025
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Тепер, методом Ейлера, для кожної отриманної на попередньому кроцi
траекторiї 𝑋(𝑡), знайдемо розв’язок диференцiального рiвняння

d𝑠(𝑡) = (𝑝+ 𝑠(𝑡)𝑋(𝑡))d𝑡, 𝑠(0) = 5

також порiвняємого їх з розв’яками, коли 𝑋(𝑡) = 𝑐 = 0.06.
Покладемо 𝑝 = 0.1, 𝑆(0) = 5
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як ми бачимо, траекторiї майже збiгаются, та спiвпадають з траекторiєю

d𝑠(𝑡) = (𝑝+ 0.06𝑠(𝑡))d𝑡, 𝑠(0) = 5

спробуємо збiльшити коафiцiєнт 𝜎, та подивимось на результат.

як можна побачити, при збiльшеннi 𝜎, траекторiї розходяться.

3.4 Висновки
У роздiлi 3 ми розглянули основнi методи для моделювання розв’язкiв СДР.

Основну увагу було придiлено методам моделювання вiнерiвського про-
цесу, а саме, використанню Центральної Граничної Теореми для симуляцiї
розв’язкiв та моделюванню через представлення у виглядi ряду. З точки зо-
ру програмної реалiзацiї найбiльш оптимальним є метод моделювання за до-
помогою Центральної Граничної Теореми. Моделювання процесу Вiнера не
єдине питання цього роздiлу, але розумiння технiки вiзуалiзацiї вiнерiвського
процесу є необхiдним в подальшому моделюваннi траєкторiй розв’язкiв СДР.

Було проведено порiвняння двох методiв симуляцiї траекторiй розв’язку
СДР:

метод Ейлера-Мураямi
𝑋ℎ(0) = 𝑥0;

𝑋ℎ
𝑛 = 𝑋ℎ

𝑛−1 + 𝑎(𝑡ℎ𝑛−1, 𝑋
ℎ
𝑛−1)ℎ+ 𝑏(𝑡ℎ𝑛−1, 𝑋

ℎ
𝑛−1)∆

ℎ
𝑛𝑤,

57



та метод Мiльштейна

𝑋ℎ
𝑛 = 𝑋ℎ

𝑛−1 + 𝑎ℎ+ 𝑏∆ℎ
𝑛𝑤 +

1

2
𝑏𝑏𝑥{∆ℎ

𝑛𝑤
2 − ℎ}.

Як наслiдок зроблено висновок, що метод Мiльштейна є бiльш точним,
ондак потребує iснування похiдної 𝑏𝑥

За допомогою цих методiв ми чисельно розв’язали задачу про Моделю-
вання вiдсоткової ставки за допомогою процеса Кокса-Iнгерсолла-Росса, та
перевiрили асимптотичнi властивостi збiжностi розв’язкiв iнших типiв рiв-
нянь, що належать до класу моделей росту вiдсоткової ставки.
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Висновки

Стохастичнi диференцiальнi рiвняння стали стандартними моделями для та-
ких фiнансових величин, як цiни на активи, вiдсотковi ставки та їх похiднi
iнструменти. На вiдмiну вiд детермiнованих моделей, таких як звичайнi ди-
ференцiальнi рiвняння, якi мають єдиний розв’язок для кожної вiдповiдної
початкової умови, стохастичнi диференцiальнi рiвняння мають розв’язки, якi
є випадковими процесами, тому їх дослiдження є достатньо складним.

У магiстерськiй дисертацiї було дослiджено асимптотичну поведiнку роз-
в’язкiв деяких стохастичних диференцiальних рiвнянь, в тому числi певних
моделей росту вiдсоткової ставки. У цiй роботi було встановлено достатнi
умови, за яких асимптотика розв’язку загального лiнiйного стохастичного
диференцiального рiвняння визначається невипадковою функцiєю. Було зна-
йдено двi невипадковi функцiї, пiд дiєю яких розв’язок стохастичного рiвня-
ння та розв’язок вiдповiдної детермiнованої задачi мають однаковий порядок
на нескiнченностi.

Ми розглянули основнi методи моделювання траєкторiй розв’язкiв сто-
хастичних диференцiальних рiвнянь, та для деяких рiвнянь змоделювали
асимптотичну поведiнку розв’язкiв. Чисельнi методи розв’язку стохастичних
диференцiальних рiвнянь базуються на методах аналогiчних до методiв, що
використовуються для звичайних диференцiальних рiвнянь, але узагальне-
нi для забезпечення пiдтримки стохастичної динамiки. У цiй роботi було
показано, що чисельнi методи розв’язку стохастичних диференцiальних рiв-
нянь є потужним iнструментом як для доповнення аналiтичних результатiв,
так i для самостiйного аналiзу та розв’язування задач. За допомогою мето-
ду Ейлера-Мураямi та методу Мiльштейна було дослiджено асимптотичну
поведiнку моделi роста вiдсоткової ставки та чисельно розв’язано фiнансо-
ву задачу, в якiй моделювання вiдсоткової ставки проводилося за допомогою
процеса Кокса-Iнгерсолла-Росса.
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