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Задачi для студентiв старших курсiв, категорiя М

1. Знайти суму ряду
1X
n=1

n

1 � 11 � : : : � (10n+ 1)
:

2. Знайти всi розв’язки задачi Кошi
8><
>:
y00(x) = y(x) � cosx;

y(2022) = y(2024) = 0:

3. Позначимо через Q внутрiшню частину квадрата з вершинами (0; 0),
(1; 0), (1; 1), (0; 1). Для фiксованого � � 0 розглянемо геометричне
мiсце R� всiх точок A 2 Q, якi задовольняють таку умову: площа
будь-якого багатокутника, що вiдтинається вiд Q довiльною прямою,
проведеною через A, не менше �. Знайти площу самої множини R�.

4. Нехай f та fn, n � 1, — функцiї з R в R. Вiдомо, що для будь-якої
числової послiдовностi xn, n � 1, з xn ! x випливає fn(xn)! f(x).

а) Довести, що функцiя f є неперервною.

б) Чи обов’язково функцiї fn збiгаються до f рiвномiрно на R?

5. На першiй чвертi одиничного кола (тобто, на його дузi вiд точки (1; 0)
до точки (0; 1)) навмання вибрано точку A, на другiй — B, на третiй
— C i на четвертiй — D. Для фiксованої точки F з координатами
(x; y) позначимо через p(x; y) iмовiрнiсть того, що F лежить всерединi
чотирикутника ABCD. Знайти
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p(x; y) dxdy:

6. Означимо операцiю ⊛ у такий спосiб:

a⊛ b =
a+ b

ab+ 1
:

Довести, що для довiльної послiдовностi чисел (an; n � 1) з промiжку
(0; 1) рiвнiсть

lim
n!1

a1 ⊛ a2 ⊛ : : :⊛ an = 1

виконується тодi й тiльки тодi, коли P1
n=1

an =1.


