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���� ������������ ������������� ������� �� ��������	 ��
������ ���������  �����	 � �� � � � �� ������������ ��������� �������
aξ � |ξ|� ��� ����������� �������������� �
� g!ξ" 
�� g!t" # at � g!t" # |t|�

Ǳ���� ξ % ��������� �������� � g % ��������� ������� !��������� ���
�������� ��� ����������"� &�'
� ������(���� η # g!ξ" ) * → �� �������
��������� �������� �����������	
���� ��� � §� ���� ��� ��������� ������� ��� ���
����� ��������� �����������	
�� �����	�� ��
�
	� ξ� +� ���'�	 ������	
������� ������
������ Fη 
��������� ������ ���(����� ����� g � Fξ�

���� �������� ����� �� Ǳ���� g % ���������� � ����'� ����������
�������� ,�������� A # -./t→−∞ g!t" � B # -./t→∞ g!t"� +������ A < x < B
� ���������� ��������

g!y" # x ��� g!y"− x # 0.

������������ ���������'� y� 1� ����� ������� 2�������34�5� !
����������

�� � ����� �� §   ���� �!�" �������� ��� ��5���� ��6������ � �
��������� 7���
�������� �'�  ���������� �� x� �� ���	�
�� � �����	�� ��	��

 y!x"�
������� ���(� ������������ g−�!x" !����� ��
�������� �� ���� � ��������
g"� ,������� ������� ��
����� �����������  
���������� �� � ����� �� § ��

���� �"�	�"�� ��������� ���

g−�!g!x"" # g
(
g−�!x"

)
# x


�� �8��	 x ∈ ��

!"#�"$� �� Ǳ���� ��	��
� g 	�������	� 
 ������ ��	���		�� ξ � ���
���	�� ��
�
	�� η # g!ξ"� Ǳ���
� A # -./t→−∞ g!t" 
 B # -./t→∞ g!t"�
�����

!�"

��
 ��	��
� g ���������� ��
 ��	��
� g �������

Fη!x" #

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, x ≤ A,

Fξ !y" , x ∈ !A, B",

�, x ≥ B9

Fη!x" #

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, x ≤ B,

P!ξ > y", x ∈ !B, A",

�, x ≥ A,

��� y # y!x" �  �� ��!�	
� ����	�	
� g!y" # x� "�
 A # −∞ � �����
��������	
� ��	��

 g 

 B # −∞ � ����� �� �����	
�� �� ������ ������

�  �
# ����	����# 	��� 
�	��
������� $	���
�	�� ��
 B # ∞ � �����
��������	
� ��	��

 g 

 A # ∞ � ����� �� �����	
�� �� �����
 ������

�  �
# ����	����# ����� 	��� 
�	��
�������

�#$%&'() *$+, '-( ./( ��������	
�� +& ����0��0��

�0:



������ ��	 Ǳ������������ ��������� ������� �0�

%������������ �� ��	���		� �����&'�� ��	��

 g� 7��������� ������

A > −∞� B < ∞� ©2 1���� A < g!t" < B� t ∈ �� ;����� {ω) g!ξ" < x} ©3
# ∅

��� x ≤ A� �� ���� Fη!x" # 0 
�� ����	 x� <����'���� {ω) g!ξ" < x} ©3
# * ���

x ≥ B� �� ���� Fη!x" # � 
�� ����	 x� =��� (� A < x < B� �� η < x
©3⇐⇒ ξ < y

� ��>����

Fη!x" # P!η < x" # P!g!ξ" < x" # P
(
ξ < g−�!x"

)
# Fξ!y".

%������������ �� ��	���		� �����&'�� ��	��

 g� 1���� B < g!t" <

A� t ∈ �� ;����� {ω) g!ξ" < x} ©4
# ∅ ��� x ≤ B� �� ���� Fη!x" # 0 
�� ����	

x� <����'���� {ω) g!ξ" < x} ©4
# * ��� x ≥ A� �� ���� Fη!x"

�
# � 
�� ����	 x�

=��� (� B < x < A� �� �� η < x
©4⇐⇒ ξ > y � ��>���� {η < x} # {ξ > y}�

?��
��������

Fη!x" # P!η < x" # P!g!ξ" < x" # P
(
ξ > g−�!x"

)
# P!ξ > y". �

Ǳ� $"� �� Ǳ���� g!x" # ex� &�'
� A # 0� B # ∞ � g−�!x" # -@x� x > 0�
Ǳ�>����

Feξ!x" #

{
0, x ≤ 0,

Fξ!-@x", x > 0.

(�����	
� )� ;������� ��� P!ξ > y" # � − Fξ!y" − P!ξ # y"� ;������ ���� ξ
�����8��� ���������� ��������� �������� �� P!ξ > y" # �−Fξ!y" !������
!f�"  ������� ���:"� Ǳ�>���� Fη!x" # � − Fξ!y"  ������� � ��� x ∈ !B, A"�
���� g ����86�� �������� � y # g−�!x"�

�� Ǳ�������� 
���
��������

!"#�"$� %� Ǳ���� g ������ ��	���		� 
 �
�����	�
������ ��
��� g′!t" 	#
0 �� &���� t� "�
 ξ ������� ����&�	� 	�������	�� �����	�� ��
�
�
	��� �� η # g!ξ" ����� ������� ����&�	� 	�������	�� �����	�� ��
�
�
	��� "�
 ����
�� -./t→−∞ g!t" # A 
 -./t→∞ g!t" # B� ��

��
 g ���������� ��
 g �������

fη!x" #

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, x ≤ A,

fξ!y"y
′, x ∈ !A, B",

0, x ≥ B9

fη!x" #

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, x ≤ B,

fξ !y" |y′| , x ∈ !B, A",

0, x ≥ A,

!:"

��� y # y!x" � ��!�	
� ����	�	
� g!y" # x� �� ���� y # g−�!x"� "�
 A # −∞
� ����� ��������	
� ��	��

 g 

 B # −∞ � ����� �� �����	
�� �� ������
������
 �  �
# ����	����# 	��� 
�	��
������� $	���
�	�� ��
 B # ∞ �
����� ��������	
� ��	��

 g 

 A # ∞ � ����� �� �����	
�� �� �����

������
 �  �
# ����	����# ����� 	��� 
�	��
�������

(�����	
� *� �� �������� ������� � ������
��� �������� ������� !
��1

�������� �� � § 2� ���� �2!"

! "
(
g−�!x"

)′
#

�

g′ !g−�!x""
��� y′ #

�

g′!y"
.



�0� ������� ������������ � �������������� �����������

%������������� A� ���������� ������ A # −∞� B # ∞�©8 Ǳ���� ������� g
��������� ���������� 7��������� ������8 fη� ����
������8 �������� !:"�
� 
���(��� ��� ��� ������� ���������8 ������� ������
������ Fη� ��
�����
�������� !�"� 1� ������� � �������� Fη!x" # 0 
�� x ≤ A� �� ���� 
������

������ Fη!x"
©5
#

∫ x

−∞ fη!u" du 
�� ����	 x� + ����������
∫ A

−∞ fη!u" du # 0�

B����� �� ��� (� ������� �� �� ��� x ∈ !A, B"� �����

!C" Fη!x" # Fξ !y" #

∫ y

−∞
fξ!u" du #

[
������	

u
g−��v�

]
©6
#

∫ x

A

fξ

(
g−�!v"

) (
g−�!v"

)′
dv.

Ǳ�>���� Fη!x" #
∫ x

A
fη!v" dv #

∫ x

−∞ fη!v" dv � 
�� x ∈ !A, B"� Ǳ����� ��������

x ≥ B� &�'
� Fη!x" # � 
�� ����	 x ��'����� ������� �� ? 
��'�� ��������

�� x ≥ B

!D" Fη!x" #

∫ x

−∞
fη!v" dv #

∫ B

A

fη!v" dv #

[
������	

v
g�u�

]
©7
#

∫ ∞

−∞
fξ!u" du # �,

�� ���� Fη!x" #
∫ x

−∞ fη!v" dv 
�� x ≥ B ©5 � ��� � 
�������� �������  ������
���������'� ���������� g�

=��� g ��������� ������� �� �����(
���� ��� x ≤ B � x ≥ A �����'����
�����8 �������86�� �������� ©5 ?����� x ∈ !B, A" ������� �� ������� ��
��������� � �

Fη!x" # �− Fξ!y" # P!ξ ≥ y" #

∫ ∞

y

fξ!u" du #

[
������	

u
g−��v�

]

#

∫ B

x

fξ

(
g−�!v"

) (
g−�!v"

)′
dv #

∫ x

B

fξ

(
g−�!v"

) ∣∣∣(g−�!v"
)′∣∣∣ dv

#

∫ x

−∞
fη!v" dv,

��� � 
�������� ������� : 
�� ����86�	 g� �
%���  �"&�'& ()* +� Ǳ���� c % ��������� ���������� � g!t" # t−c� &�'
�

Fξ−c!x" # Fξ!x E c".

=��� ��������� ������� ξ ����� ���������� ��

fξ−c!x" # fξ!x E c".

%�%� ,�(-��� �#*�� "� Ǳ���� c % ��������� ���������� � g!t" # ct� &�'
�

Fcξ!x" #

⎧⎪⎨
⎪⎩

Fξ!x/c", c > 09

P!ξ > x/c", c < 09

�F�,∞�!x", c # 0.

4���� ��'�� ���� ��������� ������� ξ ����� ���������� ��

fcξ!x" # fξ!x/c" ·
{

�
c , c > 09
�
|c| , c < 09

!��� � ������ � ��"�
,�G�
���� §:�� � §:�:� ���	�
�� � ������ �����������©11



������ ��	 Ǳ������������ ��������� ������� �0 

%�.�  �"&�#" /�"#���0#*�� "� Ǳ���� g!t" # atE b 
 a 	# 0� Ǳ���� ξ �

�����	�� ��
�
	� 
 Fξ � �� ��	��
� ���������	
�� Ǳ���
� η
���
# g!ξ" #

aξ E b 
 ����	��
� ��	��
& ���������	
� η ����� Fη� "�
 a > 0� ��

Fη!x" # Fξ

(
x − b

a

)
.

"�
 �� a < 0� ��

Fη!x" # �− Fξ

(
x − b

a

)
− P

(
ξ #

x − b

a

)
.

"�
 ����	
���	� ��������
��� ��� ξ ����&�	� 	�������	�� �����	��
��
�
	�� ��

fη!x" #
�

|a|fξ

(
x − b

a

)
.

�� ����� ����� ������

.��� ��1"(�*#*�� " ��2"& � /�# 0*#)�#&�

Ǳ� $"� %� Ǳ���� g!t" # t�� &�'
� g−�!t" # t�/� � Fξ�!x" # Fξ

(
x�/�

)
��'�����

������� �� ? 
��'�� �������� ������� : �� ���������  >��� ������� ��� ���
������
��� g′ ����� ����) g′!t" #  t� � g′!0" # 0�

+ ��6�� ������ ������� !:" �� ��������� 
�� ��	 ��'������ x� ��� ���
����	 g′!g−�!x"" # 0�

!"#�"$� .� Ǳ���� g 	�������	��� ������ ��������&'�� ��	��
� 
 A #
−∞� B # ∞� Ǳ�������
�� ��� g′!t" # 0 ����� � ��	�� ����� t # t�
"�
 ξ � ����&�	� 	�������	�� �����	�� ��
�
	�� �� η # g!ξ" �����
����&�	� 	�������	�� �����	�� ��
�
	�� ��
��� ���	���� fη!x" �����
������� �� ������ !:" �� ���# x 	# g!t"9 �  ��� ����� ���	���� ���	�
��������
��+ ����
� fη!g!t"" # 0�

%������������� + ���� ������������ ������� g ��������� fη �� ����
�����
�������� !:" ������ 
�� �
��'� ��'������ x # g!t"� B�����
���� fη  �����
x # g!t"� ����(� fη!x" # 0� Ǳ���(��� ��� ����� ������� fη �������
���������8 ��������� ������� η # g!ξ"� 1�������� ������� � � �������
!C"� �������� 
�� x < x � y # g−�!x"

Fη!x" # Fξ !y" #

∫ g−��x�

−∞
fξ!u" du #

[
������	

u
g−��v�

]
#

∫ x

−∞
fη!v" dv.

Ǳ���	�
� � ���
��� ��� x ↑ x � ��������� ������������ ���� �������
������
������� 
�������� >�� ������� � 
�� x # x� ��� ��� ����'��� ���
������� ��	��'� ���
��� ��������� !3������� ����� �4 § � ���� ��� ������� �"�
7���������� �������� ������ x > x� B���� �� (� ������ ���������	 u #
g−�!v"� �����

Fη!x" #

∫ t�

−∞
fξ!u" du E

∫ g−��x�

t�

fξ!u" du #

∫ x�

−∞
fη!v" dv E -./

t↓t�

∫ g−��x�

t

fξ!u" du,

∫ g−��x�

t

fξ!u" du #

∫ x

g�t�

fη!v" dv →
∫ x

x�

fη!v" dv,



�0! ������� ������������ � �������������� �����������

����
� �������� ��� Fη!x" #
∫ x�
−∞ fη!v" dv E

∫ x

x�
fη!v" dv� ��� � ����������


������������� �
Ǳ� $"� . !��������� ������� :"� 1���� g−�!t" # t�/� �

(
g−�!t"

)′
# �

�t�/� �
Ǳ�>����

fξ�!x" #

{
fξ

(
x�/�

) · �
�x�/� , x 	# 0,

0, x # 0.

.�%� 3�(#4�# $#�#�#��'" /�"#���0#*�� ��

Ǳ� $"� 5� Ǳ���� g!t" # t�� �� ������� �� �� ������� : ��������� ���
�����
������ ������ 
�� ��	�(
���� ������� ������
������ � ���������
�������������� ��� ��� g �� ������� �����������

3#�� ���*�"� � g!y" # x� Ǳ��
����(��� ��� g ������  ����'�� ������
 �������� t ≤ t � ���������  ����'�� ������  �������� t ≥ t� ,������

��� x # g!t"� =��� A
���
# -./x→−∞ g!x" # ∞ � B

���
# -./x→∞ g!x" # ∞� ��

�������� g!y" # x ����� ���� 
� ����� ��� x > x� ©12 B�� 
������������
>��'� ������ ����	�
��� 
�(
� ������������� �������� 2�������34�5�
�� ��������	 !−∞, t" � !t,∞"�

!"#�"$� 5� Ǳ���� g � 	�������	�� 
 �
�����	�
������ ��	��
�� ��
�
��� g′!t" 	# 0 �� ���# t� Ǳ�������
�� ��� g ������� � ������� ����� �

	������ t ≤ t 
 ���������� � ������� ����� � 
	������ t ≥ t� ,�
���
��� ��� A # B # ∞� Ǳ���
� x # g!t"� "�
 ξ � ����&�	� 	�������	��
�����	�� ��
�
	�� �� η # g!ξ" ������� ����&�	� 	�������	�� �����	��
��
�
	��� ��
���

Fη!x" #

{
0, x ≤ x,

Fξ!y�"− Fξ!y�", x > x,
!H"

fη!x" #

{
0, x ≤ x,

fξ!y�"y
′
� − fξ!y�"y

′
�, x > x,

!I"

��� y� < y� ��� ���	� ����	�	
� g!y" # x�

%������������ ������� C� Ǳ������� ���©15

!J"

{η < x} #

{
∅, x ≤ x,

{y� < ξ < y�}, x > x,
Fη!x" #

{
0, x ≤ x,

P!y� < ξ < y�", x > x.

Ǳ�������� ξ �����8��� ���������� ��������� �������� �� P!ξ # y�" # 0
!��� ������ !PF�" !������ �0� ���� I:""� Ǳ�>���� ������� !H" ������� �� !J"
� ������ !PF�" !������ �0� ���� I:"�

B���(�� ������� ��� ���� ξ % �����8��� ���������� ��������� ��������
�� ��������� η ����
������� �������� !I"� 7������ Fη!x" #

∫ x

−∞ fη!u" du
����
�� 
�� x ≤ x� =��� x > x� ��

Fη!x" #

∫ t�

y��x�

fξ!u" du E

∫ y��x�

t�

fξ!u" du #

[
������	

u
g−��v�

]

#

∫ x�

x

fξ!y�!u""y
′
� du E

∫ x

x�

fξ!y�!u""y
′
� du #

∫ x

x�

fη!u" du #

∫ x

−∞
fη!u" du.



������ ��	 Ǳ������������ ��������� ������� �0"

,��8
� � ������� ������� !I" 
�� x > x� �
(�����	
� -� Ǳ���� g′!t" # 0 ������ 
�� �
��'� ��'������ t # t�� � ��
��������� ������ ������� C �������� ��� ���������� ,�������� x� # g!t�"�
4�� �  �������  
�� ���������	 �������� ��(�� 
�������� ��� ���������
������� η # g!ξ" ������� �����8��� ����������� � �� ��������� ��
�����
�������� !I" 
�� ��	 x 	# x�� =��� >�� ������8 
�����
�����  ����� x��
����(� fη!x�" # 0� �� ����� ������� fη ��
�� ���������8 η�

Ǳ� $"� 6 !��������� ������� C"� +����6���� � ������� C� �������� ���
g ↓ 
�� t ≤ 0 � g ↑ 
�� t ≥ 0� ������ t # 0� B���� g′!t" # :t� �� ����
t� # 0 ������� ������ ������
���� 1���� y�!t" # −√

t � y�!t" #
√

t 
��
t ≥ 0� ����
� y′

�!t" # − �
�t�/� � y′

�!t" # �
�t�/� � +������������ �������� C �

����������  )

!K"

x ≤ 0 x > 0
Fξ� !x" 0 Fξ!

√
x"− Fξ!−√

x"

fξ�!x" 0 �
�
√

x
!fξ!

√
x" E fξ!−√

x""

.�.� ��#�#& $#$"��� 1�������� ������� 
�� ������� ������
������ �
���������� ������������� ��������	 ������� !�" � !:"� ��(�� �������� �	
�������������� �(�
���� 
�� ���������	 g� L���(��� ��������� ��������
������ g � ��������� ����� ���(���� ��������� 
�� ������� ������
����
���� �� ���(�� �������� �������������� �(�
���� ������������� �  ���
6�� ������� A� ���������� �(��� ������ ��
�������'� ��������������
���
�� E

[
ξ�

]

�� �����8��� ���������� ��������� ������� ξ� Ǳ���(��

g!t"
���
# t�� 1�������� !K" � ����
������ !� ��"� �����

E Mg!ξ"N # E
[
ξ�

]
#

∫ ∞



xfξ�!x" dx #
�

:

∫ ∞



√
x

(
fξ

(√
x
)
E fξ

(−√
x
))

dx

#

[
������	√

x
v

]
#

∫ ∞



v� !fξ!v" E fξ!−v"" dv #

∫ ∞

−∞
v�fξ!v" dv

#

∫ ∞

−∞
g!v"fξ!v" dv.

Ǳ� $"� 7� Ǳ���� ξ �����8��� ���������� ��������� �������� � c %
��������� ���������� ���
�� ��������� ��������� ������� η # g!ξ" 
��
g!t" # !t − c"�� ?�'����� §:�� ����� fξ−c!x" # fξ!x E c"� Ǳ�>���� �� !K"
�������� ��� f�ξ−c��!x" # 0 
�� x ≤ 0� ��

f�ξ−c��!x" #
fξ−c !

√
x " E fξ−c !−√

x "

:
√

x
#

fξ!
√

x E c" E fξ!−√
x E c"

:
√

x


�� x > 0�

Ǳ� $"� 8 !���
��(���� ������� H"� ���
�� �������������� �(�
���� E MηN

�� η # !ξ − c"�� ?�'����� ������� !� ��"

E MηN #

∫ ∞

−∞
xfη!x" dx #

∫ ∞



√
x

:

(
fξ

(√
x E c

)
E fξ

(−√
x E c

))
dx ≡ I� E I�,

I� #

[
������	√

x
v

]
#

∫ ∞



v

:
f!v E c" :vdv #

∫ ∞



v�f!v E c" dv,

I� #

[
������	
−√

x
v

]
#

∫ −∞



−v

:
fξ!v E c" :vdv #

∫ 

−∞
v�fξ!v E c" dv.



�0� ������� ������������ � �������������� �����������

Ǳ�>����

!�0" E
[
!ξ − c"�

]
#

∫ ∞

−∞
v�fξ!v E c" dv #

[
������	

v�c
u

]
#

∫ ∞

−∞
!u − c"�fξ!u" du.

Ǳ� $"� 9� 7��������� ������� ������ c # E MξN� &�'
�

E
[
!ξ − c"�

]
#

∫ ∞

−∞
x�fξ!x" dx − :c

∫ ∞

−∞
xfξ!x" dx E c�

∫ ∞

−∞
fξ!x" dx

# E
[
ξ�

] − !E MξN"
�
.

�� ���� ��������� �!������


���
�������� �������"# �������

;��� ������8 ������
������ ��������� �������� �������������� �(�
��
��� �� ������������� ��(�� �������� �  ��6�� �������

!"#�"$� 6� Ǳ���� ξ � �����	�� ��
�
	�+ F � �� ��	��
� ����������
	
�� Ǳ���� ��	��
� g 
�� 	�������	�� 
�� 
���� ��	��	�� �
�� ��������
������� ����� Ǳ�������
�+ ���

∫ ∞

−∞
|g!x"| dF < ∞

.
	����� ��	
������ � ����� ,�
������/� ����� �����������	
� g!ξ"

���� �������
������ ��
��	
� E Mg!ξ"N+ ��
���

!��" E Mg!ξ"N #

∫ ∞

−∞
g!x" dF

!
	����� ��	
������ � ����� ,�
������"�

%������������� B���(�� >�� ������� ������ 
�� 
�	 ������	 !�� �(��	"
�������

,���� )� Ǳ���� ξ % 
��������� ��������� ������� � �������� �������

�������� �(�
����� � η # g!ξ"� =��� ξ ∼
(

c� ... cm

p� ... pm

)
� �� η ∼

(
g�c�� ... g�cm�

p� ... pm

)
�

?�'����� ����
�����8 �������������'� �(�
���� !��� ������� !�:��""

!�:" E Mg!ξ"N #
m∑

j
�

g!cj"pj .

=��� m # ∞� �� 
�� ��6�������� E Mg!ξ"N ����	�
��� ��������� ����� ��

 ����� ����� !�:" �	�
���� �����8���� 4�� �� �
���  ���
��� �:�D� �����
 ����� ����� !�:" ���� ����'���� ?��������� �� ����� ����� !��"� O�� �

�������� ������� 
�� 
��������	 ��������	 �������



������ ��	 Ǳ������������ ��������� ������� �02

,���� *� Ǳ���� ξ % �����8��� ���������� ��������� ������� � ������
����� ���������8 f � � g % ����'� ���������� � 
��������������� �����
���� ������ g′!t" 	# 0 � ��	 �����	 t� + ���� ������� : ��������� �������
η # g!ξ" ���(� �����8��� ���������� � �� ��������� ��
����� �������� !:"�
?�'����� ����
�����8 � ��

E MηN #

∫ ∞

−∞
xfη!x" dx #

∫ b

a

xfξ

(
g−�!x"

) ∣∣∣(g−�!x"
)′∣∣∣ dx,

'
� a # /.@{A, B}� b # /PQ{A, B}� B����  ����'����� ����6��  �����
������ ������ ���������� u # g−�!x"� ����
�� �'� � �
�

∫ ∞

−∞
g!x"fξ!x" dx #

∫ ∞

−∞
g!x" dF !x".

�

����������	 
�Ǳ����


��� �� Ǳ6��� 76�8��9 g ������ ��������� � ��:�������� Ǳ�;��6 6�������� g�y� < x
����� ������������ ��=���� ��9 x ∈ �A, B� :��;�� g−� ��>�����?@�9 ���� g ��>�����?@�9A
� g−� 6B���?@�9 ���� g 6B���?@�9�


��� �� ��8�� �>������9 ���B������ � ��8�>��������� ������� � ���� A − ∞ ���

B < ∞C


��� �� Ǳ�;��6 ����� ���������

�� {ωD g�ξ� < x} < ∅ :�� x ≤ A
�� {ωD g�ξ� < x} < E :�� x ≥ B
�� η < x ⇐⇒ ξ < y :�� A < x < B

8������ �� ��:���>����� � ��8�>��������� ������� � � ��6;�� ��>�����?@�F 76�8��� gC


��� �� Ǳ�;��6 ����� ���������

�� {ωD g�ξ� < x} < ∅ :�� x ≤ B
�� {ωD g�ξ� < x} < E :�� x ≥ A
�� η < x ⇐⇒ ξ > y :�� B < x < A

8������ �� ��:���>����� � ��8�>��������� ������� � � ��6;�� 6B���?@�F 76�8��� gC


��� �� Ǳ�;��6 � ������� � ��������� Fη�x� <
∫ x
−∞ fη�t� dt ��:������ ��9 x ≤ A �

x > B � ��6;�� ��>�����?@�F 76�8��� g � ��8G� :�� x ≤ B � x > A � ��6;�� 6B���?@�F
76�8��� gC


��� �� HBI9����� ���������
∫ y
−∞ fξ�u� du <

∫ x
A fξ

(
g−��v�

) (
g−��v�

)′
dv �:��9�8� ��1

�����������9� � ��� :��6;����� >�����F u < g−��v��


��� �� HBI9����� ���������
∫ B
A fη�v� dv <

∫ ∞
−∞ fξ�u� du < � �:��9�8� �������������9�

� � � :��6;����� >�����F v < g�u��


��� �� ��8�� �>������9 ���B������ � ��8�>��������� ������� � ��9 ��6;��� A < −∞
� B < ∞C


��� �� Ǳ�;��6 � 6�����9� ������� � 6�������� g�y� < x ����� ��� 8���9 ��9 x > x�A
���� 8����� ��9 x < x�A � �� ����� 8����F ��9 x < x��


��� ��� Ǳ�;��6 � §��� �� ��������������9 ��6;�F c < 0 ��9 �B���?��� ��:�������F
��6;�F��F ����;��� ξC


��� ��� ��8 ��8�>������9 ������� ���C



��0 ������� ������������ � �������������� �����������


��� ��� Ǳ�;��6 6�������� g�y� < x ����� ����� ��� 8���9 :�� x > x� ���� g�t� ��:��1

����� � 6B����� ����� �� x�
���
< g�t�� �� ��>������� �:���� �� x� � A

���
< /%,x→−∞ g�x� < ∞

B
���
< /%,x→∞ g�x� < ∞C


��� ��� HBI9����� :�;��6 76�8��9 fη �:���������9 ���������� �"� 9��9���9 ����1
����������F � :�J���6 ��F���������� ��G�� B��� :��������?�


��� ��� Ǳ�;��6 ��6;�F��9 ����;��� η < g�ξ� � >���;���� � 9��9���9 �B���?���
��:�������F � �� :�������� >������9 7���6��F �"� ��9 ���� x 	< x�C


��� ��� Ǳ�;��6 ��:������ ��������� ���C

� Ǳ � � � � 	 � �  

���!"#$#%$ �� Ǳ6��� g K ���������9 � ��:�������9 76�8��9� Ǳ���G��

A < /%,
t→−∞ g�t� � B < /%,

t→∞ g�t�.

HB�>��;�� y < g−��x�� L���� :6��� F K 76�8��9 ���:��������9� L�8�>��� ;��

�� F �y� → � y ↑ B ���� g ��>�������A
�� �− F �y� → 0 y ↓ A ���� g 6B������

���!"#$#%$� �� L�8�>��� ������6 � ��9 ��6;�9 8���� g′�t� ����� 8���;��� ;����
8����F�

���!"#$#%$� �� L�8�>��� ������6 � ��9 76�8��F g ���?@�� 8���;��� 8���;�����
�>������F ����8���� �������������

���!"#$#%$ �� Ǳ6��� ξ K ��6;�F��9 ����;��� M��������� �� ����

ξ
P

∣∣∣∣∣−� �
�
�

�
�

3�F�� �N� E OξnPA �Q� E
[
eitξ

]
�

���!"#$#%$ �� Ǳ6��� ξ ∈ R�0, ��� 3�F�� 76�8��? ���:��������9 ��6;�F��F ����;���

η
���
< |ξ − �|�

���!"#$#%$ �� Ǳ6��� ��6;�F��9 ����;��� ξ ����� :��������

fξ�x� <
�

π
· �

� S x�
, −∞ < x < ∞.

3�F�� :�������� ��6;�F��F ����;��� ξ��

���!"#$#%$ �� Ǳ6��� ��6;�F��9 ��;8� ξ ����� ����������� ���:��������� �� �8�6G��1

��� x�S y� < �� HB�>��;�� ;���> ����6 :���8��� ��8���� �ξ �� ��� Ox� 3�F�� �N� :��������
� �Q� ��������;��8�� �G������ η�

���!"#$#%$ �� Ǳ6��� X ∈ R�0, ��� L�8�>��� ;�� Y ∈ TUV �θ� ��� Y < −θ /&X� W��
���F���� ��:���>6���9 :�� ������������� J8�:������������ ��6;�F��� ����;�� �� 8��1
:�?�����

���!"#$#%$ �� Ǳ�������� ���1���������F ��6;�F��F ����;��� � :���������� a � σ�

>������9 ����������

���� f�x� <
�

σx
√
�π

e−��	�x
−a
�/�σ� · ����,∞
�x�.

3�>����� ��8�F ��6;�F��F ����;��� �BI9��9���9 ��� ;�� �� ������7� 9��9���9 ���������F
��6;�F��F ����;���F� L�8�>��� J��� X���� ������� :6��� X ∈ N�a, σ�� Y < eX � 3�F��
:�������� ��6;�F��F ����;��� Y � �������� �� � �����



������ ��	 Ǳ������������ ��������� ������� ���

���!"#$#%$ ��� Ǳ6��� ξ K ��������������9 ��6;�F��9 ����;���� Ǳ�8�>��� ;��

E OξP S E
[
�

ξ

]
≥ �, E

[
,NU

{
ξ,

�

ξ

}]
≥ �.

���!"#$#%$ �� &����������� 	�
�����'� Ǳ6��� p, q > 0 � �
p
S �

q
< �� L�8�>��� ;��

xy ≤ xp

p
S

xq

q
, x, y ≥ 0.

Y������ ���?�� ;��

���� E O|ξη|P ≤ (
E O|ξ|pP)�/p · (E O|η|q P)�/q

��9 ��6;�F��� ����;�� ξ � η ��9 8������ E O|ξ|pP < ∞ � E O|η|q P < ∞�

���!"#$#%$ ��� Ǳ6��� ξ K ��6;�F��9 ����;��� :��;�� E
[
ξ�

]
< � E

[
ξ�

]
< ∞� L�8�1

>��� ;��

E O|ξ|P ≥ �√
E OξP�

.

��������� Z�:����� ξ� < |ξ|r · |ξ|�−r ��9 :�����9@��� r < �
�
 ���:���>������9 ������������

[������� � p < �
�
 q < ��



��� ������� ������������ � �������������� �����������

� � 
 	 � �

�� η ∈ R�0, ���

�� fξ� �x� <
�

π�� S x�
√

x
· ����,∞
�x�.

�� �N� fη�x� <
�

π
√
�− x�

 0 < x < �A �Q� E OηP <
�

π
�


