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Вступ. 

      Дане навчальне видання призначення для підготовки до проведення 

модульної контрольної роботи за темою «Диференціальне числення функцій 

багатьох змінних». Методичні вказівки містять зразок розв‘язку варіанту 

контрольної роботи, 20 різних  умов варіантів самої контрольної роботи та 

відповіді до них. Дане видання може використовуватись як на  практичних 

заняттях, так і для самостійної підготовки студентів до модульної 

контрольної роботи. 

 

 

 

 

 

 

Зразок розв’язку варіанту контрольної роботи 

Задача 1. Знайдіть і зобразіть на координатній площині область визначення 

функції 
2

lnz x y xy   . 

Розв’язання. Область визначення даної функції визначається умовами :
2

2 0
0

0
0
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0

x y

x
x y

y
xy

x

y
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Зобразимо цю область геометрично: 



 

 

 

 

Задача 2. Обчисліть повний диференціал функції sin
x

u z
y

  у точці  2,1,4M . 

Розв’язання.        
u u u

du M M dx M dy M dz
x y z

  
  
  

. 

 

Звідси  
1

2cos2 2cos2 sin2
4

du M dx dy dz   . 

 

Задача 3. Обчисліть значення похідної 
du

dt
 складеної функції 

2 2
3u x y    у 

точці  0,1M , якщо 3

lnx t

y t






.  

Розв’язання.    
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x t
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y t
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du u dx u dy
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Задача 4. Доведіть, що функція 

y

x
z xe  задовольняє рівняння 

2 2 2

2 2
2 0

z y z y z

x x x yx y

   
     

   
. 

Розв’язання.  

2 2

1
1 ; ;

y y y y y

x x x x xz y y z
e e e xe e

x y xx x

    
           

    
2 2 2

2 2 3 2 2 2

2 2 1
1 ; ;

y y y y y

x x x x xz y y y z z y
e e e e e

x x x yx x x x y x

      
                 

       
.  

Знайдені похідні підставимо в рівняння: 

2 2 3 2 2 3

2 1 2 2
1 2 0 0 0

y y y y

x x x xy y y y y y y y
e e e e

x x x xx x x x x x

      
                      

       
, 

 що і треба було довести. 

 

Задача 5. Складіть рівняння дотичної площини і нормальної прямої до 

поверхні 
2 2

0
xy

z
x y

 


 у точці 
2

2,1,
3

M
 
 
 

. 

Розв’язання. 

 Рівняння дотичної площини до поверхні, що задана рівнянням  , , 0F x y z   в 

точці  0 0 0 0
,M x y z  має вигляд: 

                              0 0 0 0 0 0
0

F F F
M x x M y y M z z

x y z

  
     

  
, 

 а рівняння нормалі :                 

     

0 0 0
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x x y y z z
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x y z
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Вираз   2 2
, ,

xy
F x y z z

x y
 


. Знайдемо похідні: 
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Підставимо знайдені похідні у відповідні рівняння. Відповідно, 

 

        
5 10 2 2

2 1 1 0 5 2 10 1 9 0
9 9 3 3
x y z x y z

   
                 

   

5 10 9 6 0x y z     - рівняння дотичної площини; 

 

2 2
2 1 2 13 3
5 10 1 5 10 9

9 9

z z
x y x y

 
   

    
 



 - рівняння нормалі. 

 

 

Задача 6. Знайдіть екстремуми функції  12z xy x y   . 

 

 

Розв’язання. Знайдемо стаціонарні точки, в яких виконується необхідна 

умова існування екстремума: 
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.    Отже, стаціонарних точок виявилось чотири. 

Перевіримо виконання достатніх умов існування екстремума в цих точках. 

Для цього знайдемо другі похідні:               

  
      

  

2 2 2

2 2
2 ; 2 ; 12 2 2

z z z
y x x y

x yx y
 

та побудуємо матрицю квадратичної форми, яка відповідає другому 

диференціалу : 

 

                                              
2 12 2 2

12 2 2 2

y x y

x y x

   
 

   
. 

Обчислимо значення визначника цієї матриці для кожної стаціонарної точки і 

знайшовши значення кутових мінорів зробимо висновки відносно наявності в 

них екстремумів. 

Для точки  0
0,0M  матриця має вид 1

2

00 12

12 0 144





  
  

   

екстремуму 

немає. 

Для точки  1
12,0M  матриця має вид 1

2

00 12

12 0 144





  
  

    

екстремуму 

немає. 

Для точки  2
0,12M  матриця має вид 1

2

00 12

12 0 144





  
  

    

екстремуму 

немає. 



Для точки  3
4,4M  матриця має вид 1

2

8 08 4

4 8 48 0





     
  

     

в цій точці 

досягається локальний мінімум, відповідно     min
4,4 4 4 12 4 4 64z z      . 

 

 

Задача 7. За допомогою функції Лагранжа знайдіть екстремум функції 

2z x y  , якщо змінні задовольняють умову 
2 2

1x y  . 

Розв’язання.  

Будуємо функцію Лагранжа:                           2 2
, , 2 1L x y x y x y      .  

Шукаємо точки, підозрілі на екстремум:
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. 

Запишемо другий диференціал і знайдемо його значення в цих точках: 
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 2 2 22 1 5
, 2 0

25 5
d L dx dy

 
     
 

,      2 2 22 1 5
, 2 0

25 5
d L dx dy

  
       

   

. 

Звідси випливає, що в точці 
1

2 1
,

5 5
M

 
  
 

 досягається умовний мінімум, а в 

точці 
2

2 1
,

5 5
M

 
 
 

 - умовний максимум. 

Відповідно, 



                               

     
             

     

     
        

     

min

max
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2 1 2 1
, 2 5.
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Задача 8. Знайдіть найбільше та найменше значення функції 
2 2

3 2z x y xy     в області D , що обмеженій лініями , 0, 1x y y x   . 

Розв’язання.  

Знайдемо точки, підозрілі на екстремум і перевіримо 

їх належність або неналежність заданій області.  

0
4 0 0

0
2 0 0

0

z

x y xx
dz

z y x y

y


     

     
      



.  

Точка  0,0M знаходиться на границі області D , тому 

значення функції в ній можна не обчислювати (це значення буде враховане 

при дослідженні значень функції на границі області). 

Границя області складається з відрізків трьох прямих, на яких і знаходяться 

точки, в яких досягаються найбільше і найменше значення функції. 

Дослідимо функцію на границях: 

     
2

: 0, 0,1 , 3 2 4
OA OA

OA y x z x x z x x        найбільше і найменше 

значення функції може прийматись на кінцях відрізку    0 3; 1 1
OA OA
z z  ; 

     
2 2 2 2

: , 0,1 , 3 2 3 4 8
OB OB

OB y x x z x x x x x z x x            найбільше і 

найменше значення функції може прийматись на кінцях відрізку 

   0 3; 1 1
OB OB
z z   ; 

     
2 2

: 1, 0,1 , 3 2 1 1 2
AB AB

AB x y z y y y y y z y y            точка 

екстремуму функції  AB
z y  не належить відрізку  0,1 , тому найбільше і 

найменше значення функції може прийматись на кінцях відрізку 

   0 1; 1 1
AB AB
z z   . 

Серед знайдених значень функції оберемо найбільше та найменше значення. 

Відповідно, найбільше значення заданої функції рівне  3 0,0z , а найменше 

рівне  1 1,1z  .  



 

 

 

Варіант № 1 

1. Знайдіть область визначення функції     2arcsinz y x  . 

2. Знайдіть повний диференціал функції  22 ln
x

z x y
y

   в точці   1;2M . 

3. Знайдіть  
dz

dt
, якщо    3 2x yz e   , де  

2

cosx t

y t





  

4. Доведіть, що функція  
2 2

1
lnu

x y



  задовольняє умову  

2 2

2 2
0

u u

x y

 
 

 
. 

5. Складіть рівняння дотичної площини та нормальної прямої до поверхні 
2 2 2 6 1 0x y z xy z        у точці   0 1;1;0M . 

6. Знайдіть екстремуми функції    
2 21 2z x y   . 

7. За допомогою  функції Лагранжа знайдіть екстремум функції  z xy , 

якщо змінні задовольняють умову  2 1x y  . 

8. Знайдіть найбільше та найменше значення функції  2 22 4z x xy x y      в 

області D , що обмежена лініями 2 0, 0, 0x y x y     . 

 

 

 

 

Варіант № 2 

1. Знайдіть область визначення функції    2 29 9z x y    . 

2. Знайдіть повний диференціал функції  2 2 2 2z x y x y    в точці   4;3M . 

3. Знайдіть  
dz

dt
, якщо     arcsinz y x   , де  

3

2

3

x t

y t





  

4. Доведіть, що функція  3 2u x xy    задовольняє умову  
2 2

2 2
3

u u

x y

 


 
. 

5. Складіть рівняння дотичної площини та нормальної прямої до поверхні 
2 2 6 3 21 0x y xy z x        у точці   0 1;3;4M  . 

6. Знайдіть екстремуми функції   2 24 2z xy x y   . 



7. За допомогою  функції Лагранжа знайдіть екстремум функції  2 2z x y  , 

якщо змінні задовольняють умову  2 4x y  . 

8. Знайдіть найбільше та найменше значення функції  2 26 4z x xy y     в 

області D , що обмежена лініями  1, 1, 1, 1x x y y      . 

 

Варіант № 3 

1. Знайдіть область визначення функції    
 

2

2 2

2

ln 4

y x
z

x y




 
. 

2. Знайдіть повний диференціал функції  arcsin
y

z
x

  в точці   2;1M . 

3. Знайдіть  
dz

dt
, якщо    yz x  , де  

ln

cos

x t

y t





  

4. Доведіть, що функція   22xu e y y    задовольняє умову  

 
2 2

2

2 2
2 4xu u

e y y
x y

 
   

 
. 

5. Складіть рівняння дотичної площини та нормальної прямої до поверхні 
2 22 4 5 15z x y xy y       у точці   0 7;1;8M  . 

6. Знайдіть екстремуми функції   2 2 2z x xy y x y     . 

7. За допомогою  функції Лагранжа знайдіть екстремум функції  2 2z x y  , 

якщо змінні задовольняють умову  2 3 1x y  . 

8. Знайдіть найбільше та найменше значення функції  2 22 4z x y      в 

області D , що обмежена лініями 21 , 0y x y   . 

 

Варіант № 4 

1. Знайдіть область визначення функції     2 2 2ln 2 9z x y x y     . 

2. Знайдіть повний диференціал функції  
2

2
arccos

x
z

y
  в точці   1;3M . 

3. Знайдіть  
dz

dt
, якщо    arcsinz xy  , де  

2

x t

y t t




 
  

4. Доведіть, що функція  sinu xy   задовольняє умову  

 
2 2

2 2

2 2

u u
u x y

x y

 
   

 
. 

5. Складіть рівняння дотичної площини та нормальної прямої до поверхні 
2 22 3 3 2 0x y xy x z        у точці   0 1; 1;2M  . 

6. Знайдіть екстремуми функції   2 22 2z x y xy x y     . 



7. За допомогою  функції Лагранжа знайдіть екстремум функції  2z x y  , 

якщо змінні задовольняють умову  2 2 5x y  . 

8. Знайдіть найбільше та найменше значення функції  
2 22 2 2z x xy x y y       в області D , що обмежена лініями 

2 0, 2, 0x y x y     . 

Варіант № 5 

1. Знайдіть область визначення функції     2 2arcsin 2z x y   . 

2. Знайдіть повний диференціал функції  
x y

z
x y





 в точці   2; 1M   . 

3. Знайдіть  
dz

dt
, якщо    2 lnz x y  , де  

3

2 1

4

x t

y t

 



  

4. Доведіть, що функція  
x y

u
x y





  задовольняє умову  

 

2 2

2 2 2

4u u
u

x y x y

 
 

  
. 

5. Складіть рівняння дотичної площини та нормальної прямої до поверхні 
2 2 22 6 4 9 0x y z z x        у точці   0 2;1; 1M  . 

6. Знайдіть екстремуми функції    9z xy x y   . 

7. За допомогою  функції Лагранжа знайдіть екстремум функції  
2 22z x y  , якщо змінні задовольняють умову  4 2 1 0x y   . 

8. Знайдіть найбільше та найменше значення функції  
2 28 6 4 8 4z x xy x y y        в області D , що обмежена лініями 

1, 2 , 0, 0x y x y    . 

 

 

 

Варіант № 6 

1. Знайдіть область визначення функції     arccos 2z y x  . 

2. Знайдіть повний диференціал функції  
2

2

x y
z

x y





 в точці   3;1M . 

3. Знайдіть  
dz

dt
, якщо    2z tgx y  , де  

2

4

3

5

x t

y t

 



  

4. Доведіть, що функція   2 2lnu x y    задовольняє умову  
2 2

2 2
0

u u

x y

 
 

 
. 

5. Складіть рівняння дотичної площини та нормальної прямої до поверхні 
2 2 24 4 6 2 0x y z xy       у точці   0 2;1;2M  . 

6. Знайдіть екстремуми функції   2 2 6 9z x y xy x y     . 



7. За допомогою  функції Лагранжа знайдіть екстремум функції  z xy , 

якщо змінні задовольняють умову  2 1x y  . 

8. Знайдіть найбільше та найменше значення функції  2 22 4z x xy x y      в 

області D , що обмежена лініями 1 0, 3, 0x y x y     . 

 

Варіант № 7 

1. Знайдіть область визначення функції    
1 1

z
x y x y

 
 

. 

2. Знайдіть повний диференціал функції  
2 223 x yz xy e    в точці   1; 1M   . 

3. Знайдіть  
dz

dt
, якщо    2 3yz x  , де  

2

cos

2 1

x t

y t




 
  

4. Доведіть, що функція   cos sinyu e x y x    задовольняє умову  

2 2

2 2
2 sinyu u
e x

x y

 
 

 
. 

5. Складіть рівняння дотичної площини та нормальної прямої до поверхні 
2 2 2 2 3 9 0x y z xy z        у точці   0 1;2;1M . 

6. Знайдіть екстремуми функції   3 38 6 1z x y xy    . 

7. За допомогою  функції Лагранжа знайдіть екстремум функції  

2 22z x y  , якщо змінні задовольняють умову  6
2 4

x y
  . 

8. Знайдіть найбільше та найменше значення функції  3 33z x xy y     в 

області D , що обмежена лініями 0, 2, 1, 2x x y y     . 

 

Варіант № 8 

1. Знайдіть область визначення функції    
 2

2 2

ln 4

16

x
z

x y




 
. 

2. Знайдіть повний диференціал функції  
2 2

2 2x yz xy    в точці   1;1M . 

3. Знайдіть  
dz

dt
, якщо    2 cosz x y  , де  

3 22 3

2

x t t

y t


  






  

4. Доведіть, що функція  2 2lnu x y    задовольняє умову  
2 2

2 2

u u

x y

 


 
. 

5. Складіть рівняння дотичної площини та нормальної прямої до поверхні 
2 2 2 6 4 10 0x y z x z        у точці   0 1;1;2M  . 

6. Знайдіть екстремуми функції   2 22 3 2 21z xy x y    . 



7. За допомогою  функції Лагранжа знайдіть екстремум функції  
2 22z x y  , якщо змінні задовольняють умову  3 5 0x y   . 

8. Знайдіть найбільше та найменше значення функції  2 2z x xy     в 

області D , що обмежена лініями 24 4, 0y x y   . 

 

Варіант № 9 

1. Знайдіть область визначення функції    sinz y x  . 

2. Знайдіть повний диференціал функції   2 2ln 3z x y   в точці   2; 1M   . 

3. Знайдіть  
dz

dt
, якщо    52 x yz   , де  

3

sin

2

x t

y t





  

4. Доведіть, що функція  cosu xy   задовольняє умову  

 
2 2

2 2

2 2

u u
u x y

x y

 
   

 
. 

5. Складіть рівняння дотичної площини та нормальної прямої до поверхні 
2 2 22 4 7 0x y z y z        у точці   0 2;1; 1M  . 

6. Знайдіть екстремуми функції   2 22 27z xy x y x     . 

7. За допомогою  функції Лагранжа знайдіть екстремум функції  
2 23z x y  , якщо змінні задовольняють умову  2 7x y  . 

8. Знайдіть найбільше та найменше значення функції  3 2z xy x y     в 

області D , що обмежена лініями 4, 0, 0, 4x x y y    . 

 

 

 

Варіант № 10 

1. Знайдіть область визначення функції    cosz y x  . 

2. Знайдіть повний диференціал функції  2 22z x y   в точці   3;1M . 

3. Знайдіть  
dz

dt
, якщо    2 lnz y x  , де  

25

sin

x t

y t

 



  

4. Доведіть, що функція   1x y
u e


   задовольняє умову  

 
2 2

2

2
1

u u
u xy x x

y x y

 
    

  
. 

5. Складіть рівняння дотичної площини та нормальної прямої до поверхні 
2 2 2 6 4 5 0x y z x z        у точці   0 2;1; 1M  . 

6. Знайдіть екстремуми функції   2 22 4 2 2 2z x y xy x y     . 



7. За допомогою  функції Лагранжа знайдіть екстремум функції  
2 22z x y  , якщо змінні задовольняють умову  5 4 6x y  . 

8. Знайдіть найбільше та найменше значення функції  2 23 3z x x y y      в 

області D , що обмежена лініями 1, 5, 0x y x y    . 

 

Варіант № 11 

1. Знайдіть область визначення функції     2ln 2 4 2z x y y x      . 

2. Знайдіть повний диференціал функції     
2

2 cosz x y x y     в точці  

;0
2

M
 
 
 

. 

3. Знайдіть  
dz

dt
, якщо    3 sinz y x  , де  

22 3

ln

x t

y t

  



  

4. Доведіть, що функція  3 22 3u y yx    задовольняє умову  
2 2

2 2
2

u u

x y

 
 

 
. 

5. Складіть рівняння дотичної площини та нормальної прямої до поверхні 
2 2 5 2 27 0x z zy y       у точці   0 1;2; 3M  . 

6. Знайдіть екстремуми функції   3 3 6z x y xy   . 

7. За допомогою  функції Лагранжа знайдіть екстремум функції  2 2z y x  , 

якщо змінні задовольняють умову  3 6 1x y  . 

8. Знайдіть найбільше та найменше значення функції  2 22 4z x xy x y      в 

області D , що обмежена лініями 1, 3, 0x y x y      . 

 

Варіант № 12 

1. Знайдіть область визначення функції    
 

2 2

ln 1

1
9 4

y x
z

x y

 


 

. 

2. Знайдіть повний диференціал функції   3 22 3 sinz x y xy x y     в точці  

;0
2

M
 
 
 

. 

3. Знайдіть  
dz

dt
, якщо    2 53 x yz   , де  

4

cos

3

x t

y t





  

4. Доведіть, що функція  
2

2

x y
u

x y





  задовольняє умову  

2 2

2 2
2

u y u

xx y

 
  

 
. 

5. Складіть рівняння дотичної площини та нормальної прямої до поверхні 
2 2 21 0x y xz yz       у точці   0 0;1;1M . 



6. Знайдіть екстремуми функції   2 22 2 2z x y xy x y     . 

7. За допомогою  функції Лагранжа знайдіть екстремум функції  
2 23z x y  , якщо змінні задовольняють умову  2 1x y  . 

8. Знайдіть найбільше та найменше значення функції  21

2
z x xy    в 

області D , що обмежена лініями 22 , 8y x y  . 

Варіант № 13 

1. Знайдіть область визначення функції    ln lnsinz x y  . 

2. Знайдіть повний диференціал функції  2 3 24 2 sinz x y xy x    в точці  

 ;1M  . 

3. Знайдіть  
dz

dt
, якщо     arccos 2z y x   , де  

2

1

2 1

x t

y t

 


 
  

4. Доведіть, що функція   22 1yu x    задовольняє умову  
2 2

2
ln 2

u u
x

x yx

 
 

 
. 

5. Складіть рівняння дотичної площини та нормальної прямої до поверхні 
2 2 2 2 3 3 0x y z zy y z         у точці   0 1;1;1M . 

6. Знайдіть екстремуми функції   2 2 2 4z y x xy x    . 

7. За допомогою  функції Лагранжа знайдіть екстремум функції  
2 22z x y  , якщо змінні задовольняють умову  2 2x y  . 

8. Знайдіть найбільше та найменше значення функції  2z xy x y     в 

області D , що обмежена лініями 3, 0, 0, 4x x y y    . 

 

 

 

Варіант № 14 

1. Знайдіть область визначення функції    ln cos lnz x y  . 

2. Знайдіть повний диференціал функції  3 2 23 6 cosz x y xy y     в точці  

2;
2

M
 

 
 

. 

3. Знайдіть  
dz

dt
, якщо    2 sinz y x  , де  

23 2

tx e

y t

 


 
  

4. Доведіть, що функція  y xu xe ye    задовольняє умову  
2 2

2 2

u u
x y

x y

 


 
. 

5. Складіть рівняння дотичної площини та нормальної прямої до поверхні 
2 2 2 2 2 0x y z xz z x        у точці   0 1;1;0M . 

6. Знайдіть екстремуми функції   2 2 6 9z x xy y x y     . 



7. За допомогою  функції Лагранжа знайдіть екстремум функції  
2 22z y x  , якщо змінні задовольняють умову  2 6 1x y  . 

8. Знайдіть найбільше та найменше значення функції  2 24 6 2z x xy x y      

в області D , що обмежена лініями 3, 0, 0x y x y    . 

 

Варіант № 15 

1. Знайдіть область визначення функції    
2 2

1 1
9 16

x y
z x y      . 

2. Знайдіть повний диференціал функції  
2

x
z arctg

y
  в точці   1;1M . 

3. Знайдіть  
dz

dt
, якщо    2 5xz y  , де  

32 3

1

x t t

y t

  


 
  

4. Доведіть, що функція  2cosu xy   задовольняє умову  
2 2

2 2

2 2

u u
x y

x y

 


 
. 

5. Складіть рівняння дотичної площини та нормальної прямої до поверхні 
2 2 2 2 25 0x y xy z x y         у точці   0 1;1;1M . 

6. Знайдіть екстремуми функції   2 23 3 6 6z y x x y    . 

7. За допомогою  функції Лагранжа знайдіть екстремум функції  2z xy , 

якщо змінні задовольняють умову  3 2 1x y   . 

8. Знайдіть найбільше та найменше значення функції  
2 23 6z x xy x y y        в області D , що обмежена лініями 

1, 1, 0, 0x y x y    . 

 

 

Варіант № 16 

1. Знайдіть область визначення функції     
2 2

ln 1 ln
9 4

x y
z x y

 
     

 
. 

2. Знайдіть повний диференціал функції  
3

y
z arcctg

x
  в точці   1;1M . 

3. Знайдіть  
dz

dt
, якщо    2 2z x y y x   , де  

2cos

3sin

x t

y t





  

4. Доведіть, що функція   2lnu x y    задовольняє умову  
2 2

2 2

u u

x y

 


 
. 

5. Складіть рівняння дотичної площини та нормальної прямої до поверхні 
2 2 2 3 15 0x y xy z y        у точці   0 1; 1;1M  . 

6. Знайдіть екстремуми функції   2 2 2 2z y x xy x y     . 



7. За допомогою  функції Лагранжа знайдіть екстремум функції  
2 22 2z x y  , якщо змінні задовольняють умову  4 3x y  . 

8. Знайдіть найбільше та найменше значення функції  2 22 2z x y x y      в 

області D , що обмежена лініями 1, 0, 0x y x y    . 

 

Варіант № 17 

1. Знайдіть область визначення функції    
 2ln 1

x y
z

y x




 
. 

2. Знайдіть повний диференціал функції  
2 2

4x
z

x y



 в точці   3;4M . 

3. Знайдіть  
dz

dt
, якщо    2lnz x y  , де  

32 2

x t

y t t

 


 
  

4. Доведіть, що функція  2 3xy yu e    задовольняє умову  

 
2 2

2 2

2 2
2 3 4

u u
x y

x y

 
 

 
. 

5. Складіть рівняння дотичної площини та нормальної прямої до поверхні 
2 2 22 4 11 0x y z xz y        у точці   0 3;1;2M . 

6. Знайдіть екстремуми функції   3 33 3 9 15z x y xy    . 

7. За допомогою  функції Лагранжа знайдіть екстремум функції  
2 22z y x  , якщо змінні задовольняють умову  3 2 2x y   . 

8. Знайдіть найбільше та найменше значення функції  2 22 2z x y x y      в 

області D , що обмежена лініями 1 0, 3, 0x y x y     . 

 

Варіант № 18 

1. Знайдіть область визначення функції    
 

2 21

ln 1

x y
z

x y

 


 
. 

2. Знайдіть повний диференціал функції  
2 2

2y
z

x y



 в точці   3;4M  . 

3. Знайдіть  
dz

dt
, якщо     arccos 3z x y   , де  

3

2

5

2

x t t

y t

  



  

4. Доведіть, що функція   23yu e x x    задовольняє умову  

 
2 2

2

2 2
1 2

u u
x

x y

 
 

 
. 

5. Складіть рівняння дотичної площини та нормальної прямої до поверхні 
2 24 2 4 3 13 0x z xy xz z        у точці   0 1; 2;1M  . 



6. Знайдіть екстремуми функції   3 3 3 21z x y xy    . 

7. За допомогою  функції Лагранжа знайдіть екстремум функції  
2 22 2z x y   , якщо змінні задовольняють умову  4 2 3x y   . 

8. Знайдіть найбільше та найменше значення функції  2 25 3z x xy y     в 

області D , що обмежена лініями 1, 1, 0, 0x y x y    . 

Варіант № 19 

1. Знайдіть область визначення функції    
2 2

arcsin 2
9 4

x y
z

 
   

 
. 

2. Знайдіть повний диференціал функції   ln 2z x x y   в точці   1;1M . 

3. Знайдіть  
dz

dt
, якщо    2 34 x yz   , де  

2

ln

3 1

x t

y t t




  
  

4. Доведіть, що функція  2 22u x y    задовольняє умову  
2 2

2 2

2 2

u u
x y

x y

 


 
. 

5. Складіть рівняння дотичної площини та нормальної прямої до поверхні 
2 2 2 4 6 0x y z xz y        у точці   0 1;1;2M . 

6. Знайдіть екстремуми функції   2 23 6 18 12z y x xy x y     . 

7. За допомогою  функції Лагранжа знайдіть екстремум функції  
2 23z x y  , якщо змінні задовольняють умову  3 4x y  . 

8. Знайдіть найбільше та найменше значення функції  2 2 4 8z x xy x y      

в області D , що обмежена лініями 1, 2, 0, 0x y x y    . 

 

 

 

Варіант № 20 

1. Знайдіть область визначення функції     2arccos 2z y x  . 

2. Знайдіть повний диференціал функції   ln 4 3z y y x   в точці  

 1; 1M  . 

3. Знайдіть  
dz

dt
, якщо    5 4x yz e   , де  

3

sin

3

x t

y t





  

4. Доведіть, що функція  
1

u
x y




  задовольняє умову  
2 2

2 2

u u

x y

 


 
. 

5. Складіть рівняння дотичної площини та нормальної прямої до 

поверхні 2 2 2 4 10 0x y z xz y        у точці   0 2;1;0M  . 

6. Знайдіть екстремуми функції   2 2 6z y x xy x    . 



7. За допомогою  функції Лагранжа знайдіть екстремум функції  

3z xy , якщо змінні задовольняють умову  2 3 2x y  . 

8. Знайдіть найбільше та найменше значення функції  2z xy x y     в 

області D , що обмежена лініями 3, , 0x x y y   . 

 

 

 

Відповіді:   

Варіант №1.  2) 
3

9
2

dz dx dy   ;3)  3 2 4 3sinx ye t t   ; 5)    4 1 4 1 0;x y z        

1 1

4 4 1

x y z 
   ;  6  1;0  - лок. мінімум;  7) 

1 1
;

2 4

 
 

 
  - ум. макс.;  

8)      0; 2 2;0 4, 0;0 0m z z M z          

Варіант №2.  2) 72,8 96,6dz dx dy   ;3) 
 

2

2

9 2

1

t

y x



 

 ; 5)    13 1 4 0;x z      

1 3 4

13 0 1

x y z  
 


 ;  6) екстремумів немає; 7) 

8 4
;

3 3

 
 
 

  - ум. мін.;  

8)  0;0 0,m z      1; 1 1;1 11M z z       

  

Варіант №3.  2) 
2 1

3 3
dz dx dy


   ;3) 1 siny y

x x t
t

  
 

 
 ; 

 5)      32 7 35 1 8 0;x y z        
7 1 8

32 35 1

x y z  
 

 
 ;  6)  0;1  - лок. мінімум;  

 7) 
2 3

;
5 5

 
 
 

  - ум. макс.;   8)      1;0 1;0 2, 0;0 4m z z M z        

Варіант №4.  2) 
2 6

73 73
dz dx dy


   ;3) 

 

 
2

2 1

1

y x t

xy

 



 ; 5) 

     6 1 7 1 2 0;x y z        

1 1 2

6 7 1

x y z  
 


 ;  6) 

1
0;

2

 
 

 
 - лок. мінімум;  7)  2;1   - ум. макс.,   2; 1   - 

ум.мін.;  

8)    1;0 1, 2;3 9m z M z       



Варіант №5.  2) 
2 4

9 9
dz dx dy


   ;3) 

2
24 ln 12

x
x y t

y
  ; 5) 

     8 2 2 1 10 1 0x y z        

2 1 1

4 1 5

x y z  
 


 ;  6)      0;0 , 9;0 , 0;9  - не екстремуми;  7) 

2 1
;

9 18

 
  
 

  - ум. мін.;  

8)  
1 1 1

0;2 24, 0; ;0
4 4 2

m z M z z
   

        
   

  

Варіант №6.  2) 
4 12

25 25
dz dx dy


   ;3) 

 

2 3

2 2

12 20

cos

xyt x t

x y


 ;  

5)      10 2 22 1 4 2 0;x y z        
2 1 2

5 11 2

x y z  
 

 
 ;  6)  1;4  - лок. мінімум;  

 7) 
1 1

;
6 10

 
 
 

  - ум. макс.;   8)    2;0 4, 3;3 6m z M z       

Варіант №7.  2)    2 23 2 6 2dz e dx e dy     ;3)  23 2 sin 4 ln3y x t x t   ; 

 5)      2 1 2 2 1 0;x y z        
1 2 1

2 2 1

x y z  
 


 ;  6) 

1
; 1

2

 
  
 

 - лок. максимум, 

  0,0  - не екстремум;  7)  4;32   - ум. мін.;  

8)      1;1 0; 1 1, 0;2 8m z z M z         

Варіант №8.  2)    2 2ln 2 2 2ln 2dz dx dy     ;3)  2 22 cos 6 6 sin
2

x y t t x y


    ; 

 5)      8 1 4 1 8 2 0;x y z        
1 1 2

2 1 2

x y z  
 

 
 ;  6)  0;0  - лок. максимум 

7) 
15 10

;
11 11

 
 
 

  - ум.мін.;   8)  
2 20 2

0;0 2, ;
3 9 27

m z M z
 

        
 

  

Варіант №9.  2) 
4 6

7 7
dz dx dy

 
   ;3)  5 22 5cos 6x y t t    

5)      4 2 5 1 6 1 0;x y z       
2 1 1

4 5 6

x y z  
 


 ;  6) 

1 1
;

4 4

 
 

 
 - не екстремум;  7) 

7 42
;

11 11

 
 
 

  - ум. мін.;    8)    4;0 12, 0;0 0m z M z       

Варіант №10.  2) 
6 1

17 17
dz dx dy   ;3) 

2

10 2 ln cos
y

t y x t
x

  ;  



5)      10 2 2 1 6 1 0;x y z       
2 1 1

5 1 3

x y z  
 


 ;  6) 

3 1
;

7 7

 
 
 

 - лок. мінімум;  

7) 
10 4

;
11 11

 
 
 

  - ум. мін.;  8)  
1 1 1

; , 5;4 114
6 6 6

m z M z
 

     
 

  

Варіант №11.  2)    4 1 1 2dz dx dy      ;3) 3 2 1
4cos 3 sinx y t y x

t
   ;  

5)      2 1 17 2 16 3 0;x y z       
1 2 3

2 17 16

x y z  
 


 ;  6)  2;2  - лок. мінімум, 

 0;0  - не екстремум  7) 
1 2

;
9 9

 
 
 

  - ум. макс.;  8)    2;0 4, 3;2 5m z M z         

Варіант №12.  2) 
3

4
dz dy


  ;3)  2 5 33 2sin 60x y t t    ; 5)    2 3 1 1 0;x y z       

1 1

2 3 1

x y z 
   ;  6) 

1
;0

2

 
 
 

 - лок. мінімум;  7) 
1 3

;
5 5

 
 
 

  - ум. мін.;  

8)    2;8 14, 2;8 18m z M z        

Варіант №13.  2)   28 2 4dz dx dy     ;3) 
 

 
2

1 8

1 2

t

y x

 

 

 ; 

 5)      2 1 1 3 1 0;x y z       
1 1 1

2 1 3

x y z  
 


 ;  6)  1;1  - не екстремум;   

7)  2; 2    - ум. мін.;  8)    3;0 6, 3;4 2m z M z       

Варіант №14.  2)  2 23
18 6 24

2
dz dx dy  

 
    
 

 ;3) 2 cos 12 sinty e x y x t   ; 

 5)      2 1 2 1 5 1 0;x y z       
1 1 1

2 2 5

x y z  
   ;  6)  1; 4   - лок. мінімум;  7) 

1 3
;

7 14

 
 
 

  - ум. макс.;  8)    0;3 18, 0;0 0m z M z       

Варіант №15.  2) 
1 1

2 4
dz dx dy   ;3)   2 25 ln5 6 3 2x y t y   ;  

5)      6 1 3 1 1 0;x y z       
1 1 1

6 3 1

x y z  
 


 ;  6)  1; 1  - лок. мінімум;   

7) 
1 1

;
6 4

 
  
 

  - ум. макс.;  8)    0;0 0, 1;1 6m z M z      

Варіант №16.  2) 
3 1

2 2
dz dx dy   ;3)    2 22 2 sin 3 2 cosxy y t x xy t     ;  



5)    3 1 1 0;y z     
1 1 1

0 3 1

x y z  
 


 ;  6) 

2 2
;

3 3

 
 
 

 - лок. мінімум;  

 7) 
12 3

;
17 17

 
 

 
  - ум. мін.;  8)  

1 1 3
; , 0;0 0

2 2 2
m z M z

 
     

 
  

Варіант №17.  2) 
64 48

125 125
dz dx dy   ;3)  

2
2ln 2 ln

6 2
2

y x y
t

yt
    

5)    8 3 2 0;x z     
3 1 2

8 0 1

x y z  
 


 ;  6)  1; 1   - лок. максимум,  0;0  - не 

екстремум;  7)  6;8   - ум. мін.;  8)    
1 1 3

; , 3;0 3;2 15
2 2 2

m z M z z
 

       
 

  

Варіант №18.  2) 
24 18

125 125
dz dx dy   ;3) 

 

2

2

15 9 4

1 3

t t

x y

  

 

 ; 5) 

     1 8 2 6 1 0;x y z        

1 2 1

1 8 6

x y z  
 

 
 ;  6)  1;1  - лок. мінімум.  0;0  - не екстремум;   

7) 
3 3

;
5 10

 
  
 

  - ум. макс.;  8)    0;0 0, 1;0 5m z M z      

Варіант №19.  2) 2dz dx dy   ;3)  2 3 2
4 ln 4 3 6 1x y t

t

  
  

 
 ;  

5)      4 1 6 1 2 0;x y z       
1 1 2

4 6 1

x y z  
 


 ;  6) 

3 3
;

2 2

 
 

 
 - не екстремум;   

7)  1; 1   - ум. мін.;  8)    1;0 3, 1;2 15m z M z        

Варіант №20.  2) 3 4dz dx dy   ;3)  5 4 25cos 36x ye t t   ; 5)    4 2 2 1 0;x y       

2 1

2 1 1

x y z 
 

 
 ;  6)  4; 2  - лок. мінімум;  7) 

1 1
;

2 3

 
 

 
  - ум. мін.;  

8)      3;0 3, 0;0 3;3 0m z M z z        
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