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>	��� � ������	���� An �� %��� σ&��'�% 	��

������ 
� ���� An �� ! σ��������" ��	 �����	���� n ≥ ��
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*
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P"An#.

Ǳ��$��% .� I��	 F � /� � �
���
�� σ&��'�% �� �	 ��	
� ����� �� � 
����&
.��� ��)� ��� A * ∅ �%	 A * �� � �.	�� P"�# * ( �� ��	
	� "P�#� J	%

����.��� ���.���� P"∅#� � �������	� �	 P"∅# * r > 5� +	�� ��� �	����	
�	&
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��� P"∅# � 5�

Ǳ��$��% /� ����� � * {ω�, ω�}� � F * 1�� +	�� ��	
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���  ���� ��	���� ���.��
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J	%  	� ������ 
������ � * 45, (6 �� � * - %����	 ������ X�	,�
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⎪⎪⎪⎩
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�
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���.���� I��	 ��	���� �� ���.��
 � ����.��	�� �	 X ����
���
�� ������
�

��	 ���������	 ����,���	�

�*��+���, .� ����� "�, F, P# � /� ��	
� ������ � 	��� � X � ���� ��&
�� 
�����	
� 
���.���� Ǳ	���.��	 ��	���� �� ���.��
 .� �� {x�, . . . , xm} ��
�	������	 pk * P"X * xk#� +�%��/�

"<#

(
x� x� . . . xm

p� p� . . . pm

)

����
���
�� ��+���
��� ������
��� ���������� ����,��� X �

$��������� 1 Ǳ	 �
����	 ��'��
�� 	���.���� M  	��	���� 
�����	
	� 
���&
.��� �� �	�� ���� 	���.����  	��	���� 3� �����!

F���.���� 3� ����� 0�'��
�� 	���.����
(

X"ω	# X"ω�#
P"ω	# P"ω�#

) (
5 (

P"X * 5# P"X * (#

)

Ǳ���� ������ � ��
�� ��%��/� X"ω	# �� 5� � X"ω�# �� ( �� )�  ���� 	%	� ��%&
��/
 �����
 ������.����� E �'�  ���� ���	� �� 
�� ������
��� 	����
��
{ω!X"ω# * 5} * A	 �� {ω!X"ω# * (} * A� "��'�����	� �	 Ai /� �����	��&
�� 
 �� ��� ��������
�� � ����	� �������� �	� �	��� ωi#� +���� .��	�� 	%��
�
	���.���� � ��
�
���������� Ǳ 	�� 
 %��
) �������� 
�������  ����/� ���
	���.������ �	�� ����� �����
	��

Ǳ��$��% �5� ����� � * 45, (6� F * B�	,�
� F���.��	 
��	% ������ X ! � →
- �� � �
��	�

":# X"ω# *

{
5, ���	 5 ≤ ω < �

� ,

(, ���	 �
� ≤ ω ≤ (�



���
�������� � ������ ���� ��!" ���	����� #$
%
���%&
���	
� ��
 ������
 ������� ����
� ����
�������

������ �
� #���
��� $� �����������	 X� 	�� �
������ �������� ���� ! ���������"

��������"%

D�	���	� ���.��
 
��	% ������ ":# � {5, (} � �	�� �'���	 	���.���� M ��
 	��	���	� � (

5 (
P"X * 5# P"X * (#

)
.

I��	� ��� ������ ��	
� ����	� �� 	� P � �� � N�%�'� �� ���� 
��� 45, (6� �	
/��  	��	��� ����  	��	���	� ����� �.�	� 
�����	
	� 
���.��� 3� ������ ���
P"X * 5# �* P"ω	# ��� �	��	� ω	 ∈ 45, (6 � �	��  	��	��� �� �	��� �������� �

�'���� "M#�

/�&� 
�*��%�� �%�� �+��6 ����%$���6 ����+���� 7	��	��� 
�����	
	�

���.��� �������
 
�� ��	
� ����	� �� � P� ��� ������  	��	���� "M# �� "9#
�������
 
�� �� ���� � p� ���� 
����.���
�� �� 	� P� +	��� �	�� �� '	
	 ��	
� 	  	��	���� ��	%����	 ���	� �'���
��� 
���	
���� ��	
� ����� �� ��

7	�'�����	 ������.�� 
�����	
� 
���.��� X ��� � * 45, (6� F * B�	,�
�
O� ��	���	� ���.��
 � ���� 
�� 45, (6� � �.	�� � � �	��	�� x ∈ 45, (6 �����
���
�� 	��� ω ∈ �� ��� ��	� X"ω# * x� I��	 � � /
	�� ��	
� ����	� �� 	� �
�� � N�%�'�� �	

P"X * x# * 5 ��� %��
&��	'	 x ∈ 45, (6.

�� 	%�
�
)� ������  	��	��� ���	� 
�����	
	� 
���.���� �� �������	�
 � �
	&
�� � 	%������� Ǳ� )� �	��'�� � �	��� �	 ��	���� ���.��
 
�����	
	� 
�&
��.��� � �����.��	� � ��%��/� "<# �� �	��� �������� � �	�� � 
�'����! ���
� �����
�� 
��	 ���	
�
��� �	���.����� � �������� 
��	% �������� 3��
)
�� 
	��	� � 	%���	� � ��� �	 � �'��  ��	� ��%��/� "<# %��� ������� ���
��
���� � �	�� ����� P 	��	���Q 
��'��� �� ��� �	��	'	 �������

0 ��)	'	 %	��� ��� �
���
�� ���.���� ��	
� �	��� �	��� 	� ����� �� ���
	� ���� ���.��
� � ��� �� ������	����!

"R# P"X ∈ B#, B ∈ B�,

� ����

"S# P"X ∈ B# * TUV"B ∩ 45, (6#, B ∈ B�,

�� TUV"·# � /� �� � N�%�'� �� ���� 
��� 45, (6� ��� ������

P"X ∈ 45.19, 5.:96# *
(
1
.

�*��+���, /� ����� "�, F, P# � ��	
� ������ � 	��� � X � �	
��
�� 
�&
����	
� 
���.���� ��%� ��	
� �	���� "R# ����
���
�� ��+���
��� ����������

����,��� X �

������ ��� (� �� X ) ��
������ ��������� ��������% -���
��� ��
����� ��� ����


��
����� ���%
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 ������� ����
� ����
�������
�������� � ������ ���� ��!" ���	����� #$
%
���%&

���

/�.� 
���7 ����%"��� ����%$���8 ����+���8� H	 ���	� "R# 	���.��	
W���/�� ��	��� PX"B# * P"X ∈ B#� 
����.��� ��� %	 ���
�
��� �����	&
��� B ∈ B�� H����.�	 PX"B# �	 �
��� ���.���� �� � P � 		% ��� X−�"B#
�����	���� B!

PX"B# * P"X−�"B##, B ∈ B�.

�����)� .� ����� "�,F, P# � ����
��
���� ����

�� X � ��������� �����

,��� !��
 PX"B# � ����
��
���	 �
��	 �� "-,B�# 

������ ��� #���
�� ������� �%

Ǳ��$��% ��� ����� � * {ω	, ω�}� F * 1�� X � 
�����	
� 
���.��� 3� &
������ 0� W	 ���	� "G# 
�� ���.���� �� �� �	 	����	� 
�����	
	� 
���.��	�
X � �������	 
 ��������� ��%��/�

"(5#
B 5, ( /∈ B 5 ∈ B, ( /∈ B 5 /∈ B, ( ∈ B 5, ( ∈ B

PX"B# 5 p (− p (

Ǳ��$��% ��� ����� � * 45, (6� F * B�	,�
� X � ������.�� 
�����	
� 
���.�&
��� D� �� �	 	����� 
�����	
	� 
���.��	� X � 
����.���
�� W	 ���	� "S#�
D� � PX"B# 
�� ������
�� 
�� �� � N�%�'� �� ���� 
��� 45, (6 ���� �	 �� )�

����.��� ��� 
��� B ∈ F�� � �� ���
�� ��� B ∈ F�	,�
� D� � PX"B# 
�� ��&
����
�� ���	� 
�� �� � N�%�'� �� - �
	��� ��
.������� ��� ������ ���	
B * 45, 16� �	 PX"B# * (� ��� TUV"B# * 1�

 � !"��#�$ 	
��
���" ������
�
% ��������

7	��	��� �	
��
�	� 
�����	
	� 
���.��� 
���.�� ���.���� ��	
� �	��� ���
���� 
���
 B * "−∞, x# ��� �	
��
��� x ∈ -�

�*��+���, 1� 2����
�	 ��+���
�� 
�����	
	� 
���.��� X ����
���
��

FX"x# * P"X ∈ "−∞, x## * P"X < x#, x ∈ -.

Ǳ��$��% �&� ����� � * {ω	, ω�}� F * 1�� X � 
�����	
� 
���.��� 3� &
������ 0� W	 ���	� "(5#

FX"x# *

⎧⎪⎨
⎪⎩

5, x < 5,

p, 5 ≤ x < (,

(, x ≥ (.

������ �
� (� �� � � ��, ��� F � B'�,�(� X ) ��������� ��������� ��������% Ǳ��������

�� /���*�" ��
������ FX �x�%

1��� 9�:,*�$ * ��*��%���)� 0
�.���	� ���� 
��� "−∞, x# ��������
 ��)�
�����.�� .������ 
��� %	 ���
�
��� ��	���� ���  	��	��� 
�����	
	� 
���.���
	��	���.�	 
����.���
�� �� W���/���  	��	�����

�����)� /� /�+���
� ���
����� ���������� ����,��� ����+��,�� ��+��,��
��

�� �� 3����
�	 ��+���
�� 
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�������� � ������ ���� ��!" ���	����� #$
%
���%&
���	
� ��
 ������
 ������� ����
� ����
�������

1��� ���( ���( � ;!�$<�6 ��*��%��!� H���/��  	��	���� F �	
��
�	� 
�&
����	
	� 
���.��� ��� ���� 
�����
	���!

"F�# F �� ������$
"F�# XYZx→−∞ F "x# * 5$
"F�# XYZx→∞ F "x# * ($
"F�# F � ���� � 
�	� ���
��

������ ��� #���
�� ���
����
�� �F����F��%

H����.�	 ��	 ��� 9 �	��� �	���� � �������	�� 
�'�����

�����)� 1� ����� 3����
� F ��� ����
����

 "F�#-"F�# !��
 �� "-,B�#
����� ��������
� ����
��
��� �
�� μ 
�� � *�

μ""−∞, x## * F "x#, x ∈ -.

&� �
��
���� '�����()���*�*��� ��������
% ������
�
% ��������

,��
����
��� �	 .	�� � 
�����
	��� "F�#-"F�# � �� ���� ����.���� ���
W���/��  	��	�����

�����)� 2� ����� ����� 3����
� F +���������� ����� "F�#-"F�# !��
 F �

3����
�	 ��+���
�� �

"�������� 0� ��	 ��	� < W���/�� F '��� �� �� "-, B�# ��	
� ����� �� � μ�
����� � * -� F * B�� P * μ� X � ������.�� 
�����	
� 
���.���� +	�� ���
Bx * "−∞, x#

FX"x# * P"X < x# * PX"Bx# * μ"Bx# * F "x#, x ∈ -.

8� � 	���.��� �	 F � W���/���  	��	���� 
�����	
	� 
���.��� "�� ��
��
 
����&
.��� /� 
�����	
� 
���.���#� �
$��������� 4 0 �	
������ ��	 ��� : 
���	� �	 ������.�� 
�����	
� 
�&
��.��� X ��� 	�	%��
� 
�����
���
! ���� X 
��	 ���	
���
�� ��� �	%��	
�
 	��	����
� � � �)�	� � ����� 
�����	
�� 
���.���

2��� =�(��8 �� ���������� ;!�$<�6 ��*��%��!� 0��.����  	��	����
PX"B#� ���� �	 	���� W���/�� F � 
�����
	����� "F�#-"F�#� 	%.������
��
�� �	�	�	'	� 
�
������ 5�����67

��
����

μ"B# *
∫

B

dF, B ∈ B�.

+	�� 
	�� ����
���
�� ��+���
���� 5�����67

��
����� �� �� �����  	�&
�	����
 	�	%��
� ���.���� ����
 ����� ��� ����∫

B

dF *
∫

B

f"u# du, B ∈ B�,

��� ����	� ��
�����	� W���/�� f � +���  	��	���� ����
���
�� �����	
�� ���

���������� � ���� W���/�� f ����
���
�� *
���
�
	 ��+���
��� ,�����	
�

���.����  	��	���� ���� � �%�	����	 ���� � 
����� ���	� ����
���
�� ���

���	
�� ������������ ����������� ����,������

������ ��� (���
�� ������� �� ��
��"��� ������������ ��
������%
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%
���%&

�� 

+� ,�"�����*��� 	
��
���

F�	%��
�  	�
 
 ��	 �� ��	
� �	���� ' �� �����
������ "�%	 ����������#
 	��	���� 8�� �%�	����	 ���� � 
���  	��	��� ��� ���
����


ϕ"x# *
(√
1π

e−x�/�, x ∈ -.

,��	�	� � W	 ���� "
�
����� Ǳ�������#

"((#
∫ ∞

−∞
ϕ"x# dx * (.

0 �� �	��� W���/�� ϕ 
����
��� �	

"(1#
∫ ∞

−∞
xϕ"x# dx * 5.

��������	 ���	� 	� ������ �	∫ ∞

−∞
x�ϕ"x# dx * 1

∫ ∞

	

x�ϕ"x# dx

*

[

���������

u�x, dv�xϕ�x�dx
du�dx, v�−ϕ�x�

]
* 1

(
−xϕ"x#

∣∣∣∞
	
[
∫ ∞

	

ϕ"x# dx

)

* 1
∫ ∞

	

ϕ"x# dx,

�	%�	

"(G#
∫ ∞

−∞
x�ϕ"x# dx * (.

3��� ��)� ��+�� ����%$��� ����+���� \�����
�
���  	��	��� ��� 
��&
���
���
 ����
��,���

� ����� X � '�����
�
�� 
�����	
� 
���.���� Y *
−X � +	��

PY "x# * P"Y < x# * P"X > −x# *
∫ ∞

−x

ϕ"u# du *
∫ x

−∞
ϕ"−u# du

*
∫ x

−∞
ϕ"u# du * PX"x#.

8� 	���.��� �	 X �� −X ����
 	����	
��  	��	���� C�)��� ��	
���� X ���
����� �.���  	��	����

3��� >�!((��(�$�� ��*��%�� * ����)� ��)�� ����� a, σ� ∈ -� σ� �* 5�
\�����
�
���  	��	��� � �� ���� ��� a �� σ� 
����.���
�� ���
�����

ϕa,σ�"x# *
(√
1πσ�

e−�x−a��/�σ�

, x ∈ -.

0����	� �����	� ����' �
���� ��������	 �	
����� �	∫ ∞

−∞
ϕa,σ�"x# dx * (,"(M#

∫ ∞

−∞
xϕa,σ� "x# dx * a,"(9#

∫ ∞

−∞
"x − a#�ϕa,σ�"x# dx * σ�."(<#
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������ ��

��������	 
	��
��

�� ������	 
��

�������	 ���������� �����
�

Ǳ���� n > � � X�, . . . , Xn � �	�
��
�� ��	�
�
�� ����������	��� ��
�′ � �X�, . . . , Xn�� 
��������� ��������	 
��
���	� ��� �′ ��
�
��� ���
��
 �
�����
�� ������� ��

�������� ������������� 
��
��� � 
���������

��� F���� � P�X� < x�, . . . , Xn < xn�, �
���
� �x�, . . . , xn�

′ ∈ �n.

!�
���� F���� � ��"�	�
� "	� 	#��$ ��%�&�
��� � ∈ �n  ����	���

�'� {ω(X� < x�, . . . , Xn < xn} �
n⋂

k��

{ω(Xk < xk} .

������ �� Ǳ����� ��	
	� �	�
� ��� ����	�����
 σ�	������ F�

������ � 
��������� ������
�� �������
��	� ��	�

�)� F���� �
∫ x�

−∞
· · ·
∫ xn

−∞
f��t�, . . . , tn� dt� . . . dtn, � ∈ �n,

"	� 
�������� *�
���� f���� ≥ +� ������� � ,��& �	�
�� 
��������� ���
���

�
�� 
��
��� ��

������� �� Ǳ��
� � � ������
�� �������
��� 
��
��� � B � ������
����

���	�����

� 
 �n� �� ��

P�� ∈ B� �

∫
B

f��t�, . . . , tn� dt� . . . dtn.

-�&���&� 
�� ����
���� �)� ��	����� 
���
�& �	�
��& �����&� �  ��

B � �−∞, x��× · · · × �−∞, xn�.

���� ����������� ������ �!�� !��� ��������� 
������� X�, . . . , Xn

��"�
���	� 
 ��
�������
� � ������ �
���
�� ������
�� �������
��� ����

������ 
��������� 
� 
��
�� � 
���� �
���
�� ������
�� �������
��	 �

���
���
�� f��x�, . . . , xn� � fX��x�� . . . fXn�xn�� .��������	�
�� � ,��& �	��

�� *�
���� ��� ��"�	�
�� ���  ������������ ����& ������&

F���� � FX� �x�� · . . . · FXn�xn� �

∫ x�

−∞
fX��t�� dt� · . . . ·

∫ xn

−∞
fXn�tn� dtn

�

∫ x�

−∞
· · ·
∫ xn

−∞
fX��t�� . . . fXn�tn� dt� . . . dtn

�  �,��&� ����
���� �)� �� �	
�
� "	� f��x�, . . . , xn� � fX��x�� . . . fXn�xn��

�����	
� ��
� 	�
 ��
 ��������	
��
��	����
�� 
� ��������

��/
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Ǳ����"� 
�������� n×n &������� 0�	� 123�"� �� +� �� ��4������� ������

�� &������ "−��  ��
�& 123�"−�� � �

������ � 5��&� ��%�� �����&� ����
�
��

"� � # �&��� �"�
����

�� ��6�
��  �� 	#��& #�

7���&����& 	�
��
��  ����������
�� $
���
� "� ������� �� Ǳ����	��� ���

��"�
��� ������� $  ��"����	�#� ����� ��
�

�� 	�
��
�� ��&��
���� ���
��"�
�� ��������� �� �
� ��	�#��� �	�
��
�&� ��	�
�
�&�� 8	�"�����	�
��
$ ��	����� �	�
��
�& �������&�

������ �� Ǳ��
� � � n × n �	
���	� 	 	 � n������� 
��
��� ���	�	
�� �
� �����

���	
� 
��
��	 
 � �	 �
���
�� ����	����� 
������	���

������� %� Ǳ��
� 123�"� �� +� !��� 
��
�� � �
���
�� ������
�� ���

�����
��	� 
� � 
��
�� $ � "� �
���
�� ������
�� �������
��	� Ǳ��

#
�	

�9� f��#� �
�

| 123�"�|f��"
−�#�.

������ �� ���	�	
� 
������ � ��� n � ��

$���"�
����

�� Ǳ���� B � 
��������  �"&
�:����� � �n� Ǳ������� &
��

:����� B  �� ������:�
��" ����
�
�&"−�B
���
� {� ( "� ∈ B}� 0�	� # � "��

�� � ∈ "−�B ⇐⇒ # ∈ B� Ǳ�,��&� {ω($ ∈ B} � {ω(� ∈ "−�B
}
� ;���
�
�&

g�&�
���
� "−�&� � ������
  ����������
�� g � 
���� '� ��%"� ' � "−�� .�������

��	�
�� g ( �n → �n� �� ���� g�&� � �g��&�, . . . , gn�&��′� 0�	� "−� �
(
aij

)n
i,j��

�

& � �s�, . . . , sn�
′� ��

gi�&� �
n∑

l��

ailsl, � ≤ i ≤ n.

Ǳ� � ��"�	�
�# ������
� ' �
(

∂gi���
∂sk

)n

i,k��
� �� ����

∂gi�&�
∂sk

�

n∑
k��

ail
∂sl

∂sk
� aik, � ≤ i, k ≤ n.

<�� � ��
�
���� 
�� ������
 ' ��� �"��� � �����
�� &������� "−�� � 
���
��
���� 123�'� � �

������ � Ǳ�,��&� "	� 	#��%� ��&���&�%� &
�:����� B ∈ �n

�=�

P�$ ∈ B� � P�� ∈ "−�B� �

∫
�−�B

f��(� d( �

[
	
��

�
���−�

�

]

�

∫
B

f��"−�&�| 123�'�| d& �
∫

B

�

| 123�"�|f��"
−�&� d&

 � *��&�	� ��&�
�  ���&�

�$ � ����
�& �
��%��	�� 0�	� � �=� ������� B �
�−∞, y��× · · · × �−∞, yn�� ��  �	�
�& *��&�	� �)�� ����"� � �������� �9�� �
������ �� ���	�	
�� �
� ��� �	���� 
 � �−�� ���	�
�� ��
������
	��� �
	��
�
��

B 
���
� �−�B�
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%��� �� �) �� *���+������ �, ��-. /�-�������. �0-1�) �. ��0�2
1� � !��� X� � X� ��"�
���	�� �
�����
���  �����
���� ��������� 
����

����� 
� Y�
���
� X�>X� � Y�

���
� X�−X� 
���� ��"�
���	�� N �+, '� ���������


�������� .��������	�
�� X� �
Y��Y�

� � X� �
Y�−Y�

� � �� ���� $ � "�� %"�

" �

(
� �
� −�

)
, 123�"� � −', "−� �

(
�
�

�
�

�
� − �

�

)
.

?&��& fX��x� � fX��x� � ϕ�x� � f��x�, x�� � fX��x��fX��x��  � �������#

�������&���� ����	#�
� 
� �����
�$ ��������� � ��	� �����&� '  �� n � '

f��#� �
�

'
f�

(
y� > y�

'
,
y� − y�

'

)
�

�

'
ϕ

(
y� > y�

'

)
ϕ

(
y� − y�

'

)

�
�

'
· �√

'π
e−

�
� �y��y��

� · �√
'π

e−
�
� �y�−y��

�

�
�√
'πσ�

e−y��/�σ� · �√
'πσ�

e−y��/�σ�

� ϕ�,σ� �y��ϕ�,σ��y��

"	� σ� � '� ��� ��� fY��y�� �
∫∞
−∞ f��y�, y�� dy� � ϕ�,σ��y�� � �
�	�%�
�


� fY��y�� � ϕ�,σ��y��� �� ��  ��	�"
�%� ����
���� ��������� 
�� f��#� �
fY��y��fY��y��� -
�
�� Y� � Y� 
�������&�  � �������# 
�������&���� ���
��	#�
� 
� �����
�$ �	�
��
�$ ��	�
�
�

������� 3� Ǳ��
� X�, . . . , Xn � ��"�
���	��  �����
���� ��������� 
����

����� � c�, . . . , cn � ����"
������ ����

�
������ ������ |c�|> · · ·> |cn| > +�
�� �� �������� ��	������� c�X�> · · ·>cnXn �
���
��  �����
���� ���������


���������

$���"�
����

�� 8
�
�	� ����&����& �	�
�� n � '� Ǳ���� E @XiA � μi �
var @XiA � σ�

i � i � �, '� ��%"�

Z� �
X� − μ�√

σ�
�

� Z� �
X� − μ�√

σ�
�

��	�#��� 
�������&�&� ���
"���
�&� %���������&� �	�
��
�&� ��	�
�
��
&�� Ǳ�,��&� �$ 	�
��
�� ��&��
����

c�

√
σ�
� · Z� > c�

√
σ�
� · Z� � c�X� > c�X� − μ, μ � c�μ� > c�μ�,

��	����� %���������� �	�
��
�� ��	�
�
��� ;��#"� � ��������� 
�� c�X� >
c�X� ���:� ��	����� %���������� �	�
��
�� ��	�
�
���

������ �� Ǳ��
� X � �	����
��	� ����	��	� 
������	� 	 μ ∈ �� ���	�	
� �
� X � μ

	��� �	����
��	� ����	��	� 
������	�

8	�
�� ��4�%� n ≥ ' �������� �� 
���
�%� �	�
�� n � '  � �
"������ 1 �

�� ���� !" �#$�%& �&$#�&$'(#)*�+ ',%-*.''� %�*&/&$! $#�0#�- 1 %23 �0�'/4�2!,�5�
n ≥ ��
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%�%� 4���-0� ����!��� Ǳ��
� X� � X� ��"�
���	�� ������
�� ������
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��� ��������� 
�������� �� �� X�>X� ������
�� ������%
��� ���������


�������� �����	

�/� fX��X��x� �

∫ ∞

−∞
fX��y�fX��x − y� dy.

Ǳ�	�:�& Y� � X� > X� � Y� � X�� ��%"� X� � Y�� X� � Y� − Y�� �� ����
$ � "�� %"�

" �

(
� �
� +

)
, 123�"� � −�, "−� �

(
+ �
� −�

)
.

� ��	� �9�

�B� f��#� �
�

| 123�"�|f�
(
"−�#

)
� f��y�, y� − y��.

8�%	��
� �������# 
�������&���� ����	#�
� 
� �����
�$ �	�
��
�$ ��	��


�
 f���� � fX��x��fX��x�� "	� 	#��$ �
���
� �x�, x�� ∈ ��� ;��#"� � �� �B�

�������� �/��

������ �� Ǳ��
� X�, . . . , Xn � ���	
������ 
 ��
�������
� 	�����
�� �������
���

����	���� 
�������� !���	 �" ����	 S � X� � · · · � Xn 
	��� 	�����
�� �������
�	�

����	��	� 
������	 ������

fS�x� �

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
fX� �y�� . . . fXn−�

�yn−��fXn �x − y� − · · · − yn−�� dy� . . . dyn−�.

�� ���������� 

���
�������	

Ǳ����  �� ��:
�&��� ����	#�
� 
� �����
�� n�&��
�� �	�
��
�� ����

���� C�����	� �%�  	��
���� ����
�
�& DEFF f�
���
� S �⊆ �n�� Ǳ����� "�	���

g ( �n → �n � �������
�� ��&���&�� ������:�
�� S � 
�������� &
�:�����

T ⊆ �n� ��%"� $
���
� g��� 
��������� �������"�
����	 
��
��� �� Ǳ����	���

g � ������� &�:"� S � T � �� 	#��&� # ∈ T ����
��� �"�
����

�� � ∈ S�
"	� ������%� # � g���� <�� ������������ &�:"� T � S� 
������&�� ������

�& � g� ����
�
�& h ( T → S� ;�����:�
�� h ���:� ��	����� �������
�&�
8����������� g � h &�:
� �� ����� ��	��  �"���
� ����& ������&(

$ � g��� ⇐⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩

Y� � g��X�, . . . , Xn�,
���

Yn � gn�X�, . . . , Xn�,

� � h�$� ⇐⇒

⎧⎪⎨
⎪⎩

X� � h��Y�, . . . , Yn�,
���

Xn � hn�Y�, . . . , Yn�.

������� 5� Ǳ���������	� �
� &������ h�, . . . , hn �
���
�� �������
��

��&&���������	�	� 
 �����
� T � '��"����	 ����" ' 	�
���� � ���
�
����

��� �" ����"
����( ∂hi

∂yj
� � ≤ i, j ≤ n� �� ��

�G� f��#� �

{
f��h�#�� · | 123�'�|, # ∈ T,

+, 
 ��� �( ������(.

.�������	����� �����&� 9  �	
����# �
�	�%�

� "�������	����� �����&� '�
-�&���&� 
�� | 123�'�| � ,�� ������
 "	� ��&�
�  ���&�

�$ � "�������	��
���� �=��
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��

��������

Ǳ���� −� < ρ < � �

�H� f�x, y� � fρ�x, y�
���
�

�

'π
√
�− ρ�

e
− �

���−ρ��
�x�−�ρxy�y��

, �x, y� ∈ ��.

0�	� ρ � +� ��

��+� f��x, y� � ϕ�x�ϕ�y�,

%"� ϕ � ϕ�,� � ���
"���
�� %����������  	��
���� 8	�"�����	�
� � ,��& �	��

�� f ��	�����  	��
����# 
�������%� �	�
��
�%� ��������

������ �� ���	�	
�� �
� ���� �
���
�� ���
���
�� ����
����� ����	����� 
��
��	�

C� �&
�&� 
�� ϕa,σ� � ,�� %����������  	��
���� �  ���&����&� a ∈ � �
σ� > + ��&� §G�'� 	����� �9�(

ϕa,σ��x� �
�√
'πσ�

e−
�x−a��

�σ� , x ∈ �.

Ǳ���:�&� 
�� *�
���� �H� ��	�����  	��
����# 
� ��	��� "	� ρ � +� 
� � "	�
	#��%� −� < ρ < �� ��� ��� fρ�x, y� ≥ +� �� "������

� "�������� 
��∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fρ�x, y� dx dy � �.

Ǳ����	��� x� − 'ρxy > y� � �x − ρy�� > ��− ρ��y�� ��

���� fρ�x, y� �
�√

'π��− ρ��
e
− �

���−ρ��
�x−ρy�� · �√

'π
e−

�
�y� � ϕρy,�−ρ��x�ϕ�,��y�.

������ �� ���	�	
� �
� fρ�x, y� � ϕρx,�−ρ��y�ϕ�,��x��

��� ��� ϕρy,�−ρ��·� �  	��
���� %���������%� ��� ��"�	�
��  �� 	#��& y �
	#��& −� < ρ < �� �� ∫ ∞

−∞
ϕρy,�−ρ��x� dx � �

"	� 	#��%� y �  �,��&�

��'�

∫ ∞

−∞
fρ�x, y� dx � ϕ�,��y�, ����"�

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
fρ�x, y� dx dy � �.


*����0� �� �� 8	�
��
�� ������ �X�, X�� �  	��
����# �H� 
��������
�� �
�	����	 �
�����
��	  �����
���	 
��
���	� !�
���� �H� 
���������
�
�����
��� �
�	�����  �����
���� ���
���
���
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��
��� � ���
���
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���
��  ��

����
���	� N �+, �� �������������	�� *
� �"�����
� �
� ��������
� �
���
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�� �  �����
��� � 
��
��� �
���
�� �
�����
��	�  �����
���	� ����

�����	� 
�������	��

I���� 
���� &��%�
�	�
�� ��� ��"�	�
�� X�� 
���$�"�&�  ���
��%�����
����  	��
���� �H�  � x� <�� �:� �"�	�
� � ��'�� 8	�"�����	�
�  	��
����#
X� ��	����� ϕ�,�� ��� ��� *�
���� �H� ��&&����

� ��
�����	�
� x � y� �����
:� ����	���� � ����"	�� � "	� X��
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5�%� �� �) �, ���+� �8�, ������ �! ����! /�-�������� ���*����0�2
 ��� Ǳ��
� � � �
�����
��� �
�	�����  �����
���� 
��
��� c�, c� ∈ ��

|c�| > |c�| �� +� �� �� ��������� 
������� c�X� > c�X� �	��
  �����
���� ����

���������� � ����	�
��	� + � c�� > 'c�c�ρ> c���
.	� "�������	����� 
���$�"�&� ��� �	��������� &���"�& "�������	�����

�����&� �� §'�'� � �	�
�� c� � c� � � &�:
� ��� �	��������� *��&�	�� �B��

������ ��� Ǳ��
� �
������� �
	��	�
��� �	����
���� 
��
��� Ǳ��
� c�, c ∈ ��
|c�|� |c | �� �� ���	�	
�� �
� c�X��c X ����
 �	����
���� �	����������� � �	�	��
�	��

� � ��� � ρ�� 
� ��
� c�X� � c X ∈ N��, ��� � ρ���

5�3� ����0 *�����!�� ρ� C��"�& E @X�X�A(

E @X�X�A �

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xyfρ�x, y� dx dy �

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xyϕρy,�−ρ��x�ϕ�,��y� dx dy

�

∫ ∞

−∞
yϕ�,��y�

[∫ ∞

−∞
xϕρy,�−ρ� �x� dx

]
dy � ρ

∫ ∞

−∞
y�ϕ�,��y� � ρ,

��� ��� �
��%��	 � ���"���
�$ ������$ ����
 ρy� �  ��	�"
�� �
��%��	 ����
 ��
����& ������& ρ � E @X�X�A� �� ���� ρ � ,�� ���������� cov @X�, X�A ���� ���
E @X�A � E @X�A � +��

5�5� ���!���) 9��!�����8�� /�-�������) *0�! ��!�� !��� fρ�x, y� �
ϕa�,σ�

�
�x�ϕa�,σ�

�
�y� ��� ����( x, y ∈ � � ��� ����(����� a�, a� � σ�

� �� +� σ�
� �� +�


� ρ � + � ���"�
����� a� � a� � +� σ�
� � σ�

� � ��

$���"�
����

�� ?� §9�) � ��	���� *�����������  	��
���� fρ �������� � 
��
ρ � a�a�� ?� §9�� ��������� 
�� E

[
X�

�

]
� �� 2 8 "��%�� �����
��∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x�fρ�x, y� dx dy �

∫ ∞

−∞
x�ϕa�,σ�

�
�x� dx ·

∫ ∞

−∞
ϕa�,σ�

�
�y� dy � �σ�

� > a��� · �,

�� ���� σ�
� > a�� � �� J
�	�%�

�  �	�
��& σ�

� > a�� � �� ����& :� ������&
��
��	��& E

[
X�

�X�

]
(∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x�yfρ�x, y� dx dy �

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x�yϕρy,�−ρ��x�ϕ�,��y� dx dy

�

∫ ∞

−∞
yϕ�,��y�

[ ∫ ∞

−∞
x�ϕρy,�−ρ��x� dx

]
dy

�

∫ ∞

−∞
��− ρ� > ρ�y��yϕ�,��y� dy � +,

��� ���  �"�
��%��	�
�� *�
���� 
�
��
�� 8 "��%�� �����
��∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x�yfρ�x, y� dx dy �

∫ ∞

−∞
x�ϕa�,σ�

�
�x� dx·

∫ ∞

−∞
yϕa�,σ�

�
�y� dy � �σ�

�>a���a�,

����"� a� � +� J
�	�%�

� a� � +� 8	�"�����	�
� ρ � + � σ�
� � σ�

� � �� �
+�	������ ,� K
������ ��+� � �����&� 9�9� ���	#
��&� 
�� ��	� �X�, X��

′ �
,�� ���
"���
�� "��&��
�� %���������� ������� �� �	�
��
�� ��	�
�
� X� �
X� 
�������&� ��%"� � ��	��� ��%"�� ��%"� ρ � +�

 Ǳ�(#�- ρ � a�a 4 )2-(&# 7&*$�0'/&.'' �2�$,�)$' )$&,%&0$,�5� 5&-))�4)*�5� 4#*$�0&�
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������ ��� ���	�	
�� �
� ���� �X�, X �′ � %
� �
������� �
	��	�
��� �	����
����


��
��� 
� ����	���� 
������� X� � X ���	
����� 
���	 � 
����� 
���	� ����	 ρ � ��

������� :� Ǳ��
� fρ � ���
���
� �
�	���� � �
�����
�� �  �����
��� �


��
��� �� "������� ��
���

�	 �H�� �� �� cov @X�, X�A � ρ � ����� ��������

��	������� c�X� > c�X� ��������
 
��
���� |c�|> c�| �� +� �
���
��  �����
�

���� N
(
+, c�� > 'c�c�ρ > c��

)
��������� 
���������

Ǳ�#
�	� X� ∈ N �+, �� � X� ∈ N �+, ��� - ���
���
��

E @X�A � E @X�A � +,

var @X�A � var @X�A � �.

.������� ��������
� X� � X� 
��
��� � �
���
�� ��"�
���	�	� �������

��	� 
�������	� 
� �� � 
����� 
� ��� �� �� ρ � +�

†8)#5� 4 $#*)$# 9:2� � 4��0�)�4
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� ������ �� 	
 ��

	�������� ���	����� 
���������� ���

��
��� �����
��
��� �������
� ������� �����
� �	��� ����� ������
��� 	
 ���
���� 
����
�����
	 ���

��
��	 �������	�

��� � � 
����� 
������
 ������� !
	� §"�#� �����$ �%&� 	
 ��������	
�'(�� ���

��
��� ������
� �� ��� )��	 '���	 ����������
$ �����	 ���������
���	� Ǳ������ 	
 ����+�	� ��� ����� ����������� )����������� �����������
�� ������� ���%�

����������� �� �������
� ������ � , !X�, X�&
′ ���
����
$ ����������	

�
����
�	 �������	� �
�� �������$ ��	'�����$ c�X� - c�X� $��$��
$ ���
�

��
��� 
�������� ��������� ��� ��'
 c� � c�� |c�|- |c�| �, .�

/���	��	� ��� ����	 
���
���	 �'������ 
��������
� ���

��
��� 
������
�
� ������
 !
	� §%�#� �����$ ��&�

���� Ǳ������ �� �!����!"� /���
���
������ �� ����������$ � �
������
����� 
���
��� ���

��
�� ��������0

!1& ���

��
��� ������
 
�(�
�����0 �����	��� �
�� X� � X� ������
�	
�

��������
� ���

��
��� 
������
� �������
� �� ������ � , !X�, X�&

′

$��$��
$ ���

��
��	2
!11& �
�� � 3 ���

��
��� 
������
� ������� �� X� � X� $��$��
$ ���
�


��
��	� 
������
	� ��������	�2 !�� �'$�������� ������
�	
	�4&
!111& �
�� � 3 ���

��
��� 
������
� ������� �� X�-X� $��$��
$ ���

���


��� 
�������� ����������

��������
������ !1& ������� ����+�	� ��� Y
���
, cX ∈ N

(
., c�σ�

)
��$ ��'���

c �, .� �
�� X ∈ N
(
., σ�

)
� 5��
���������� �� �����	
 ���# �������	 fY !y& ,

�
|c|fX!y/c& ��� fY !y& ,

�√
�πc�σ�

e−�y/c��/�σ� , ϕ�,c�σ�!y&�

6����� ����+�	� ��� cX� - X� ∈ N
(
., � - c�

)
��$ ��'��� c ∈ #� 7��

�����+����� ���������� ��$ c , .� 5���+�	 ��� � ��$ c �, .� 6�� ���
cX� ∈ N

(
., c�

)
� �� �� 8��	��
 
������ !���9& �������	

fcX�	X�
!x& ,

�

#π|c|
∫ ∞

−∞
e−v�/�c� · e−�x−v��/� dv.

Ǳ���+�	 σ� , c�

�	c� � 6����

v�

c�
- !x − v&� − x�

� - c�
,

v�

σ�
− #xv - σ�x� ,

( v

σ
− σx

)�
,

�

σ�
!v − σ�x&�.

�������� ��	
 ��� �
� ����������	
��
����
�� 	� ��������

�#:
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�������� � ��	
�� �
������� �
	����	� ����������

������ ���  ����	����� �
������� ����	
�

Ǳ�)��	�

fcX�	X�
!x& ,

�

#π|c|
∫ ∞

−∞
e
− �
�

(
v�

σ�
	�x−v��± x�

��c�

)
dv

, ϕ�,�	c�!x& · �√
#πσ�

∫ ∞

−∞
e−

�

�σ�
�v−σ�x�� dv

, ϕ�,�	c�!x&

∫ ∞

−∞
ϕσ�x,σ�!v& dv , ϕ�,�	c�!x&,

��� � ���'�����
� ���������
6����� ����� ��������� ����������
��� �����+����$ !1&� Ǳ�
��� ������

	��� c� �, .� 6���� c�X� - c�X� , c�!cX� - X�&� ��� c , c�/c�� Ǳ�
������
cX� - X� ∈ N

(
., � - c�

)
� �� c�!cX� - X�& ∈ N

(
., c��!� - c�&

)
, N

(
., c�� - c��

)
�� ���������	� �
;�� <����� c�X� - c�X� $��$��
$ ���

��
��� 
��������
��������� 
 ����	����	� . � c�� - c���

!11& 5�
������� �
'���� c� , �, c� , . ��� c� , ., c� , � � ����������� ��
!111& 5�
������� �
'���� c� , c� , � � ����������� �� �
��$� ��%��� ��&"'���!�%��( " %������"�) &"'���!�%��� =
�� �������
���
 ������� $��$��
$ ���

��
��	�� �� 
�	 ������ �� �'$�������� $��$���

$ ���

��
��	 !
���
��� !11& �'������ �����$&� 5��
���������� ��
�� X� ∈
N !., �&� � β 3 
�		�������$ 
�������$ �������� >�������� �� �
�� P!β ,
−�& , P!β , -�& , �

� � Ǳ�������+�	� ��� β �� ����
�� �� X� � ����+�	
X� , βX�� 6�� ���

{X� < v} , {X� < v, β , −�} ∪ {X� < v, β , -�}
, {−X� < v, β , −�} ∪ {X� < v, β , -�} ,

�� � 
��� ������
�	�
��

P!X� < v& ,
�

#
P!−X� < v& -

�

#
P!X� < v& , PP!X� < v&

� 
��� 
�		�������
�� ���

��
���� ��
���������$ !
	� §"��� �����$ �%&� �
������ 
�����
�

P!X� - X� , .& , P!β , −�& , �

#
,

������ 	
 ��������	� ��� X� - X� �����

��
��$ 
�������$ ��������� 1 �

��� 
���
��� !111& )�� ��������� ��� ������ � �� ���

��
����

��*� ��!"��"+����", -"���+"� Ǳ�
������ ���������
 ���	������ ���
�

��
���� ������� $��$��
$ ���

��
��	� 
������
	� ��������	�� �� ��� �	��
�� 	���	�����
��� �+�����$ � ��
���
��� Ǳ�
�� μ 3 �������
���'�� 	����

	�����
�� �+������ ������� �0 μ ,

(
μ�

μ�

)
� ��� μ� , E ?X�@ � μ� , E ?X�@�

Ǳ���+�	 σ�
� , var ?X�@ � σ�

� , var ?X�@� � ���������� 	�+�� X� � X� �'������	
����� ρ , E ?!X� − μ�&!X� − μ�&@� A������

.
���
,

(
cov ?X�, X�@ cov ?X�, X�@
cov ?X�, X�@ cov ?X�, X�@

)
�
�
,

(
σ�
� ρ
ρ σ�

�

)

��������



������ ���  ����	����� �
������� ����	
�
�������� � ��	
�� �
������� �
	����	� ����������

���

���
����
$ ����������

�� 	������� ������� �� 2

Ǳ�
�� Q!z�, z�&
���
, /′./� / ,

(
z�
z�

)
� 6���� �
��+���� ���
����
$ �������

���
�� ���	�� �� /� ������������ 8��	� 	�+�� ����
��� � $���	 ����0

Q!z�, z�& ,

(
z�
z�

)′(
σ�
� ρ
ρ σ�

�

)(
z�
z�

)
,

(
σ�
�z� - z�ρ

ρz� - σ�
�z�

)′(
z�
z�

)

, σ�
�z

�
� - #ρz�z� - σ�

�z
�
� .

��!��0����� �� ���������
�� ���	� Q ��
����� 
���������
�
� �����

��
�

��� �� ���� Q!z�, z�& ≥ . �
� 
���� z� � z��

 �	���
�� !� A������ .� ��$ ������� Q!/& > . ��$ �
� / ���
����
$ ��
��
"���
�
� ������
�

���

��������
������ A
 ��

	����	 
����� σ�
� �, .� B����+����� ��������� �
��

z� , . � z� , .� =
�� +�� �����	��� z� �, .� ��

Q!z�, z�& , z��
(
σ�
� - #ρt - σ�

�t
�
)
, t , z�/z�.

��������
� ��� ���� � 
��'�� ����
����	 � ����

!�& σ�
� - #ρt - σ�

�t
� ,

(
σ�t -

ρ

σ�

)�

- σ�
� −

ρ�

σ�
�

.

6����� ������ ��� Q!z�, z�& ≥ .� ��� ��� ρ� ≤ σ�
�σ

�
� � 
��� �������
��� ��;�C

>��$���
����� �

��1� 
��"!����!� �� �23'�,%�!�%�&�� Ǳ�
������ ;�� � ����������
���
�����+����$ � �������
$ �� �������
���

!#&
(
E ?ξη@

)� ≤ E
[
ξ�
] · E [η�] ,

������� ����� ��$ ��'
 
������
 ������� ξ � η 
 ������
	� ����
	�
	�	����	��

5�$ ����������
��� �������
��� !#& ��	���	� ��� !sξ-η&� ≥ . ��$ ��'��� s�
Ǳ�)��	� E

[
!sξ - η&�

] ≥ .� <����� E
[
ξ�
]
s�-#E ?ξη@ s-E

[
η�
] ≥ . ��$ ��'��� s�

�������������� ��
���	����� ������+������0 !E ?ξη@&� − E
[
ξ�
]
E
[
η�
] ≤ .� ���

� ���'�����
� ���������

������� �� ��� �������� 	�
��
����� � ��� σ�� � ��

������� �� ��
�� �� 
���������� ��
����
� Q�z�, z�� � � � ��� ����� ��

�� !"#$%&' �(�
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� ���

��
��� 
�����	
� ������

����������� $� �������
� ������ � ���	����
�� n ���
����
$ n�	��
�	
����������	 �
����
�	 �������	� �
�� 
�������$ �������� c�X�- · · ·- cnXn

$��$��
$ ���

��
��� ��� ��'
 c�, . . . , cn0 |c�|- · · ·- |cn| �, .�

��� � ��$ ���	���
 �������� 
���������
 ����� 
���
���0

!G�& ���

��
��� ������
 
�(�
����� ��$ ��'�� ���	����
�� n0 �����	���
������ �� 
�
�������
� �� ������
�	
 
��������
 ���

��
�� 
���
����
 ������� X�, . . . , Xn� $��$��
$ ���

��
��	2

!G�& ��'�$ �� 
������
 ������� X�, . . . , Xn $��$��
$ ���

��
���� �
��
� 3 ���

��
��� 
������
� ������2

!G�& �
�� � 3 ���

��
��� 
������
� ������� �� X� - · · · - Xn $��$��
$
���

��
��� 
�������� ���������2

!G�& ��'�� 	����������� ��
���������� ������� � $��$��
$ ���

��
��	�

/���	��	� ��� 	���������
	 ��
����������	 
��������� ������� � ,
!X�, . . . , Xn&

′ ���
����
$ ��
���������� ��� ���������� !Xi� , . . . , Xim&′� m < n�

������ 	� ��������� ��� ��	������ 
����� ����������� n ����� �n −� ������������
��������������

������ 
� �������� �
����
� �G����G!��

��������
����� �������� !G�&� D�������	
$ 
�����	 	������������ ��
����
������$ 
��������� ����������� 
�
���������� �� ����
 m < n ���������
������� �� 5���+�	� ��� ��� $��$��
$ m�	���
	 ���

��
��	� 5��
����
������� ��
�� c�, . . . , cm 3 ����������
� ���
����
� |c�| - · · · - |cm| �, .� 6��
��� c�X� - · · · - cmXm $��$��
$ ���

��
��� 
�������� ���������� ��� ���
c�X� - · · ·- cmXm , c�X� - · · ·- cmXm - . · Xm	� - · · ·- . · Xn� �

$��� ��%����)� �4�5�"6���,� ��������$ ������$ '���� )����	�� ��� ����
����� ���

��
�� ��������� /����	��� c�X�-· · ·-cnXn , 7′�� � �������;�	
	
 �
�������	 �������
� �'��������$ � 	������
� ��������� ������
 ���
��	���
$ ��� �������
���'�
� =
�� 	������ �	��� m 
���� � n 
���'���� ��
������	 � m × n�	������� 6���
����������� 	�����
 8 �'�������	 8′� �
��
���
��� �
�� � 3 )�� n������� !�� �
�� n × ��	������ 3 &� �� ��′ 3 )��
n × n�	������� 4

=
�� �
� )��	���
 bij 	�����
 8 $��$��
$ 
������
	� ��������	�� ��
	
 ������	 � �
����
�� 	������� =
�� bij 3 )�� )��	���
 	�����
 8 �
�
� ��� �	��� 	���	�����
��� �+�����$� �� ����� E ?8@ 	
 �'�������	 	���
����� 
�
��������� �� E ?bij @� � ��
���
��� �
�� � 3 )�� 
������
� n�������
!
�������$ n × ��	������&� �� E ?�@ 3 )�� ������ 
�
�������
� �� E ?Xi@�


�--" �� Ǳ���� � $ %�� �
����
�� n�������� � 9 $ 
��
����
�� n�
������� &���� E ?�- 9@ , E ?�@ - 9�

��������
������ �
������ �� �������
�� 	���	�����
���� �+�����$ 
������
�
 �������� 5 �

!������ $� �× n �)&*%+)�
"�*�,�*%&'-
#.�/)0)&'-
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�--" $� Ǳ���� : $ �
����
�� 	������� � 8 � ; $ 
��
����
�� 	���

����� ���
�����

�� � : ���	��
������ &���� E ?8:@ , 8 · E ?:@ � E ?:;@ ,
E ?:@ ·;� ' ����
����� ��
� � $ �
����
�� ������� 8 $ 
��
����
�� 	���

���� � μ , E ?�@� �� E ?8�@ , 8μ�

��������
������ D'������	 )��	���
 !i, j& 	����� 8: � 8 ·E ?:@ ����� ξij �
eij 
������
������� 6���� � 
��� �������
�� 	���	�����
���� �+�����$ ��$

������
 �������

ξij ,
∑

ν

biνaνj , eij ,
∑

ν

biνE ?aνj @ , ������ E ?ξij @ , eij .

7�� � �����
���� ������ �����+����� ��		
 #� �
������ �� �������� 
����� 	�
��
����� ����� ��

$�$� ��!"��"+����", -"���+"� Ǳ�
�� � 3 
������
� n�������� Ǳ����
����+�	� ��� 
�(�
����� ����
� 	�	���
 � �
� 
������
 ������� Xi !��
�
�� � �
� ��������� ������� �&�

����������� *� A������ Cov ?�@� 
�
��������$ �� ���������� cov ?Xi, Xj @�
� ≤ i, j ≤ n� ���
����
$ ����������

�� 	������� ������� ��


�--" *� Ǳ���� � $ �
����
�� n�������� (���
���	 E ?�@ , μ � �����

. $ ����������

�� 	������ ������� �� &���� . , E ?!�− μ&!�− μ&′@� '
����
����� . ��
����� ��		�����
�� 	��������

/���	��	� ��� 
���
��� 
�		�������
�� 	�����
 . ,
(
λij

)n
i,j
�

���������

��� λij , λji�

��������
������ Ǳ�
������

!�− μ&!�− μ&′ ,

⎛
⎜⎝

X� − μ�

X� − μ�

. . .
Xn − μn

⎞
⎟⎠ !X� − μ�, X� − μ�, . . . , Xn − μn &

,

⎛
⎜⎝

!X� − μ�&
� !X� − μ�&!X� − μ�& . . . !X� − μ�&!Xn − μn&

!X� − μ�&!X� − μ�& !X� − μ�&
� . . . !X� − μ�&!Xn − μn&

. . . . . . . . . . . .
!Xn − μn&!X� − μ�& !Xn − μn&!X� − μ�& . . . !Xn − μn&

�

⎞
⎟⎠ ,

�� Cov ?�@ , E ?!�− μ&!�− μ&′@� ��		�������
�� �������������� 	�����

�
������ �� �� ����������$� �
�����-" �� ����������

�� 	������ ��
����� 
���������
�
� �������


�

��� �� ���� Q!/&
���
, /′./ ≥ . �
� 
����� 
��
����
��� ������� /�

��������
������ E� ��		 # � : �
������� ���

/′./ , /′E ?!�− μ&!�− μ&′@ / , E ?/′!�− μ&!�− μ&′/@ .

5�$ ��'
 �������� < � 9 �
������� !<′9&′ , 9′<� 6 Ǳ�)��	�

/′./ , E ?ξ′ξ@ , ξ
���
, !�− μ&′/.

��*�,�*%&'-
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�� �
������� �
	����	� ����������

������ ���  ����	����� �
������� ����	
�

Ǳ�
������ ξ′ξ , ξ�� - · · ·- ξ�n� �� /
′./ ≥ .� ��� � ���'�����
� ��������� �

 �	���
�� )� B����+����� � !��
��
� 
����� �����	
 � ��$ n , #& '
��
�������� 
 ��	�(�� �������
��� ��;�C>��$���
���� !
	� §��%&� � 
��� ����
����� �������
��� ��;�C>��$���
���� �
������ �� �����	
 �� 5��
����������
��
�� n , #� 6����� ��� �������� � �����	� �� Q!z�, z�& ≥ . ��$ ��'
 z�, z��
�����������$ 8��	� Q!z�, z�& �	��� ��� !�&� Ǳ��
����$$ t , − ρ

σ��
� !�&� ����	�

��� σ�
� − ρ�

σ�
�

≥ .� F )�� � �
�� �������
��� ��;�C>��$���
���� !#&�

������!�� �� Ǳ�����$ �
����
�� n�������� 9$ 
��
����
�� n��������
&���� Cov ?�- 9@ , Cov ?�@�

��������
������ D'������	 =
���
, � - 9� 6���� 	������ Cov ?�- 9@ 
��


������� �� ��
�� cov ?Yi, Yj @� � 	������ Cov ?�@ 3 �� cov ?Xi, Xj@� 6�� ���
cov ?Yi, Yj @ , cov ?Xi, Xj@� 7 �� 
���
���� ��������� �

�--" 1� Ǳ���� �$ �
����
�� n�������� 8$ 
��
����
�� m×n�	�����
��� (���
���	 μ , E ?�@� . , Cov ?�@� &���� = , 8� $ �
����
�� m�

������* �
� �������� E ?=@ , 8μ� Cov ?=@ , 8.8′�

��������
������ B����+����� � 	���	�����
��	 �+������ �
������ �� ��	�
	
 #� D�� +� �	�
�� 
 ��		�� : ������$�� �������� � �����+����� � �������
�������� 	������0

Cov ?=@ , E ?!= − E ?=@&!= − E ?=@&′@ , E ?!8�−8μ&!8�−8μ&′@
�c��
, E ?!8!�− μ&&!� − μ&′8′@

�c��
, 8.8′. �

8

$�*� 
�����)� ����4�"5�!"��, &"'���!�%�> !�%����!� =
�� ���

���

��� ������ � �	��� ������ 
����� μ � 	������ ���������� .� �� 	
 ��;�	
� ∈ N !μ,.&� E����� 	
 ���+� ��;�	 � ∈ Nn !μ,.&� ���'
 ��	����� ���	���
��
�� �������� �� μ � 	�����
 .�

<�	���	� ��� 	���	�����
��� �+�����$ � ���������� ��������� ���

���

���� ������� 
�(�
����� � 
��� 
���
��� !G�&�

�����-" $� Ǳ���� 8 	������ ���	��
���� m×n� 9$ ������ ���	��
����

m� +�
� �
����
�� n������� � ��
����� ����������	� �����	 � ∈ Nn !μ,.&�
�� �
����
�� m������� = , 8� - 9 ���"� ��
����� ����������	� �����	
= ∈ Nm !8μ - 9,8.8′&�

9

��������
������ ������� ����+�	� ��� = $��$��
$ ���

��
��	 �������	�
5�$ ��'��� ������� 7′ �	��	 7′= , 7′8� - 7′9 , ?′� - v� ��� ? , 8′7 �
v , 7′9� 10 ��������$ �������� ?′� $��$��
$ ���

��
��� �� ����������� #� �
v 3 ���
���������� ���
������� Ǳ�)��	� � 7′= $��$��
$ ���

��
��� 
������
��� ���������� B����+����� � 	���	�����
��	 �+������ �
������ �� ��		 �

$.�/)0)&'-
%������ ,3��4$�$3 �c�� % �c���
�Ǳ����� ,�/&�* � %���& *)0��*$�#&' m�
���������
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	����	� ����������

���

� #� ����
���� � � ��		� % �����
���� �����+����� � �������������� 	���
����� �

†6#�7� , &�/#&�  34� �� ,��*�#�,



������ ��

������������	����
 ��
���


������������ ���	��
��� �������

�� ��������	
�	��
��� 
����	� 
��������� �������

����������� �� Ǳ���� � � ����	
��
 n
������� ������������	���
�
�
������ ��
	���
�
 ����
�� � �	���	����

��� h��� � h���� � E
[
ei�′�

]
� E

[
ei�t�X��···�tnXn�

]
, � ∈ �n.

Ǳ��!�� �� Ǳ���� �������	�� ������	 � �������� ���	�������� ����	


���� �������	��� Ǳ�������� ������	���	��� � � �������	� eit�X� , . . . , eitnXn

�������� ���	�������� ��� ����! "�������	���! ��
����������! �����
t�, . . . , tn# ��

E
[
ei�t�X��···�tnXn�

]
� E

[
eit�X�

]
. . . E

[
eitnXn

]
� ��$����

h���� � hX�
�t�� . . . hXn�tn�.

%	��� ���	���# !	�	������������	� "���&�� ����	
�� � ������	 � ���	��

������ �������	�	�� �	��	 ������������ !	�	�������������! "���&�
 � �
�������	��

'��������� !	�	�������������
 "���&�� ������	 � �	�������� �������	

�	�� �	��� ������	����� ���(��� �	�	��# �� �� ��(�� ��)��� ���  	��������!
����	
��! ��������� *�	�	�	 �� �	������ ��� !	�	�������������
 "���&��
 	��������
 ����	
��
 ���������

���� �"�"#$���%$�&�%#"' ()�#*�' +")%%,-%#,. %�)&".�,. -���&�/
�0� *� �	��� ����������� !	�	�������������
 "���&��# hξ�t� � E

[
eitξ
]
���

����
 ����	
��
 �������� ξ�

��!!" �� Ǳ
��� ξ � ��
��
����� ��
	����� ����	��� � ����������� a �
σ�� �
��� �� ������������	����� �
����� h�t� �����

�+� h�t� � eiat−t�σ�/�.

�
�����������
� Ǳ���� ��	�	�	 a � , � σ� � �� *� �	��� �����������

�-� h�t� �

∫ ∞

−∞
eitx �√

+π
e−x�/� dx.

.�""����&���� ��� �	��� $�� � �	������	 �� t# �����	��

h′�t� �
i√
+π

∫ ∞

−∞
xeitxe−x�/� dx.

�������� ��	
 ��� �
� ����������	
��
�� 	� ��������

�+/



��� �� �� ������������ ����� !��� �"�#�$�

.�""����&����	��� ��� ��	��� ���� �	�	 �	���)���# ��������� ���� �	�∫∞
−∞ xeitxe−x�/� dx �!������ �	�������� ���� �%&'()*+,-./ '� 00/ *,121 3��/ §4��/
5'6� '(+6(71 ��� 1 Ǳ������ ������ ������ �� �	���� ���� �	� ��� ����������
0

∫ ∞

−∞
xeitxe−x�/� dx � −

∫ ∞

−∞
eitx d

(
e−x�/�

)

� − eitxe−x�/�
∣∣∣∞
−∞

1 it

∫ ∞

−∞
eitxe−x�/� dx,

�����	 h′�t� � −th�t�� 2 2�)����� $�� � ��""����&�	���� � ��	������ ����


���� h�t� � Ce−t�/� ��� ����
 �����	��� C� Ǳ�������� h�,� � �# �� C � � �

h�t� � e−t�/�� 3

'����	3	��� � ��3��� ����	�# �	�������� ����	
��� �������� ξ ∈ N �,, ��

� η
���
� σξ 1 a� %� �	 η ∈ N

(
a, σ�

)
� hη�t� � eiathξ�σt�� * ������ �(� �	�����


����� � ����	� N �,, �� $�� � ������ �+�� �

��1� �� (� +")%%,-%#,+, %�)&".�,+, -�#$,�"� 4� 	��"� !	�	��������

�����
 "���&��  	��������
 ����	
��
 �������� �������� ��������� �����

�������� 5�	�� ����� ���
���� ����� � ���  	��������! ��������� *�	�	�	
�� �������� $�� ���
���� ��� �������� � ���	������� �������	�	���

Ǳ��!�� 1� Ǳ���� � � $��  	��������
 ������ � ���	�������� ������

�	�	��� *� �	��� ���
���� �G�� ����&�� �6# ���� �+7� � � �������	�� ����

����  	���������� ����	
���� �������	��� 8����	��� �! �	�	����� �����
μ�, σ

�
� , . . . , μn, σ�

n# �� ���� Xk ∈ N
(
μk, σ�

k

)
# � ≤ k ≤ n� %� �	

h���� � hX�
�t�� . . . hXn�tn� � eiμ�−σ�

�

�
t�
� · . . . · eiμn−σ�n

�
t�n .

9��� �����	���� µ′ � �μ�, . . . , μn� �

2 �

⎛
⎜⎜⎜⎝

σ�
� , , . . . , ,
, σ�

� , . . . , ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
, , , . . . , σ�

n

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

�� ������� h���� � ei�′µ− �

�
�
′
��� 4

��,��!" �� ���� � ∈ N �µ,2�# �
 h���� � ei�′µ− �

�
�
′
���

�
�����������
� Ǳ�������(��# ��� � ∈ N �µ,2�� :	"�������� ��
����

������� ����	 t�, . . . , tn# ��� ������! |t�| 1 · · · 1 |tn| > ,� ' ������������

� ������������ �6�+ ����	
�	� �������	 Z
���
� �′� � �	������� ��� ��������

��8(9%'-5:/ ;'+ 9%<<(6().%6+21)%( =+9 >)1?+7 %)'(*61,1 2 @�A 9+=B5'%7+�
��8C:5)%'- 612()5'2+ eitxe−x�/�

∣∣∣∞
−∞

D ��
�=+;(7BE
�Ǳ6+2(6%'- <+67B,B h�@�A D ei�′µ− �

�
�
′
�� 9,: *1B55+25?%& 2(?'+6+2 5 )(>12%5%7G7%

?++69%)1'17%�
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 	��������
� ' ���� ������� �6�+ � 3 � �′ � 4 � 5 �	�	����� $��
 ���


�	
��
 �������� �	��� E ;Z< � �′µ ���
� a � var ;Z< � �′2� ���

� σ�� Ǳ������

�� !	�	������������	� "���&��  	��������
 ����	
��
 �������� Z �	��	

hZ�u�
���
� E

[
eiuZ

]
� eiua− �

�
u�σ�

���� ����� �� � h���� � hZ���# �� ������	
���	�	�	� �

%����� �� ���	(��# ��� ������  	��������� ������� ����� !	�	��������

������ "���&�� ���	 ei�′µ− �

�
�
′
��� .�� $�� � �	������ ��������� ��������

�������� �� 	� �����

�� �	������	���	� �����	�������� ������������ ����	��

=�	��	��	� n × n �	���&	 6 � �aij� �	���	���� ��������	�
�# ���� 6′ �
6� >�� ������� ��(�� �	���	�� ��	��0 aij � aji ��� ����! � ≤ i, j ≤ n�

?	���&	 7 �	���	���� 
��
�
�����
�# ���� 7′7 � 8 ���# ����� ����	��#
���� 7′ � 7−�� %�� 8 � �������	� �	���&	�

.�� �	� �	(��� �������� �	��
 "	��0

�$-��9����� �� ���� 6 � ��������	��� �������# �
 �
 ����
�� ���!
�
������� ������� : � 
��
�
������� ������� 7# ��� �
�
�"� 6 � 7:7′#
���	�� ����
���� ������" : �
�������� �� �
#������"� 	���� ������" 6�

$���	���� %� @	������# ��� �
#������"� 	���
� ������" 6 �	���	����
����� ������������� ����� λ# ��� ������ � ������	 ��	�����
 6; � λ; �����
�������	����� ��)����� '����� ;# ������
 �����	�� ������������ ����� λ#
�	���	���� �
#������"� ����
�
� ������" 6� 8������# ��� ���� ; � ���

�������
 ������ �	���&� 6# �� c; �	�(� �� ����������
 ������ �	��� �� ��
���� ��
����������� ����� c� 5

9��� �������# �����	� ���������� ����������� ����	# �������	�� � ����
�6−λ8�; � ,# �� �� �� �	
�� ������� ��3������	��� �������	���� � ��)����#
	 ������ ABC�6 − λ8� � ,� 6 Ǳ�	�	� �	��� �������� � �	������	 ��������
��������� ������� n �� ���������
 λ� 7 Ǳ� �������
 ������� 	� ���� $��#
� �	�������# ���	�	��# ��� n × n �	���&	 6 ����� ����� n ����������! �����
λ�, . . . , λn ������(�� ��	���! ��� ����������!�� 8

��!!" 1� Ǳ
��� 6 � ��������	��� �� ��������� �������# � λ � ��!

�
�
�
� �
#������
� 	���
 ������" 6� �
��� λ ∈ �� &�"�� ��
����' �(!
#
� �
#������
� 	���
 ��������	�
� ��
����������
 
���������
� �����!

�" �������� ������������"��

�
�����������
� Ǳ� ����������� ���������� � ����	# �	������� ��	������
6; � λ; ����� �������	����� ��)���� ;D �	�� ����� λ �������� ��)�����
��	������ ABC�6− λ8� � ,� >�� 	� ���	������� ��	������ ������� n# ��$����
���� λ �������� � � ������# �� ���������� �����(����� ����� μ � λ �	�(�
� � ������� *�����	������ 6< � μ< ��� �������� � ������	 <� E���)� �� �#
A; � 6; � λ; � μ;� 9 F���� ����	��# ; �������� ����������� ��������

�=+;(7BE
�Ǳ+;(7B/ (5,% ���@�− λ�A D �/ '+ 5%5'(71 �� D λ� %7((' )('6%2%1,-)+( 6(H()%(E
�+8C:5)%'-I
	9+?1>1'-I

�8C:5)%'- 612()5'2+ �� D �� 9,: 2(J(5'2())+K 71'6%.G ��



��� �� �� ������������ ����� !��� �"�#�$�

�	���&� 6# �����	�3�� ������������ ��	����� μ� F����� $��� ������ �� �
�����	�� � �	������ <� F�	�#

;′6; � λ;′; � ;′6; � μ;′;.

' ���� �������������� �	���&� 6 ����� 6 � 6′ � ��	���

;′6; � ;′6;,

�	� �	�

;′6; �

n∑
i	�

n∑
j	�

xiaijxj �

n∑
i	�

n∑
j	�

xiajixj � ;′6;.

8����	 �����	��# ���

λ;′; � μ;′; � μ �;′;�′ � μ;′;,

�	� �	� ;′; � ��
����������� ������ %	��� ���	���# �λ − μ�;′; � ,� %	� �	�

������ ; ������(�����
 � ; � ;# �� ;′; > , � ��$���� λ � μ � λ# �� ����
λ � ��
����������� ������ �
��!!" =� Ǳ
��� 6 � ��������	��� �� ��������� �������# λ �� μ ���
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cov =X�, X�> � ρ.
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������ �	
 Ǳ�
��
��� �����
���
�
 �������
�
 ����
��
�������� � ��
��� ��������� ��
����
� � 
!
"��!#

���

������ 
� ��������� ��� ��� 9 �� 
�� ����� ������ � � ��

5�� ��� ��/� 7 �������� ��� ��
��)�� 
�

(
��/�

)′
�
(
���/��′

)′
� �

(
��/�

)′
�′ � ���/��′ � ��/�.

6 .
� ����	��
� 	
� ��/� �����
�� �����
��	��� ��
��)���

<���(�� 
���� �����
��	���
 ��
��)�
(
��/�

)−�
� Ǳ�� �
�� ��
������ �

���
 � ��
��)� �� 
'�(������� 	
�
(
��/�

)−�
� �

(
��/�

)−�
�′� 7 Ǳ����� �
(

��/�
)−�

7 �������� ��� ��
��)�� 
�

((
��/�

)−�
)′

� �
(
��/�

)−�

�′ �
(
��/�

)−�

,

���	�
 ��
��)�
(
��/�

)−�
�����
��	���

D
���(����� ����� ��� ��
��# ��
��) ���������
�� �������	��� �
������ �� �������� ��	
��

��
 �
��� � 
�� �−� �

(
�−�

)�/"
�

&�
����������� ������� !� 6�����
��� ���
�� -� ��������
��� ��
�����
��
(�
 ����������� �
�����
��� ��
�������� ��
	����� ����	���� Ǳ���(��
� � ��/�- 1 µ� 5���� � ∈ N �µ,��� ��� � ������
�� �
�� ����� �%�,� 8

Ǳ����� �
 ��������
� - ����������� 
� ��� ���
���
 ����� ������������
���
���
�� ��������
3

�,� f���� �
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�
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(
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�
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′
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���� x�, . . . , xn ∈ �� @'����	�� 	���� G � �−∞, x��×· · ·×�−∞, xn�
H�����
��� ���I � �n � H���#��� ������I ���A���� +� 6�����
��� �
�'���
(����

�−�/��• − µ� 3 �n → �n,
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���
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��� �
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 0 ∈ G, ��� ��
����� / � J−�/��0 − µ�

}
.
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��)� � ��/�� 5�� ��� - � �−�/���−µ��
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∫
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f��/� d/ �

∫
��

f���−�/��2 − µ��|3| d2,

��� .� 7 /
� �'��� �'���
� .� ��� �
�'��(���� / → 2 � ��/�/ 1 µ� � 3 7
���'��� /
��� �
�'��(����� K���
�� ������ ���������#� ��
��
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������� ����������� 
�� �� � ��
	�� ������� �������	��# �
�'��(����� ���
��
���# /�����
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���
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�������

@'��
��� �
�'��(���� �����
�� *���
��� 2 → / � �−�/��2−µ�� C��� �'��
���	�
 	���� λij /�����
� ��
��)� �−�/� � /′ � �u�, . . . , un�� 2′ � �v�, . . . , vn��


� ui �
∑

j λij�vj − μj�� 10 �
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�� ∂ui
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� λij � 
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 3 � �−�/� � ��/
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��
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� ��(��� �� ���
��
�������# 
��������

2 � ��/�/1 µ ��
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�� �� �������
���� /�,

/ � �−�/��2 − µ� ��
����
�� �� �������
���� 2�

����
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������ ��A����� 	
� � ���������
 ������
� �������	���
 �
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���� ��������
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 0 ∈ 1� ��� ��
���� / � �−�/��0 − µ��
M����� ���������# � ��
������ �$� ��������
 / �

��/�/1 µ � ��/���−�/��0 − µ�� 1 µ � 0,
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�
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∫
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�
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−�/���−µ��
′
��−�/���−µ�� d2

�

(
�

!π

)n/�
�√

89:���

∫
�

e−
�
� ��−µ�′��−�/��′�−�/���−µ� d2.
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��)��−�/� �����
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∫
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���
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(
�

!π

)n/�
�√

89:���
e−

�
� ��−µ�′��−�/��′�−�/���−µ�.
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������ ! �� ������ 	
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�����
��# ��
	����# ����	��� + ���
 �����������
�
� ��������
 ���
���- #����
����
�	����� *
��)�� ���
���- ����� ������

������� �������� ��# #����
����
�	����# *
��)��3 h���� � e−
�
� �t

�
��···�t�n� �

e−
�
� �

′
�� Ǳ�/
��
 ��� 6 � ��/�� ��� 6′ � �′��/� ���� ����
 �� 15 �����

h���� � E
[
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]
� E

[
ei�′���/�

��µ�
]
� ei�′µE

[
ei	′�

]
� ei�′µh��6�
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′
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′
�
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�
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����������� �� ��������	 m
�	�
�� � � n
�	�
�� � �������
�� �������
��	
	�� 	��� ��� ����� ����	�
� A ∈ Bm � B ∈ Bn

��� P�� ∈ A,� ∈ B� � P�� ∈ A�P�� ∈ B�.

��
 Bm  !
� σ
��"	��� ���	�	����� ����	�
� � �m� � Bn  � �
n#

$
��� ������
% �	���������
% �	�
����� �	�������� &���	��
% '������ ���
��� ��	� ��������� ���	�	����� ����	�
� A � B� � ���
���
� ���

A � A���
���
� �−∞, x��× · · · × �−∞, xm�,�(�

A � A�α, β�
���
� )α�, β��× · · · × )αm, βm��*�

&�� ����� � ∈ �m � α, β ∈ �m� α� < β�, . . . , αm < βm� � 
���	 ���

B � B���
���
� �−∞, y��× · · · × �−∞, yn�,�+�

B � B�γ, δ�
���
� )γ�, δ��× . . . )γn, δn�

&�� ����� � ∈ �n � γ, δ ∈ �n� γ� < δ�, . . . , γn < δn#

��	������ 
� �	�	��
�� ����	�
� �(�� ��� � �*�� �	 ���	�&���	
 ��� σ

��"	��� ���	�	����� ����	�
� Bm# 1

���� �� � !���"�#� $���������% ��&! �'�($'"�� ,����� ����	�
�
Bm � Bn� ��� ��
���� ���� &���	��
% ���	��
�� ��� &�� ������
	�%�
�	 �	

���������
� ��������� �	�
����� ����� ��-	�
�	��� ����
%#

��$��(! �� ������
 � � � �������� ��������	
	� ����� � ������ ���

���� ����� �
������� ���� �� ��������� �������.

�/�
��������� ��� �
��������� ��� ���
� A � A���� � ∈ �m�

� B � B���� � ∈ �n0

�1�
��������� ��� �
��������� ��� ���
� A � A�α, β�� α, β ∈ �m�

� B � B�γ, δ�� γ, δ ∈ �n0

�2�
��������� ��� �
��������� ��� ���
� A � A���� � ∈ �m�

� B � B�−γ, γ�� γ ∈ �n�

 �� 	
 ���������	 ����� −γ ������ �−γ�, . . . ,−γn�
′ ��� γ′ � �γ�, . . . , γn��

������� �� ��������� ��� �	
���
���� � ������
����� ������� �� ��
����� ���
���

�
������� � ���
��� �� ��������� �����	
���
	 �����
������
	 ����������� �����

�������� ��� �!� "#� �	
��
���������������� �� $�%�&'�%
�Ǳ�����
� ������ )�������*�+� ������
��� *�
���� ���	
� �����
���
	 �� � ���� ,&-� ��

� ���� ,.-�
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)��� 
��"���* ��&! �'�($'"�  "��(��!+ ��$"�$'"�*� 3�� ������
��
�	&�	������ ��������� �	�
���� ���
	��� �	���������
� ����� ��&���
% �
&���-%� �� &��
���
	�# 4
�
 ���
	��� � "���������� �����	 ��		
 ��	���

-�� ���#

��$��(! )� Ǳ���� � � � " ��� �������
� �������# #�������	

,
���
� ��′,�′�′ � �X�, . . . , Xm, Y�, . . . , Yn�

′

� ��������$�	% ��� , �������� �����������
	 ����������	 �m5 n��������
��	# &������
� ������
 � � � ��������	
 ����� � ������ ������ �����

f���,�� � f����f���� ��� ���
� � ∈ �m � � ∈ �n. 2

������� �� �������� ���
��� &� ��������� Ǳ������
	 ��
��� *�
���0 �����	
������
��� ��*�
�
��	�
�� �����+�1��+� *��
���� ��� �)���2
�� ����������3 ��41�0��3 ����5
1���

)�)� Ǳ��(��. �$/�! X − Y � X 5 Y ��&! �'�(#� Ǳ��
% X � Y  �	��

������	 ��������	 �	������# 7 ��-	� �����	 
����� �����
%� �
� X − Y
� X 5 Y �����
�� �	����������# 8� 	��� X � Y  "���������	 ��������	
�	������� 
� !
� �����
�� ��&���	��#

�" ��0����� �� Ǳ���� X � Y ��������	
� ���������
� ����������� ����

����
� �������
�  ���� X − Y � X 5 Y ��������	
�

'�������������� 7 ���� ��	��
��� �2#� �	�
�� �X, Y �′ ����	
�� "����������#
Ǳ�!
��� ���	���� �������9�� c�X 5 c�Y ����	
�� "���������� ��������� �	

������� ��� ����� c�, c� ∈ �� 	��� |c�|5 |c�| > :# ��	����
	�%���

c��X − Y � 5 c��X 5 Y � � �c� 5 c��X 5 �c� − c��Y

����	
�� "���������� ��������� �	������� ��� ����� c�, c� ∈ �� 	��� |c�| 5
|c�| > :# ;����
 �	�
�� �X − Y, X 5 Y �′ 
���	 ����	
�� "���������� ���"�����
�&�	�	�	��� �1#(�# 3 Ǳ�����%�� E )X − Y < � E )X 5 Y < � :� 
�

cov )X − Y, X 5 Y < � E
[
X� − Y �

]
� :,


� 	�
% ��������	 �	������ X − Y � X 5 Y �	����	��������# =���� �
�
E
[
�X − Y ��

]
� E

[
�X 5 Y ��

]
� ( � >?@�1� � +� "�	 1 A !
� �������9������

��
��9� �	�
��� �X − Y, X 5 Y �′.

1 �

(
( :
: (

)
, 1−� �

(
�
� :

: �
�

)
, >?@�1−�� �

�

+
.

;����
 ��� 2 � �u�, u��
′

2′1−�2 �
�

(
�u�� 5 u��� 4

"Ǳ�1��4 �46��
�42
 ���
���
� f� � f�7
$8�*�0 ����� ����� �����
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������� �
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� &�!
���

fX−Y,X�Y �u�, u�� �
�

(π
· �√
>?@�1�

· e− �

�
��−μ�′�−���−μ�

�
�

(π
· �
(
· e− �

�
�′�−�� �

�√
(π · (e

− �

�·�u�
� · �√

(π · (e
− �

�·�u�
�

� ϕ	,��u��ϕ	,��u�� � fX−Y �u��fX�Y �u��

���# 
	��	�� �B#(�# 5 ����� �������� �� 
	��	�� ( ��
	��	
� �
� X − Y �
X 5 Y �	��������# �
������ �� �������� ����
������ � �
� ������ �
���� ����������� �
������� ��
����

X ∈ N
(
a� , σ"

�

)
� Y ∈ N

(
a" , σ"

"

)
�

)�3� Ǳ��(�� /!4''$ '��+ ���$������$ !��#+. �$ &! �'�(#+ '�45

6!*�#+  ���6��� Ǳ�� ������
	�%�
�	 �	���������
� "���������� ������

��� �	�
���� � &���-%� &��
���
	� �	�������� �����
	�%�� &���	��
%� �
�
�� ����	�
��	 ���&�	�	�	��	 ����	
�� �	���"�������# C��� �	 ���&�	�	�	

��	 ���"������� 
� �� �	����	����������
� �	 �����
	�%�� ��
	��	
 �	����

�����
%#

Ǳ��(�� �� D�����
��� ��������	 �	������ X� ∈ N �:, �� � X� ∈ N �:, ���
&��
��	���	 � �	�9�� �1� §�#(� �
�# �(+� 
� 	�
% X� � βX�� � β ∈ EF> � �� � �	
������
 �
 X�# ��"�� E )X�< � E )X�< � : �

cov )X�, X�< � E )X�X�< � E
[
X�

�β
]
� E

[
X�

�

]
E )β< � :,


� 	�
% X� � X� �	����	��������#
� ���"�� �
������ X�

� � X�
� � &�!
��� X� � X� ��������# C��� �� !
�

���� �	 
��� 
� X�
� � X�

� 
���	 ���� �� �	��������# ��"�� �� E
[
X�

�X�
�

]
�

E
[
X�

�

]
E
[
X�

�

]
� �# � ���"�� �
������

E
[
X�

�X�
�

]
� E

[
X


�

]
�

∫ ∞

−∞
x
ϕ�x� dx

�

[
Ǳ� 
������

u�x�, du��x�

dv�xϕ�x�dx, v�−ϕ�x�

]
� *

∫ ∞

−∞
x�ϕ�x� dx � *.

6 ;����
 ��������	 �	������ X� � X� ��������#

�� �������� ������	�
�	�� ��������� ���		��	���� �������

�	��	�� ( ����� ���G���
% ��	���-�� �������#

��$��(! 3� Ǳ���� X�, . . . , Xn " �������
� �������
% ��� �����
� � �
�X, . . . , Xn�

′ " �����������
� ����������� ������� � (��	 ������ �������
�

�������
X�, . . . , Xn �������� ��������	
	� � ������������ ����� � ������

������ �����
f���� � fX�

�x�� . . . fXn�xn�

��� ���
� x�, . . . , xn ∈ �% ��� � � �x�, . . . , xn��

%;�*�
�
	� 1
� 	′
−�	 < �
"
,u"

� 9 u"
"-�

&Ǳ�1��4 ϕ�," �����
�� ���
���
	2 *�* ��41�0��0 ����1��� X − Y � 
�* � X 9 Y 7
!Ǳ�1��4 uv

∣∣∣∞
−∞

< '7
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H� !
�"� �
�	���	��� ��
	��	
� �
� �	����	����������
% � "����������
�����	 !������	�
�� �	���������
�#

��$��(! 7� Ǳ���� � " �����������
� ����������� ������� � ∈ Nn �μ,1��
>?@�1� > :� )��� ��� ���������
 ������� ��������������
� �� ��� ���������
	
 � �������������

����'" �� �� Ǳ���� X� � X� ���������������
� ����������� �������
�

�������
�  ���� X� � X� ��������	
� �������
� �������
�

������ �� �������� �
������� !� ��������� ?)��
�
� ��������� 1
� �����+4������
	
��*
��� ,X� , X"-′ �� 4�������
��� Ǳ�1��47

'������������� �����	
 +� C��� ��������
� �	�
��� &�&���� �	����	����

����� 
� 	"� �������9������ ��
��9� 1 ���"����%��� &���	� �� 		 ���"����	
�
��
 ���&	���� σ�

� , . . . , σ
�
n# ;����
 ���"����%��� ���	
 � ����
��� ��
��9�

1−�� &���	� �� 		 ���"����	 �
��
 ����� �/σ�
� , . . . , �/σ�

n# Ǳ�����%�� � !
��
�����	 ��� ����"� � ∈ �n

�� − μ�′1−���− μ� �
n∑

k��

�xk − μk�
�

σ�
k

, >?@�1� � σ�
� . . . σ�n, 7


� &��
���
% �	���
���
� �	�
��� �� &����	���� � 
	��	�	 �B#(� ���&���	
��
� &�����	�	��	 ���"����%��� &��
���
	�# ��"����� 
	��	�	 ( !
� � ������	
�
�
� ��������	 �	������ �	�������� � ������&���
�# �

�� �������� ������	�
�	�� ���		��	��� 	�������� ��������

�	��	�� + ����� ����-�
% �� ������ �	��������� "���������� ���������
�	�
����#

��$��(! 8� Ǳ���� � � �X�, . . . , Xm�
′ � � � �Y�, . . . , Yn�

′ �������
� ������
�
 ���	������� m � n ��������������� Ǳ�������$�	� ��� ,

���
� ��′,�′�′

" �����������
� ����������� �m 5 n��������# &������
� ������
 � � �

��������	
 ����� � ������ ������ ����� cov )Xi, Yj < � : ��� ���
� � ≤ i ≤ m
� � ≤ j ≤ n�

'�������������� I� ������
��� 
��%�� ������ m � �� 
� 	�
% ��"�� � �
X  ��������� �	������# 7 !
�� �����	 �������9������ ��
��9� �	�
��� ,

����� 9
���
�

(
σ� 	 ... 	

	

... �

	

)
� "�	 σ� � var )X <� � 1  !
� �������9������ ��
��9�

�	�
��� �# 8	������ ��	��
%��� �
� >?@�9� � σ� >?@�1� 8 �

9−� �

⎛
⎝ σ−� 	 ... 	

	

... �−�
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− μ-′
−�,
− μ- � ���,
-�
(A)���
	��� 1
� ���,�- < σ" ���,
-
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!
"��!#

������ �	
 ���
������� �
��������� �������

C��� &�����
% :′ � �x,�′�� x ∈ �� � ∈ �n� 
� �	"�� ���	
%� �
�

:′9−�: �
x�

σ�
5 �′1−��. 10

Ǳ�!
��� �� 
	��	�� �B#( ��
	��	
� �
� &��
���
% �	�
��� , ��		
 ���

f��:� �
�

�(π��n���/�
�√
>?@�9�

e−
�

�
�′�−�� �

�√
(πσ�

e−
x�

�σ� · �√
>?@�1�

e−
�

�
	′�−�	.

8� ��������� 
	��	�� ( !
� � ������	
� �
� X � � �	��������# �
������ �� �������� ���
��� = �
� m > ��

 � ������	�
�	�
 ����������� 	������� � ���������� ��	!��	��

Ǳ��
% ��������	 �	������ X�, . . . , Xn �	�������� � ��������� ���&�	�	

�	��# Ǳ������

Xn �
�

n

n∑
k��

Xk � σ�
n �

�

n

n∑
k��

(
Xk − Xn

)�
.

4
� �	������ �������
�� �
������
	 ������	 � �
�������� ���������� ��

�
�	
�
�	���# J�� &���	���
�� � �
�
��
��	 ��� �9	��� �	���	�
��� ��
	

��
��	���"� �������� � ���&	����#

������ Xk ∈ N
(
a, σ�

)
� � ≤ k ≤ n� ���
�	
�� ����	�G�� � �
�
��
��	# 7

!
�� �����	 ���"�	 "�&�
	�� � &����	
��� &���	���
�� � &���-%� t
��������
&��������� ��
���� ������� �� ��	���-	� �	���%
�
	#

��$��(! ;� )��� X�, . . . , Xn ��������	
� ����������� �������
� �������
�
�� �
������
� ������� � ���������� Xn � σ�

n� ��������	
�

'�������������� I� ������
��� 
��%�� ������ a � :� σ� � �� � ������
	�%

�
�� �����%	� �� �	����%�� ���
	�#

<�((! �� )��� X�, . . . , Xn ��������	
 � Xk ∈ N �:, ��� �� �n 5 ���������
� � �Xn, X� − Xn, . . . , Xn − Xn�

′ �������� ����������	�

'������������� ��		
 �� Ǳ�	��	 ��	"�� �
�	
��� �
� �	�
�� �X�, . . . , Xn�
′

����	
�� "���������� ���	��
�	 �2#��# ,���	 
�"�� ��� ����"� = ∈ �n��

=′� � c�Xn 5 c��X� − Xn� 5 · · ·5 cn���Xn − Xn� � d�X� 5 · · ·5 dnXn,

"�	 dk � ck�� 5
�
n �c� − c� − · · · − cn���� � ≤ k ≤ n# Ǳ�!
��� =′�  "����������

��������� �	������# ��	����
	�%�� �  "���������� �	�
�� ��&�	�	�	��	
�1#(�# �

	A)���
	��� 1
� �−� 
��������
�� ������ � 
�*�� �����
��;�*�
�
	� 1
� �′�−�� < x�

σ�
9 �′
−���
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<�((! )� Ǳ���� Xk ∈ N �:, ��� � ≤ k ≤ n� " ��������	
� � ������������

�������
� �������
�  ���� � � �X�−Xn, ..., Xn−Xn�
′ �������� �����������

�
	 ����������	 �������	�

'������������� ��		
 (� K��������
% ��
	��	
 �� �	��� �# 11 3�� ������


	�%�
�� �	���"�������
� ���	
��� �
� ��� i �� j

E
[
�Xi − Xn��Xj − Xn�

]
� E )XiXj <− E

[
XiXn

]− E
[
XjXn

]
5 E

[
X

�
n

]
� − �

n
,


�� ��� ��� ����"� � ≤ k ≤ n

E
[
XkXn

]
�
�

n
, E

[
X

�
n

]
�
�

n�

n∑
i��

n∑
j��

E )XiXj < �
�

n
.

������ �� ��������" ��� ��
� �
������� ��
����� Xn ∈ N,', �-" � ≤ k ≤ n" ����������
� ������	�����" ��

E
[
XkXn

]
<
�

n
, E

[
X

"
n

]
<
�

n"

n∑
i)�

n∑
j)�

E CXiXj D <
�

n
.

,���	 
�"�� ��� ����"� � ≤ k ≤ n

E
[
�Xk − Xn�

�
]
� E

[
X�

k

]− (E [XkXn

]
5 E

[
X

�
n

]
� �− �

n
.

����� �������� 	��� ��������
% a � − �
n � b � � 5 a� c � b/a� 
�

Cov )�< �

⎛
⎜⎜⎜⎝

b a a a . . . a a
a b a a . . . a a
a a b a . . . a a
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a a a a . . . a b

⎞
⎟⎟⎟⎠ � a ·

⎛
⎜⎜⎜⎝

c � � � . . . � �
� c � � . . . � �
� � c � . . . � �
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
� � � � . . . � c

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

Ǳ�����%�� >?@�Cov )�<� �� :� 
� �	�
�� � ����	
�� �	���"�������# �
<�((! 3� Ǳ���� n > �� )��� �������
� �������
 X�, . . . , Xn ��������	


� ������������ � Xk ∈ N �:, ��% � ≤ k ≤ n% �� ��������� �������� Xn �

�������
� ������ �X� − Xn, . . . , Xn − Xn�
′ ��������	
�

'�������������� 8���	� cov
[
Xn, Xk − Xn

]
� � ≤ k ≤ n# ��� ��� E

[
Xn

]
� :�

12 
� E
[
Xk − Xn

]
� :# ;�'������	� � ≤ k ≤ n# Ǳ�����%��

cov
[
Xn, Xk − Xn

]
� E

[
XkXn

]− E
[
X

�

n

]
,


� cov
[
Xn, Xk − Xn

]
� :# ����� �������� �Xn, X�−Xn, . . . , Xn−Xn�

′ ����	
��
�	���"������� ���# �	��� (� 13 "���������� �n 5 ��
�	�
���� ���# �	��� ��#
��"����� 
	��	�	 / ��������� �	������ Xn � �	�
�� �X� −Xn, . . . , Xn −Xn�

′

�	��������# �

��E�* +�4������
	 � ����� & ��
�*��
 �
 ����� �7
�";�*�
�
	� 1
� E

[
Xn
]
< '�

�$Ǳ�1��4 :
�
 ��*
�� �����+4�����7
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�������� � ������ ����
���� ���������  	
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������ �	
 ���
������� �
��������� �������

<�((! 7� Ǳ���� ��������� �������� ξ � �������
� ������ η � �η�, . . . , ηn�
′

��������	
� #�������	 ζ � �η�� , . . . , η
�
n�

′�  ���� ξ � ζ ���$� ��������	
�

'������������� ��		
 +� Ǳ��
% A ∈ B� � B ∈ Bn &�������%��	 ���	�	����	
����	�
��# ��"����� �&�	�	�	��� ����

P�ξ ∈ A, η ∈ B� � P�ξ ∈ A�P�η ∈ B�.

7 !
�� ���	��
�	 ���	�	� A � �−∞, x�� x ∈ �� � C � �−∞, z��×· · ·× �−∞, zn��
z�, . . . , zn ∈ �# C��� z� ≥ :, . . . , zn ≥ :� 
� ��������� yk �

√
zk� � ≤ k ≤ n� �

B
���
� �−y�, y��× · · · × �−yn, yn�# ��"�� {ζ ∈ C} � {η ∈ B}# 14 Ǳ�!
���

P�ξ ∈ A, ζ ∈ C� � P�ξ ∈ A, η ∈ B� � P�ξ ∈ A�P�η ∈ B� � P�ξ ∈ A�P�ζ ∈ C�.

C��� zk < : ��� ����"�
�����% k� 
� ���	��
��

P�ξ ∈ A, ζ ∈ C� � P�ξ ∈ A�P�ζ ∈ C�

��	 ����� ��&����	
��� 
�� ��� {ζ ∈ C} � ∅# 15 7 ���� �&�	�	�	��� � � �

	��	�� � ��������� �	������ ξ � �	�
�� ζ �	��������# 16 �
H� �	�� * � + ��
	��	
� �
�

�B� Xn � �	�
�� ��X� − Xn�
�, . . . , �Xn − Xn�

��′ �	��������# 17

<�((! 8� Ǳ���� ��������� �������� ξ � �������
� ������ η � �η�, . . . , ηn�
′

��������	
�  ���� ��������	
 �������
� �������
 ξ � η� 5 · · ·5 ηn�

'������������� ��		
 /� H�	� ������
	�%�
�� &���	����
����	� ��� ���

��� n � (# L&�������� ��9�����%��	 ����� &� ������
���� &������ � &��
%
> � {q�, q�, . . . }# J�������� S � η� 5 η�# ��"�� ��� ����"� y ∈ �

�M� {S < y} �
∞⋃

l��

{η� < ql, η� < y − ql} .

3	��
��
	�%��� 	��� !�	�	�
����	 ����
�	 ω &������	��
 &����� ���
� �M��

� ��� �	��
���"� ��9�����%��"� ����� r � ql ��&���	�� ��� �	���	��
��
η��ω� < r � η��ω� < y − r# 18 J
���� ��
	��	
 S�ω� < y� �
� � ��������	

�����	��	 ω ∈ {S < y}#
8������
� &��
% ω ∈ {S < y}� 
� 	�
% S�ω� < y# C��� �� &�� !
�� ��� ����"�

��9�����%��"� ����� r > η��ω� ��&�������% η��ω� ≥ y−r� 
� �� �� &	�	G�� �
&�	�	�� � &���	��	� �	���	��
�	 &�� r ↓ η��ω� � &������� �� η��ω� ≥ y−η��ω��

�%Ǳ�1��4 {ζ ∈ C} < {η ∈ B}7
�&Ǳ�1��4 {ζ ∈ C} < ∅� ���� zk < ' ��� 3�
�5)� ����+� k7
�!Ǳ�1��4 P,ξ ∈ A, ζ ∈ C- < P,ξ ∈ A-P,ζ ∈ C-� ���� zk < ' ��� 3�
�5)� ����+� k7
�'Ǳ�1��4 �
 ���� . � / ��
�*��
 ,F-7
�(Ǳ�1��4 η�,ω- < r � η",ω- < y − r ��� ��*�
���+� ��>�����	��+� 1���� r� ���� :�����5


����� ��)�
�� ω ����������
 �����0 1��
� ,$-7
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�������� � ������ ����
���� ���������  	
!
"��!#

�/$

�
� �	����	�
��� � ������	� S�ω� < y# ��	����
	�%�� ��� ����"�

� ��9��

���%��"� r > η��ω� �����
	�%�� ��&���	�� η��ω� < y − r� �
���� � ��
	��	

&������	����
% ω &����� ���
� �M�� &�����%�� ω ∈ {η� < ql, η� < y − ql}� 	���
ql � r#
Ǳ���	��� 
	&	�% �	��� � ���-	&�	���� ��������	�� �
�

{ξ < x, S < y} �
∞⋃

l��

{ξ < x, η� < ql, η� < y − ql} .

7 ���� �	&�	������
� �	���
���
�

P�ξ < x, S < y� � NOP
L→∞

P

( L⋃
l��

{ξ < x, η� < ql, η� < y − ql}
)

, 19

P�S < y� � NOP
L→∞

P

( L⋃
l��

{η� < ql, η� < y − ql}
)

. 19

3����	�� �
� ��� ����"� L ≥ �

��:�

P

( L⋃
l��

{ξ < x, η� < ql, η� < y − ql}
)

� P�ξ < x�P

( L⋃
l��

{η� < ql, η� < y − ql}
)

.

I� �"��������� ������
	�%�
��� ���	��
�� ��:� 
��%�� ��� �����	� L � �
� L � (#
&����� L � �# Q��	� &��%����
%�� �������	����� A�x� � B���� ��	�	�����

'�������� �(� � �+�# ��"�� &�� r � ql

{ξ < x} � {ξ ∈ A�x�} , {η� < r, η� < y − r} � {η ∈ B���} ,

"�	 η � �η�, η��
′ � � � �r, y − r�′# R����"����

{ξ < x, η� < r, η� < y − r} � {ξ ∈ A�x�, η ∈ B���} .

Ǳ�!
��� P�ξ ∈ A�x�, η ∈ B���� � P�ξ ∈ A�x��P�η ∈ B���� ��"����� ����

�
�� ���� �
� � 
�	�������% ������
%#
&����� L � (# Ǳ������ U � {ξ < x} � Vkl � {η� < qk, η� < y − ql}# ��


"�� ����
�� U � Vkl �	�������� ��� ����� k, l ≥ � ��"����� �&�	�	�	��� ��
&�����%�� U � A�x� � Vkl � B�qk, y − ql� ���# �������	��	 �(��# ,���	 
�"�

V�� ∩ V�� � {η� < POS{qk, ql}, η� < y −PFT{qk, ql}} .

3	��
��
	�%��� ����
�	 V��∩V�� ��������%�� ��&���	��� �	
��	� �	���	��
�
η� < qk� η� < ql� η� < y−qk � η� < y−ql� 20 ��
���	 !������	�
�� ������&���
�
���� �	���	��
�

η� < POS{q�, q�} � η� < y −PFT{q�, q�}. 21

�	E�* :
� ��
�*��
 �
 �����������
� �����
���
�7
"�Ǳ�1��4 ��)�
�� V��∩V"" ��������	�� ���������2 1�
���3 ��������
� η� < qk� η� < ql�

η" < y − qk � η" < y − ql7
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��������� �������

;����
 V�� ∩ V�� � V��� 	��� qk < ql� ��� V�� ∩ V�� � V��� 	��� qk > ql#
7 ����� �����	 ����
�� U � V�� ∩ V�� �	�������� ��"����� �	���%
�
� ���
L � �� ����������� ��G	#
��	����
	�%��� &�� qk < ql

P

( �⋃
l��

{ξ < x, η� < ql, η� < y − ql}
)
� P�)U ∩ V��< ∪ )U ∩ V��<�

� P�U ∩ V��� 5 P�U ∩ V���− P�U ∩ V���

� P�U� )P�V��� 5 P�V���− P�V���<

� P�U� )P�V��� 5 P�V���− P�V�� ∩ V���<

� P�U�P�V�� ∪ V���.

22 J
���� � ��
	��	
 ���	��
�� ��:� &�� L � (# �
������ �� �������� ,�'- �
� 
#���� L ≥ &�
������� �� �������� 
���� = �
� 
#���� n� ��������� @�����	
���
	�� G���4��0
�*�21���05��*�21���0 ��� �)H�������� ��)�
�0�

������ ��� �������� ���
��� % �
� 	
�����
���� a ∈ � � σ" > '� ��������� @����
�
�)6�0 ��41�0 �
 4�� ��*�
����+��

H
��� � ���� �	��� / � �����
�� �B� ��������	 �	������

Xn � �X� − Xn�
� 5 · · ·5 �Xn − Xn�

�

�	��������# Ǳ�!
��� ��� ����"� c ∈ � �	�������� � ��������	 �	������
Xn � c

∑n
k���Xk − Xn�

�� 23 � ���
���
�� ��� �	�������� ��� c � �
n # �

��-	�
��	
 ���		 ��-�� �	���%
�
� �	� 
	��	�� 1#

8��� ��$��(! ?���� Ǳ���� � ∈ Nn

(
μ, σ�@

)
� Ǳ�������$�	� ��� *���+��

g . �n → � �������� ��������	.

g��� � g��5 a · ��

��� ���
� �������� � ∈ �n � ����� a ∈ �� ��� � � ��, . . . , ��′�  ���� �������
�
�������
 Xn � g��� ��������	
�

��	������ ,� =���� �
� 
	��	�� 1 ��
	��	
 �� 
	��	�� 3	�� ��� '���9��
g��� � �

n

∑n
k���xk − xn�

�# 24

8�)� ����'" �� ��% �!&(!+!  #A$���� �	��	�� 3	�� &���	���� � ���
���"�� '���9�� g� ��&���	� ��� g��� � PFTxk −POSxk# D�����
% X�n�−X���

������	
�� ���	���	 �
�����#

"�Ǳ�1��4 ����*4����
	 ��������
� η� < qk� η� < ql� η" < y − qk� η" < y − ql ��������	��
����*4����
� ��������
� η� <  ��{q�, q"}� η" < y − IJ{q�, q"}7

""E�*�� �
������� ���� �����
	 � :
�0 1��
� ��*�
�
��	�
�� ��� qk > ql7
"$Ǳ�1��4 ��
������� Xn � c

∑n
k)�,Xk − Xn-" ��� �2)�+� c� ���� ��
������� Xn �

,X� − Xn-" 9 · · ·9 ,Xn − Xn-"7
"%;�*�
�
	� 1
� 
������ % ��
�*��
 �
 
������ =���
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�=�

��$��(! B� Ǳ���� � ∈ Nn

(
μ, σ�@

)
� Ǳ���$�	 X��� � POS�≤k≤n Xk � X�n� �

PFT�≤k≤n Xk�  ���� �������
� �������
 Xn � X�n� − X��� ��������	
�

'������������� �����	
 '���� Ǳ��
% � � �X�, . . . , Xn�
′� Sn � X�5 · · ·5Xn�

� � �Sn, X�−X�, X�−X�, . . . , Xn−X��
′# 3�� ����"� �	�
��� = ∈ �n ����	
��

���"�� �	�
�� C ∈ �n� &�� ��
���� =′� � C′�� 25 �����
 �  "����������
�	�
��# Ǳ�����%�� cov )Sn, Xk − X�< � : ��� ����"� � ≤ k ≤ n� 26 
� Sn �	
������
 �
 �X� − X�, X� − X�, . . . , Xn − X��

′ � ���� 
	��	�� +#
Ǳ� ������� g�x�, . . . , xn� � g�x�5a, . . . , xn5a� ��� ����� x�, . . . , xn � a# 27

7����� a � −x�� &�����	� g�x�, . . . , xn� � g�:, x� − x�, . . . , xn − x��# ,�� � &��
������
	�%�
�	 �	�� + � /� &�������	�� �
� Sn �	 ������
 �
 h�X� − X�, X� −
X�, . . . , Xn − X�� ��� ����� ���	����� '���9�� h#

������ ��� Ǳ���� �′ < ,X�, . . . , Xn-" Sn < X�9 · · ·9Xn� ��������" ��� Sn �� �������

�� h,X" − X�, X$ − X�, . . . , Xn − X�- �
� 
#��� ����
���� ����%�� h�

Ǳ���"��

h�x� − x�, x� − x�, . . . , xn − x�� � g�:, x� − x�, . . . , xn − x��,

��������	�� �
� Sn � g�:, X� − X�, . . . , Xn − X�� �	��������# Ǳ�!
��� Sn �
g�X�, X�, . . . , Xn� 
���	 �	��������# �

"� #��������
��� !������������$ ���		��	��� ��������

J�
�"����%���� �� ������	� &�	����������� ���� � � 9�� 	��� 9  
��
�"����%��� ��
��9�# Ǳ��
% � ∈ N �μ,1�#

;��� ��46!* 1 � 9D9′� 8�&������ �
� ��-	�
��	
 ��
�"����%��� ��


��9� 9� &�� ��
���� 1 � 9D9′� &���	� "������ ���"����% ���"����%���
��
��9� D ���
���	�� �� ����
�	���� ���	� ��
��9� 1 ��
�	���	��	 �2#��#
J������	
��� �
� ��������
� �	�
��� 9′� �	��������#

��$��(! E� Ǳ���� n > � � � ∈ Nn �μ,1�� �����	 1 � 9D9′� Ǳ���$�	
�

���
� 9′��  ���� � ∈ N �9′μ,D�� � ���������� ���������
 Y�, . . . , Yn ����

���� � ��������	
� � �� ��������� ����
 ���������
	 �����	 	����+
 1�

��	������ -� 8	��
���	 �� ����
�	���� ���	� ��"�
 �����
%�� :# 7 !
��
�����	 ���
�	
�
���-�	 ��������
� ������	�� ������ ����
��
	 � �	���


���
%� ��#

'�������������� H� 
	��	�� �1#( ��� F � 9′ � C � G ��
	��	
� �
� E )�< �
9′μ� Cov )�< � 9′19 � D# Ǳ�!
��� ��������
� �	�
��� � �	����	���������

�� ��� D  ���"����%��� ��
��9�#
�	&	�% �� 
	��	�� + �������� �
� ��������
� �	�
��� � �	�������� � ��


����&���
�# 8����	9� "������ ���"����% �������9������ ��
��9� Cov )�< ��

�
���	�� �� var )Y�< , . . . , var )Yn<0 � ���"�� �
������ Cov )�< � D� 
� 	�
% "������
���"����% ��
��9� Cov )�< ���
���	�� �� ����
�	���� ���	� ��
��9� 1# �
J���� �� ��	��
��� 
	��	�� B ����	
�� ��	���-�� �	���%
�
#

"&Ǳ�1��4 ��� �2)�+� � ∈ �n ��0��
�� � ∈ �n� ��� *�
���� �′� < �′�7
"!Ǳ�1��4 cov CSn, Xk − X�D < ' ��� �2)�+� � ≤ k ≤ n7
"'Ǳ�1��4 g,x�, . . . , xn- < g,x� 9 a, . . . , xn 9 a- ��� �2)�3 x�, . . . , xn � a7
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������ �	
 ���
������� �
��������� �������

����'" �� )� .���������� ������ �′ � �X�, . . . , Xn� �	��� ������� ����

��� 	���	��������� �$������ � ��������� �������+������ 	����+� @�
�� ���� � ∈ Nn �G, @�� ����� � ������ ������ ����� X�, . . . , Xn " ���������

	
� ���������
� ����������� �������
� �������
� 28

;�)� ��46!* ��$�& $�H�$* $�"$/$�!�H�$* (!"��I# 9� 7����� ���


��� �����	� 
	��	�� 1 ����	
�� var )X�< � · · · � var )Xn<# Ǳ�� 
���� &�	�

&����	��� ��������
� �	�
��� 9� �����
�� �	���������� &�� ����� ��


�"����%��� ��
��9	 9� � �	 
��%�� ��� 
��� ��
���� �����
 � ������	��	
�������9������ ��
��9� �	�
��� �#

��$��(! J� Ǳ���� � ∈ N
(
μ, σ�@

)
� σ� > :� � ������������� 	����+� 9

������������ Ǳ���$�	 � � 9��  ���� � ∈ N
(
9μ, σ�@

)
� � ����������

Y�, . . . , Yn ��������	
� �������
� �������
 � ���������� σ��

'�������������� J�������� 1 � Cov )�<# ��"�� 1 � σ�@# H� 
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