
ВIДКРИТА СТУДЕНТСЬКА ОЛIМПIАДА НТУУ «КПI»
З МАТЕМАТИКИ, 2012 р.

Перший курс

Задача 1. Обчислити в 50-рiчнiй системi числення:√
11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
2012 цифр

− 22 . . . 22︸ ︷︷ ︸
1006 цифр

. (4 бали)

Задача 2. Нехай a⃗, b⃗ — ненульовi вектори в R3.

а) При яких значеннях параметра λ ∈ R рiвняння a⃗+ b⃗× x⃗ = λ⃗b має розв’язки? (2 бали)

б) Знайти цi розв’язки. (4 бали)

Задача 3. Про квадратну матрицю A порядку n вiдомо, що сума всiх елементiв матрицi
(E+A)−1 дорiвнює 1. Знайти суму всiх елементiв матрицi (E+A−1)−1. Вважати, що всi вказанi
оберненi матрицi iснують. (6 балiв)

Задача 4. Область D обмежена дугою параболи y = x2 та вiдрiзком прямої y = 2x+ 3. Трику-
тник якої максимальної площi можна розмiстити в D? (5 балiв)

Задача 5. В класi функцiй f : R \ {0} → R \ {0} знайти всi розв’язки функцiонального рiвняння

f(x) + f(y) = f(xyf(x+ y)). (6 балiв)

Задача 6. Функцiональна послiдовнiсть (fn, n ≥ 1) задана рекурентним способом:

f1(x) =
x

1 +
√
1 + x2

, fn(x) = fn−1(f1(x)), n ≥ 2, x ∈ R.

Знайти lim
n→∞

2nfn(x). (8 балiв)

Задача 7. Обчислити iнтеграл
π∫

0

sin2(2012x)

sin2 x
dx. (8 балiв)

Задача 8. В мiстi живуть n хлопцiв i n дiвчат. Розглянемо квадратну матрицю A порядку n
з елементами

aij =

{
1, якщо i-ий хлопець та j-а дiвчина знайомi мiж собою,
0, якщо i-ий хлопець та j-а дiвчина не знайомi мiж собою.

а) Довести, що якщо матриця A невироджена, то всi хлопцi можуть одружитися на зна-
йомих їм дiвчатах. (5 балiв)

б) Чи вiрне обернене твердження? (2 бали)



ВIДКРИТА СТУДЕНТСЬКА ОЛIМПIАДА НТУУ «КПI»
З МАТЕМАТИКИ, 2012 р.

Старшi курси

Задача 1. В системах числення з якими основами число

11 . . . 11︸ ︷︷ ︸
2012 цифр

− 22 . . . 22︸ ︷︷ ︸
1006 цифр

є повним квадратом? (4 бали)

Задача 2. Знайти суму функцiонального ряду та побудувати її графiк:

∞∑
n=1

(−1)[2
nx]2−n, x ∈ R.

Квадратними дужками позначено цiлу частину числа. (6 балiв)

Задача 3. Про симетричну квадратну матрицю A порядку n вiдомо, що trA2 = trA3 = trA4 = α.

а) При яких значеннях α це можливо? (4 бали)

б) Чому дорiвнює detA? (2 бали)

Задача 4. Знайти розв’язок задачi Кошi
f ′ = f sin x+ g cos x,

g′ = g sinx+ f cos x,

f(0) = g(0) = 1.

(5 балiв)

Задача 5. Про многочлен P (z) =
n∑

k=0

akz
k з комплексними коефiцiєнтами вiдомо, що a0 = 1,

a3 = a6 = a9 = . . . = 0. Довести, що у будь-якого правильного шестикутника, вписаного в
одиничне коло, знайдуться двi рiзнi вершини z1 та z2 такi, що |P (z1)| ≥ 1, |P (z2)| ≥ 1.(8 балiв)

Задача 6. Функцiональна послiдовнiсть (fn, n ≥ 1) задана рекурентним способом:

f1(x) =
x

1 +
√
1 + x2

, fn(x) = fn−1(f1(x)), n ≥ 2, x ∈ R.

Знайти lim
n→∞

2n
1∫
0

fn(x) dx. (7 балiв)

Задача 7. Обчислити iнтеграл
π∫

0

sin2(2012x)

sin2 x
dx. (7 балiв)

Задача 8. В країнi є n мiст C1, C2, . . . , Cn, n ≥ 3, причому мiж кожними двома мiстами є
пряме авiасполучення. Розсiяний турист починає подорож в мiстi C1, потiм летить в навма-
ння обране iнше мiсто i повторює цю процедуру, поки не повернеться в C1. Вважаючи, що на
кожному кроцi турист обирає будь-яку наступну цiль з однаковими ймовiрностями, знайти

а) ймовiрнiсть того, що протягом подорожi турист вiдвiдає мiсто C2; (4 бали)

б) математичне сподiвання кiлькостi рiзних вiдвiданих мiст. (3 бали)


