
ВIДКРИТА СТУДЕНТСЬКА ОЛIМПIАДА НТУУ «КПI»
З МАТЕМАТИКИ, 2014 р.

Перший курс

1. Точки A1, . . . , An ∈ R2 мають таку властивiсть: для кожної точки B ∈ R2 серед
вiдстаней BAi, i = 1, . . . , n, є принаймнi одна iррацiональна. Яке найменше
значення може набувати число n?

2. Орбiтою O(x⃗, y⃗) векторiв x⃗, y⃗ ∈ R2 назвемо множину всiх векторiв вигляду
αx⃗+ βy⃗, де α2 + β2 = 1. Також назвемо множину M ⊂ R2 замкненою вiдносно
орбiт, якщо O(x⃗, y⃗) ⊂ M для будь-яких x⃗, y⃗ ∈ M.
Нехай x⃗0, y⃗0 ∈ R2 — два фiксованих вектори. Знайти найменшу замкнену вiд-
носно орбiт множину M, яка мiстить x⃗0 та y⃗0.

3. Квадратна матриця A порядку n має ранг r. Якi значення в залежностi вiд
n та r може набувати ранг приєднаної матрицi (тобто матрицi, складеної з її
алгебраїчних доповнень)?

4. Якi значення може набувати визначник∣∣∣∣ S(A) S(A ∩B)
S(A ∩B) S(B)

∣∣∣∣ ,
де A та B — пiдмножини одиничного круга, а через S(·) позначено площу?

5. Знайти всi неперервнi функцiї двох змiнних
(
f(x, y), x, y ∈ R2

)
, якi задоволь-

няють функцiональне рiвняння

f(5x, 5y) + f(4x− 3y, 3x+ 4y) = x+ y.

6. Нехай f(x) = x3+1
2

, а
fn(x) = f(f(. . . f︸ ︷︷ ︸

n разiв

(x) . . .)).

Знайти область визначення та побудувати графiк функцiї lim
n→∞

fn(x).

7. Нехай q1, . . . , qn — фiксованi невiд’ємнi числа, сума яких дорiвнює 1. За яких

невiд’ємних чисел p1, . . . , pn, сума яких також дорiвнює 1, добуток
n∏

i=1

pqii набуває

максимального значення?

8. Знайти всi функцiї
(
f(x), x ∈ R

)
, якi для всiх a, b ∈ R, a < b, задовольняють

спiввiдношення

f

(
a+ b

2

)
=

1

b− a

b∫
a

f(x) dx.

9. Довести, що при x > 0
1 +

√
1 + x2 < xe

1
x .

Результати олiмпiади буде опублiковано на сайтi http://matan.kpi.ua/



ВIДКРИТА СТУДЕНТСЬКА ОЛIМПIАДА НТУУ «КПI»
З МАТЕМАТИКИ, 2014 р.

Старшi курси

1. Точки A1, . . . , An ∈ Rd мають таку властивiсть: для кожної точки B ∈ Rd серед
вiдстаней BAi, i = 1, . . . , n, є принаймнi одна iррацiональна. Яке найменше
значення може набувати число n в залежностi вiд d?

2. Орбiтою O(x⃗, y⃗) векторiв x⃗, y⃗ ∈ Rd назвемо множину всiх векторiв вигляду
αx⃗+ βy⃗, де α2 + β2 = 1. Також назвемо множину M ⊂ Rd замкненою вiдносно
орбiт, якщо O(x⃗, y⃗) ⊂ M для будь-яких x⃗, y⃗ ∈ M.
Нехай a⃗1, . . . , a⃗n ∈ Rd — n фiксованих векторiв. Знайти найменшу замкнену
вiдносно орбiт множину M, яка мiстить всi цi вектори.

3. Квадратна матриця A порядку n має визначник d i ранг r. Скiльки iснує таких
матриць X, що (X∗)∗ = A? Тут через X∗ позначено матрицю, приєднану до
матрицi X (тобто складену з її алгебраїчних доповнень).

4. Випадкова величина ξ має математичне сподiвання 1 та дисперсiю 5. Якi зна-
чення може набувати ймовiрнiсть подiї {ξ = 2}?

5. Знайти всi неперервнi функцiї двох змiнних
(
f(x, y), x, y ∈ R2

)
, якi задоволь-

няють функцiональне рiвняння

f(5x, 5y) + f(4x− 3y, 3x+ 4y) = xy.

6. Послiдовнiсть додатних чисел {an, n ∈ N} має таку властивiсть: для будь-якого

n має мiсце нерiвнiсть an < an+1 + an2 . Довести, що ряд
∞∑
n=1

an розбiгається.

7. Знайти функцiї, якi визначенi на всiй дiйснiй осi та задовольняють диференцi-
альному рiвнянню

xy′′ + (2x+ 2)(y′ + y + 1) = 0.

8. Нехай p ∈ [0, 1] — фiксоване число, q = 1 − p. Визначити всi такi функцiї(
f(x), x ∈ R

)
, якi для всiх a, b ∈ R, a < b, задовольняють спiввiдношення

f (pa+ qb) =
1

b− a

b∫
a

f(x) dx.

9. Будемо вважати, що для довiльних z1, z2 ∈ C

z1 ≤ z2 ⇔
{

Re z1 ≤ Re z2,
Im z1 ≤ Im z2.

Функцiю f : C → C будемо називати неспадною, якщо для довiльних z1, z2 ∈ C
з z1 ≤ z2 випливає, що f(z1) ≤ f(z2). Знайти всi диференцiйовнi неспаднi фун-
кцiї.

Результати олiмпiади буде опублiковано на сайтi http://matan.kpi.ua/


