
ФIОТ НТУУ "КПI"
СТУДЕНТСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, 2013

р.
Перший курс

Задача 1. Дослiдити систему на сумiснiсть та знайти загальний розв’язок
(2λ− 3)x+ (λ− 1)y + z = λ
(λ− 1)x+ (λ− 1)y + z = 2
x+ y + (λ− 1)z = 2

1. Запишемо розширену матрицю системи 2λ− 3 λ− 1 1 λ

λ− 1 λ− 1 1 2
1 1 λ− 1 2

 I− II
∼

∼

 λ− 2 0 0 λ− 2
λ− 1 λ− 1 1 2

1 1 λ− 1 2

 II + III ∼

∼

 λ− 2 0 0 λ− 2
λ λ λ 4
1 1 λ− 1 2

 II↔ III ∼

∼

 λ− 2 0 0 λ− 2
1 1 λ− 1 2
λ λ λ 4

 .

Розглянемо можливi випадки:

I. Якщо λ = 2, то розширена матриця системи прийме вигляд(
1 1 1 2

)
.

Вiдповiдно, система сумiсна i невизначена, тобто має безлiч розв’язкiв. Її
загальний розв’язок буде мати вигляд

x = 2− s− t,
y = s,
z = t,

s, t ∈ R
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II. Якщо λ = 0, тодi розширена матриця системи має вигляд −2 0 0 −2
1 1 −1 2
0 0 0 4

 ,

тобто система не має розв’язкiв.

III. Якщо λ 6= 0 та λ 6= 2, то розширену матрицю системи можна переписати
у виглядi 1 0 0 1

0 1 λ− 1 1
0 1 1 4

λ − 1


III− II

∼

 1 0 0 1
0 1 λ− 1 1
0 0 2− λ 4

λ − 2

 .

Записавши вiдповiдну систему будемо мати
x = 1
y + (λ− 1)z = 1
z = 2

λ

⇔


x = 1
y = 2−λ

λ

z = 2
λ

.

Вiдповiдь: Якщо λ = 0, то система розв’язкiв не має;
якщо λ = 2 система має безлiч розв’язкiв, загальтий розв’язок

x = 2− s− t, y = s, z = t, s, t ∈ R;

якщо λ 6= 0 та λ 6= 2, то система має єдиний розв’язок

x = 1, y =
2− λ
λ

, z =
2

λ
.

Задача 2. На площинi задано двi точки A(−2; 2), B(2; 5) та точку C взято
на кривiй x2− 2x+ y2 + 4y + 1 = 0. Яке найбiльше значення може мати площа
∆ABC? Знайти координати точки C.

2. Помiтимо, що точка C буде лежати на колi (x − 1)2 + (y + 2)2 = 4, з
центром в точцi O′(1,−2).

Площа ∆ABC S = 1
2AB · CH буде максимальною при найбiльшiй довжинi

висоти, оскiльки AB – фiксоване. Довжина висоти CH буде найбiльшою, якщо
вона буде проходити через центр кола.
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Знайдемо рiвняння висоти. Для цього спочатку визначимо рiвняння прямої
AB, як прямої, що проходить через точки A та B:

AB :
x+ 2

2 + 2
=
y − 2

5− 2
⇔ 3x− 4y + 14 = 0.

Тодi рiвняння CH, як прямої, яка проходить через O′ перпендикулярно до AB
буде мати вигляд

CH :
x− 1

3
=
y + 2

−4
⇔ 4x+ 3y + 2 = 0.

Помiтимо, що точкою пере-

x

y

1

0

1

A

B

C

O′

Рис. 1.

тину AB i CH є точка A, тобто
H спiвпадає з A i висота буде
CA (Див. Рис. 1).

Щоб знайти координати то-
чки C знайдемо точку перетину
прямої CA з колом, тобто роз-
в’яжемо наступну систему{

x−1
3 = y+2

−4
(x− 1)2 + (y + 2)2 = 4

⇔

⇔
{

x−1
3 = y+2

−4
(y + 2)2 = 64

25

⇔

⇔


x = −1

2 −
3
4y[

y = −2
5

y = −18
5

.

В результатi отримаємо двi
точки

(
−1

5 ,−
2
5

)
та

(
11
5 ,−

18
5

)
.

Очевидно, що шукана точка
C
(
11
5 ,−

18
5

)
.

Легко отримати, що CA = 7, AB = 5 i, вiдповiдно, найбiльша площа дорiв-
нює Smax = 1

2 · 7 · 5 = 35
2 .

Вiдповiдь: Smax = 35
2 , C

(
11
5 ,−

18
5

)
.

Задача 3. Побудувати графiк функцiї

y = lim
n→∞

2n
√

1 + x2n.

3. Розглянемо можливi випадки:
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I. Якщо |x| ≤ 1, то 1 ≤ 2n
√

1 + x2n ≤ 2n
√

2. Оскiльки lim
n→∞

2
1
2n = 1, отримаємо

y = 1;

II. Якщо |x| > 1, то

lim
n→∞

2n
√

1 + x2n = lim
n→∞
|x| 2n

√
1 +

(
1

x

)2n

=

∣∣∣∣1x
∣∣∣∣ < 1 = |x|.

Вiдповiдь: y =


−x, x < −1,
1, x ∈ [−1, 1],
x, x > 1.

x

y

1

0 1

Рис. 2.

Задача 4. Про функцiї f , g та
f

g
вiдомо, що значення їх похiдних в точцi
x = 2013 однаковi i не дорiвнюють
нулевi. Якi значення може набувати число f(2013)?

4. Нехай f ′(2013) = g′(2013) =
(
f
g

)′
(2013) = A 6= 0.

Розглянемо,

A =

(
f

g

)′
(2013) =

f ′(2013)g(2013)− f(2013)g′(2013)

g2(2013)
=
AX −BA

X2
,

де X = g(2013), B = f(2013). Отримаємо рiвняння

X2 −X +B = 0,

яке повинно мати розв’язки. Таким чином, D = 1− 4B ≥ 0 або B ≤ 1
4 .

За умовою
(
f
g

)′
(2013) 6= 0, а тому X 6= B. Перевiримо, чи всi значення

пiдiйдуть. Розглянемо,

X = B ⇔ 1±
√

1− 4B

2
= B ⇔ 2B − 1 = ±

√
1− 4B ⇔ B = 0.

Якщо B = 0, то X = 0 або X = 1. Значення X = 1 = g(2013) є пiдходящим,
тобто B = 0 належить цьому промiжку.

Вiдповiдь: f(2013) ≤ 1
4 .

4



Задача 5. Скiлькома способами можна розфарбувати вершини правильно-
го 13-кутника в бiлий та чорний кольори так, щоб жоднi двi сусiднiх вершини
не були бiлими?

5. Позначимо через Ln, n ≥ 3, кiлькiсть способiв здiйснити вiдповiдне роз-
фарбування для правильного n-кутника. Ясно, що у випадку n = 3 iснують 4
способи (в бiлий колiр можна пофарбувати або першу вершину, або другу, або
третю, або взагалi жодної), i тому L3 = 4. Аналогiчно L4 = 7.

Покажемо тепер, що для n ≥ 5 має мiсце спiввiдношення Ln = Ln−1 +
Ln−2. Дiйсно, розглянемо колiр n-ої вершини в правильному розфарбуваннi n-
кутника. Якщо вiн є бiлим, то перша та (n−1)-ша вершини мають бути чорними.
Видаляючи n-ту та (n − 1)-шу вершини, одержимо правильне розфарбування
(n − 2)-кутника, в якому перша вершина має чорний колiр. Навпаки, кожно-
му правильному розфарбуванню (n − 2)-кутника з чорною першою вершиною
вiдповiдає рiвно одне правильне розфарбування n-кутника з бiлою n-ою верши-
ною – достатньо пiсля першої чорної вставити ще бiлу й чорну. Пiдсумок цим
мiркуванням пiдведемо у виглядi наступної формули

Ln(з додатковою умовою, що n-та вершина є бiлою) =

= Ln−2(з додатковою умовою, що перша вершина є бiлою).
(1)

Якщо ж колiр n-ої вершини в правильному розфарбуваннi n-кутника був
чорним, то, прибравши цю вершину, отримаємо (n − 1)-кутник з першою та
(n − 1)-шою вершинами довiльних кольорiв. Якщо серед цих двох вершин є
принаймнi одна чорна, то розфарбування цього (n− 1)-кутника є правильним.
Якщо ж вони обидвi є бiлими, то, прибравши ще й (n−1)-шу вершину, отрима-
ємо правильне розфарбування (n− 2)-кутника з бiлою першою вершиною. Всi
цi мiркування можуть бути проведенi й в обернений бiк. Пiдсумок пiдведемо у
виглядi такої формули:

Ln(з додатковою умовою, що n-та вершина є чорною) =

= Ln−1 + Ln−2(з додатковою умовою, що перша вершина є бiлою).
(2)

Додаючи тепер спiввiдношення (1)та (2), одержуємо формулу Ln = Ln−1 +
Ln−2. Отримати значення L13 тепер зовсiм нескладно, записуючи послiдовнi
значення Ln:

L13 = 521.

Вiдповiдь: 521.
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Задача 6. Числову послiдовнiсть (an, n ∈ N) задано умовами a1 = a2 = 1,

an+2 = an +
1

an+1
, n ≥ 1.

Знайти формулу загального члена an.
6. Випишемо декiлька перших значень нашої послiдовностi

1, 1, 2,
3

2
,

8

3
,

15

8
,

48

15
,

105

48
, . . . .

За цiєю послiдовнiстю можна вгадати таку закономiрнiсть:

an =
(n− 1)!!

(n− 2)!!
.

Перевiрка проводиться методом математичної iндукцiї:

an +
1

an+1
=

(n− 1)!!

(n− 2)!!
+

(n− 1)!!

n!!
=

(n+ 1)!!

n!!
= an+2.

Вiдповiдь: an = (n−1)!!
(n−2)!! .
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ФIОТ НТУУ "КПI"
СТУДЕНТСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, 2013

р.
Старшi курси

Задача 7. Дослiдити систему на сумiснiсть та знайти загальний розв’язок
(2λ− 3)x+ (λ− 1)y + z = λ
(λ− 1)x+ (λ− 1)y + z = 2
x+ y + (λ− 1)z = 2

7. Див. розв’язок Задачi 1.
Задача 8. Знайти загальний розв’язок рiвняння

xdy −
(

2y + x2 tg
y

x2

)
dx = 0.

8. Зробимо замiну змiнних u = y
x2 . Тодi y = ux2, y′ = u′x2 + 2ux, i рiвняння

прийме вигляд
u′x = tg u.

Легко показати, що sinu = 0 є розв’язком рiвняння. Нехай sinu 6= 0, тодi
рiвняння перепишеться

ctg udu =
dx

x
⇔ ln | sinu| = ln |c̃x| ⇔ sinu = cx, c = ±c̃, c 6= 0.

Очевидно, отриманий розв’язок можна доповнити значенням c = 0, оскiльки
sinu = 0 є розв’язком. Знайдемо явний вигляд розв’язку

u = (−1)k arcsin cx+ πk, k ∈ Z або y = x2
(
(−1)k arcsin cx+ πk

)
, k ∈ Z.

Вiдповiдь: y = x2
(
(−1)k arcsin cx+ πk

)
, k ∈ Z, c ∈ R .

Задача 9. Знайти суму ряду

∞∑
n=1

1

n2n
.

9. Розглянемо степеневий ряд

S(x) =
∞∑
n=1

xn

n
, x ∈ (−1, 1).
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Тодi S
(
1
2

)
=
∞∑
n=1

1

n2n
. Знайдемо S(x).

S ′(x) =
∞∑
n=1

xn−1 =
1

1− x
.

З останнього легко отримати, що S(x) = − ln(1− x), x ∈ (−1, 1).
Пiдставивши x = 1

2 будемо мати S
(
1
2

)
= ln 2.

Вiдповiдь: ln 2.

Задача 10. Про функцiї f , g та
f

g
вiдомо, що значення їх похiдних в точцi

x = 2013 однаковi i не дорiвнюють нулевi. Якi значення може набувати число
f(2013)?

10. Див. розв’язок Задачi 4.
Задача 11. Скiлькома способами можна розфарбувати вершини правиль-

ного 13-кутника в бiлий та чорний кольори так, щоб жоднi двi сусiднiх вершини
не були бiлими?

11. Див. розв’язок Задачi 5.
Задача 12. Нехай A(a1, . . . , an) та H(a1, . . . , an) означають вiдповiдно

середнє арифметичне та середнє геометричне чисел a1, . . . , an. Якi значення
може набувати

lim
n→∞

A(a1, . . . , an)

H(a1, . . . , an)
,

якщо числова послiдовнiсть (an, n ∈ N) є арифметичною прогресiєю?
12. Якщо всi елементи прогресiї однаковi, то границя, очевидно, дорiвнює

1. Нехай елементи рiзнi, i an = a1+d(n−1), причому d 6= 0. Тодi задача полягає
в знаходженнi границi

lim
n→∞

a1 + . . .+ (a1 + d(n− 1))

n n
√
a1 · . . . · (a1 + d(n− 1))

= lim
n→∞

a1 + d(n−1)
2

n
√
a1 · . . . · (a1 + d(n− 1))

=

=
1

2 · lim
n→∞

[
a1
dn

(
a1
dn + 1

n

)
. . .
(
a1
dn + n−1

n

)] 1
n

.

Позначивши через L границю в знаменнику, маємо:

lnL = lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

ln

(
a1
dn

+
k

n

)
.
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Якщо a1 = d, то границею буде, очевидно, iнтеграл

1∫
0

lnxdx = −1.

Насправдi, якщо навiть a1 6= d, вiдповiдь буде така сама. Це випливає з того,
що рiзниця мiж вiдповiдними границями є нульовою:

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

ln

(
a1
dn

+
k

n

)
− lim

n→∞

1

n

n−1∑
k=0

ln

(
1

n
+
k

n

)
=

= lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

ln

(
k + a1

d

k + 1

)
= lim

k→∞
ln

(
k + a1

d

k + 1

)
= 0.

В передостаннiй рiвностi використаний вiдомий факт: lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

xk = lim
k→∞

xk,

якщо остання границя iснує.
Таким чином, lnL = −1, i наша границя дорiвнює e

2 .

Вiдповiдь: 1 або e
2 .
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