
ФIОТ, ФМФ НТУУ "КПI"
СТУДЕНТСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, 2014 р.

Перший курс

1. Обчислити границю

lim
n→∞

( 2015
√
n2015 + 2015n2014x− 1−2015

√
n2015 − 2015n2014x− 1

)
.

2. Побудувати графiк похiдної для функцiї

y = arccos(sinx).

3. Знайти найбiльший радiус кола, яке лежить всерединi параболи
y2 = 6x та дотикається до вершини параболи.

4. Суми елементiв усiх рядкiв квадратної матрицi A порядку 2014 є
однаковими та дорiвнюють a. Якi значення може набувати число
a, якщо вiдомо, що

A3 + 4A2 + A = 6E,

де E – одинична матриця.

5. Числову послiдовнiсть (xn, n ≥ 1) задано спiввiдношенням{
x1 = 0,

xn+1 =

√
xn + 1

2
.

Довести, що
lim
n→∞

4n(1− xn) = π2.

6. В кожний момент часу жук може знаходитися в однiй з точок
A1, A2, . . . , Ak. Починаючi свою подорож з точки A1, вiн за кожну
хвилину переповзає в будь-яку iншу точку. Скiльки рiзних маршру-
тiв тривалiстю n хвилин може скласти для себе жук, якщо в кiнцi
подорожi вiн хоче повернутися в точку A1?



ФIОТ, ФМФ НТУУ "КПI"
СТУДЕНТСЬКА ОЛIМПIАДА З МАТЕМАТИКИ, 2014 р.

Старшi курси

1. Нехай f : [0, 1]→ [0, 1] – iнтегрована функцiя. Довести, що рiвняння
x∫

0

f (t) dt = 2x− 1

має рiвно один розв’язок на [0, 1].
2. Знайти найбiльше значення функцiї

F (x) =

x∫
0

e−
t2

2 (1− t2) dt, x ≥ 0.

3. Позначимо через θ(n) кiлькiсть цифр в десятковому записi числа

n. Визначити область збiжностi та знайти суму ряду
∞∑
n=1

xθ(n).

4. Розв’язати диференцiальне рiвняння xy′ − y ln y = x2y sinx.
5. Функцiональну послiдовнiсть (fn(x), n ≥ 1) задано спiввiдношен-

ням  f1(x) = x,

fn+1(x) =

√
fn(x) + 1

2
.

Довести, що

lim
n→∞

4n

1−
1∫

0

fn(x)dx

 =
π2 − 4

2
.

6. Двiчi диференцiйована функцiя (f (x), x ∈ [0, 1]) для всiх x ∈ [0, 1]
задовольняє умови f (0) = f (1) = 0 та нерiвнiсть

f ′′(x) + 2f ′(x) + f (x) ≥ 0.

Якi значення може набувати max
x∈[0,1]

f (x)?


