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Перший курс

Задача 1. Обчислити границю

lim
n→∞

(
2015
√
n2015 + 2015n2014x− 1−2015

√
n2015 − 2015n2014x− 1

)
.

Розв’язання. Запишемо шукану границю у виглядi рiзницi i скористаємося вiдо-
мою еквiвалентнiстю (1 + y)α − 1 ∼ αy, y → 0:

lim
n→∞

n

(
2015

√
1 +

2015x

n
− 1

n2015
− 1

)
− lim

n→∞
n

(
2015

√
1− 2015x

n
− 1

n2015
− 1

)
=

= lim
n→∞

n

2015

(2015x
n
− 1

n2015

)
− lim

n→∞

n

2015

(
−2015x

n
− 1

n2015

)
= 2x.

Вiдповiдь: 2x.

Задача 2. Побудувати графiк похiдної для функцiї y = arccos(sinx).
Розв’язання. Перш за все зауважимо, що внаслiдок формули arccos(sinx) = π

2 −
arcsin(sinx) маємо d

dx arccos(sinx) = −
d
dx arcsin(sinx). Крiм того,

arcsin(sinx) =

{
x, якщо x ∈ [−π

2 ,
π
2 ],

π − x, якщо x ∈ (π2 ,
3π
2 ),

а на всю вiсь R значення цiєї функцiї розповсюджуються з перiодом 2π. Тому

d

dx
arccos(sinx) =


−1, якщо x ∈ (−π

2 + 2πk, π2 + 2πk) для деякого k ∈ Z,
1, якщо x ∈ (π2 + 2πk, 3π2 + 2πk) для деякого k ∈ Z,
не iснує, якщо x = π

2 + πk для деякого k ∈ Z.
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Задача 3. Який найбiльший радiус може мати коло, яке лежить всерединi пара-
боли y2 = 6x та дотикається до її вершини?

Розв’язання. Задачу простiше за все розв’язати в полярнiй системi координат.
Вказане розташування кола та параболи фактично означає, що пiд яким би кутом
ϕ ∈ (−π

2 ,
π
2 ) ми б не дивилися з початку координат на коло та параболу, коло завжди

буде ближче параболи. Полярним рiвнянням параболи y2 = 6x є ρ = 6 cosϕ
sin2 ϕ

, а рiвня-
нням кола радiусу r з центром на осi OX, що проходить через початок координат,
є ρ = 2r cosϕ. Таким чином, задача зводиться до наступної: для якого найбiльшо-
го r при всiх ϕ ∈ (−π

2 ,
π
2 ) виконується нерiвнiсть 2r cosϕ < 6 cosϕ

sin2 ϕ
? В такiй формi

вiдповiдь очевидна — rmax = 3.

Вiдповiдь: rmax = 3.

Задача 4. Суми елементiв усiх рядкiв квадратної матрицi A порядку 2014 є одна-
ковими та дорiвнюють a. Якi значення може набувати число a, якщо вiдомо, що
A3 + 4A2 + A = 6E? (Через E позначено одиничну матрицю.)

Розв’язання. Спочатку зауважимо, що має мiсце таке елементарне твердження:
якщо сума елементiв кожного рядку матрицi A дорiвнює a, а матрицi B — b, то
сума елементiв кожного рядку матрицi C = AB дорiвнює ab. Цей факт випливає з
рiвностi

n∑
j=1

cij =
n∑
j=1

n∑
k=1

aikbkj =
n∑
k=1

(
aik

n∑
j=1

bkj

)
= ab.

З цього твердження безпосередньо випливає, що суми елементiв усiх рядкiв ма-
трицi A2 є однаковими та дорiвнюють a2, а матрицi A3 — a3. Отже, ми приходимо
до рiвняння a3 + 4a2 + a = 6, звiдки a ∈ {−3,−2, 1}. Приклади матриць −3E, −2E
та E показують, що всi цi значення є можливими.

Вiдповiдь: a ∈ {−3,−2, 1}.

Задача 5. Числову послiдовнiсть (xn, n ≥ 1) задано спiввiдношенням x1 = 0,

xn+1 =

√
xn + 1

2
.

Довести, що lim
n→∞

4n(1− xn) = π2.

Доведення. Розв’язок ґрунтується на наступнiй iдеї: якщо x = cos2 t для деякого
t ∈ [0, π2 ], то

√
x+1
2 = cos2 t

2 .
Оскiльки x1 = 0 = cos2 π2 , то xn = cos2 π

2n . Тому при n→∞

1− xn = sin2
π

2n
∼ π2

4n
.
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Задача 6. В кожний момент часу жук може знаходитися в однiй з точок
A1, A2, . . . , Ak. Починаючi свою подорож з точки A1, вiн за кожну хвилину пе-
реповзає в будь-яку iншу точку. Скiльки рiзних маршрутiв тривалiстю n хвилин
може скласти для себе жук, якщо в кiнцi подорожi вiн хоче повернутися в точку
A1?

Розв’язання. Можна запропонувати багато способiв розв’язання цiєї задачi. Роз-
глянемо розв’язок, що ґрунтується на операцiях з матрицями. Для цього нам знадо-
биться одне елементарне твердження.

Лема. Якщо елементи aij матрицi A задають кiлькiсть маршрутiв довжини m
з вершини i у вершину j, а елементи bij матрицi B задають кiлькiсть вiдповiдних
маршрутiв довжини n, то елементи cij матрицi C = AB будуть задавати кiлькiсть
таких маршрутiв довжини m+ n.

Доведення. Позначатимемо через L(l, p, q) кiлькiсть маршрутiв довжини l з вер-
шини p у вершину q. Тодi L(m + n, i, j) =

∑
k

L(m, i, k)L(n, k, j) =
∑

k aikbkj, що

узгоджується з означенням матричного добутку.

Оскiльки за один крок жук може (єдиним способом) переповзти у будь-яку iншу
вершину, то матриця переходiв за один крок має вигляд

A =


0 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
1 1 0 . . . 1
... ... ... . . . ...
1 1 1 . . . 0

 = U − E,

де через U позначено матрицю, що складається з одиниць, а через E — одиничну
матрицю. (Всi матрицi, звичайно, мають розмiрнiсть k × k.) Тому шукана кiлькiсть
шляхiв буде визначатися лiвим верхнiм елементом матрицi An = (U − E)n.

Тепер зауважимо, що U l = kl−1U i El = E при l ∈ N i U 0 = E. Тому за формулою
бiнома Ньютона

(U − E)n = (−1)nE +
n∑
l=1

C l
nk

l−1(−1)n−lU,

а вiдтак кiлькiсть шляхiв становить
n∑
l=1

C l
nk

l−1(−1)n−l + (−1)n = 1

k

(
(k − 1)n + (k − 1)(−1)n

)
.

Вiдповiдь: 1
k

(
(k − 1)n + (k − 1)(−1)n

)
.
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Старшi курси

Задача 1. Нехай f : [0, 1]→ [0, 1] — iнтегровна функцiя. Довести, що рiвняння
x∫

0

f(t) dt = 2x− 1

має рiвно один розв’язок на [0, 1].
Доведення. Коли x змiнюється вiд 0 до 1, лiва частина рiвняння зростає вiд 0 до

числа
1∫
0

f(t) dt ≤ 1. В той же час, права частина зростає вiд −1 до 1. Це означає,

що рiвняння має принаймнi один розв’язок на [0, 1]. Покажемо, що таких розв’язкiв
не може бути бiльше.

Нехай для деяких x1, x2 ∈ [0, 1], x1 < x2, виконується рiвнiсть
xi∫
0

f(t) dt = 2xi − 1, i = 1, 2.

Тодi
x2∫
x1

f(t) dt = 2(x2 − x1).

Але це суперечить умовi f(t) ≤ 1, t ∈ [0, 1].
Зауважимо, що для неперервної функцiї f можна було б просто продиференцi-

ювати iнтеграл за змiнною верхньою границею i таким чином одержати єдинiсть
розв’язку без зайвих мiркувань.

Задача 2. Знайти найбiльше значення функцiї

F (x) =

∫ x

0

e−
t2

2 (1− t2) dt, x ≥ 0.

Розв’язання. Максимальне значення функцiї досягається при F ′(x) = 0, тобто
при x = 1. Знайдемо це максимальне значення.

Fmax =

∫ 1

0

e−
t2

2 (1− t2) dt =
∫ 1

0

e−
t2

2 dt−
∫ 1

0

t2e−
t2

2 dt =

=

∫ 1

0

e−
t2

2 dt+

∫ 1

0

t de−
t2

2 =

∫ 1

0

e−
t2

2 dt+ te−
t2

2

∣∣∣1
0
−
∫ 1

0

e−
t2

2 dt =
1√
e
.

Вiдповiдь: Fmax =
1√
e
.
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Задача 3. Позначимо через θ(n) кiлькiсть цифр в десятковому записi числа n.
Визначити область збiжностi та знайти суму ряду

∞∑
n=1

xθ(n).

Розв’язання.
∞∑
n=1

xθ(n) =
9∑

n=1

x+
99∑

n=10

x2 +
999∑

n=100

x3 + . . . =

= 9x+ 90x2 + 900x3 + . . . =
9x

1− 10x
, |x| < 10.

Вiдповiдь:
∞∑
n=1

xθ(n) = 9x
1−10x , |x| < 10.

Задача 4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння

xy′ − y ln y = x2y sinx.

Розв’язання. Пiсля замiни y = ev i множення на e−v одержуємо лiнiйне диферен-
цiальне рiвняння

xv′ − v = x2 sinx.

Розв’язуючи його, одержуємо v = x(C − cosx), i y = ex(C−cosx).

Вiдповiдь: y = ex(C−cosx).
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Задача 5. Функцiональну послiдовнiсть (fn(x), n ≥ 1) задано спiввiдношенням f1(x) = x,

fn+1(x) =

√
fn(x) + 1

2
.

Довести, що

lim
n→∞

4n

1−
1∫

0

fn(x)dx

 =
π2 − 4

2
.

Доведення. Знову використовуючи пiдстановку x = cos2 t, маємо:

1−
∫ 1

0

fn(x) dx = 1−
∫ 1

0

cos2
arccos

√
x

2n−1
dx = 1−

∫ 0

π
2

cos2
t

2n−1
d cos2 t =

=

∫ π
2

0

sin 2t dt−
∫ π

2

0

sin 2t cos2
t

2n−1
dt =

∫ π
2

0

sin 2t sin2
t

2n−1
dt.

Зауважимо, що для будь-якого ε > 0 знайдеться таке N ∈ N, що

(1− ε) t

2n−1
≤ sin

t

2n−1
≤ (1 + ε)

t

2n−1
, ∀n ≥ N, ∀t ∈

[
0,
π

2

]
.

Тому при n→∞

1−
∫ 1

0

fn(x) dx ∼ 22−2n
∫ π

2

0

t2 sin 2t dt =
1

4n
· π

2 − 4

2
.

Задача 6. Двiчi диференцiйована функцiя (f(x), x ∈ [0, 1]) для всiх x ∈ [0, 1]
задовольняє умови f(0) = f(1) = 0 та нерiвнiсть

f ′′(x) + 2f ′(x) + f(x) ≥ 0.

Якi значення може набувати max
x∈[0,1]

f(x)?

Розв’язання. За правилом Лейбниця

(exf(x))′′ = ex(f ′′(x) + 2f ′(x) + f(x)).

Тому (exf(x))′′ ≥ 0, i функцiя exf(x) є опуклою. Тодi за означенням опуклостi для
будь-якого x ∈ [0, 1] має мiсце нерiвнiсть

exf(x) = e(x·1+(1−x)·0)f(x · 1 + (1− x) · 0) ≤ xe1f(1) + (1− x)e0f(0),

що за умовою задачi дорiвнює 0. Таким чином, f(x) ≤ 0 при x ∈ [0, 1]. Оскiльки
значення 0 досягається (в точках 0 та 1), то max

x∈[0,1]
f(x) = 0.

Вiдповiдь: max
x∈[0,1]

f(x) = 0.
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