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Перший курс

Задача 1. Для всiх значень параметра розв’яжiть систему
λx1 + x2 + x3 = 1,
x1 + λx2 + x3 = 1,
x1 + x2 + λx3 = 1.

Вiдповiдь: Якщо (λ− 1)(λ+ 2) 6= 0, тодi x1 = x2 = x3 =
1

λ+2 ;
якщо λ = 1, тодi x1 = c1, x2 = c2, x3 = 1− c1 − c2, c1, c2 ∈ R.

Задача 2. Побудуйте графiк функцiї

y = lim
n→∞

(x− 1) arctg(xn).

Вiдповiдь: y =


π
2 (x− 1), x > 1,

0, −1 < x ≤ 1,
не iснує , x ≤ −1

Задача 3. Задано трикутник ABC. Нехай
−→
AB = −→a ,

−−→
BC =

−→
b ,
−→
CA = −→c . Дове-

дiть, що
(−→a ,
−→
b ) + (

−→
b ,−→c ) + (−→a ,−→c ) < 0,

де (−→a ,
−→
b ) — скалярний добуток векторiв −→a та

−→
b .

Доведення. Оскiльки −→a ,
−→
b , −→c є сторонами трикутника, то

0 = (−→a +
−→
b +−→c )2 =

= (−→a ,−→a ) + (
−→
b ,
−→
b ) + (−→c ,−→c ) + 2(−→a ,

−→
b ) + 2(−→a ,−→c ) + 2(

−→
b ,−→c ).

З останнього випливає, що

(−→a ,
−→
b ) + (−→a ,−→c ) + (

−→
b ,−→c ) = −1

2
(|−→a |2 +

∣∣∣−→b ∣∣∣2 + |−→c |2) < 0.
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Задача 4. Знайдiть усi функцiї f(x), такi що, для будь-яких x та y виконано
нерiвнiсть

(f(x)− f(y))2 ≤ |x− y|3

i f(0) = 1.
Розв’язання. З

0 ≤ lim
(x−y)→0

(
f(x)− f(y)

x− y

)2

≤ lim
(x−y)→0

|x− y| = 0

випливає, що f ′(x) = 0, а отже f(x) = C = const. Використовуючи те, що f(0) = 1
отримуємо, що f(x) ≡ 1.

Вiдповiдь: f(x) ≡ 1.

Задача 5. Числову послiдовнiсть (xn, n ≥ 1) задано спiввiдношенням x1 = 0,

xn+1 =

√
xn + 1

2
.

Довести, що lim
n→∞

4n(1− xn) = π2.

Доведення. Розв’язок ґрунтується на наступнiй iдеї: якщо x = cos2 t для деякого
t ∈ [0, π2 ], то

√
x+1
2 = cos2 t

2 .
Оскiльки x1 = 0 = cos2 π2 , то xn = cos2 π

2n . Тому при n→∞

1− xn = sin2
π

2n
∼ π2

4n
.
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Задача 6. В кожний момент часу жук може знаходитися в однiй з точок
A1, A2, . . . , Ak. Починаючi свою подорож з точки A1, вiн за кожну хвилину пе-
реповзає в будь-яку iншу точку. Скiльки рiзних маршрутiв тривалiстю n хвилин
може скласти для себе жук, якщо в кiнцi подорожi вiн хоче повернутися в точку
A1?

Розв’язання. Можна запропонувати багато способiв розв’язання цiєї задачi. Роз-
глянемо розв’язок, що ґрунтується на операцiях з матрицями. Для цього нам знадо-
биться одне елементарне твердження.

Лема. Якщо елементи aij матрицi A задають кiлькiсть маршрутiв довжини m
з вершини i у вершину j, а елементи bij матрицi B задають кiлькiсть вiдповiдних
маршрутiв довжини n, то елементи cij матрицi C = AB будуть задавати кiлькiсть
таких маршрутiв довжини m+ n.

Доведення. Позначатимемо через L(l, p, q) кiлькiсть маршрутiв довжини l з вер-
шини p у вершину q. Тодi L(m + n, i, j) =

∑
k

L(m, i, k)L(n, k, j) =
∑

k aikbkj, що

узгоджується з означенням матричного добутку.

Оскiльки за один крок жук може (єдиним способом) переповзти у будь-яку iншу
вершину, то матриця переходiв за один крок має вигляд

A =


0 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
1 1 0 . . . 1
... ... ... . . . ...
1 1 1 . . . 0

 = U − E,

де через U позначено матрицю, що складається з одиниць, а через E — одиничну
матрицю. (Всi матрицi, звичайно, мають розмiрнiсть k × k.) Тому шукана кiлькiсть
шляхiв буде визначатися лiвим верхнiм елементом матрицi An = (U − E)n.

Тепер зауважимо, що U l = kl−1U i El = E при l ∈ N i U 0 = E. Тому за формулою
бiнома Ньютона

(U − E)n = (−1)nE +
n∑
l=1

C l
nk

l−1(−1)n−lU,

а вiдтак кiлькiсть шляхiв становить
n∑
l=1

C l
nk

l−1(−1)n−l + (−1)n = 1

k

(
(k − 1)n + (k − 1)(−1)n

)
.

Вiдповiдь: 1
k

(
(k − 1)n + (k − 1)(−1)n

)
.
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Старшi курси

Задача 1. Обчислiть
e∫

1

√
lnxdx+

1∫
0

ex
2

dx.

Розв’язання. Пiдiнтегральнi функцiї взаємно оберненi. Тому два iнтеграли вира-
жають площу прямокутника OABC

Вiдповiдь: e.

Задача 2. Обчислiть ∫∫
x2+y2≤R2

sin(x2) cos(y2)dxdy.

Розв’язання. Нехай
f(x, y) = sin(x2) cos(y2),

D – круг x2 + y2 ≤ R2, а I =
∫∫
D

f(x, y)dxdy.

Область iнтегрування D не змiниться, якщо помiняти мiсцями x та y. Тому

2I =

∫∫
D

(f(x, y) + f(y, x)) dxdy =

∫∫
D

sin(x2 + y2)dxdy =

=

2π∫
0

dϕ

R∫
0

ρ sin ρ2dρ = π(1− cosR2).

Вiдповiдь: π
2 (1− cosR2).
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Задача 3. Складiть диференцiальне рiвняння для функцiї, яка для будь-якого x
справджує рiвнiсть

f ′(x) = f(−x)
i знайдiть f(x), якщо f(0) = 1.

Розв’язання. Продиференцiюємо тотожнiсть f ′(x) = f(−x), одержимо

f ′′(x) = −f ′(−x).

Отже, функцiя задовольняє диференцiальне рiвняння f ′′(x) = −f(x) або

f ′′(x) + f(x) = 0.

Звiдси f(x) = c1 cosx+ c2 sinx.
Пiсля пiдстановки у задане рiвняння : c1 = c2. З початкової умови одержимо

f(x) = cos x+ sinx.

Вiдповiдь: диференцiальне рiвняння f ′′+ f = 0, розв’язок f(x) = cos x+ sinx.

Задача 4. Знайдiть x з рiвняння

4
∞∑
n=0

(−1)n x
2n

3n+1
=

∞∑
n=0

(−1)n ln
n x

n!
.

Розв’язання. Рiвняння можна переписати у виглядi

4

3 + x2
=

1

x
, |x| <

√
3.

Розв’язавши дане рiвняння отримаємо, що x = 1.

Вiдповiдь: x = 1.
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Задача 5. Функцiональну послiдовнiсть (fn(x), n ≥ 1) задано спiввiдношенням f1(x) = x,

fn+1(x) =

√
fn(x) + 1

2
.

Довести, що

lim
n→∞

4n

1−
1∫

0

fn(x)dx

 =
π2 − 4

2
.

Доведення. Знову використовуючи пiдстановку x = cos2 t, маємо:

1−
∫ 1

0

fn(x) dx = 1−
∫ 1

0

cos2
arccos

√
x

2n−1
dx = 1−

∫ 0

π
2

cos2
t

2n−1
d cos2 t =

=

∫ π
2

0

sin 2t dt−
∫ π

2

0

sin 2t cos2
t

2n−1
dt =

∫ π
2

0

sin 2t sin2
t

2n−1
dt.

Зауважимо, що для будь-якого ε > 0 знайдеться таке N ∈ N, що

(1− ε) t

2n−1
≤ sin

t

2n−1
≤ (1 + ε)

t

2n−1
, ∀n ≥ N, ∀t ∈

[
0,
π

2

]
.

Тому при n→∞

1−
∫ 1

0

fn(x) dx ∼ 22−2n
∫ π

2

0

t2 sin 2t dt =
1

4n
· π

2 − 4

2
.

Задача 6. Двiчi диференцiйована функцiя (f(x), x ∈ [0, 1]) для всiх x ∈ [0, 1]
задовольняє умови f(0) = f(1) = 0 та нерiвнiсть

f ′′(x) + 2f ′(x) + f(x) ≥ 0.

Якi значення може набувати max
x∈[0,1]

f(x)?

Розв’язання. За правилом Лейбниця

(exf(x))′′ = ex(f ′′(x) + 2f ′(x) + f(x)).

Тому (exf(x))′′ ≥ 0, i функцiя exf(x) є опуклою. Тодi за означенням опуклостi для
будь-якого x ∈ [0, 1] має мiсце нерiвнiсть

exf(x) = e(x·1+(1−x)·0)f(x · 1 + (1− x) · 0) ≤ xe1f(1) + (1− x)e0f(0),

що за умовою задачi дорiвнює 0. Таким чином, f(x) ≤ 0 при x ∈ [0, 1]. Оскiльки
значення 0 досягається (в точках 0 та 1), то max

x∈[0,1]
f(x) = 0.

Вiдповiдь: max
x∈[0,1]

f(x) = 0.
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