
РОЗВ’ЯЗКИ ЗАДАЧ
ФАКУЛЬТЕТСЬКОГО ТУРУ МАТЕМАТИЧНОЇ ОЛIМПIАДИ,

РТФ та ФЕЛ, НТУУ «КПI», 2014/15 н.р.

Перший курс

Задача 1. Знайти

lim
n→∞

tg 1 · tg 2 + tg 2 · tg 3 + ...+ tg(n− 1) · tg n
tg n− n · tg 1

Розв’язання. Оскiльки

tg 1 = tg (k − (k − 1)) =
tg k − tg(k − 1)

1 + tg k · tg(k − 1)
,

то
tg k · tg(k − 1) =

tg k − tg(k − 1)

tg 1
− 1.

Тому

tg 1 · tg 2 + tg 2 · tg 3 + ...+ tg(n− 1) · tg n =
n∑
k=1

(
tg k − tg(k − 1)

tg 1
− 1

)
=

=
1

tg 1
(tg n− tg 1)− (n− 1) =

1

tg 1
tg n− n.

Отже

lim
n→∞

tg 1 · tg 2 + tg 2 · tg 3 + ...+ tg(n− 1) · tg n
tg n− n · tg 1

= lim
n→∞

1
tg 1 tg n− n
tg n− n · tg1

=
1

tg 1
= ctg 1.

Вiдповiдь: ctg 1.
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Задача 2. Знайти всi дiйснi коренi рiвняння

xe−x + e−x +
x2

2
− 1 = 0.

Розв’язання. Розглянемо функцiю

f(x) = xe−x + e−x +
x2

2
− 1.

Оскiльки f ′(x) = x (1− e−x) > 0 при всiх дiйсних x 6= 0, то функцiя f монотонно
зростає для всiх дiйсних x. Бiльше того f(0) = 0. Тому x = 0 – єдиний нуль функцiї
f .

Вiдповiдь: x = 0.

Задача 3. Нехай In– квадратна матриця розмiру n× n, всi елементи якої дорiв-
нюють 1. Довести, що

(E − In)−1 = E − 1

n− 1
In.

Доведення. Безпосереднiм множенням матриць перевiряється, що I2n = n·In. Тому

(E − In) ·
(
E − 1

n− 1
In

)
=

(
E − 1

n− 1
In

)
· (E − In) =

= E − 1

n+ 1
In − In +

n

n− 1
In = E.

Що i треба було довести.
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Задача 4. З початку координат опущенi перпендикуляри на всеможливi доти-
чнi до кола x2 + y2 = 2x. Записати рiвняння кривої, яку утворюють основи цих
перпендикулярiв.

Розв’язання.

Запишемо полярне рiвняння кривої, яку утво-
рюють основи перпендикулярiв, тобто точки .
Маємо коло з центром в точцi (1, 0) та радiусом
R = 1. Оскiльки

AD = BC = R = 1
та

OD = OC · cosϕ = R · cosϕ = cosϕ,
то OA = 1+cosϕ. Отримали рiвняння кардiоїди
ρ = 1 + cosϕ.

Вiдповiдь: ρ = 1 + cosϕ.

Задача 5. Числову послiдовнiсть (xn, n ≥ 1) задано спiввiдношенням x1 = 0,

xn+1 =

√
xn + 1

2
.

Довести, що lim
n→∞

4n(1− xn) = π2.

Доведення. Розв’язок ґрунтується на наступнiй iдеї: якщо x = cos2 t для деякого
t ∈ [0, π2 ], то

√
x+1
2 = cos2 t

2 .
Оскiльки x1 = 0 = cos2 π2 , то xn = cos2 π

2n . Тому при n→∞

1− xn = sin2
π

2n
∼ π2

4n
.
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Задача 6. В кожний момент часу жук може знаходитися в однiй з точок
A1, A2, . . . , Ak. Починаючi свою подорож з точки A1, вiн за кожну хвилину пе-
реповзає в будь-яку iншу точку. Скiльки рiзних маршрутiв тривалiстю n хвилин
може скласти для себе жук, якщо в кiнцi подорожi вiн хоче повернутися в точку
A1?

Розв’язання. Можна запропонувати багато способiв розв’язання цiєї задачi. Роз-
глянемо розв’язок, що ґрунтується на операцiях з матрицями. Для цього нам знадо-
биться одне елементарне твердження.

Лема. Якщо елементи aij матрицi A задають кiлькiсть маршрутiв довжини m
з вершини i у вершину j, а елементи bij матрицi B задають кiлькiсть вiдповiдних
маршрутiв довжини n, то елементи cij матрицi C = AB будуть задавати кiлькiсть
таких маршрутiв довжини m+ n.

Доведення. Позначатимемо через L(l, p, q) кiлькiсть маршрутiв довжини l з вер-
шини p у вершину q. Тодi L(m + n, i, j) =

∑
k

L(m, i, k)L(n, k, j) =
∑

k aikbkj, що

узгоджується з означенням матричного добутку.

Оскiльки за один крок жук може (єдиним способом) переповзти у будь-яку iншу
вершину, то матриця переходiв за один крок має вигляд

A =


0 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
1 1 0 . . . 1
... ... ... . . . ...
1 1 1 . . . 0

 = U − E,

де через U позначено матрицю, що складається з одиниць, а через E — одиничну
матрицю. (Всi матрицi, звичайно, мають розмiрнiсть k × k.) Тому шукана кiлькiсть
шляхiв буде визначатися лiвим верхнiм елементом матрицi An = (U − E)n.

Тепер зауважимо, що U l = kl−1U i El = E при l ∈ N i U 0 = E. Тому за формулою
бiнома Ньютона

(U − E)n = (−1)nE +
n∑
l=1

C l
nk

l−1(−1)n−lU,

а вiдтак кiлькiсть шляхiв становить
n∑
l=1

C l
nk

l−1(−1)n−l + (−1)n = 1

k

(
(k − 1)n + (k − 1)(−1)n

)
.

Вiдповiдь: 1
k

(
(k − 1)n + (k − 1)(−1)n

)
.
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Старшi курси

Задача 1. Дослiдити на збiжнiсть ряд

∞∑
n=1

1

ln(n!)
.

Розв’язання. Маємо
1

ln(n!)
=

1

ln 1 + ln 2 + ...+ lnn
>

1

n lnn
.

Ряд
∞∑
n=2

1
n lnn є розбiжним (iнтегральна ознака Кошi), тому

∞∑
n=2

1
ln(n!) є розбiжним за

1 ознакою порiвняння.

Вiдповiдь: Ряд є розбiжним.

Задача 2. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння(
y4 − 3x2

)
dy + xydx = 0.

Розв’язання. Пiсля замiни y =
√
z рiвняння зводиться до однорiдного

(z2 − 3x2)dz + 2xzdx = 0,

загальний розв’язок якого має вигляд z3 = c
(
z2 − x2

)
. Тому загальний розв’язок

нашого рiвняння має вигляд y6 = c
(
y4 − x2

)
.

Вiдповiдь: y6 = c
(
y4 − x2

)
.
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Задача 3. Обчислити ∮
|z|=1

dz

(1− ez)2014
.

Розв’язання. ∮
|z|=1

dz

(1− ez)2014
= 2πi · res f(0),

де f(z) =
1

(1− ez)2014
.

Розглянемо функцiї fn(z) =
1

(1− ez)2014
та числа Rn = res fn(0), n ≥ 1. Розгля-

немо розклад в ряд Лорана функцiї fn(z) та продиференцiюємо його почленно. Тодi
розклад в ряд Лорана функцiї f ′n(z) не буде мiстити доданка з 1

z , а тому res f ′n(0) = 0.
Оскiльки

f ′n(z) =
nez

(1− ez)n+1
= − n

(1− ez)n
+

n

(1− ez)n+1
= n (fn+1(z)− fn(z)) ,

то Rn+1 = Rn, n ≥ 1. Тому R2014 = R1 = lim
z→0

z
1−ez = −1.∮

|z|=1

dz

(1− ez)2014
= 2πi · res f(0) = −2πi.

Вiдповiдь: −2πi.

Задача 4. Знайти

lim
n→∞

(
1 1
x
n

x
n

)n
.

Розв’язання. Нехай
A =

(
1 1
x
n

x
n

)
.

Можна показати, методом математичної iндукцiї, що

An =
(
1 +

x

n

)n−1
· A.

З останнього випливає, що

lim
n→∞

An =

(
ex ex

0 0

)
.

Вiдповiдь:
(
ex ex

0 0

)
.
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Задача 5. Функцiональну послiдовнiсть (fn(x), n ≥ 1) задано спiввiдношенням f1(x) = x,

fn+1(x) =

√
fn(x) + 1

2
.

Довести, що

lim
n→∞

4n

1−
1∫

0

fn(x)dx

 =
π2 − 4

2
.

Доведення. Знову використовуючи пiдстановку x = cos2 t, маємо:

1−
∫ 1

0

fn(x) dx = 1−
∫ 1

0

cos2
arccos

√
x

2n−1
dx = 1−

∫ 0

π
2

cos2
t

2n−1
d cos2 t =

=

∫ π
2

0

sin 2t dt−
∫ π

2

0

sin 2t cos2
t

2n−1
dt =

∫ π
2

0

sin 2t sin2
t

2n−1
dt.

Зауважимо, що для будь-якого ε > 0 знайдеться таке N ∈ N, що

(1− ε) t

2n−1
≤ sin

t

2n−1
≤ (1 + ε)

t

2n−1
, ∀n ≥ N, ∀t ∈

[
0,
π

2

]
.

Тому при n→∞

1−
∫ 1

0

fn(x) dx ∼ 22−2n
∫ π

2

0

t2 sin 2t dt =
1

4n
· π

2 − 4

2
.

Задача 6. Двiчi диференцiйована функцiя (f(x), x ∈ [0, 1]) для всiх x ∈ [0, 1]
задовольняє умови f(0) = f(1) = 0 та нерiвнiсть

f ′′(x) + 2f ′(x) + f(x) ≥ 0.

Якi значення може набувати max
x∈[0,1]

f(x)?

Розв’язання. За правилом Лейбниця

(exf(x))′′ = ex(f ′′(x) + 2f ′(x) + f(x)).

Тому (exf(x))′′ ≥ 0, i функцiя exf(x) є опуклою. Тодi за означенням опуклостi для
будь-якого x ∈ [0, 1] має мiсце нерiвнiсть

exf(x) = e(x·1+(1−x)·0)f(x · 1 + (1− x) · 0) ≤ xe1f(1) + (1− x)e0f(0),

що за умовою задачi дорiвнює 0. Таким чином, f(x) ≤ 0 при x ∈ [0, 1]. Оскiльки
значення 0 досягається (в точках 0 та 1), то max

x∈[0,1]
f(x) = 0.

Вiдповiдь: max
x∈[0,1]

f(x) = 0.

7


