
ФАКУЛЬТЕТСЬКА ОЛIМПIАДА НТУУ "КПI"

З МАТЕМАТИКИ 2015 р.

ФММ

Перший курс

1. Нехай вектори ~a,~b неколiнеарнi, S— площа трикутника, по-
будованого на цих векторах. Нехай вектор ~c = (~a × ~b) × ~a.
Довести, що

S =
1

2

|~a|
|~c|

(~b,~c).

2. Нехай числа a, b, c — коренi многочлена x3 − 3x2 + 1. Обчи-
слити визначник ∣∣∣∣∣a b c

b c a
c a b

∣∣∣∣∣ .
3. Знайти границю послiдовностi lim

n→∞
(cos
√
n + 1− cos

√
n).

4. Довести, що для всiх x ∈ (0, π2) справедлива нерiвнiсть

tg x

x
> 1 +

x2

3
.

5. Нехай A — множина всiх 12-значних чисел, в запису яких
немає нулiв. Для n ∈ A позначимо через d(n) кiлькiсть рiзних
цифр в запису числа n. Знайти

∑
n∈A

d(n).

6. Знайти всi неперервнi функцiї, якi для всiх x, y ∈ R задо-
вольняють спiввiдношенню

f (x + y) = exyf (x)f (y).



ФАКУЛЬТЕТСЬКА ОЛIМПIАДА НТУУ "КПI"

З МАТЕМАТИКИ 2015 р.

ФММ

Старшi курси

1. Нехай a > 1. Знайти границю

lim
n→∞

1
a 1 0
0 1 0
0 0 1

a

n

.

2. Зобразити множину точок площини, координати яких задо-
вiльняють спiввiдношення

lim
n→∞

x2n − y2n

x2n + y2n
< 0.

3. Розв’язати задачу Кошi(
y + 2

(
x

y

)
ln y

)
dx +

(
2x +

(
x

y

)2
)
dy = 0, y(2) = 1.

4. На столi лежать двi однаковi на вигляд монети. МонетаM1 —
симетрична,а другаM2 — не симетрична, а саме: ймовiрнiсть
отримати орла дорiвнює 1

3. Хтось бере навмання одну монету i
пiдкидає її. Припустимо, що випав орел. Чому дорiвнює ймо-
вiрнiсть того, що вибрана навмання монета є симетричною?

5. Нехай A — множина всiх 12-значних чисел, в запису яких
немає нулiв. Для n ∈ A позначимо через d(n) кiлькiсть рiзних
цифр в запису числа n. Знайти

∑
n∈A

1
d(n).

6. Чи iснує така зростаюча послiдовнiсть натуральних чисел
{nk : k ∈ N}, що

∞∑
k=1

1

(nk)!
=

2015
√
2015?


