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Передмова
Ювiлейна олiмпiада 2007/08 н.р., яка проводилася в рамках I етапу

Всеукраїнської олiмпiади з математики для студентiв вищих навчальних
закладiв, привернула увагу студентiв рiзних курсiв 15-ти факультетiв та
iнститутiв НТУУ "КПI", понад 300 з яких прийшли продемонструвати
свої сили та знання з математики. Цю олiмпiаду було присвячено 110-iй
рiчницi вiд дня заснування Київського полiтехнiчного iнституту.

Найбiльшi делегацiї представили факультети з високим рiвнем мате-
матичної пiдготовки: ФТI, ФIОТ, ФМФ, ФПМ, ФЕЛ, IПСА. Вiдзначимо
вдалий виступ студентiв IПСА, ФТI, ФПМ, IТС, ФIОТ.

Переможцями олiмпiади стали:
К.О. Голоднов (IПСА, гр. КА-72) - I мiсце в абсолютному залiку се-

ред усiх учасникiв та I мiсце серед студентiв I курсу; О.О. Слюсаренко
(IПСА, гр. КА-71) - II мiсце в абсолютному залiку та II мiсце серед сту-
дентiв I курсу; Р.А. Гiбаєв (IПСА, гр. КА-73) - III мiсце в абсолютному
залiку та II мiсце серед студентiв I курсу; А.С. Даниленко (IПСА, гр. КА-
73) - III мiсце в абсолютному залiку та II мiсце серед студентiв I курсу;
В.О. Лозовий (IПСА, гр. КА-71), Я.М. Михайленко (IПСА, гр. КА-72),
П.I. Огнєв (ФТI, гр. ФФ-71) - III мiсце серед студентiв I курсу; М.В. По-
ляков (IТС, гр. ТС-73) - III мiсце серед студентiв I курсу та I мiсце серед
студентiв технiчних факультетiв; Ю.М. Дзюбан (ФIОТ, гр. IО-71) - II
мiсце серед студентiв технiчних факультетiв; С.С. Д’яченко (IТС, гр.
ТС-73), Н.В. Семененко (ФIОТ, гр. IС-72), К.В. Шалбанов (IТС, гр. ТС-
73) - III мiсце серед студентiв технiчних факультетiв; А.В. Ковальова (IV
курс ФТI, гр. ФI-42) - I мiсце серед студентiв старших курсiв; Ф.I. Зу-
бач (III курс ФТI, гр. ФI-52) - II мiсце серед студентiв старших курсiв;
Д.С. Батюк (II курс ФТI, гр. ФI-62), М.В. Козленко (II курс ФПМ, гр.
КМ-61) - III мiсце серед студентiв старших курсiв.

Крiм того, за успiшний виступ в олiмпiадi заохочувальними грамо-
тами вiдзначенi студенти I курсу: М.В. Александрова (ФПМ, гр. КМ-
71), Є.В. Бережанський (IПСА, гр. КА-71), Д.В. Меленевський (ФТI,
гр. ФI-71), О.О. Ющенко (ФТI, гр. ФФ-71) та студенти старших курсiв:
В.В. Ключнiков (ФТI, гр. ФI-51), Д.I. Кутянський (IПСА, гр. КА-51),
Ю.В. Лукаш (ФПМ, гр. КВ-53), Д.В. Обламський (IПСА, гр. КА-51),
Є.Д. Печук (ФМФ, гр. ОМ-31м).

З переможцiв I етапу було сформовано збiрнi унiверситету для участi
в II етапi Всеукраїнської олiмпiади серед технiчних ВНЗiв в м. Севасто-
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полi.
Студенти КПI гiдно виступили в Севастополi, показавши такi резуль-

тати:
в абсолютному залiку: Д.I. Кутянський (IПСА, 3 курс) - третє мiсце,

К.О. Голоднов (IПСА, 1 курс) - четверте мiсце, М.В. Козленко (ФПМ, 2
курс) - п’яте мiсце;

в категорiї М (студенти спецiальностей, що потребують поглибленого
вивчення математики): Д.I. Кутянський (IПСА, 3 курс) - третє мiсце,
К.О. Голоднов (IПСА, 1 курс) - четверте мiсце, М.В. Козленко (ФПМ, 2
курс) - п’яте мiсце;

в групi полiтехнiчних та iндустрiальних ВНЗ: Д.I. Кутянський (IПСА,
3 курс) - друге мiсце, К.О. Голоднов (IПСА, 1 курс) - третє мiсце,
М.В. Козленко (ФПМ, 2 курс) - четверте мiсце, А.В. Ковальова (ФТI,
4 курс) - п’яте мiсце.

Оргкомiтет Всеукраїнської студентської олiмпiади з математики (м.
Севастополь) нагородив команду НТУУ "КПI" грамотою за активну
участь в олiмпiадi та високий рiвень пiдготовки серед команд провiд-
них вищих навчальних закладiв України.

Журi I етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики в НТУУ "КПI"
вирiшило видати навчальний посiбник з задачами I етапу олiмпiади та
їх розв’язками. Наведенi також умови задач II фiнального етапу олiмпi-
ади, який проходив у м. Севастополi в травнi 2008 р., а також розв’яз-
ки задач фiнального етапу Всеукраїнської олiмпiади 2007 р. Крiм того,
цей збiрник мiстить задачi олiмпiади для школярiв, яка проводилася на
фiзико-математичному факультетi НТУУ "КПI" в квiтнi 2008 р.

Це видання продовжує серiю збiрникiв олiмпiадних задач з матема-
тики [1–5]. Такi збiрники будуть корисними при роботi математичних
гурткiв, для студентiв i школярiв, якi цiкавляться математикою.
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1. Студентська олiмпiада НТУУ "КПI"
з математики 2008 року

Умови задач

Перший курс

1.1. Вказати всi натуральнi числа, якi можуть бути зображенi у ви-
глядi суми декiлькох послiдовних натуральних чисел (в кiлькостi не мен-
ше двох).

1.2. Показати, що для будь-яких дiйсних чисел α i β виконується
нерiвнiсть

|α + β|
1 + |α + β|

≤ |α|
1 + |α|

+
|β|

1 + |β|
.

1.3. Знайти границю

lim
x→∞

(
x(x+1)

(x + 1)x
− x

e

)
.

1.4. Позначимо через xn, n = 1, 2, . . . , додатнi коренi рiвняння tg x =
x2008, розташованi в порядку зростання. Знайти lim

n→∞
(xn+1 − xn).

1.5. Опукле тiло в просторi R3 мiстить принаймнi 9 точок з цiлими
координатами. Чи обов’язково воно мiстить 3 точки з цiлими координа-
тами, що лежать на спiльнiй прямiй?

1.6. Знайти всi неперервнi функцiї (f(x), x ∈ R) такi, що для рацiо-
нальних значень y − x значення f(y)− f(x) також є рацiональними.

1.7. Довести, що для будь-яких дiйсних чисел x1, x2, . . . , x110, серед
яких є хоча б одне ненульове, має мiсце нерiвнiсть

110∑
i,j=1

xixj

i + j + 1
> 0.

1.8. Знайти всi неперервно диференцiйовнi функцiї y такi, що для
всiх x з областi визначення виконується рiвнiсть

π
2∫

dy
dx

sin t dt

25 + 4 cos2 t
=

1

10
arctg x.
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1.9. Обчислити iнтеграл
∞∫

0

e−x2

dx(
x2 + 1

2

)2 .
1.10. Елiпс з пiвосями a та b обертається в своїй площинi так, що весь

час торкається фiксованої прямої в фiксованiй точцi. Знайти площу
фiгури, обмеженої замкненою кривою, яку описують при цьому фокуси
елiпсу.

Старшi курси

1.11. Показати, що для будь-яких комплексних чисел α i β виконує-
ться нерiвнiсть

|α + β|
1 + |α + β|

≤ |α|
1 + |α|

+
|β|

1 + |β|
.

1.12. Див. 1.4.

1.13. Див. 1.5.

1.14. Див. 1.6.

1.15. Див. 1.7.

1.16. Для числа x ∈ [0, 1) з десятковим розкладом x = 0, a1a2a3 . . .

покладемо f(x) = 0, b1b2b3 . . . , де bi – остання цифра числа a11
i . Знайти

1∫
0

f(x) dx.

1.17. Див. 1.10.

1.18. Знайти радiус збiжностi ряду
∞∑

n=1

n∫
0

xne
t2

n dt.

1.19. Нехай a1, a2, . . . , an – фiксованi додатнi числа. Знайти мiнiмаль-

не значення суми
n∑

k=1
akxk в областi

n∑
k=1

1

xk
= 1, x1, . . . , xn > 0.

1.20. Дана послiдовнiсть

u1 = 2, u2 = 8, un = 4un−1 − un−2, n = 3, 4, . . . . (1.1)

Знайти
∞∑

n=1
arcctg u2

n.
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Розв’язки
1.1. Позначимо через Ak, k ≥ 0, множину тих натуральних чисел

m, в розклад яких на простi множники множник 2 входить в степенi k.
Наприклад, A3 = {8, 24, 40, 56, . . . }. Множину Ak може бути задано як
множину чисел вигляду 2kd, де d пробiгає всi додатнi непарнi значення.

Можна вибрати, наприклад, таке зображення: для будь-якого m ∈ Ak

iснує таке n ∈ {−2k + 1,−2k + 2, . . . }, що

m = 2k(2n + 2k+1 − 1). (1.2)

Зокрема, при n = −2k + 1 одержуємо m = 2k, при n = −2k + 2 буде
m = 3 · 2k i т. д.

З формули (1.2) маємо:

m = n + (n + 1) + · · ·+ (n + 2k+1 − 1). (1.3)

Цей вираз i був би шуканим зображенням числа m у виглядi суми послi-
довних натуральних чисел, якщо б всi доданки в (1.3) були додатними
числами. Якщо n 6= −2k +1 (тобто m 6= 2k), то додатних доданкiв в (1.3)
буде як мiнiмум на три бiльше, нiж вiд’ємних. Скорочуючи доданки, що
вiдрiзняються лише знаком, одержимо суму лише додатних доданкiв,
кiлькiстю не менше трьох. Якщо ж n = −2k +1 (тобто m = 2k), то пiсля
скорочення залишиться лише один доданок, що не задовольняє умову за-
дачi. Таким чином, будь яке натуральне число, що не є степенем двiйки
(m 6= 1, 2, 4, 8, . . . ), може бути зображено у виглядi вказаної суми.

Покажемо тепер, що степенi двiйки (включаючи i число 1) не можуть
бути зображенi в шуканому виглядi. Якщо m = 2r, то з рiвностi

m = n + (n + 1) + · · ·+ (n + s− 1) = sn +
s(s− 1)

2
(1.4)

випливає, що s (кiлькiсть доданкiв) не може мати жодних iнших простих
дiльникiв, крiм двiйки. Тому s = 2k+1, k ≥ 0. Тодi сума (1.4) має той же
вигляд, що i (1.3). Як було показано в першiй частинi доведення, ця сума
не може приводити до зображення числа, що є степенем двiйки.

Вiдповiдь. Всi числа, крiм чисел вигляду 2n, n = 0, 1, 2, . . . .

1.2. Функцiя f(x) =
x

1 + x
є монотонно зростаючою для x ∈ [0,∞),

оскiльки
f ′(x) =

1

(1 + x)2 > 0, x ∈ [0,∞).
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В силу цього, оскiльки для довiльних α, β ∈ R

|α + β| ≤ |α|+ |β|+ |αβ|,

маємо

|α + β|
1 + |α + β|

≤ |α|+ |β|+ |αβ|
1 + |α|+ |β|+ |αβ|

≤

≤ |α|+ |β|+ 2|αβ|
1 + |α|+ |β|+ |αβ|

=
|α|

1 + |α|
+

|β|
1 + |β|

.

1.3.

lim
x→∞

(
x(x+1)

(x + 1)x
− x

e

)
=

= lim
x→∞

x

(
xx

(x + 1)x
− 1

e

)
= Замiна: t =

1

x
=

= lim
t→0

1

t

(
1

(1 + t)
1
t

− 1

e

)
= Правило Лопiталя =

= lim
t→0

(1 + t)−
1
t

ln(1 + t)− t

1 + t
t2

=

=
1

e
lim
t→0

ln(1 + t)− t

1 + t
t2

= Правило Лопiталя =

=
1

e
lim
t→0

t

2t(1 + t)2 =
1

2e
.

Вiдповiдь.
1

2e
.

1.4. Перш за все покажемо, що принаймнi для великих значень n

(n ≥ деякого натурального N) на перiодi (π
2 + π(n− 1); π

2 + πn) є один i
тiльки один розв’язок рiвняння. Дiйсно, оскiльки

lim
x→π

2 +π(n−1)+0
(tg x− x2008) = −∞

i
lim

x→π
2 +πn−0

(tg x− x2008) = +∞,

то на перiодi є принаймнi один розв’язок. Вiн, очевидно, лежить у правiй
половинi перiоду – на iнтервалi (πn; π

2 +πn). Якщо ж на цьому iнтервалi
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лежать хоча б два розв’язки (x′n, x′′n ∈ (πn; π
2 +πn)), то вони є нулями ди-

ференцiйовної на цьому промiжку функцiї f(x) = x2008 ctg x−1. Тому на
цьому ж iнтервалi є також нуль функцiї f ′(x), тобто розв’язок рiвняння
1004 sin 2x = x. Це є неможливим при великих значеннях x.

Нехай xn — єдиний розв’язок рiвняння tg x = x2008, який належить
iнтервалу (π

2 + π(n − 1); π
2 + πn), n ≥ N . Оскiльки lim

n→∞
xn = +∞, то

i lim
n→∞

tg xn = +∞. Тому lim
n→∞

(xn − π
2 − πn) = 0. Звiдси випливає, що

lim
n→∞

(xn+1 − xn) = π.
Вiдповiдь. π.

1.5. Роздiлимо всi "цiлi" точки простору на вiсiм класiв. До першого
вiднесемо тi точки, в яких всi три координати є парними числами, до
другого – тi, в яких першi двi парнi, а третя непарна, до третього – тi, в
яких перша i третя координата парнi, а друга непарна i т. д. Тодi серед
дев’яти точок знайдуться принаймнi двi точки A та B з одного класу.
Але з означення класiв випливає, що тодi й середина вiдрiзка AB точка
C є "цiлою" точкою. Крiм того, точка C мiститься всерединi заданого
тiла внаслiдок його опуклостi. Отже, "цiлi" точки A, B та C належать
спiльнiй прямiй.

1.6. Для кожного рацiонального r функцiя fr(x) = f(x + r) − f(x)
є неперервною i приймає лише рацiональнi значення. Тому вона є ста-
лою: iснує таке рацiональне cr, що для будь-якого дiйсного x виконується
fr(x) = cr. З означення функцiї fr зрозумiло, що константи cr задоволь-
няють функцiональне рiвняння Кошi: для рацiональних r1 та r2 має мiсце
cr1+r2

= cr1
+ cr2

. Але тодi cr = c1r, i f(r) = f(0) + c1r. Тому, знову вико-
ристовуючи неперервнiсть функцiї f , маємо f(x) = f(0) + c1x для всiх
дiйсних x. Таким чином, умову задачi можуть задовольняти лише лiнiйнi
функцiї з рацiональним кутовим коефiцiєнтом. Безпосередньо впевнює-
мося, що всi такi функцiї дiйсно задовольняють умову.

Вiдповiдь. f(x) = a + c1x, a ∈ R, c1 ∈ Q.

1.7. Проводячи елементарнi перетворення, маємо:

110∑
i,j=1

xixj

i + j + 1
=

110∑
i,j=1

xixj

1∫
0

titj dt =

1∫
0

(
110∑
i=1

xit
i

)2

dt ≥ 0.

Внаслiдок лiнiйної незалежностi функцiй ti, i = 1, . . . , 110, рiвнiсть може
досягатися лише при x1 = · · · = x110 = 0.
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1.8. Знайдемо iнтеграл, що стоїть в лiвiй частинi початкового рiвня-
ння

π
2∫

dy
dx

sin tdt

25 + 4 cos2 t
= −1

2

π
2∫

dy
dx

d(2 cos t)

25 + (2 cos t)2 =

= − 1

10
arctg

2 cos t

5

∣∣∣∣π
2

dy
dx

=
1

10
arctg

2 cos dy
dx

5
.

Таким чином, отримаємо

arctg
2 cos dy

dx

5
= arctg x ⇔

2 cos dy
dx

5
= x, |x| ≤ 2

5
,⇔

⇔ dy

dx
= 2πn± arccos

5x

2
, |x| ≤ 2

5
, n ∈ Z.

Проiнтегруємо останнє рiвняння

y = 2πnx±
∫

arccos
5x

2
dx =

Iнтегруємо частинами:

u = arccos
5x

2
, dv = dx,

du = − 5dx√
4− 25x2

, v = x

=

= 2πnx±
(

x arccos
5x

2
+

∫
5xdx√

4− 25x2

)
=

= 2πnx±
(

x arccos
5x

2
− 1

5

√
4− 25x2

)
+ C.

Вiдповiдь. y = 2πnx±
(

x arccos
5x

2
− 1

5

√
4− 25x2

)
+ C,

|x| ≤ 2

5
, n ∈ Z.
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1.9. Розглянемо спочатку невизначений iнтеграл

I =

∫
e−x2

dx(
x2 + 1

2

)2 =

Iнтегруємо частинами:

u =
e−x2

2x
, dv =

2xdx(
x2 + 1

2

)2 ,

du = −
(
x2 + 1

2

)
e−x2

dx

x2 , v = − 1

x2 + 1
2

=

= − e−x2

2x
(
x2 + 1

2

) − ∫ e−x2

dx

x2 =

Iнтегруємо частинами:

u = e−x2

, dv =
dx

x2 ,

du = −2xe−x2

dx, v = −1

x

=

= − e−x2

2x
(
x2 + 1

2

) +
e−x2

x
+ 2

∫
e−x2

dx =
xe−x2

x2 + 1
2

+ 2

∫
e−x2

dx.

Оскiльки,
∞∫
0

e−x2

dx =

√
π

2
, то

I =
√

π.

Вiдповiдь.
√

π.

1.10. Як вiдомо, якщо вiсь Ox направити вздовж бiльшої осi елiпса,
а вiсь Oy – вздовж малої осi, то параметричне рiвняння елiпса буде мати
вигляд x = a cos t, y = b sin t. Нехай (x′; y′) – координати фокуса (−c; 0)
вiдносно iншої прямокутної системи координат, в якiй вiсь Ox′ спiвпадає
з дотичною до елiпсу в точцi, яка вiдповiдає значенню параметра t, а
за початок координат обрана ця ж точка. Тодi y′ означає вiдстань вiд
фокуса (−c; 0) до дотичної, а x′ – вiдстань вiд того ж фокуса до нормалi
до елiпсу. Рiвняння дотичної та нормалi мають вигляд

xb cos t + ya sin t− ab = 0, xa sin t− yb cos t− c2 sin t cos t = 0,

де c2 = a2 − b2. Таким чином,

y′ =
| − cb cos t− ab|√
a2 sin2 t + b2 cos2 t

=
b(a + c cos t)√
a2 − c2 cos2 t

= b

√
a + c cos t

a− c cos t
,

x′ =
| − ca sin t− c2 sin t cos t|√

a2 sin2 t + b2 cos2 t
= c sin t

√
a + c cos t

a− c cos t
.
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Оскiльки крива, що описується фокусом (−c; 0), симетрична вiдносно
осi Oy′, то площу S, яку вона обмежує, можна представити у виглядi
iнтегралу

S = 2

t=0∫
t=π

x′dy′ =

0∫
π

c sin t

√
a + c cos t

a− c cos t

(
−2abc sin t√

(a + c cos t)(a− c cos t)3

)
dt =

= 2abc2

π∫
0

sin2 tdt

(a− c cos t)2 =

Iнтегруємо частинами:
u = sin t, dv = sin tdt

(a−c cos t)2 ,
du = cos tdt, v = − 1

c(a−c cos t)

=

= − 2abc sin t

a− c cos t

∣∣∣∣π
0

+ 2abc

π∫
0

cos tdt

a− c cos t
=

= −2ab

π∫
0

dt + 2a2b

π∫
0

dt

a− c cos t
= Замiна: u = tg t

2 ,
t 0 π

u 0 ∞ =

= −2πab + 4a2b

∞∫
0

du

a− c + (a + c)u2 =

= −2πab +
4a2b√
a2 − c2

arctg

(
u

√
a + c

a− c

) ∣∣∣∣∞
0

= 2πa(a− b).

Неважко побачити, що приведенi вище спiввiдношення не змiняться,
якщо зробити замiну −c на c i t на π + t. Це означає, що обидва фокуси
описують одну й ту саму криву.

Вiдповiдь. 2πa(a− b).

1.11. Див. розв’язок 1.2.

1.12. Див. розв’язок 1.4.

1.13. Див. розв’язок 1.5.

1.14. Див. розв’язок 1.6.

1.15. Див. розв’язок 1.7.

1.16. Для будь-якого i = 1, 2, . . . перетворення ai → bi, що фiгурує
в умовi задачi, може бути явно задано таким перелiком:

0 → 0, 1 → 1, 2 → 8, 3 → 7, 4 → 4, 5 → 5, 6 → 6, 7 → 3, 8 → 2, 9 → 9.
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Тому ця операцiя є взаємно однозначним перетворенням множини
{0, 1, . . . , 9} на себе. Тодi

1∫
0

f(x) dx ≥ 1

10

9∑
k=0

inf
x∈[ k

10 ,k+1
10 )

f(x) =
1

10

9∑
k=0

f

(
k

10

)
=

1

10

9∑
k=0

k

10
= 0.45,

1∫
0

f(x) dx ≤ 1

10

9∑
k=0

sup
x∈[ k

10 ,k+1
10 )

f(x) =
1

10

9∑
k=0

(
f

(
k

10

)
+

1

10

)
=

=
1

10

10∑
k=1

k

10
= 0.55.

Аналогiчно, розглядаючи розбиття промiжку [0, 1) на 100, 1000 i т. д.

вiдрiзкiв, одержимо, що
1∫
0

f(x) dx ∈ [0.495, 0.505], [0.4995, 0.5005] i т. д.

Переходячи до границi за дiаметром розбиття, одержуємо, що
1∫

0

f(x) = 0.5.

Вiдповiдь. 0.5.
1.17. Див. розв’язок 1.10.
1.18. Коефiцiєнти запропонованого степеневого ряду мають вигляд

an =
n∫
0

e
t2

n dt. З ознаки Д’Аламбера випливає, що

R = lim
n→∞

an

an+1
=

перейдемо до
неперервної
змiнної y

= lim
y→∞

y∫
0

e
t2

y dt

y+1∫
0

e
t2

y+1 dt

=

=

Замiна: s =
t
√

y
в чисельнику,

s =
t√

y + 1
в знаменнику

= lim
y→∞

√
y

√
y + 1

·

√
y∫

0
es2

ds

√
y+1∫
0

es2 ds

=

= lim
y→∞

√
y∫

0
es2

ds

√
y+1∫
0

es2 ds

= Правило Лопiталя = lim
y→∞

ey

2
√

y

ey+1

2
√

y + 1

=
1

e
.
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Вiдповiдь.
1

e
.

1.19. З нерiвностi Кошi-Буняковського маємо:

n∑
i=1

√
ai =

n∑
i=1

√
aixi

1
√

xi
≤

(
n∑

i=1

aixi

) 1
2

·

(
n∑

i=1

1

xi

) 1
2

.

Тому

min
n∑

i=1

aixi ≥
( n∑

i=1

√
ai

)2
.

Легко бачити, що при пiдстановцi значень xi =

n∑
i=1

√
ai

√
ai

, i = 1, . . . , n,

функцiя
n∑

i=1
aixi приймає значення

(
n∑

i=1

√
ai

)2

. Тому

min
n∑

i=1

aixi =

(
n∑

i=1

√
ai

)2

.

Вiдповiдь.
(

n∑
i=1

√
ai

)2

.

1.20. Спочатку доведемо, що

u2
n − un+1un−1 = 4. (1.5)

Дiйсно, при n ≥ 2

un(4un−1) = un−1(4un), ⇔ un(un + un−2) = un−1(un+1 + un−1), ⇔
⇔ u2

n − un+1un−1 = u2
n−1 − unun−2 = u2

n−2 − un−1un−3 = ... =

= u2
2 − u3u1 = 64− 60 = 4.

Як наслiдок з (1.5) легко отримати нерiвнiсть
un+1

un
<

un

un−1
. (1.6)

Також, переписавши рекурентне спiввiдношення (1.1) у виглядi

un

un−1
= 4− 1

un−1

un−2

, (1.7)
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неважко довести методом математичної iндукцiї, що
un

un−1
> 3. (1.8)

Перетворимо вигляд загального члена ряду наступним чином:

arcctg u2
n = arcctg

[
un(4un)

4

]
= arcctg

[
un(un+1 + un−1)

u2
n − un+1un−1

]
=

= arcctg
un+1

un
− arcctg

un

un−1
.

Для отримання останнього спiввiдношення ми скористалися формулою

arcctg x− arcctg y = arcctg

[
xy + 1

y − x

]
,

яка має мiсце при x < y (в нашому випадку остання нерiвнiсть випливає
з (1.6)).

Розглянемо часткову суму ряду

Sm = arcctg u2
1 +

m∑
n=2

arcctg u2
n =

= arcctg u2
1 +

m∑
n=2

[
arcctg

un+1

un
− arcctg

un

un−1

]
= arcctg

um+1

um
.

З (1.6)–(1.8) випливає, що при m → ∞ вiдношення
um+1

um
прямує до

бiльшого кореня квадратного рiвняння x2 = 4x−1, тобто до 2+
√

3. Тодi
∞∑

n=1

arcctg u2
n = lim

m→∞
Sm = lim

m→∞
arcctg

um+1

um
= arcctg(2 +

√
3) =

= arcctg
1 + cos π

6

sin π
6

=
π

12
.

Вiдповiдь.
π

12
.

15



2. II етап Всеукраїнської студентської
олiмпiади з математики серед студентiв
вищих навчальних закладiв технiчного,

економiчного та аграрного профiлiв
(Севастополь, 2007 р.)

II етап Всеукраїнської студентської олiмпiади у м. Севастополi
проводився у трьох категорiях:

– Категорiя "М": до цiєї категорiї вiдносили студентiв, якi навчаються
за спецiальностями, що потребують поглибленого вивчення математики;

– Категорiя "Т": до цiєї категорiї вiдносили студентiв технiчних
спецiальностей;

– Категорiя "С": до цiєї категорiї вiдносили студентiв, якi навчаються
за економiчними та аграрними спецiальностями.

В цьому роздiлi подано завдання всiх категорiй олiмпiади 2007 р. з
розв’язками.

Умови задач

Категорiя "М"

2.1. Обчислити визначник ∆ = |aij|, де aij = xi, якщо i = j i aij = b,
якщо i 6= j; i, j = 1, 2, ..., n.

2.2. Об’єм тетраедра DABC дорiвнює V . Точки K, L, M, N такi,
що AK = αCA, CL = βBC, DM = γAD, DN = δCD. Знайти об’єм
тетраедра LKNM .

2.3. На площинi розташовано двi параболи так, що їхнi осi взаєм-
но перпендикулярнi, а самi параболи перетинаються в чотирьох точках.
Довести, що цi чотири точки лежать на одному колi.

2.4. Знайти всi функцiї f : R → R, для яких при будь-яких x, y ∈ R
виконується рiвнiсть:

f(x + y) + f(x− y) = 2f(x) cos y.

2.5. Для всiх значень дiйсного параметра p > 1 розв’язати рiвняння:

lim
n→∞

xx··
·x︸︷︷︸

n разiв

= p. (2.1)
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2.6. Довести, що для довiльних x ∈
(
0;

π

2

)
виконується нерiвнiсть

2 cos x

1 + cos x
<

sin x

x
.

2.7. Нехай неперервна функцiя f : [0; 1] → [0; 1] диференцiйовна в
промiжку (0; 1), причому f(0) = 0 i f(1) = 1. Довести, що iснують такi
числа a, b ∈ (0; 1), що a 6= b i f ′(a) · f ′(b) = 1.

2.8. Знайти невизначений iнтеграл∫
dx

cos3 x + sin3 x
.

2.9. Розв’язати диференцiальне рiвняння

y2(ydx− 2xdy) = x3(xdy − 2ydx). (2.2)

2.10. Дослiдити на абсолютну та умовну збiжнiсть числовий ряд
∞∑

n=1

cos
(
π
√

n2 + n
)

.

Категорiя "Т"

2.11. Обчислити визначник ∆n = |aij|, де aij = 1 + xi, якщо i = j i
aij = 1, якщо i 6= j; i, j = 1, 2, ..., n.

2.12. Об’єм тетраедра DABC дорiвнює V . Точки K, L, M, N такi,
що AK = CA, CL = 2BC, DM = AD, DN = 2CD. Знайти об’єм
тетраедра LKNM .

2.13. Див. 2.3.

2.14. Знайти всi функцiї f : R → R, для яких при будь-яких x, y ∈ R
виконується рiвнiсть:

f(x + y)− f(x− y) = 2f(y) cos x.

2.15. Розв’язати рiвняння

lim
n→∞

xx··
·x︸︷︷︸

n разiв

= 4.
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2.16. З’ясувати, чи iснує дiйсне число x > 0 таке, що xe > ex.

2.17. Див. 2.7.

2.18. Див. 2.8.

2.19. Див. 2.9.

2.20. Дослiдити на абсолютну та умовну збiжнiсть числовий ряд
∞∑

n=1

1√
n

cos
(
π
√

n2 + n
)

.

Категорiя "С"

2.21. Обчислити визначник ∆ = |aij|, де aij = 1 + xi, якщо i = j i
aij = 1, якщо i 6= j; i, j = 1, 2, ..., 5.

2.22. Об’єм тетраедра DABC дорiвнює V . Точки K, L, M, N та-
кi, що AK = CA, CL = BC, DM = AD, DN = CD. Знайти об’єм
тетраедра LKNM .

2.23. Див. 2.3.

2.24. Знайти всi функцiї f : R → R, для яких при будь-яких дiйсних
x 6= 1 виконується рiвнiсть

(x− 1)f

(
x + 1

x− 1

)
− f(x) = x.

2.25. Розв’язати рiвняння

lim
n→∞

xx··
·x︸︷︷︸

n разiв

= 2.

2.26. Довести, що для довiльного x > 0 виконується нерiвнiсть

ex ≥ xe.

2.27. Довести, що для довiльного n ∈ N многочлен

Pn(x) = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+ ... +

xn

n!

не може мати бiльш як один дiйсний корiнь.
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2.28. Див. 2.8.

2.29. Розв’язати диференцiальне рiвняння

(y4 − 3x2)dy + xydx = 0. (2.3)

2.30. Треба перевезти залiзницею 20 великих i 250 малих контей-
нерiв. Один вагон вмiщує 30 малих контейнерiв, вага кожного з яких
дорiвнює 2 тони. Великий контейнер займає мiсце 9 малих i важить 30
тон. Вантажнiсть вагона - 80 тон. Знайти мiнiмальне число вагонiв, яке
потрiбне для перевезення всiх контейнерiв.

Розв’язки та вiдповiдi

2.1.
Перший спосiб.
Вiднiмемо перший рядок вiд кожного з решти рядкiв, пiсля чого роз-

кладемо отриманий визначник за елементами останнього стовпця

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 b b . . . b b

b− x1 x2 − b 0 . . . 0 0
b− x1 0 x3 − b . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

b− x1 0 0 . . . xn−1 − b 0
b− x1 0 0 . . . 0 xn − b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=(xn − b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 b b . . . b

b− x1 x2 − b 0 . . . 0
b− x1 0 x3 − b . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .

b− x1 0 0 . . . xn−1 − b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+ (−1)n+1b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b− x1 x2 − b 0 . . . 0
b− x1 0 x3 − b . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .

b− x1 0 0 . . . xn−1 − b

b− x1 0 0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=(xn − b)∆n−1+

+ (−1)n+1b(−1)n−1+1(b− x1)(x2 − b)(x3 − b) . . . (xn−1 − b).

Таким чином, маємо рекурентну формулу

∆n = (xn − b)∆n−1 + b(xn−1 − b)(xn−2 − b) . . . (x1 − b).
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За допомогою цiєї формули послiдовно дiстаємо

∆n =(xn − b) ((xn−1 − b)∆n−2 + b(xn−2 − b)(xn−3 − b) . . . (x1 − b)) +

+ b(xn−1 − b)(xn−2 − b) . . . (x1 − b) =

=(xn − b)(xn−1 − b)∆n−2 + b(xn−1 − b)(xn−2 − b) . . . (x1 − b)+

+ (xn − b)b(xn−2 − b)(xn−3 − b) . . . (x1 − b) = · · · =
=(xn − b)(xn−1 − b) . . . (x2 − b)∆1+

+ b(xn−1 − b)(xn−2 − b) . . . (x1 − b)+

+ (xn − b)b(xn−2 − b)(xn−3 − b) . . . (x1 − b) + · · ·+
+ (xn − b) . . . (x4 − b)(x3 − b)b(x1 − b).

Оскiльки ∆1 = x1 = (x1 − b) + b, остаточно маємо

∆n =(xn − b)(xn−1 − b) . . . (x1 − b) + b(xn−1 − b)(xn−2 − b) . . . (x1 − b)+

+ (xn − b)b(xn−2 − b)(xn−3 − b) . . . (x1 − b) + · · ·+
+ (xn − b) . . . (x4 − b)(x3 − b)(x2 − b)b

або

∆n =
n∏

i=1

(xi − b) + b

n∑
k=1

n∏
i=1,i6=k

(xi − b)

Другий спосiб.

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 b b . . . b

b x2 b . . . b

b b x3 . . . b

. . . . . . . . . . . . . . .

b b b . . . xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b + (x1 − b) b + 0 b + 0 . . . b + 0
b + 0 b + (x2 − b) b + 0 . . . b + 0
b + 0 b + 0 b + (x3 − b) . . . b + 0
. . . . . . . . . . . . . . .

b + 0 b + 0 b + 0 . . . b + (xn − b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 − b 0 0 . . . 0

0 x2 − b 0 . . . 0
0 0 x3 − b . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . xn − b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+
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+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b 0 0 . . . 0
b x2 − b 0 . . . 0
b 0 x3 − b . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

b 0 0 . . . xn − b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 − b b 0 . . . 0

0 b 0 . . . 0
0 b x3 − b . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 b 0 . . . xn − b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ · · ·+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 − b 0 0 . . . b

0 x2 − b 0 . . . b

0 0 x3 − b . . . b

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (xn − b)(xn−1 − b) . . . (x1 − b) + b(xn−1 − b)(xn−2 − b) . . . (x1 − b)+

+ (xn − b)b(xn−2 − b)(xn−3 − b) . . . (x1 − b) + · · ·+
+ (xn − b) . . . (x4 − b)(x3 − b)(x2 − b)b.

Вiдповiдь. ∆n =
n∏

i=1
(xi − b) + b

n∑
k=1

n∏
i=1,i6=k

(xi − b).

2.2. Розкладемо вектори ~KL, ~KM, ~KN за базисом(
~AB, ~AC, ~AD

)
(рис. 1):
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~KL = ~KC + ~CL = (1 + α) ~AC + β ~BC = (1 + α + β) ~AC − β ~AB,

~KM = ~KA + ~AM = α ~AC + (1 + γ) ~AD,

~KN = ~KC + ~CN = (1 + α) ~AC + (1 + δ) ~CD = (α− δ) ~AC + (1 + δ) ~AD.

Знайдемо векторний добуток векторiв ~KM i ~KN :

~KM × ~KN =
(
α ~AC + (1 + γ) ~AD

)
×
(
(α− δ) ~AC + (1 + δ) ~AD

)
=

= (αδ + δ − αγ + γδ) ~AC × ~AD.

Обчислимо мiшаний добуток трьох векторiв ~KL, ~KM i ~KN

~KL ·
(

~KM × ~KN
)

=

=
(
(1 + α + β) ~AC − β ~AB

)
·
(
(αδ + δ − αγ + γδ) ~AC × ~AD

)
=

= −β(αδ + δ − αγ + γδ) ~AB ·
(

~AC × ~AD
)

.

Враховуючи геометричний змiст мiшаного добутку, маємо

VLKNM =
1

6

∣∣∣ ~KL ·
(

~KM × ~KN
)∣∣∣ = |β(αδ + δ − αγ + γδ)|V.

Вiдповiдь. VLKNM = |β(aδ + δ − αγ + γδ)|V.

2.3.

Оберемо прямокутну декартову систему координат Oxy так, щоб осi
Ox i Oy спiвпали з осями парабол, а гiлки парабол було спрямовано в
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додатнiх напрямах координатних осей (рис. 2). Тодi рiвняння парабол
матимуть вигляд: y = a1x

2 − c1 i x = a2y
2 − c2, де a1 > 0, a2 > 0.

Оскiльки за умовою параболи перетинаються в чотирьох точках, то
c1 > 0, c2 > 0.

Нехай M0(x0, y0) – будь-яка з чотирьох точок перетину парабол. Тодi
координати цiєї точки задовольняють систему рiвнянь:{

y0 = a1x
2
0 − c1,

x0 = a2y
2
0 − c2.

Подiлимо обидвi частини першого рiвняння системи на a1 6= 0, а оби-
двi частини другого рiвняння на a2 6= 0, пiсля чого додамо перше рiвня-
ння до другого:

x2
0 + y2

0 −
y0

a1
− x0

a2
− c1

a1
− a2

c2
= 0.

Видiляючи повнi квадрати, дiстаємо(
x0 −

1

2a2

)2

+

(
y0 −

1

2a1

)2

=
c1

a1
+

a2

c2
+

1

4a2
1

+
1

4a2
2
.

Таким чином, точка M0 лежить на колi з центром у точцi O

(
1

2a2
;

1

2a1

)
i радiусом R =

√
c1

a1
+

a2

c2
+

1

4a2
1

+
1

4a2
2
, що i треба було довести.

2.4. Виконаємо послiдовно замiни: x = 0, y = t; x = t +
π

2
, y =

π

2
;

x =
π

2
, y = t +

π

2
. Тодi отримаємо систему рiвнянь:

f(t) + f(−t) = 2a cos t

f(π + t) + f(t) = 0
f(π + t) + f(−t) = −2b sin t

, де a = f(0), b = f
(π

2

)
.

Розв’язавши цю систему, отримаємо f(t) = a cos t + b sin t або
f(x) = a cos x + b sin x, де a, b ∈ R.

Перевiрка показує, що знайдена функцiя є розв’язком даної задачi
при будь-яких дiйсних a, b.

Вiдповiдь. f(x) = a cos x + b sin x, a, b ∈ R.

2.5. Розглянемо послiдовнiсть an(x) = xx··
·x︸︷︷︸

n разiв

. Тодi

an+1(x) = xan(x). (2.4)
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Припустимо, що рiвняння (2.1) має розв’язок. Переходячи в рiвностi
(2.4) до границi при n →∞ дiстаємо: p = xp, звiдки x = p

1
p .

Таким чином, якщо рiвняння (2.1) має розв’язок, то x = p
1
p .

З’ясуємо, при яких p ∈ (1, +∞) послiдовнiсть
{

an

(
p

1
p

)}
збiгається

до p.

Оскiльки x = p
1
p > 1, то xx > x, xxx

> xx, . . . , xx··
·x︸︷︷︸

n+1 раз

> xx··
·x︸︷︷︸

n разiв

i, отже, an+1(x) > an(x), тобто послiдовнiсть
{

an

(
p

1
p

)}
є монотонно

зростаючою.
Також неважко довести, за допомогою метода математичної iндукцiї,

що an

(
p

1
p

)
< p, n ∈ N.

Дiйсно, a1

(
p

1
p

)
= p

1
p < p, оскiльки p > 1. Якщо припустити, що

ak

(
p

1
p

)
< p, тодi ak+1

(
p

1
p

)
=
(
p

1
p

)ak

(
p

1
p
)

<
(
p

1
p

)p

= p.

Таким чином, послiдовнiсть
{

an

(
p

1
p

)}
обмежена зверху. Тому, за те-

оремою Вейерштраса, послiдовнiсть
{

an

(
p

1
p

)}
має скiнчену границю A.

Пiдставляючи x = p
1
p в рiвнiсть (2.4) i переходячи до границi при n →∞,

дiстанемо, що A є коренем рiвняння

A = f(A) (2.5)

де f(A) =
(
p

1
p

)A

.
Рiвняння (2.5) для довiльного p ∈ (1, +∞) має корiнь A = p, причому

f ′(p) = ln p.
Розглянемо три випадки.
1) Якщо p = e, тодi f ′(p) = f ′(e) = ln e = 1 i, отже, рiвняння (2.5) має

єдиний розв’язок A = p (пряма y = A є дотичною до графiку показни-
кової функцiї y = f(A) в точцi (e, e)) (рис. 3,а).

2) Якщо 1 < p < e, тодi f ′(p) = ln p < 1 i рiвняння (2.5) має два
коренi: A = p i A = q > p. Оскiльки

{
an

(
p

1
p

)}
< p, то A = p (рис. 3,б).

3) Якщо p > e, тодi f ′(p) = ln p > 1 i рiвняння (2.5) має два коренi:
A = p i A = q, 1 < q < p (рис. 3,в). При цьому q =

(
p

1
p

)q

, звiдки q
1
q = p

1
p .

Тому an

(
p

1
p

)
= an

(
q

1
q

)
< q. Отже, в цьому випадку A = q.

Таким чином, lim
n→∞

an

(
p

1
p

)
= p, якщо p ∈ (1, e] i lim

n→∞
an

(
p

1
p

)
6= p, якщо
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p ∈ (e,∞).
Отже, якщо p ∈ (1, e] тодi рiвняння має єдиний розв’язок x = p

1
p ; а

якщо p ∈ (e,∞), тодi рiвняння не має розв’язкiв.

Вiдповiдь. Якщо p ∈ (1, e], то x = p
1
p ; якщо p ∈ (e, +∞), то x ∈ ∅.

2.6. Для всiх x ∈
(
0;

π

2

)
2 cos x

1 + cos x
<

sin x

x
⇔ 2x cos x < sin x+cos x sin x ⇔ tg x+sin x−2x > 0.

Розглянемо функцiю f(x) = tg x + sin x − 2x, x ∈
[
0;

π

2

)
. При
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x ∈
(
0;

π

2

)
f ′(x) =

1

cos2 x
+ cos x− 2 >

1

cos2 x
+ cos2 x− 2 > 0,

оскiльки
1

cos2 x
+ cos2 x > 2.

Таким чином, функцiя f(x) є неперервною i монотонно зростаючою
на промiжку

[
0;

π

2

)
, тобто

f(x) = tg x + sin x− 2x > 0 = f(0), або
2 cos x

1 + cos x
<

sin x

x

для всiх x ∈
(
0;

π

2

)
, що й треба було довести.

2.7. Розглянемо функцiю ϕ(x) = f(x)+x−1. Ця функцiя неперервна
на [0, 1] i на його кiнцях набуває значень рiзних знакiв: ϕ(0) = −1 <

0, ϕ(1) = 1 > 0. Отже, згiдно з першою теоремою Больцано-Кошi, iснує
таке c ∈ (0, 1), що ϕ(c) = 0, тобто f(c) = 1− c.

Функцiя f(x) є неперервною на вiдрiзку [0, c] i диференцiйовна на iн-
тервалi (0, c), тобто задовольняє умовам теореми Лагранжа. Отже iснує
таке a ∈ (0, c), що

f ′(a) =
f(c)

c
=

1− c

c
.

Аналогiчно, iснує таке b ∈ (c, 1), що

f ′(b) =
1− f(c)

1− c
=

c

1− c
.

Таким чином, маємо a 6= b для яких f ′(a) · f ′(b) = 1, що й треба було
довести.

2.8. Перетворимо пiдiнтегральну функцiю:

1

cos3 x + sin3 x
=

(cos x + sin x)2 − 2 cos x sin x

(cos x + sin x)(1− cos x sin x)
=

=
(cos x + sin x)2 + 2(1− cos x sin x)

3(cos x + sin x)(1− cos x sin x)
=

=
1

3

(
cos x + sin x

1− cos x sin x
+

2

cos x + sin x

)
.
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Тодi∫
dx

cos3 x + sin3 x
=

1

3

∫
(cos x + sin x)dx

1− cos x sin x
+

2

3

∫
dx

cos x + sin x
=

=
2

3

∫
d(sin x− cos x)

1 + (sin x− cos x)2 +
2

3
√

2

∫
dx

sin
(
x +

π

4

) =

=
1

3

(
2 arctg(sin x− cos x) +

√
2 ln

∣∣∣tg (x

2
+

π

8

)∣∣∣)+ C.

Вiдповiдь.
1

3

(
2 arctg(sin x− cos x) +

√
2 ln

∣∣∣tg (x

2
+

π

8

)∣∣∣)+ C.

2.9. Легко бачити, що x = 0, y = 0 є розв’язками рiвняння (2.2).
Нехай x 6= 0, y 6= 0. Подiлимо обидвi частини рiвняння (2.2) на xy:

y2
(

dx

x
− 2dy

y

)
= x3

(
dy

y
− 2dx

x

)
.

Перепишемо отримане рiвняння у виглядi:

y2d ln
|x|
y2 = x3d ln

|y|
x2 . (2.6)

Зробимо замiну змiнних:
|x|
y2 = eu

|y|
x2 = ev

,

{
x3 = ±e−u · e−2v

y2 = e−
2v
3 · e− 4u

3
.

При такiй замiнi рiвняння (2.6) перетворюється в рiвняння з вiдокрем-
люваними змiнними

e−
u
3 du = ±e−

4v
3 dv,

розв’язком якого є 4(eu)−
1
3 = ±(ev)−

4
3 + C, де C – довiльна стала.

Повертаючись до змiнних x i y, остаточно маємо x3 − 4y2 = Cy 3
√

xy.
Вiдповiдь. x3 − 4y2 = Cy 3

√
xy; x = 0; y = 0.

2.10. Перетворимо загальний член ряду

an = cos
(
π
√

n2 + n
)

= (−1)n cos
(
π
√

n2 + n− πn
)

=

= (−1)n cos

(
π

n√
n2 + n + n

)
= (−1)n cos

 π√
1 +

1

n
+ 1

 .
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Оскiльки послiдовнiсть додатних чисел

 π√
1 +

1

n
+ 1

 є моно-

тонно зростаючою i прямує до
π

2
, тодi послiдовнiсть додатнiх чисел

cos

 π√
1 +

1

n
+ 1

 монотонно спадає i прямує до нуля. Отже, за тео-

ремою Лейбнiца, заданий ряд збiгається.

Оскiльки
√

1 +
1

n
= 1 +

1

2n
− 1

8n2 + o

(
1

n2

)
, то

|an| = cos
(
π
√

n2 + n− πn
)

= cos

(
πn

(√
1 +

1

n
− 1

))
=

= sin

(
π

8n
+ o

(
1

n

))
∼ π

8n

(2.7)

Таким чином, за граничною ознакою порiвняння, ряд, утворений з абсо-
лютних величин членiв заданого ряду, є розбiжним.

Отже , заданий числовий ряд є умовно збiжним.
Вiдповiдь. Збiгається умовно.

2.11. В розв’язку задачi 2.1 замiнити xi на xi + 1, i = 1, . . . , n i
покласти b = 1.

Вiдповiдь. ∆n =
n∏

i=1
xi +

n∑
k=1

n∏
i=1,i6=k

xi.

2.12. В розв’язку задачi 2.2 покласти α = γ = 1, β = δ = 2.
Вiдповiдь. VLKNM = 10V.

2.13. Див. розв’язок задачi 2.3.

2.14. Виконаємо послiдовно замiни: x = 0, y = t; x =
π

2
, y = t +

π

2
;

x = t +
π

2
, y =

π

2
. Тодi отримаємо систему рiвнянь:

f(t)− f(−t) = 2f(t)
f(t + π)− f(−t) = 0
f(t + π)− f(t) = −2a sin t

, де a = f
(π

2

)
.
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Розв’язавши цю систему, отримаємо f(t) = a sin t, тобто f(x) = a sin x,
де a ∈ R.

Перевiрка показує, що знайдена функцiя є розв’язком даної задачi для
будь-якого дiйсного a.

Вiдповiдь. f(x) = a sin x, a ∈ R.

2.15. Див. розв’язок задачi 2.5.
Вiдповiдь. Рiвняння коренiв не має.

2.16. Доведемо, що для будь-якого x > 0 виконується нерiвнiсть

ex > xe,

причому рiвнiсть має мiсце лише при x = e.
Задана нерiвнiсть рiвносильна нерiвностi x ≥ e · ln x, або нерiвностi

x− e · ln x ≥ 0.
Розглянемо функцiю f(x) = x− e · ln x, x > 0. Для неї

f ′(x) = 1− e

x

i, отже, f ′(x) = 0 при x = e. Легко бачити, що точка x = e є точкою
мiнiмуму функцiї f(x), а це означає, що при x = e функцiя набуває
найменше значення f(e) = 0, а при x 6= e f(x) > 0. Таким чином, для
всiх x > 0 x− e · ln x ≥ 0 або ex ≥ xe i, вiдповiдно, не iснує такого x > 0,
що xe > ex.

Вiдповiдь. Не iснує.

2.17. Див. 2.7.

2.18. Див. 2.8.

2.19. Див. 2.9.

2.20. Аналогiчно до (2.7), загальний член данного ряду можна звести
до вигляду

an =
(−1)n

√
n

sin

(
π

8n
+ o

(
1

n

))
.

Оскiльки |an| ∼
π

8n
3
2

, тодi даний ряд є абсолютно збiжним.

Вiдповiдь. Збiгається абсолютно.

2.21. В розв’язку задачi 2.11 покласти n = 5.

Вiдповiдь. ∆ =
5∏

i=1
xi +

5∑
k=1

5∏
i=1,i6=k

xi.
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2.22. В розв’язку задачi 2.2 покласти α = β = γ = δ = 1.
Вiдповiдь. VLKNM = 2V.

2.23. Див. розв’язок задачi 2.3.

2.24. Нехай
x + 1

x− 1
= y, тодi x =

y + 1

y − 1
, i рiвняння набуває вигляду

2

y − 1
f(y)− f

(
y + 1

y − 1

)
=

y + 1

y − 1
.

Таким чином, для знаходження функцiї f(x) маємо систему двох рiв-
нянь: 

(x− 1)f

(
x + 1

x− 1

)
− f(x) = x

2

x− 1
f(x)− f

(
x + 1

x− 1

)
=

x + 1

x− 1

.

Помноживши обидвi частини другого рiвняння на (x− 1) 6= 0 i додавши
до першого рiвняння, отримаємо: f(x) = 2x+1, x 6= 1. Оскiльки шукана
функцiя повинна бути неперервною, остаточно отримуємо: f(x) = 2x +
1, x ∈ R.

Вiдповiдь. f(x) = 2x + 1.

2.25. Див. розв’язок задачi 2.5.
Вiдповiдь.

√
2.

2.26. Див. розв’язок задачi 2.16.

2.27. Нехай многочлен Pn(x) має бiльше нiж один дiйсний корiнь
(таких коренiв може бути не бiльше нiж n), i нехай x1 i x2 – коренi
многочлена (x1 < x2) такi, що iнтервал (x1, x2) не мiстить iнших дiйсних
коренiв заданого многочлена. Зауважимо, що x1 < 0 i x2 < 0, оскiльки
многочлен Pn(x) може мати лише вiд’ємнi коренi.

Оскiльки P ′
n(x) = 1 + x +

x2

2!
+ · · ·+ xn−1

(n− 1)!
, тодi Pn(x) = P ′

n(x) +
xn

n!

i, отже, P ′
n(x1) = −xn

1

n!
, P ′

n(x2) = −xn
2

n!
. Отримуємо, що в точках x1 i

x2 похiдна P ′
n(x) має однаковi знаки. Тодi в деякому правому пiвоколi

точки x1 i в деякому лiвому пiвоколi точки x2 многочлен Pn(x) буде
мати рiзнi знаки. Отже, маємо, що iснує така точка x3 ∈ (x1, x2), для
якої Pn(x3) = 0. Отримуємо протирiччя.

Таким чином, многочлен Pn(x) = 1 + x +
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
має не бiльше

нiж один дiйсний корiнь, що й треба було довести.
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2.28. Див. 2.8.

2.29. Очевидно, y = 0 є розв’язком рiвняння (2.3).
Нехай y > 0. Зробимо замiну змiнних: y =

√
z (z = y2), z > 0. При

такiй замiнi рiвняння (2.3) перетворюється в однорiдне рiвняння

(z2 − 3x2)dz + 2xzdx = 0. (2.8)

Рiвняння (2.8) за допомогою замiни z = ux (u 6= 0, x 6= 0) зводиться
до рiвняння з вiдокремлюванними змiнними

dx

x
+

u2 − 3

u3 − u
du = 0,

розв’язком якого є Cxu3 = u2 − 1, де C – довiльна стала. Повертаючись
до змiнної y, остаточно дiстаємо y4 − x2 = Cy6.

Отриманий розв’язок також має мiсце при y < 0.
Вiдповiдь. y4 − x2 = Cy6; y = 0.

2.30. З’ясуємо, як можна завантажити вагон. Вже три великих кон-
тейнери не ввiйдуть у вагон, оскiльки разом важать 90 тон. Звiдси випли-
ває, що є три способи завантаження вагогну: нуль великих i не бiльш нiж
30 малих, один великий i не бiльш нiж 21 малий (в вагонi всього 30 мiсць
i 9 з них вже зайнято великим контейнером), два великих контейнери i
не бiльш нiж 10 малих.

Нехай завантажено x вагонiв у перший спосiб, y вагонiв – у другий,
z вагонiв – у третiй. Той факт, що перевезено 20 великих i 250 малих
контейнерiв, означає, що{

y + 2z ≥ 20,
30x + 21y + 10z ≥ 250

.

Помноживши першу нерiвнiсть на 9 i додавши до другої, дiстаємо

30x + 30y + 28z ≥ 430 ⇔ 30(x + y + z) ≥ 430 + 2z ⇒ x + y + z ≥ 14
1

3
.

Оскiльки x + y + z – цiле, тодi x + y + z ≥ 15.
Легко перевiрити, що x = 2, y = 6, z = 7 задовольняють систему

нерiвностей, а їх сума дорiвнює 15. Це означає, що мiнiмальне число
вагонiв, потрiбне для перевезення всiх контейнерiв, дорiвнює 15.

Вiдповiдь. 15 вагонiв.
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3. II етап Всеукраїнської студентської
олiмпiади з математики серед студентiв
вищих навчальних закладiв технiчного,

економiчного та аграрного профiлiв
(Севастополь, 2008 р.)

В цьому пунктi подано завдання олiмпiади 2008 р.

Умови задач

Категорiя "М"

3.1. Яким умовам мають задовольняти дiйснi числа
a1, a2, a3, b1, b2, b3, c, щоб система лiнiйних рiвнянь

−a3x2 + a2x3 = b1,

a3x1 − a1x3 = b2,

−a2x1 + a1x2 = b3,

a1x1 + a2x2 + a3x3 = c

була несумiсною?

3.2. На всiх сторонах опуклого n-кутника A1A2...An зовнi побудо-
вано правильнi трикутники A1A2Bn, A2A3B1, A3A4B2, ..., AnA1Bn−1.
Довести, що ~A1B1 + ~A2B2 + ... + ~AnBn = ~0.

3.3. Дано параболи y = x2 й y = x2 +m (m > 0). В якому вiдношеннi
хорда першої параболи, що дотикається до другої параболи, подiляється
точкою дотику?

3.4. Послiдовнiсть {an}, n ∈ N, задано за допомогою рекурентної
формули:

a1 = a, a2 = b, an = 5an−1 − 4an−2, n ≥ 3.

Знайти lim
n→∞

an

4n
.

3.5. Знайти всi функцiї f : R → R, якi при будь-яких дiйсних x, y

задовольняють рiвняння

f(x) · f(y)− f(xy) = xy + x + y − 1.
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3.6. Функцiя f(x) задовольняє умови: f(1) = 1, f ′(x) =
1

x2 + f 2(x)
, ∀x ≥ 1. Довести, що iснує lim

x→∞
f(x) i що ця границя не

бiльше, нiж 1 +
π

4
.

3.7. Функцiя y = f(x) визначена на вiдрiзку [0, 1] i у кожнiй точцi
цього вiдрiзка має першу та другу похiднi. Вiдомо, що f(0) = f(1) = 0 i
|f ′′(x)| ≤ 1 ∀x ∈ [0, 1]. Яке найбiльше значення може набувати максимум
функцiї f(x) для всiх можливих функцiй, що задовольняють цi умови?

3.8. Знайти невласний iнтеграл

+∞∫
0

(
1

1 + xα
− 1

1 + xβ

)
1

x
dx,

де α, β ∈ R, αβ > 0.

3.9. Нехай многочлен Pn(x) степеня n з дiйсними коефiцiєнтами при
всiх дiйсних значеннях x набуває лише додатнiх значень. Довести, що
многочлен Pn(x) можна подати у виглядi суми квадратiв двох многочле-
нiв.

3.10. Розв’язати диференцiальне рiвняння

2

3
xyy′ =

√
x6 − y4 + y2.

Категорiя "Т"

3.11. Яким умовам мають задовольняти дiйснi числа
a1, a2, a3, b1, b2, b3, c, щоб система лiнiйних рiвнянь

−a3x2 + a2x3 = b1,

a3x1 − a1x3 = b2,

−a2x1 + a1x2 = b3,

a1x1 + a2x2 + a3x3 = c

мала безлiч розв’язкiв?

3.12. На всiх сторонах опуклого шестикутника A1A2...A6 зовнi по-
будовано правильнi трикутники A1A2B6, A2A3B1, A3A4B2, ..., A6A1B5.
Довести, що ~A1B1 + ~A2B2 + ... + ~A6B6 = ~0.
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3.13. Дано параболи y = x2 й y = x2 + 1. Довести, що хорда пер-
шої параболи, що дотикається до другої параболи, подiляється точкою
дотику навпiл?

3.14. Послiдовнiсть {an}, n ∈ N, задано за допомогою рекурентної
формули:

a1 = a, a2 = b, an = 4an−1 − 3an−2, n ≥ 3.

Знайти lim
n→∞

an

3n
.

3.15. Знайти всi функцiї f : R → R, якi при будь-яких дiйсних x, y, z

задовольняють рiвняння

f(x) · f(y) · f(z)− f(xyz) = xy + xz + yz + x + y + z.

3.16. Див. 3.6.

3.17. Функцiя y = f(x) визначена на вiдрiзку [0, 1] i у кожнiй точцi
цього вiдрiзка має першу та другу похiднi. Вiдомо, що f(0) = f(1) = 0 i
|f ′′(x)| ≤ 1 ∀x ∈ [0, 1]. Довести, що найбiльше значення, яке може набути
максимум функцiї f(x) для всiх можливих функцiй, що задовольняють

цi умови, дорiвнює
1

8
.

3.18. Знайти невласний iнтеграл

+∞∫
0

(
1

1 + xα
− 1

1 + xβ

)
1

x
dx,

де α, β ∈ R, α > 0, β > 0.

3.19. Див. 3.9.

3.20. Два тiла нагрiли до 100oC, а потiм помiстили в середовище,
температура якого пiдтримується постiйною i дорiвнює 0oC. Через 10
хвилин пiсля початку охолодження тiл температура першого знизилася
до 80oC, а температура другого – до 64oC. Через скiльки хвилин вiд
початку охолодження тiл температура одного з них буде на 25oC бiль-
ше, нiж температура iншого, якщо швидкiсть змiни температури тiла
пропорцiйна рiзницi температур тiла й навколишнього середовища?
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Категорiя "С"

3.21. Яким умовам мають задовольняти дiйснi числа
a1, a2, a3, b1, b2, b3, c, щоб система лiнiйних рiвнянь

−a3x2 + a2x3 = b1,

a3x1 − a1x3 = b2,

−a2x1 + a1x2 = b3,

a1x1 + a2x2 + a3x3 = c

мала єдиний розв’язок?

3.22. На всiх сторонах опуклого трикутника ABC зовнi побудовано
правильнi трикутники ABC1, BCA1, CAB1. Довести, що ~A1A1 + ~BB1 +
~CC1 = ~0.

3.23. Довести, що вiдрiзок будь-якої дотичної до рiвнобiчної гiпер-
боли, який лежить мiж її асимптотами, дiлиться точкою дотику навпiл.

3.24. Послiдовнiсть {an}, n ∈ N, задано за допомогою рекурентної
формули:

a1 = a, a2 = b, an = 3an−1 − 2an−2, n ≥ 3.

Знайти lim
n→∞

an

2n
.

3.25. Знайти всi функцiї f : R → R, якi при будь-яких дiйсних x, y, z

задовольняють рiвняння

f (x− f(y)) = 1− x− y.

3.26. Якi числовi значення може набувати

lim
x→∞

(
x + a2

x + b2

)x

,

якщо 4a2 + b2 + 2b ≤ 3, a, b ∈ R?

3.27. Вiдомо, що функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [0, 1], дифе-
ренцiйовна в промiжку (0, 1), f(0) = 4, f(1) = 2, f ′(x) ≥ −2 ∀x ∈ [0, 1].
Знайти функцiю f(x) i довести, що iнших функцiй, якi задовольняють
умови задачi, не iснує.

35



3.28. Довести, що

+∞∫
0

(
1

1 + xα
− 1

1 + xβ

)
1

x
dx = 0,

де α, β ∈ R, α > 0, β > 0.

3.29. Знайти найменше значення функцiї

f(x) =

1∫
−1

∣∣ 3
√

u− x
∣∣ du, x ∈ R.

3.30. Двоє робiтникiв виготовили понад 29 однакових деталей. Кiль-
кiсть деталей, виготовлених першим робiтником, що зменшена на 2, бу-
де бiльше нiж у 3 рази перевищувати кiлькiсть деталей, виготовлених
другим робiтником. Потроєна кiлькiсть деталей, виготовлених першим
робiтником, перевищує подвоєну кiлькiсть деталей, виготовлених дру-
гим робiтником, але менше, нiж на 60. Скiльки деталей виготовив кожен
робiтник?
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4. Шкiльна олiмпiада 2008 р.
(ФМФ НТУУ "КПI")

Задачi цього пункту пропонувались абiтурiєнтам на олiмпiадi, якi про-
водив фiзико-математичний факультет у 2008 р.

Умови задач

4.1. Чи iснують такi натуральнi числа n i m, щоб виконувалась рiв-
нiсть

2n − 2m = 2008.

4.2. Розв’язати рiвняння

x2 + x4 + x6 + · · ·+ x2006 + x2008 = 1004x.

4.3. Розв’язати рiвняння для додатнiх чисел x

[x] +
1

[x]
= {x}+

1

{x}
,

де через [x] i {x} позначено вiдповiдно цiлу i дробову частини числа x.

4.4. Розшукати геометричне мiсце точок перетину медiан усiх три-
кутникiв, вписаних у дане коло.

4.5. Три комбайни рiзної продуктивностi зiбрали врожай з дiлянки
за 1 годину 12 хвилин. За скiльки годин зiбрав би врожай кожний з них
окремо, якщо вiдомо, що це число цiле (для кожного комбайна)?

4.6. У шаховому турнирi брало участь n шахiстiв. Кожний зустрi-
чався з кожним iншим один раз, причому жодна партiя не закiнчилася
внiчию. Довести, що за результатами турнiру всiх шахiстiв можна пере-
нумерувати таким чином, щоб для кожного k = 1, ..., n − 1 гравець пiд
номером k був переможцем гравця пiд номером k + 1.

Вiдповiдi та розв’язки

4.1. З умови задачi ясно, що в разi iснування таких n i m з необхi-
днiстю виконується нерiвнiсть n > m. Тому вихiдне рiвняння може бути
переписано у виглядi 2m

(
2n−m−1

)
= 8 ·251, де першi множники злiва та

справа є степенями двiйки, а другi — непарними числами. Звiдси, зокре-
ма, випливає, що 2n−m − 1 = 251. Але число 251 не може бути записано
у виглядi 2k − 1. Це доводить, що шуканих чисел n i m не iснує.
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4.2. Ясно, що множина розв’язкiв наведеного рiвняння складається
з розв’язкiв рiвняння

x + x3 + x5 + · · ·+ x2005 + x2007 = 1004 (4.1)

i числа 0. В рiвняннi (4.1) лiва частина монотонно зростає за x вiд −∞
до ∞, а права є сталою. Тому рiвняння (4.1) має рiвно один розв’язок,
яким, як легко перевiрити, є x = 1. Таким чином, множиною розв’язкiв
вихiдного рiвняння є {0, 1}.

4.3. З рiвняння ясно, що

x /∈ [0, 1] ∪ {2} ∪ {3} ∪ {4} ∪ . . . (4.2)

Домножуючи обидвi частини рiвняння на {x}, розглянемо його як ква-
дратне вiдносно {x}:

{x}2 −
(
[x] + 1/[x]

)
{x}+ 1 = 0.

Розв’язуючи це рiвняння, маємо: {x} = [x] або {x} = 1/[x]. Перший
випадок можливий лише при x = 0, що суперечить умовi (4.2), другий
дає множину розв’язкiв M = {21

2 , 3
1
3 , 4

1
4 , . . . } = {n + 1

n , n = 2, 3, . . . }.
Таким чином, наведена множина M є множиною розв’язкiв вихiдного
рiвняння.

4.4.

Рис. 4

Покажемо, що шуканим геометричним мiсцем є вся область D, обме-
жена даним колом O. Для цього побудуємо трикутник з вершинами
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A, B, C ∈ O, точкою перетину медiан якого є довiльно обрана точка
M ∈ D. Нехай CC ′ – дiаметр круга, який проходить через точку M

(див. Рис. 4), CM ≤ MC ′. Вiдмiтимо на вiдрiзку MC ′ таку точку P , що
MP = 1

2CM , i проведемо через неї до дiаметру CC ′ перпендикуляр AB,
A, B ∈ O. В трикутнику ABC вiдрiзок CP є медiаною, а точка M —
точкою перетину медiан.

З iншого боку ясно, що жодна точка X /∈ D не може бути точкою
перетину медiан трикутнику з вершинами на колi.

4.5. Нехай перший комбайн зiбрав би врожай за l1 годин, другий —
за l2, третiй — за l3. Тодi за одну годину три комбайни разом зiбрали
б 1/l1 + 1/l2 + 1/l3 врожаю, що за умовою має дорiвнювати 5/6 (одна
година є 5/6 вiд години i 12 хвилин). Таким чином, задача зводиться до
розв’язання рiвняння

1

l1
+

1

l2
+

1

l3
=

5

6
(4.3)

в рiзних натуральних числах.
Не обмежуючи загальностi, будемо вважати, що l1 < l2 < l3. Покаже-

мо, що l1 = 2. Дiйсно, припущення l1 = 1 призводить до 1/l1+1/l2+1/l3 >

1 > 5
6 , а припущення l1 ≥ 3 — до 1/l1 + 1/l2 + 1/l3 ≤ 1/3 + 1/4 + 1/5 =

47/60 < 5/6. Таким чином, з необхiднiстю виконується умова l1 = 2.
Подiбним чином встановлюємо, що l2 = 4. Дiйсно, при l2 ≤ 3 маємо

1/l1 + 1/l2 + 1/l3 > 1/2 + 1/3 = 5/6, при l2 ≥ 6 — 1/l1 + 1/l2 + 1/l3 <

1/2 + 1/6 + 1/7 < 5/6, а при l2 = 5 — 1/2 + 1/5 + 1/l3 = 5/6, звiдки
l3 = 71

2 — нецiле число.
Тому розв’язками рiвняння (4.3) в рiзних натуральних числах є рiзнi

перестановки набору 2, 4, 12, що i є вiдповiддю до задачi.

4.6. Доведемо твердження методом математичної iндукцiї за числом
шахiстiв. При n = 2 твердження є очевидним. Припустимо, що твердже-
ння вiрне для n шахiстiв i за результатами турнiру вони впорядкованi
так: a1, a2, . . . , an. Якщо тепер b є n + 1-им шахiстом, який з кожним iз
шахiстiв ai, i = 1, 2, . . . , n, зiграв по однiй партiї, то вiн в наведенiй послi-
довностi займе мiсце безпосередньо перед тим шахiстом aj з найменшим
можливим номером, в якого b виграв. Якщо ж b програв всiм iншим грав-
цям, вiн стає останнiм. Таким чином, дiстаємо потрiбне впорядкування
n + 1 шахiстiв.
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