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Передмова

У березнi 2009 року в НТУУ «КПI» вiдбулася традицiйна щорiчна олiмпiада
з математики, яка проводиться в рамках I етапу Всеукраїнської олiмпiади з
математики для студентiв вищих навчальних закладiв. Оргкомiтет олiмпiади
очолював Перший проректор НТУУ «КПI» Ю. I. Якименко.

Найбiльшi делегацiї представили факультети з високим рiвнем математичної
пiдготовки: IПСА, ФТI, ФМФ, ФПМ, ФЕЛ, ФIОТ.

Переможцями олiмпiади стали:
абсолютний переможець: Слюсаренко Олексiй Олександрович (IПСА,

2 курс).
старшi курси: Слюсаренко Олексiй Олександрович, Карбачевський Оле-

ксiй Iллiч (ФТI, 5 курс) - перше мiсце, Голоднов Кирило Олександрович(IПСА,
2 курс) та Огнєв Павло Iгорович (ФТI, 2 курс) - друге мiсце, Мистецький Вiктор
Анатолiйович (ФМФ, 4 курс) та Козленко Микола Вiкторович (ФПМ, 3 курс)
- третє мiсце.

перший курс: Моравецька Катерина Вiталiївна (IПСА) - перше мiсце, Мо-
гильний Сергiй Сергiйович (IПСА) - друге мiсце, Новак Роман Iгорович (IПСА)
- третє мiсце.

технiчнi факультети: Уварова Наталiя Володимирiвна (ФIОТ, 1 курс) -
перше мiсце, Дрозд Вадим Павлович (ФЕЛ, 1 курс) - друге мiсце, Лящун Iгор
Богданович (ФIОТ, 1 курс) та Нго Ван Мао (ФЕЛ, 2 курс) - третє мiсце.

З переможцiв I етапу було сформовано збiрнi унiверситету для участi в II етапi
Всеукраїнської олiмпiади серед технiчних ВНЗiв в м. Севастополi. У фiналi
взяли участь понад 150 студентiв з рiзних вузiв України, переможцiв та призерiв
I туру олiмпiади. Наш унiверситет представляли три команди.

Студенти КПI гiдно виступили в Севастополi, показавши такi результати:
в абсолютному залiку: Слюсаренко Олексiй Олександрович (IПСА, 2 курс)

- друге мiсце, Карбачевський Олексiй Iллiч (ФТI, 5 курс) - третє мiсце, Голоднов
Кирило Олександрович (IПСА, 2 курс) - четверте мiсце, Нго Ван Мао (ФЕЛ,
2 курс) - сьоме мiсце, Моравецька Катерина Вiталiївна (IПСА, 1 курс) - восьме
мiсце, Козленко Микола Вiкторович (ФПМ, 3 курс) - одинадцяте мiсце.

в категорiї М (студенти спецiальностей, що потребують поглибленого вивче-
ння математики): Слюсаренко Олексiй Олександрович (IПСА, 2 курс) - перше
мiсце, Карбачевський Олексiй Iллiч (ФТI, 5 курс) - друге мiсце, Голоднов Ки-
рило Олександрович (IПСА, 2 курс) - третє мiсце, Моравецька Катерина Вiта-
лiївна (IПСА, 1 курс) - четверте мiсце, Козленко Микола Вiкторович (ФПМ, 3
курс) - п’яте мiсце.

в категорiї Т (студенти технiчних спецiальностей): Нго Ван Мао (ФЕЛ,
2 курс) - друге мiсце.
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в групi полiтехнiчних та iндустрiальних ВНЗ: Слюсаренко Олексiй
Олександрович (IПСА, 2 курс) - друге мiсце, Карбачевський Олексiй Iллiч
(ФТI, 5 курс) - третє мiсце, Голоднов Кирило Олександрович (IПСА, 2 курс) -
четверте мiсце, Нго Ван Мао (ФЕЛ, 2 курс) - п’яте мiсце, Моравецька Катерина
Вiталiївна (IПСА, 1 курс) - шосте мiсце, Козленко Микола Вiкторович (ФПМ,
3 курс) - сьоме мiсце.

Оргкомiтет Всеукраїнської студентської олiмпiади з математики (м. Севасто-
поль) нагородив команду НТУУ «КПI» грамотою за активну участь в олiмпiадi
та високий рiвень пiдготовки серед команд провiдних вищих навчальних закла-
дiв України.

Журi I етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики в НТУУ «КПI» вирiши-
ло видати навчальний посiбник з задачами факультетських турiв олiмпiади з
математики, I етапу олiмпiади та їх розв’язками. Наведенi також умови задач
II фiнального етапу олiмпiади, який проходив у м. Севастополi в травнi 2009
р., а також розв’язки задач фiнального етапу Всеукраїнської олiмпiади 2008 р.

Крiм того, у груднi 2008 року кафедрою математичного аналiзу та теорiї ймо-
вiрностей було проведено факультетськi тури олiмпiади з математики. Метою
цих олiмпiад було активiзувати здiбних студентiв для вивчення математики,
виявити їх дiйсний рейтинг, залучити до участi в математичних олiмпiадах унi-
верситетського та загальнодержавного рiвня, якi вiдбудуться весною 2009 року.

Всього в олiмпiадi взяло участь понад чотириста студентiв з 8 факультетiв
НТУУ «КПI»: IТС, ФIОТ, ФАКС, ФММ, ФЕЛ, ММIФ, ФМФ, РТФ. По кожно-
му факультету виявлено переможцiв. Абсолютними переможцями по кожному
з факультетiв стали: IТС - Лаврiненко Олег (1 курс); ФIОТ - Городецький Оле-
ксандр (1 курс); ФАКС - Бабенко Дмитро (1 курс); ФММ - Слободенюк Алiна
(1 курс); ФЕЛ - Нго Ван Мао (2 курс); ММIФ - Огiєнко Олексiй (2 курс); ФМФ
- Шумило Володимир (1 курс); РТФ - Во Зуй Фук (1 курс).

Цей збiрник мiстить також задачi олiмпiад для школярiв, якi проводились
в технiчному лiцеї НТУУ «КПI» осiнню 2008 р. та на фiзико-математичному
факультетi НТУУ «КПI» в квiтнi 2009 р.

Це видання продовжує серiю збiрникiв олiмпiадних задач з математики [1–6].
Такi збiрники будуть корисними при роботi математичних гурткiв, для студен-
тiв i школярiв, якi цiкавляться математикою.
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1. Студентська олiмпiада НТУУ "КПI"
з математики 2009 року

Умови задач

Перший курс

Задача 1.1. Знайти всi натуральнi числа вiд 1 до 10000, якi мають рiвно 6

дiльникiв, серед яких є 7 та 41.
Задача 1.2. Троє студентiв на парi грають в таку гру. Перший називає до-

вiльне натуральне число m, другий — натуральне число n, а третiй записує
якусь матрицю A з m рядками та n стовпцями. Пiсля цього гравцi обчислюють
визначник detATA. Якщо його значення виходить вiд’ємним, то виграє перший
гравець, якщо нульовим — то другий, якщо ж додатним — то третiй. Пiд яким
номером грати краще за все? Чому?

Задача 1.3. У воронку в формi параболоїду z = x2+y2 кинули кулю радiуса
R. Знайти координати центру кулi пiсля падiння та закiнчення коливань.

Задача 1.4. Знайти область визначення i побудувати графiк функцiї

f(x) = lim
n→∞

4x

π
arctg

(x+ 5 +
√
5)n(x+ 5−

√
5)n

4n
.

Задача 1.5. Позначимо через σ(q) суму цифр натурального числа q.

а) Довести, що для кожного q0 ∈ N iснує границя

L(q0) = lim
n→∞

σ(σ(. . . σ(
︸ ︷︷ ︸

n разiв

q0) . . .));

б) Знайти L(q0) для q0 = 2009!

Задача 1.6. Знайти всi такi неперервнi функцiї f, g, h : R → R, що для будь-
яких x, y ∈ R виконується рiвнiсть f(x+ y) = g(x)h(y).

Задача 1.7. Довести, що для всiх x > 0, p > 1 справедлива нерiвнiсть

ln(1 + xp) <
(p− 1)x
p
√
p− 1

.

Задача 1.8. Для фiксованого p > 0 покладемо

fp(x, y) =
p
√

|x|p + |y|p, (x, y) ∈ R
2.

Визначити мiнiмальне значення функцiї fp(x, y), коли точка (x, y) пробiгає овал

Ламе x4 + y4 = 1.

Задача 1.9. Знайти iнтеграл
∞∫

0

x2009 dx

x4021 + x4020 + x+ 1
.
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Старшi курси

Задача 1.10. Знайти середнє геометричне всiх дiльникiв числа

1 · (1 + 3) · (1 + 3 + 5) · . . . · (1 + 3 + 5 + . . .+ 2009).

Задача 1.11. Див. 1.3.

Задача 1.12. Позначимо через σ(q) суму цифр натурального числа q.

а) Див. 1.5.а);

б) Знайти L(q0) для q0 = 20092009.

Задача 1.13. Знайти всi такi неперервнi функцiї f, g, h : R → R, що для
будь-яких x, y ∈ R виконується рiвнiсть

f(sin2 x+ cos2 y) = g(cos2 x)h(sin2 y).

Задача 1.14. Нагадаємо, що подвiйний факторiал n!! натурального числа n
визначається формулою

n!! =

{

1 · 3 · . . . · n, якщо число n — непарне,

2 · 4 · . . . · n, якщо число n — парне,

i за домовленiстю 0!! = 1. Покладемо

S(x) =
∞∑

n=0

xn

n!!
, x ∈ R.

Знайти lim
x→+∞

e−
x2

2 S(x).

Задача 1.15. Див. 1.8.
Задача 1.16. Див. 1.9.

Задача 1.17. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвняння

x2y′′ − xy′ + y = ln x.

Задача 1.18. Випадковi величини {ξn, n = 1, . . . , 2009} — незалежнi й одна-
ково розподiленi за законом

P{ξi = 1} = P{ξi = 2} = P{ξi = 3} =
1

3
, i = 1, . . . , 2009.

Знайти ймовiрнiсть подiї

A =

{

1

2009
(ξ1 + . . .+ ξ2009) >

2009
1
ξ1
+ . . .+ 1

ξ2009

}

.
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Вiдповiдi та розв’язки

1.1. Добре вiдомо, що кожне натуральне число N > 1 може бути зображено
у виглядi

N = pα1

1 · pα2

2 · . . . · pαn

n ,

причому кiлькiсть його дiльникiв дорiвнює

τ(N) = (α1 + 1) · . . . · (αn + 1).

З умови задачi випливає, що

n ≥ 2, (α1 + 1) · . . . · (αn + 1) = 6,

звiдки n = 2, α1 = 1, α2 = 2, p1 = 7, p2 = 41 або ж n = 2, α1 = 1, α2 = 2,
p1 = 41, p2 = 7. В першому випадку одержуємо N = 7 · 412 = 11767 (що бiльше
за 10000), в другому маємо N = 41 · 72 = 2009.

Вiдповiдь: таке число є лише одне — це 2009.

1.2. Ключовим для розв’язку є таке

Твердження. Якщо m<n, то detATA = 0.

Доведемо його. Матриця ATA має розмiрнiсть n× n. Однак

rangATA ≤ rangA ≤ m < n.

Тому ATA має неповний ранг, тобто detAAT = 0.
Тепер стає зрозумiлою тактика.

Вiдповiдь: краще за все грати пiд другим номером — вiн завжди може за-
безпечити собi виграш, обравши число n бiльше за m.

1.3. Розглянемо перерiз параболоїда i кулi (в усталеному станi) якоюсь радi-
альною площиною (наприклад, XOZ). В залежностi вiд радiуса кулi можливi
два випадки, наведенi на рис. 1а та 1б.

S

T

θ

A
(

x, x2
)

B
(

0, x2
)

C
(

0, x2 + 1

2

)

α

-2 -1 0 1 2
0

1

2

3

4

Рис. 1а. Взаємне розташування

параболоїда та кулi, перерiз площиною XOZ.

Перший випадок.

C (0, R)

-2 -1 0 1 2
0

1

2

3

4

Рис. 1б. Взаємне розташування

параболоїда та кулi, перерiз площиною XOZ.

Другий випадок.
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Розглянемо перший випадок. В точцi дотику A
(
x, x2

)
параболи z = x2 та

кола проведемо дотичну ST , кутовий коефiцiєнт tg θ якої, очевидно, дорiвнює
2x. Зважаючи на те, що ∠CAT = 90◦, одержимо ctgα = 2x (див. рис. 1а). То-
му |AB|

|BC| = 2x, i |BC| = 1
2
. Таким чином, центр кола точка C має координати

(
0, x2 + 1

2

)
. Для знаходження величини x залишилося застосувати до трику-

тника ABC теорему Пiфагора: x2 = R2 −
(
1
2

)2
. Тому точка C має координати

(
0, R2 + 1

4

)
.

При R = 1
2

виходить R2 + 1
4
= R. Це свiдчить про те, що при R < 1

2
ми маємо

випадок, зображений на рис. 1б, i тому C(0, R).

Вiдповiдь: xC = 0, yC = 0, zC =

{

R, R < 1/2,

R2 + 1/4, R ≥ 1/2.

1.4. Функцiю f можна переписати в такому виглядi:

f(x) = lim
n→∞

4x

π
arctg

((x

2

)2

+ 5
(x

2

)

+ 5

)n

.

Розв’язавши вiдповiднi квадратнi нерiвностi, легко перевiрити, що

(x

2

)2

+ 5
(x

2

)

+ 5







∈ (−∞,−1] при x ∈ [−6,−4],

∈ (−1, 1) при x ∈ (−8,−6) ∪ (−4,−2),

= 1 при x = −8, x = −2,

∈ (1,+∞) при x ∈ (−∞,−8) ∪ (−2,+∞).

Тепер, враховуючи спiввiдношення

lim
n→∞

αn







не iснує (послiдовнiсть осцилює) при α ∈ (−∞,−1],

= 0 при α ∈ (−1, 1),

= 1 при α = 1,

= +∞ при α ∈ (1,+∞),

i поведiнку функцiї arctg, остаточно маємо:

f(x)







не iснує при x ∈ [−6,−4],

= 0 при x ∈ (−8,−6) ∪ (−4,−2),

= x при x = −8, x = −2,

= 2x при x ∈ (−∞,−8) ∪ (−2,+∞).
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2
4
6
8

-2
-4
-6
-8

-10
-12
-14
-16
-18
-20

1 2 3 4-1-2-3-4-5-6-7-8-9-10

Рис. 2. Графiк функцiї f(x)

Вiдповiдь: Df = (−∞,−6)∪ (−4,+∞); графiк функцiї зображено на рис.2.

1.5.

а) Нехай десятковий розклад числа q має вигляд kmkm−1 . . . k1, тобто

q = 10mkm + 10m−1km−1 + . . .+ 10k2 + k1. (∗)

Тодi
σ(q) = km + km−1 + . . .+ k2 + k1. (∗∗)

Звiдси видно, що σ(q) < q при q ≥ 10. Тому границя L(q0) iснує та нале-
жить множинi {1, 2, . . . , 9}.

б) Будемо позначати через kmod l остачу вiд дiлення натурального числа k

на натуральне число l. Для вiдповiдi на питання б) ключовим є таке

Твердження. L(q0) =

{

q0mod9 при q0mod 9 6= 0,

9 при q0mod 9 = 0.

Дiйсно, з формул (∗) та (∗∗) маємо

q − σ(q) = 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
m− 1 раз

km + 99 . . . 9︸ ︷︷ ︸
m− 2 рази

km−1 + . . .+ 9k2
... 9.

Тому q0 ≡ σ(q0) ≡ σ(σ(q0)) ≡ . . . ≡ L(q0) mod 9.

Тепер, враховуючи нерiвнiсть 1 ≤ L(q0) ≤ 9, одержуємо потрiбне твердже-
ння.

Очевидно, 2009!
... 9. Застосовуючи доведене твердження L(2009!) = 9.

Вiдповiдь: б) 9.

1.6. Розглянемо спочатку найпростiший випадок: f ≡ 0. Оскiльки функцiї
g та h в правiй частинi рiвняння мають незалежнi мiж собою аргументи, то з
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необхiднiстю одна з них тотожно дорiвнює нулевi, а iнша є довiльною неперерв-
ною функцiєю.

Нехай тепер f 6≡ 0. Покладаючи в рiвняннi x = 0, одержуємо

f(y) = g(0)h(y).

Якщо g(0) = 0, то ми приходимо до вже розглянутого випадку f ≡ 0. Тому,
позначаючи C1 = g−1(0), маємо

h(y) = C1f(y). (∗)

Аналогiчно, покладаючи y = 0 та C2 = h−1(0), одержуємо

g(x) = C2f(x). (∗∗)

Пiдставляючи тепер (∗) i (∗∗) в початкове рiвняння, маємо

f(x+ y) = C1C2f(x)f(y),

звiдки, пiсля замiни w(·) = C1C2f(·), остаточно одержимо:

w(x+ y) = w(x)w(y). (∗∗∗)

Добре вiдомо, що всi не тотожно нульовi неперервнi розв’язки рiвняння (∗∗∗)
мають вигляд w(x) = ekx, де k — деяка дiйсна константа1. Тому мають мiсце
формули

f(x) = C−1
1 C−1

2 ekx,

g(x) = C2f(x) = C−1
1 ekx,

h(x) = C1f(x) = C−1
2 ekx.

Покладаючи для зручностi a = C−1
1 , b = C−1

2 , одержуємо таку
Вiдповiдь: є такi розв’язки рiвняння:

а) f ≡ g ≡ 0, h — довiльна неперервна функцiя;

б) f ≡ h ≡ 0, g — довiльна неперервна функцiя;

в) f(x) = abekx, g(x) = aekx, h(x) = bekx, де a, b ∈ R \ {0}, k ∈ R.

1.7. Покладемо f(x) = ln(1 + xp), x ≥ 0. Тодi

f ′(x) =
pxp−1

1 + xp
,

f ′′(x) =
pxp−2

(1 + xp)2
· (p− 1− xp) .

1 За допомогою логарифмування рiвняння (∗∗∗) зводиться до класичного функцiонального рiвняння Кошi
p(x+ y) = p(x) + p(y), яке у класi неперервних функцiй має лише лiнiйнi розв’язки.
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Оскiльки f ′′(x) > 0 при x ∈ (0, p
√
p− 1) i f ′′(x) < 0 при x ∈ ( p

√
p− 1,+∞), то

f ′
max = f ′

(
p
√

p− 1
)

= (p− 1)
p−1

p =
p− 1
p
√
p− 1

.

Тому

f(x) =

x∫

0

f ′(t) dt <

x∫

0

f ′
max dt =

(p− 1)x
p
√
p− 1

, x > 0.

1.8. Вигляд овала Ламе 4-го степеня наведений на рис. 3.

-1 0 1
-1

0

1

Рис. 3. Овал Ламе 4-го степеня

В силу симетрiї достатньо розв’язати задачу для чвертi овала, яка розташова-
на в першому квадрантi. Ця чверть, очевидно, допускає таку параметризацiю:

{

x(t) =
√
cos t,

y(t) =
√
sin t,

t ∈
[

0,
π

2

)

.

Значення fp(x, y) на цiй дузi приймає вигляд

fp(t) =
p
√

cos
p
2 t+ sin

p
2 t. (∗)

В силу монотонностi функцiї p
√
x при x ≥ 0, достатньо знайти мiнiмальне зна-

чення функцiї f̃p(t) = cos
p
2 t+ sin

p
2 t на промiжку t ∈

[
0, π2
)
.

Безпосереднiм диференцiюванням знаходимо

f̃ ′
p(t) =

p

2
sin t cos t

(

cos
p−4

2 t− sin
p−4

2 t
)

.

При p ∈ (0, 4) похiдна f̃ ′
p(t) додатна при t ∈

(
0, π4
)

i вiд’ємна при t ∈
(
π
4 ,

π
2

)
.

При p = 4 похiдна f̃ ′
p(t) дорiвнює 0 при всiх t.

При p ∈ (4,∞) похiдна f̃ ′
p(t) вiд’ємна при t ∈

[
0, π4
)

i додатна при t ∈
(
π
4 ,

π
2

)
.

Звiдси (i зважаючи на симетричнiсть функцiї f̃p(t) вiдносно t0 =
π
4 ) маємо

tmin =







0, p ∈ (0, 4),

будь-яка точка вiдрiзку
[
0, π2
)
, p = 0,

π
4 , p ∈ (4,∞).
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Пiдставляючи такi значення tmin в формулу (∗), одержимо таку

Вiдповiдь: 1 при p ∈ (0, 4] та 21/p−1/4 при p ∈ (4,∞).

1.9. Зробивши в iнтегралi замiну змiнної y = 1
x , одержимо:

I =

∞∫

0

x2009 dx

x4021 + x4020 + x+ 1
=

=

∞∫

0

dy

y2011 (y−4021 + y−4020 + y−1 + 1)
=

∞∫

0

y2010 dy

y4021 + y4020 + y + 1
.

Тому

2I =

∞∫

0

(
x2009 + x2010

)
dx

x4021 + x4020 + x+ 1
=

∞∫

0

x2009 dx

x4020 + 1
=

1

2010
arctg x2010

∣
∣
∣
∣

∞

0

=
π

4020
.

Звiдси одержуємо

Вiдповiдь: π
8040

.

1.10. Ключовим для розв’язку є таке

Твердження. Середнє геометричне всiх дiльникiв натурального числа N
дорiвнює

√
N .

Для його доведення позначимо через d1, . . . , dn всi дiльники числа N , впоряд-
кованi за зростанням. Ясно, що для всiх i = 1, . . . , n виконується спiввiдноше-
ння didn+1−i = N . Тому

(d1 . . . dn)
2 = (d1dn) · (d2dn−1) · . . . · (d1dn) = Nn,

звiдки n
√
d1 . . . dn =

√
N .

Зокрема, в нашому випадку маємо:

n
√

d1 . . . dn =
√

1 · (1 + 3) · (1 + 3 + 5) · . . . · (1 + 3 + 5 + . . .+ 2009) =

=
√
12 · 22 · . . . · 10052 = 1005!

Вiдповiдь: 1005!

1.11. Див. розв’язок 1.3.
1.12.

а) див. в розв’язку 1.5.
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б) Застосуємо твердження доведене в 1.5. Знайдемо остачу вiд дiлення числа
20092009 на 9. Оскiльки 2009 ≡ 2 mod 9, то 20092009 ≡ 22009 mod 9. Далi,
оскiльки 26 = 64 ≡ 1 mod 9, а 2004

... 6, то 22009 ≡ 22009−2004 ≡ 32 mod 9.
Отже, шукана остача дорiвнює 5, i L

(
20092009

)
= 5.

Вiдповiдь: 5.

1.13. Одразу зауважимо, що умова задачi не накладає жодних обмежень
на поведiнку функцiй f , g, h поза вiдрiзком [0, 1]. Тому достатньо знайти такi
функцiї на цьому вiдрiзку, а потiм у будь-який спосiб неперервно продовжити
їх на R. Далi ми будемо завжди неявно припускати, що область визначення всiх
функцiй — вiдрiзок [0, 1].

Розглянемо спочатку найпростiший випадок: f ≡ 0. Оскiльки функцiї g та h
в правiй частинi рiвняння мають незалежнi мiж собою аргументи, то з необхi-
днiстю одна з них тотожно дорiвнює нулевi, а iнша є довiльною неперервною
функцiєю.

Нехай тепер f 6≡ 0. Покладаючи в рiвняннi x = 0, одержуємо

f(cos2 y) = g(1)h(sin2 y).

Якщо g(1) = 0, то ми приходимо до вже розглянутого випадку f ≡ 0. Тому,
позначаючи C1 = g−1(1), маємо

h(sin2 y) = C1f(cos
2 y). (∗)

Аналогiчно, покладаючи y = π
2

та C2 = h−1(1), одержуємо

g(cos2 x) = C2f(sin
2 x). (∗∗)

Пiдставляючи тепер (∗) i (∗∗) в початкове рiвняння, маємо

f(sin2 x+ cos2 y) = C1C2f(sin
2 x)f(cos2 y),

звiдки, пiсля замiни s = sin2 x, t = cos2 y, w(·) = C1C2f(·), остаточно одержимо:

w(s+ t) = w(s)w(t). (∗∗∗)

Добре вiдомо, що всi не тотожно нульовi неперервнi розв’язки рiвняння (∗∗∗)
мають вигляд w(t) = ekt, де k — деяка дiйсна константа2. Тому мають мiсце
формули

f(t) = C−1
1 C−1

2 ekt,

g(t) = C2f(1− t) = C−1
1 ek−kt,

h(t) = C1f(1− t) = C−1
2 ek−kt.

Покладаючи для зручностi a = C−1
1 , b = C−1

2 , одержуємо таку

2 За допомогою логарифмування рiвняння (∗∗∗) зводиться до класичного функцiонального рiвняння Кошi
p(x+ y) = p(x) + p(y), яке у класi неперервних функцiй має лише лiнiйнi розв’язки.
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Вiдповiдь: на вiдрiзку [0, 1] є такi розв’язки:

а) f ≡ g ≡ 0, h — довiльна неперервна функцiя;

б) f ≡ h ≡ 0, g — довiльна неперервна функцiя;

в) f(t) = abekt, g(t) = aek−kt, h(t) = bek−kt, де a, b ∈ R \ {0}, k ∈ R.

Всi розв’язки на R можна одержати неперервним продовженням цих функцiй
на (−∞, 0) та (1,+∞).

1.14. В першу чергу покажемо, що областью збiжностi ряду є вся дiйсна
вiсь R. Для цього запишемо цей ряд у виглядi суми двох — за парними та за
непарними степенями x:

∞∑

n=0

xn

n!!
=

∞∑

n=0

x2n

(2n)!!
+

∞∑

n=0

x2n+1

(2n+ 1)!!
.

Обидва ряди справа збiгаються на R за ознакою Д’Аламбера, оскiльки

lim
n→∞

x2n+2/(2n+ 2)!!

x2n/(2n)!!
= lim

n→∞
x2n+3/(2n+ 3)!!

x2n+1/(2n+ 1)!!
= 0 незалежно вiд значення x.

Знайдемо тепер аналiтичний вираз для суми S(x) цього ряду. Оскiльки сте-
пеневий ряд можна почленно диференцiювати на всiй областi збiжностi, маємо:

S ′(x) =

(

1 + x+

∞∑

n=2

xn

n!!

)′

= 1+

∞∑

n=2

nxn−1

n!!
= 1+

∞∑

m=0

xm+1

m!!
= 1+xS(x), x ∈ R.

Для знаходження суми S(x) залишилося розв’язати лiнiйне диференцiальне
рiвняння першого порядку S ′ = Sx + 1. Скористаємося методом варiацiї ста-
лої. Вiдповiдне однорiдне лiнiйне рiвняння S ′ = Sx має загальний розв’язок
S = Kex

2/2. Вважаючи K функцiєю вiд x, маємо S ′ = K ′ex
2/2 + Kxex

2/2. Пiд-
ставляючи тепер все це в початкове рiвняння, одержимо

K ′ex
2/2 = 1,

звiдки

K =

∫

e−x2/2 dx =

x∫

0

e−t2/2 dt+ C.

Тому

S(x) = ex
2/2

x∫

0

e−t2/2 dt+ Cex
2/2.
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Враховуючи очевидну початкову умову S(0) = 1, маємо C = 1,

S(x) = ex
2/2

x∫

0

e−t2/2 dt+ex
2/2, i lim

x→+∞
e−x2/2S(x) =

∞∫

0

e−t2/2 dt+1 =

√
π

2
+1.

Вiдповiдь:
√

π
2 .

1.15. Див. розв’язок 1.8.

1.16. Див. розв’язок 1.9.
1.17. Рiвняння можна переписати у виглядi (y′ + xy)′ = x2. Тому

y′ + xy =
x3

3
+ C. (∗)

Для розв’язання цього лiнiйного диференцiального рiвняння першого поряд-
ку скористаємося методом варiацiї сталої. Вiдповiдне однорiдне лiнiйне рiвня-
ння y′ + xy = 0 має загальний розв’язок y = Ke−x2/2. Вважаючи K функцiєю
вiд x, маємо

y′ = K ′e−
x2

2 −Kxe−
x2

2 .

Пiдставляючи тепер все це в рiвняння (∗), одержимо

K ′e−
x2

2 =
x3

3
+ C,

звiдки

K =

∫ (
x3

3
+ C

)

e
x2

2 dx =
x2 − 2

3
e

x2

2 + C

∫

e
x2

2 dx =
x2 − 2

3
e

x2

2 +C

x∫

0

e
t2

2 dt+D.

Тому загальний розв’язок рiвняння має вигляд

y = Ke−
x2

2 =
x2 − 2

3
+ Ce−

x2

2

x∫

0

e
t2

2 dt+De−
x2

2 . (∗∗)

Знайдемо, за яких значень C i D справджуються вказанi початковi умови.
З формули (∗∗) маємо

y′(x) =
2x

3
− Cxe−

x2

2

x∫

0

e
t2

2 dt−Dxe−
x2

2 + C. (∗∗∗)

Тепер з (∗∗) i (∗∗∗) знаходимо

y(0) = −2

3
+D = 0 ⇐⇒ D =

2

3
,

y′(0) = C = 0.
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Пiдставляючи цi значення в формулу (∗∗), одержуємо

Вiдповiдь: y(x) = x2−2
3 + 2

3e
−x2/2.

1.18. Нагадаємо, що для будь яких n ∈ N та x1, . . . , xn > 0 має мiсце нерiв-

нiсть про середнє арифметичне та середнє гармонiчне

x1 + . . .+ xn

n
≥ n

1
x1

+ . . .+ 1
xn

,

знак рiвностi в якiй досягається лише при x1 = x2 = . . . = xn. Тому

P{A} = P

{

1

2009
(ξ1 + . . .+ ξ2009) ≥

2009
1
ξ1
+ . . .+ 1

ξ2009

}

−

− P

{

1

2009
(ξ1 + . . .+ ξ2009) =

2009
1
ξ1
+ . . .+ 1

ξ2009

}

=

= 1− P

{

1

2009
(ξ1 + . . .+ ξ2009) =

2009
1
ξ1
+ . . .+ 1

ξ2009

}

=

= 1− P {ξ1 = ξ2 = . . . = ξ2009} = 1−
3∑

i=1

P {ξ1 = ξ2 = . . . = ξ2009 = i} =

= 1−
3∑

i=1

2009∏

j=1

P {ξj = i} = 1− 3

(
1

3

)2009

= 1−
(
1

3

)2008

.

Вiдповiдь: 1−
(
1

3

)2008

.
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2. Деякi задачi факультетського туру
студентської олiмпiади НТУУ “КПI”

Умови задач

Задача 2.1. Для яких тривимiрних векторiв ~a та ~b виконується рiвнiсть

|~a+~b| = |~a−~b|?
Задача 2.2. Дослiдити на екстремум функцiю

f(x) =

(

1 +
x

1!
+ · · ·+ x2008

2008!

)

e−x, x ∈ R.

Задача 2.3. Розв’язати систему лiнiйних рiвнянь в залежностi вiд параметра
λ: 





x− y + z + t = 2,

2x− y + z − t = 1,

3x− 2y + 2z = 3,

λx− 2t = −1.

Задача 2.4. Визначити, скiльки дiльникiв має число 10!.
Задача 2.5. Чи iснують квадратнi матрицi A, B такi, що

AB −BA = E? (∗)

Задача 2.6. Знайти lim
n→∞

xn, де xn =
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ · · ·+ 1√
n2 + n+ 1

.

Задача 2.7. Довести, що для всiх x ∈ R має мiсце нерiвнiсть ex+e−x ≤ 2e
x2

2 .

Задача 2.8. Яке диференцiальне рiвняння 1-го порядку справджує функцiя

f(x) = ex
2

x∫

0

e−t2dt, x ∈ R?

З якою початковою умовою?

Задача 2.9. Знайти суму ряду
∞∑

n=1

n2

2n
.

Задача 2.10. Розкласти функцiю

f(x) =
q sinx

1− 2q cosx + q2
, |q| > 1,

в ряд Фур’є на iнтервалi (−π, π).

Задача 2.11. Довести нерiвнiсть
x

x+ 1
< ln(x+ 1), при x > 0.
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Задача 2.12. Числова послiдовнiсть {xn, n ≥ 1} мiстить лише додатнi члени

та задовольняє умову lim
n→∞

xn+1

xn
= 2008. Знайти lim

n→∞
n
√
xn.

Задача 2.13. Не обчислюючи визначникiв, довести, що для будь-яких
x, y, z ∈ R

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 x y z

x 0 z y
y z 0 x
z y x 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 1 1 1

1 0 z2 y2

1 z2 0 x2

1 y2 x2 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Задача 2.14. Довести, що функцiя

f(x) =
∞∑

n=1

cos2 nx

n(n+ 1)

неперервна i обчислити
2π∫

0

f(x)dx.

Задача 2.15. Знайти 2011 степiнь матрицi J =

(
0 1
−1 0

)

.

Задача 2.16. Знайти lim
n→∞

n
√
3n + n2n.

Задача 2.17. Обчислити

D =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x1 + 1 x2 + 2 x3 + 3 x4 + 4
x2 + 2 x3 + 3 x4 + 4 x1 + 1

x3 + 3 x4 + 4 x1 + 1 x2 + 2
x4 + 4 x1 + 1 x2 + 2 x3 + 3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

де xi, i = 1, . . . , 4, — розв’язки рiвняння x4 +10x3+100x2+ 1000x+10000 = 0.

Задача 2.18. Описати та намалювати геометричне мiсце таких точок (x, y)

координатної площини R
2, що ∀α ∈ R

∣
∣
∣
∣

x− cosα x+ sinα
y − sinα y − cosα

∣
∣
∣
∣
> 0.

Задача 2.19. Знайдiть множину усiх точок площини, якi задовольняють рiв-
няння
√

x2 + y2 +
√

(x− 3)2 + y2 +
√

(x− 6)2 + (y − 8)2 +
√

x2 + (y − 4)2 = 15.

Задача 2.20. Знайти найменшу вiдстань мiж площиною x + y + z + 3 = 0 i
поверхнею z = x2 + y2.

Задача 2.21. Знайти область визначення та побудувати графiк функцiї

f(x) = lim
n→∞

ln(xn + 2n + 1)

n
.
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Вiдповiдi та розв’язки

2.1. З рiвностi

〈~a,~a〉+ 〈~b,~b〉+ 2〈~a,~b〉 = 〈~a +~b,~a+~b〉 = |~a+~b|2 = |~a−~b|2 =
= 〈~a−~b,~a−~b〉 = 〈~a,~a〉+ 〈~b,~b〉 − 2〈~a,~b〉

маємо: 〈~a,~b〉 = 0.

Вiдповiдь: Для ортогональних векторiв.

2.2. Безпосереднiм диференцiюванням легко впевнитися, що

f ′(x) = −x2008e−x

2008!
, x ∈ R.

Звiдси випливає, що функцiя f монотонно спадає на всiй дiйснiй осi.

Вiдповiдь: Функцiя спадає на всiй дiйснiй осi, а отже не має точок екстре-
муму.

2.3. Запишемо розширену матрицю системи та зведемо її до схiдчастої фор-
ми:

A =







1 −1 1 1 2
2 −1 1 −1 1

3 −2 2 0 3
λ 0 0 −2 −1







∼





1 −1 1 1 2
0 1 −1 −3 −3
0 0 0 2λ− 2 λ− 1



 .

Звiдси видно, що rankA = 2 при λ = 1 i rankA = 3 при λ 6= 1. Опис розв’язкiв
легко одержати за допомогою оберненого ходу методу Гаусса. При λ = 1 маємо
(x, y, z, t) = (2c2− 1, c1+3c2− 3, c1, c2), c1, c2 ∈ R, а при λ 6= 1 — (0, c1− 3

2, c1,
1
2),

c1 ∈ R.

Вiдповiдь: (x, y, z, t) =

{
(2c2 − 1, c1 + 3c2 − 3, c1, c2), c1, c2 ∈ R, λ = 1,
(0, c1 − 3

2
, c1,

1
2
), c1 ∈ R, λ 6= 1.

2.4. Розкладемо число 10! на простi множники:

10! = 2 · 3 · 22 · 5 · (2 · 3) · 7 · 23 · 32 · (2 · 5) = 28 · 34 · 52 · 7.
Тодi будь-який дiльник числа 10! має вигляд 2k1 ·3k2 ·5k3 ·7k4, де k1 ⊂ {0, 1, ..., 8},
k2 ⊂ {0, 1, ..., 4}, k3 ⊂ {0, 1, 2}, k4 ⊂ {0, 1}. Тодi загальна кiлькiсть дiльникiв
визначається (за правилом множення), як C1

9 · C1
5 · C1

3 · C1
2 = 9 · 5 · 3 · 2 = 270.

Вiдповiдь: 270.

2.5. Уведемо в розгляд слiд матрицi — суму її дiагональних елементiв: trA =
n∑

i=1

aii. Безпосередньо перевiряються двi властивостi слiду:
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i) tr(A± B) = trA± trB,

ii) trAB = trBA.

Неможливiсть спiввiдношення (∗) випливає тепер з ланцюга рiвностей

0 = trAB − trAB = trAB − trBA = tr(AB −BA) = trE = n,

де n — порядок матриць A, B, E.

Вiдповiдь: Нi.

2.6. Для будь-якого n ∈ N справедливi нерiвностi

yn =
n+ 1√

n2 + n+ 1
≤ xn ≤ n+ 1√

n2 + 1
= zn.

Оскiльки lim
n→∞

yn = lim
n→∞

zn = 1, то за теоремою про три послiдовностi lim
n→∞

xn = 1.

Вiдповiдь: 1.

2.7. Розкладемо лiву та праву частини нерiвностi в степеневий ряд:

ex + e−x =

∞∑

n=0

2x2n

(2n)!
, 2e

x2

2 =

∞∑

n=0

2x2n

2nn!
, x ∈ R.

Враховуючи нерiвнiсть (2n)! ≥ (2n)!! = 2nn!, одержуємо потрiбне.
2.8. Формула розв’язку лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвняння

1-го порядку y′ + p(x)y = q(x) має вигляд:

y = e−
∫
p(x) dx

(

C +

∫

q(x)e
∫
p(t)dtdx

)

.

Тому в якостi p(x) потрiбно взяти −2x, в якостi q(x) — константу 1 i покласти
C = 0. Тодi початковою умовою буде y(0) = 0.

Вiдповiдь: y′ − 2xy = 1, y(0) = 0.

2.9. Можливi рiзнi способи розв’язання задачi. Наведемо лише один з них.
Розглянемо функцiональну послiдовнiсть {fn, n ≥ 1}, де fn(x) = 2−nx, x ∈ R.

Безпосереднiм диференцiюванням одержуємо, що для n ≥ 1

f ′
n(x) = −n ln 2 · 2−nx, f ′′

n(x) = n2 ln2 2 · 2−nx, x ∈ R.

За ознакою Вейерштрасса ряди
∞∑

n=1
fn(x),

∞∑

n=1
f ′
n(x),

∞∑

n=1
f ′′
n(x) збiгаються рiвно-

мiрно в околi x = 1. Тому в цьому околi

ln2 2 · 2x(2x + 1)

(2x − 1)3
=

(
1

2x − 1

)′′
=

( ∞∑

n=1

fn(x)

)′′

=

∞∑

n=1

f ′′
n(x) = ln2 2 ·

∞∑

n=1

n22−nx.
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Пiдставляючи сюди значення x = 1, одержуємо рiвнiсть
∞∑

n=1

n2

2n
= 6.

Вiдповiдь: 6.

2.10. Використовуючи формули Ейлера, запишемо функцiю f в такому ви-
глядi:

f(x) = −iq

2

eix − e−ix

q2 − q(eix + e−ix) + 1
=

i

2

(
q−1e−ix

1− q−1e−ix
− q−1eix

1− q−1eix

)

.

Тепер за формулою для суми нескiнченно спадної геометричної прогресiї, маємо
далi:

f(x) =
∞∑

n=1

sinnx

qn
.

Вiдповiдь:
∞∑

n=1

sinnx

qn
.

2.11. Розглянемо функцiю f(x) = ln(x+ 1)− x

x + 1
.Помiтимо, що

f ′(x) =
1

x+ 1
− 1

(x+ 1)2
=

x

(x+ 1)2
> 0, x > 0.

Оскiльки f(0) = 0 i функцiя при x > 0 є монотонно зростаючою, то нерiвнiсть
виконано.

2.12. Умову задачi можна переписати таким чином:

∀ε > 0 ∃M ∈ N ∀m ≥ M : 2008− ε ≤ xm+1

xm
≤ 2008 + ε.

Тому при n > m

n
√
xn = n

√(

xm · xm+1

xm
· . . . · xn

xn−1

)

= n
√
xm · Fm,n,

де n
√
xm → 1 при n → ∞, а Fm,n задовольняє нерiвнiсть

(2008− ε)(n−m)/n ≤ Fm,n ≤ (2008 + ε)(n−m)/n.

Звiдси
2008− ε ≤ lim

n→∞
n
√
xn ≤ lim

n→∞
n
√
xn ≤ 2008 + ε.

Покладаючи тут ε → 0, одержуємо lim
n→∞

n
√
xn = 2008.

Вiдповiдь: 2008.
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2.13. Нехай x, y, z 6= 0. Тодi
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 x y z
x 0 z y

y z 0 x
z y x 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

домножуємо 2-ий, 3-iй та
4-ий рядки вiдповiдно на
yz, xz та xy

=
1

xyz

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 x y z
xyz 0 yz2 y2z

xyz xz2 0 x2z
xyz xy2 x2y 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=

виносимо з 1-го, 2-го, 3-
го та 4-го стовпцiв вiдпо-
вiдно xyz, x, y та z)

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 1 1 1
1 0 z2 y2

1 z2 0 x2

1 y2 x2 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

2.14. З ознаки Вейерштрасса випливає, що ряд збiгається рiвномiрно. Тому
функцiя f є неперервною на R, а сам ряд можна iнтегрувати почленно. Звiдси
одержуємо, що

2π∫

0

f(x) dx =
∞∑

n=1

2π∫

0

cos2 nx

n(n+ 1)
dx = π

∞∑

n=1

1

n(n+ 1)
= π.

Вiдповiдь: π.

2.15. Розглянемо першi степенi

J2 =

(
−1 0
0 −1

)

= −E, J3 = −J, J4 = E, J5 = J.

Методом математичної iндукцiї легко показати, що

J4k+1 = J, J4k+2 = −E, J4k+3 = −J, J4k+4 = E, k = 0, 1, 2, ... .

Оскiльки 2011 = 502 · 4 + 3, тодi J2011 = −J .

Вiдповiдь:

(
0 −1
1 0

)

.

2.16.

lim
n→∞

n
√
3n + n2n = 3 lim

n→∞
n

√

1 + n

(
2

3

)n

= 3

оскiльки 1 ≤ n

√

1 + n
(
2
3

)n ≤ n
√
1 + n →

n→∞
1.

Вiдповiдь: 3.

2.17. Оскiльки xi, i = 1, . . . , 4, — розв’язки рiвняння записаного вище, то за
теоремою Вiєта x1 + x2 + x3 + x4 = −10.
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У визначнику додамо до першого стовпця другий, третiй та четвертий, отри-
маємо

D =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

x1 + x2 + x3 + x4 + 10 x2 + 2 x3 + 3 x4 + 4

x1 + x2 + x3 + x4 + 10 x3 + 3 x4 + 4 x1 + 1
x1 + x2 + x3 + x4 + 10 x4 + 4 x1 + 1 x2 + 2

x1 + x2 + x3 + x4 + 10 x1 + 1 x2 + 2 x3 + 3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 x2 + 2 x3 + 3 x4 + 4

0 x3 + 3 x4 + 4 x1 + 1
0 x4 + 4 x1 + 1 x2 + 2

0 x1 + 1 x2 + 2 x3 + 3

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0.

Вiдповiдь: 0.

2.18. Наведемо лише один з рiзних можливих розв’язкiв задачi. Перепишемо
умову таким чином:

∀α ∈ R

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x− cosα x− cos(α+ π
2
) 0

y − sinα y − sin(α+ π
2 ) 0

0 0 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

> 0. (∗)

Разом з точкою G(x; y) з шуканого ГМТ розглянемо двi точки одиничного
кола — Aα(cosα; sinα) та Bα

(
cos(α+ π

2 ); sin(α+ π
2 )
)
. З нерiвностi (∗) випливає,

що вектори
−−→
GAα,

−−→
GBα,

−→
k утворюють лiву трiйку векторiв у просторi для будь

якого α ∈ R, iнакше кажучи, кут ∠AαGBα завжди є додатним. Це означає,
що точка (x; y) лежить по той же (лiвий!) бiк вiд прямої AαBα, що й точка
O — початок координат. Таким чином, шукане геометричне мiсце точок G є
перетином вигляду

G =
⋂

α∈R
Pα,

де Pα — напiвплощина, що обмежується прямою AαBα та мiстить початок ко-
ординат. Легко бачити, що G є (вiдкритим) кругом, що дотикається до всiх
прямих AαBα, тобто кругом x2 + y2 < 1

2 .

Вiдповiдь: x2 + y2 < 1
2

(
вiдкритий круг з центром в точцi O(0; 0) i радiусом

1√
2

)
.

2.19. Якщо точка належить цьому ГМТ, то, виходячи з рiвняння, це означає,
що сума вiдстаней вiд неї до точок A(0; 0), B(3; 0), C(6; 8), D(0; 4) дорiвнює
15. Але можна помiтити, що AC = 10, BD = 5. Це означає, що єдина точка
цього ГМТ це точка перетину прямих, що мiстять вiдрiзки AC, BD.
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Рiвняння цих прямих:

AC : y =
4

3
x, BD : y = −4

3
x+ 4.

Їх точку перетину легко знайти: її координати

(
3

2
; 2

)

.

Вiдповiдь:

(
3

2
; 2

)

.

2.20. Розглянемо точку на параболоїдi з координати M0(x0, y0, x
2
0+y20). Тодi

вiдстань вiд цiєї точки до площини

d(M0) =
|x0 + y0 + x2

0 + y20 + 3|√
3

=
(x0 +

1
2
)2 + (y0 +

1
2
)2 + 2.5√

3
.

Тодi найкоротша вiдстань буде при x0 = −1
2 , y0 = −1

2 . Таким чином найкоротша
вiдстань буде 2.5√

3

Вiдповiдь:
2.5√
3
.

2.21. Для x ∈ (−∞,−2) при великих n пiд знаком логарифму стоїть вiд’ємне
число, а при x = −2 границi не iснує (пiдпослiдовнiсть з парними n прямує до
ln 2, а з непарними — до 0). При x ∈ (−2, 2)

f(x) = lim
n→∞

ln
(
2n
[(

x
2

)n
+ 1 + 1

2n

])

n
= ln 2 + lim

n→∞
ln
((

x
2

)n
+ 1 + 1

2n

)

n
= ln 2.

Якщо ж x ∈ [2,+∞), то

f(x) = lim
n→∞

ln
(
xn
[
1 +

(
2
x

)n
+ 1

xn

])

n
= ln x+ lim

n→∞
ln
(
1 +

(
2
x

)n
+ 1

xn

)

n
= lnx.

Вiдповiдь: Df = (−2,+∞), f(x) =

{

ln 2, x ∈ (−2, 2),

lnx, x ∈ [2,+∞).
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3. II етап Всеукраїнської студентської олiмпiади
з математики серед студентiв вищих навчальних
закладiв технiчного, економiчного та аграрного

профiлiв (Севастополь, 2008 р.)

II етап Всеукраїнської студентської олiмпiади у м. Севастополi проводився
у трьох категорiях:

– Категорiя "М": до цiєї категорiї вiдносили студентiв, якi навчаються за
спецiальностями, що потребують поглибленого вивчення математики;

– Категорiя "Т": до цiєї категорiї вiдносили студентiв технiчних спецiаль-
ностей;

– Категорiя "С": до цiєї категорiї вiдносили студентiв, якi навчаються за
економiчними та аграрними спецiальностями.

В цьому роздiлi подано завдання всiх категорiй олiмпiади 2008 р. з розв’яз-
ками.

Умови задач

Категорiя "М"

Задача 3.1. Яким умовам мають задовольняти дiйснi числа
a1, a2, a3, b1, b2, b3, c, щоб система лiнiйних рiвнянь







−a3x2 + a2x3 = b1,
a3x1 − a1x3 = b2,

−a2x1 + a1x2 = b3,
a1x1 + a2x2 + a3x3 = c

була несумiсною?
Задача 3.2. На всiх сторонах опуклого n-кутника A1A2...An зовнi побудовано

правильнi трикутники A1A2Bn, A2A3B1, A3A4B2, ..., AnA1Bn−1. Довести, що
~A1B1 + ~A2B2 + ...+ ~AnBn = ~0.
Задача 3.3. Дано параболи y = x2 й y = x2+m (m > 0). В якому вiдношеннi

хорда першої параболи, що дотикається до другої параболи, подiляється точкою
дотику?

Задача 3.4. Послiдовнiсть {an}, n ∈ N, задано за допомогою рекурентної

формули: a1 = a, a2 = b, an = 5an−1 − 4an−2, n ≥ 3. Знайти lim
n→∞

an
4n

.

Задача 3.5. Знайти всi функцiї f : R → R, якi при будь-яких дiйсних x, y

задовольняють рiвняння f(x) · f(y)− f(xy) = xy + x+ y − 1.

Задача 3.6. Функцiя f(x) задовольняє умови: f(1) = 1, f ′(x) =
1

x2 + f 2(x)
,

∀x ≥ 1. Довести, що iснує lim
x→∞

f(x) i що ця границя не бiльше, нiж 1 +
π

4
.
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Задача 3.7. Функцiя y = f(x) визначена на вiдрiзку [0, 1] i у кожнiй то-
чцi цього вiдрiзка має першу та другу похiднi. Вiдомо, що f(0) = f(1) = 0
i |f ′′(x)| ≤ 1 ∀x ∈ [0, 1]. Яке найбiльше значення може набувати максимум
функцiї f(x) для всiх можливих функцiй, що задовольняють цi умови?

Задача 3.8. Знайти невласний iнтеграл

+∞∫

0

(
1

1 + xα
− 1

1 + xβ

)
1

x
dx

, де α, β ∈ R, αβ > 0.
Задача 3.9. Нехай многочлен Pn(x) степеня n з дiйсними коефiцiєнтами при

всiх дiйсних значеннях x набуває лише додатнiх значень. Довести, що много-
член Pn(x) можна подати у виглядi суми квадратiв двох многочленiв.

Задача 3.10. Розв’язати диференцiальне рiвняння
2

3
xyy′ =

√

x6 − y4 + y2.

Категорiя "Т"

Задача 3.11. Яким умовам мають задовольняти дiйснi числа
a1, a2, a3, b1, b2, b3, c, щоб система лiнiйних рiвнянь







−a3x2 + a2x3 = b1,
a3x1 − a1x3 = b2,
−a2x1 + a1x2 = b3,

a1x1 + a2x2 + a3x3 = c

мала безлiч розв’язкiв?
Задача 3.12. На всiх сторонах опуклого шестикутника A1A2...A6 зовнi побу-

довано правильнi трикутники A1A2B6, A2A3B1, A3A4B2, ..., A6A1B5. Довести,
що ~A1B1 + ~A2B2 + ...+ ~A6B6 = ~0.

Задача 3.13. Дано параболи y = x2 й y = x2 + 1. Довести, що хорда пер-
шої параболи, що дотикається до другої параболи, подiляється точкою дотику
навпiл?

Задача 3.14. Послiдовнiсть {an}, n ∈ N, задано за допомогою рекурентної

формули: a1 = a, a2 = b, an = 4an−1 − 3an−2, n ≥ 3. Знайти lim
n→∞

an
3n

.

Задача 3.15. Знайти всi функцiї f : R → R, якi при будь-яких дiйсних
x, y, z задовольняють рiвняння

f(x) · f(y) · f(z)− f(xyz) = xy + xz + yz + x+ y + z.

Задача 3.16. Див. 3.6.
Задача 3.17. Функцiя y = f(x) визначена на вiдрiзку [0, 1] i у кожнiй то-

чцi цього вiдрiзка має першу та другу похiднi. Вiдомо, що f(0) = f(1) = 0 i
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|f ′′(x)| ≤ 1 ∀x ∈ [0, 1]. Довести, що найбiльше значення, яке може набути ма-
ксимум функцiї f(x) для всiх можливих функцiй, що задовольняють цi умови,

дорiвнює
1

8
.

Задача 3.18. Знайти невласний iнтеграл

+∞∫

0

(
1

1 + xα
− 1

1 + xβ

)
1

x
dx

, де α, β ∈ R, α > 0, β > 0.
Задача 3.19. Див. 3.9.
Задача 3.20. Два тiла нагрiли до 100oC, а потiм помiстили в середовище,

температура якого пiдтримується постiйною i дорiвнює 0oC. Через 10 хвилин
пiсля початку охолодження тiл температура першого знизилася до 80oC, а тем-
пература другого – до 64oC. Через скiльки хвилин вiд початку охолодження
тiл температура одного з них буде на 25oC бiльше, нiж температура iншого,
якщо швидкiсть змiни температури тiла пропорцiйна рiзницi температур тiла
й навколишнього середовища?

Категорiя "С"

Задача 3.21. Яким умовам мають задовольняти дiйснi числа
a1, a2, a3, b1, b2, b3, c, щоб система лiнiйних рiвнянь







−a3x2 + a2x3 = b1,
a3x1 − a1x3 = b2,

−a2x1 + a1x2 = b3,
a1x1 + a2x2 + a3x3 = c

мала єдиний розв’язок?
Задача 3.22. На всiх сторонах опуклого трикутника ABC зовнi побудовано

правильнi трикутники ABC1, BCA1, CAB1. Довести, що ~A1A1+ ~BB1+ ~CC1 =
~0.

Задача 3.23. Довести, що вiдрiзок будь-якої дотичної до рiвнобiчної гiпер-
боли, який лежить мiж її асимптотами, дiлиться точкою дотику навпiл.

Задача 3.24. Послiдовнiсть {an}, n ∈ N, задано за допомогою рекурентної

формули: a1 = a, a2 = b, an = 3an−1 − 2an−2, n ≥ 3. Знайти lim
n→∞

an
2n

.

Задача 3.25. Знайти всi функцiї f : R → R, якi при будь-яких дiйсних
x, y, z задовольняють рiвняння f (x− f(y)) = 1− x− y.

Задача 3.26. Якi числовi значення може набувати lim
x→∞

(
x+ a2

x+ b2

)x

, якщо

4a2 + b2 + 2b ≤ 3, a, b ∈ R?
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Задача 3.27. Вiдомо, що функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [0, 1], дифе-
ренцiйовна в промiжку (0, 1), f(0) = 4, f(1) = 2, f ′(x) ≥ −2 ∀x ∈ [0, 1]. Знайти
функцiю f(x) i довести, що iнших функцiй, якi задовольняють умови задачi,
не iснує.

Задача 3.28. Довести, що

+∞∫

0

(
1

1 + xα
− 1

1 + xβ

)
1

x
dx = 0,

де α, β ∈ R, α > 0, β > 0.
Задача 3.29. Знайти найменше значення функцiї

f(x) =

1∫

−1

∣
∣ 3
√
u− x

∣
∣ du, x ∈ R

.
Задача 3.30. Двоє робiтникiв виготовили понад 29 однакових деталей. Кiль-

кiсть деталей, виготовлених першим робiтником, що зменшена на 2, буде бiльше
нiж у 3 рази перевищувати кiлькiсть деталей, виготовлених другим робiтником.
Потроєна кiлькiсть деталей, виготовлених першим робiтником, перевищує по-
двоєну кiлькiсть деталей, виготовлених другим робiтником, але менше, нiж на
60. Скiльки деталей виготовив кожен робiтник?

Вiдповiдi та розв’язки

3.1. Введемо позначення:

A =







0 −a3 a2
a3 0 −a1
−a2 a1 0

a1 a2 a3







, A =







0 −a3 a2 b1
a3 0 −a1 b2
−a2 a1 0 b3
a1 a2 a3 c







.

Тут A i A - матриця й розширена матриця даної лiнiйної системи вiдповiдно.
Обчислимо всi мiнори 3-го порядку матрицi A:

∆
(3)
1 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 −a3 a2
a3 0 −a1
−a2 a1 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0, ∆
(3)
2 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 −a3 a2
a3 0 −a1
a1 a2 a3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= a3
(
a21 + a22 + a23

)
,

∆
(3)
3 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 −a3 a2
−a2 a1 0
a1 a2 a3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −a2
(
a21 + a22 + a23

)
,
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∆
(3)
4 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a3 0 −a1
−a2 a1 0
a1 a2 a3

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= a1
(
a21 + a22 + a23

)
.

Крiм того визначник розширеної матрицi даної лiнiйної системи:

∆ =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 a3 a2 b1
a3 0 −a1 b2
−a2 a1 0 b3
a1 a2 a3 c

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= − (a1b1 + a2b2 + a3b3)
(
a21 + a22 + a23

)
.

Розглянемо два випадки.
1). Нехай a1 = a2 = a3 = 0, тобто a21 + a22 + a23 = 0. Тодi, якщо всi числа

b1 , b2 , b3 , c дорiвнюють нулю, то дана система є сумiсною i невизначеною (тобто
має безлiч розв’язкiв).

Якщо ж хоча б одне iз чисел b1 , b2 , b3 , c вiдмiнно вiд нуля, тобто виконується
умова b21 + b22 + b23 + c2 6= 0, то система є несумiсною .

2). Нехай a21 + a22 + a23 6= 0, тобто хоча б одне iз чисел a1 , a2 , a3 вiдмiнно вiд
нуля. Тодi хоча б один з мiнорiв ∆

(3)
2 ,∆

(3)
3 ,∆

(3)
4 вiдмiнний вiд нуля. Це означає,

що ранг матрицi A дорiвнює 3. Якщо при цьому виконується умова

a1b1 + a2b2 + a3b3 = 0,

то ранг розширеної матрицi A також дорiвнює 3, а тому згiдно з теоремою
Кронекера-Капелли дана система є сумiсною. Оскiльки число невiдомих дорiв-
нює рангу матрицi A, то дана сумiсна система є визначеною, тобто має єдиний
розв’язок.

Якщо ж a1b1+a2b2+a3b3 6= 0, то ранг розширеної матрицi A дорiвнює 4, тобто
не дорiвнює рангу матрицi A, а це означає, що дана система є несумiсною.

Таким чином, якщо a21+ a22 + a23 = 0 й b21+ b22+ b23+ c2 6= 0 або a21 + a22 + a23 6= 0
й a1b1 + a2b2 + a3b3 6= 0, то вихiдна система лiнiйних рiвнянь є несумiсною.

Вiдповiдь: a21 + a22 + a23 = 0 й b21 + b22 + b23 + c2 6= 0 або
a21 + a22 + a23 6= 0 й a1b1 + a2b2 + a3b3 6= 0.

3.2. Подамо вектори A1B1, A2B2, ..., AnBn у виглядi суми двох векторiв:

A1B1 = A1A2 +A2B1, A2B2 = A2A3 + A3B2, ..., AnBn = AnA1 + A1Bn.

Тодi

A1B1 + A2B2 + ...+ AnBn =
(
A1A2 + A2A3 + ...+AnA1

)
+

+
(
A1Bn + A2B1 + ...+ AnBn−1

)
= A1Bn +A2B1 + ...+AnBn−1.
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Якщо кожний з векторiв A1Bn, A2B1, ..., AnBn−1 повернути на 60o навколо його
початку, то вони будуть збiгатися вiдповiдно з векторами A1A2, A2A3, ..., AnA1,
сума яких дорiвнює O. При цьому вектор, який дорiвнює сумi векторiв
A1Bn, A2B1, ..., AnBn−1, також повернеться на 60o, а його модуль не змiни-
ться. Тому й

A1Bn + A2B1 + ...+ AnBn−1 = O,

а це означає, що й A1B1 + A2B2 + ...+ AnBn = O, що й треба було довести.

3.3. Нехай хорда першої параболи дотикається до другої параболи в точцi
(x0, y0), де y0 = x2

0+m. Рiвняння цiєї дотичної має вигляд y = x2
0+m+2x0(x−x0)

або пiсля перетворення: y = 2x0x− x2
0+m. Точки перетину дотичної з першою

параболою (тобто кiнцi хорди) визначаються системою рiвнянь
{

y = 2x0x− x2
0 +m

y = x2 .

Виключивши iз цiєї системи y, дiстанемо квадратне рiвняння x2−2x0x+x2
0−m =

0, яке задовольняють абсциси x1 i x2 кiнцiв хорди першої параболи. Розв’язуючи
квадратне рiвняння, знаходимо: x1 = x0−

√
m, x2 = x0+

√
m. Звiдси x0 =

x1+x2

2 ,
а це й означає, що хорда першої параболи, що дотикається до другої параболи,
подiляється точкою дотику навпiл.

Вiдповiдь: у вiдношеннi 1:1.

3.4.
Перший спосiб. З умови задачi випливає, що

a3 = 5a2 − 4a1 = 5b− 4a,

a4 = 5a3 − 4a2 = 5(5b− 4a)− 4b = 21b− 20a,

a5 = 5a4 − 4a3 = 5(21b− 20a)− 4(5b− 4a) = 85b− 84a . . .

або
a3 = (1 + 4) b− 4a,

a4 =
(
1 + 4 + 42

)
b−

(
4 + 42

)
a,

a5 =
(
1 + 4 + 42 + 43

)
b−

(
4 + 42 + 43

)
a . . .

Припустимо, що an = (1+ 4+ 42+ ...+4n−2)b− (4+ 42+ ...+4n−2)a. Викори-
стовуючи формулу для суми n перших членiв геометричної прогресiї, дiстаємо
формулу an = 4n b−a

12 + 4a−b
3 , яку неважко довести за допомогою метода матема-

тичної iндукцiї.
Таким чином, lim

n→∞
an
4n = b−a

12 .
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Другий спосiб. Рекурентну формулу an = 5an−1 − 4an−2, тобто an =

(4 + 1) an−1 − (4 · 1) an−2, можна записати у виглядi an − 4an−1 = an−1 − 4an−2

або у виглядi an − an−1 = 4(an−1 − an−2) . Звiдси випливає, що
{

an − 4an−1 = b− 4a,

an − an−1 = 4n−2(b− a) .

Виключаючи iз цiєї системи an−1, дiстаємо: an = 4n b−a
12

+4a−b
3

. Тому lim
n→∞

an
4n

= b−a
12

.

Вiдповiдь:
b− a

12
.

3.5. Пiдставляючи x = y = 1 в дане функцiональне рiвняння, дiстаємо

(f (1))2 − f (1) = 2.

Це рiвняння має два дiйсних коренi f (1) = 2 або f (1) = −1. Покладаючи
y = 1 у функцiональному рiвняннi, маємо f (x) · f (1) − f (x) = x + x + 1 − 1

або f (x) · (f (1)− 1) = 2x.
Якщо f (1) = 2, то f (x) = 2x.
Якщо f (1) = −1, то f (x) = −x.
Перевiрка показує, що жодна знайдена функцiя не задовольняє вихiдне фун-

кцiональне рiвняння, отже це рiвняння не має розв’язкiв.

Вiдповiдь: таких функцiй не iснує.

3.6. З умови задачi випливає , що f ′ (x) > 0 ∀x > 1, а це означає, що
функцiя f (x) зростає на промiжку (1; +∞). Крiм того, з умови задачi також

випливає, що f (x) =
x∫

1

dx

x2 + f 2 (x)
+ 1 ∀x ≥ 1. А це означає, що f (x) <

+∞∫

1

dx

x2 + 1
+ 1 = π

4 + 1, оскiльки f(x) ≥ 1 ∀x ∈ R .

Таким чином, функцiя f (x) є зростаючою i обмеженою зверху числом 1+ π
4
, а

це означає, що згiдно з теоремою Вейєрштраса f (x) має при x → +∞ скiнчену
границю i ця границя не бiльше, нiж 1 + π

4 , що й треба було довести.

3.7.

Перший спосiб. Неважко перевiрити, що функцiя g (x) = 0, 5x (1− x) задо-
вольняє всi умови задачi. Ця функцiя набуває найбiльше значення, яке дорiвнює
1
8 , у точцi x = 1

2 . Припустимо, що знайдеться iнша функцiя f (x), що задоволь-
няє всi умови задачi й така, що f (a) > 1

8 , де a ∈ (0; 1).

Розглянемо функцiю h (x) = f (x)− f(a)
g(a)g (x). Очевидно, що h (0) = 0, h (1) =

0, h (a) = 0. Крiм того, h′′ (x) = f ′′ (x)+ f(a)
g(a) > 0, тому що |f ′′ (x)| ≤ 1, а f(a)

g(a) > 1.
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Це означає, що функцiя h′ (x) є строго зростаючою. Однак згiдно з теоремою
Ролля ∃x1 ∈ (0; a) i ∃x2 ∈ (a; 1) такi, що h′ (x1) = h′ (x2) = 0. Прийшли до
протирiччя. Отже не iснує функцiї, що задовольняє всi умови задачi i такий,
що її найбiльше значення перевищує 1

8 .
Таким чином, найбiльше значення, що може набувати максимум функцiї f (x)

для всiх можливих функцiй, якi задовольняють умови задачi, дорiвнює 1
8 .

Другий спосiб. Нехай найбiльше значення функцiя f(x) набуває в точцi x =
a ∈ (0; 1), тодi f ′ (a) = 0.

Використовуючи формулу Тейлора другого порядку, дiстаємо
f (x) = f (a) + f ′(a)

1!
(x− a) + f ′′(ξ)

2!
(x− a)2, де ξ ∈ [a; x] (ξ ∈ [x; a]), x ∈ [0; 1].

Оскiльки f ′ (a) = 0, то

f (x) = f (a) +
f ′′ (ξ)

2!
(x− a)2 . (∗)

Розглянемо 2 випадки.
1) Нехай 0 < a < 1

2 .

Пiдставляючи x = 0 у формулу (∗), дiстаємо 0 = f (a) + f ′′(ξ0)
2 a2, звiдки

f (a) = −f ′′(ξ0)
2 a2, ξ0 ∈ [0; a]. Таким чином, |f (a)| = |f ′′(ξ0)|

2 a2 ≤ 1
8 .

2) Нехай 1
2 ≤ a < 1.

Пiдставляючи x = 1 у формулу (∗), дiстаємо 0 = f (a) + f ′′(ξ1)
2 (1− a)2, звiдки

f (a) = −f ′′(ξ1)
2 (1− a)2, ξ1 ∈ [a; 1]. Таким чином, |f (a)| = |f ′′(ξ1)|

2 |1− a|2 ≤ 1
8 .

Отримуємо, що в обох випадках f (a) ≤ 1
8 , а це означає, що max

x∈[0;1]
f (x) ≤ 1

8 .

Неважко перевiрити, що функцiя f (x) = 0, 5x (1− x) задовольняє всi умови
задачi i набуває найбiльше значення, яке дорiвнює 1

8
, у точцi x = 1

2
.

Отже, найбiльше значення, що може набувати максимум функцiї f (x) для
всiх функцiй, якi задовольняють умови задачi, дорiвнює 1

8 .

Вiдповiдь: 1
8
.

3.8.
Перший спосiб. Перетворимо пiдiнтегральну функцiю даного iнтеграла:
(

1

1 + xα
− 1

1 + xβ

)
1

x
=

1

(1 + xα) x
− 1

(1 + xβ)x
=

=
1

x
− xα−1

1 + xα
−
(
1

x
− xβ−1

1 + xβ

)

=
xβ−1

1 + xβ
− xα−1

1 + xα
.

Тому для довiльного x > 0

∫ (
1

1 + xα
− 1

1 + xβ

)
1

x
dx =

∫ (
xβ−1

1 + xβ
− xα−1

1 + xα

)

dx =
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=
1

β
ln
(
1 + xβ

)
− 1

α
ln (1 + xα) + C = ln

(
1 + xβ

) 1

β

(1 + xα)
1

α

+ C.

Отже,

+∞∫

0

(
1

1 + xα
− 1

1 + xβ

)
1

x
dx = lim

x→+∞
ln

(
1 + xβ

) 1

β

(1 + xα)
1

α

− lim
x→+0

ln

(
1 + xβ

) 1

β

(1 + xα)
1

α

.

Якщо α > 0 i β > 0, то

lim
x→+0

ln

(
1 + xβ

) 1

β

(1 + xα)
1

α

= 0 i lim
x→+∞

ln

(
1 + xβ

) 1

β

(1 + xα)
1

α

= lim
x→+∞

ln
x
(
1 + x−β

) 1

β

x (1 + x−α)
1

α

= 0.

Аналогiчно, якщо α < 0 i β < 0, то

lim
x→+∞

ln

(
1 + xβ

) 1

β

(1 + xα)
1

α

= 0 i lim
x→+0

ln

(
1 + xβ

) 1

β

(1 + xα)
1

α

= lim
x→+0

ln
x
(
1 + x−β

) 1

β

x (1 + x−α)
1

α

= 0.

Таким чином, якщо αβ > 0, то
+∞∫

0

(
1

1+xα − 1
1+xβ

)
1
xdx = 0.

Другий спосiб.

+∞∫

0

(
1

1 + xα
− 1

1 + xβ

)
1

x
dx =

+∞∫

0

(
xβ − xα

)
dx

(1 + xα) (1 + xβ) x

=

1∫

0

(
xβ − xα

)
dx

(1 + xα) (1 + xβ) x
+

+∞∫

1

(
xβ − xα

)
dx

(1 + xα) (1 + xβ)x
.

1∫

0

(
xβ − xα

)
dx

(1 + xα) (1 + xβ)x
=

∣
∣
∣
∣

x = 1
t ,

dx = − 1
t2dt

∣
∣
∣
∣
=

+∞∫

1

(
1
tβ − 1

tα

)
1
t2dt(

1 + 1
tα

) (
1 + 1

tβ

)
1
t

=

+∞∫

1

(
tα − tβ

)
dt

(1 + tα) (1 + tβ) t
−

+∞∫

1

(
tβ − tα

)
dt

(1 + tα) (1 + tβ) t
,⇒

⇒
+∞∫

0

(
1

1 + xα
− 1

1 + xβ

)
1

x
dx = 0.

Зауважимо, що невласний iнтеграл I =
1∫

0

(xβ−xα)dx
(1+xα)(1+xβ)x

є збiжним.

Дiйсно, якщо α = β, то I = 0.

33



Якщо α 6= β, то при α > 0, β > 0 маємо
(xβ−xα)

(1+xα)(1+xβ)x
= O

(
1

x1−γ

)
при x → +0,

де γ = min (α, β).

Аналогiчно, при α < 0, β < 0 маємо
(xβ−xα)

(1+xα)(1+xβ)x
= O

(
1

x1−γ

)
при x → +0, де

γ = min (−α,−β).

Вiдповiдь: 0.

3.9. З умови задачi випливає, що Pn (x) - многочлен парного степеня (n = 2k),
коефiцiєнт при старшому степенi бiльше за 0 ( можна вважати, що вiн дорiвнює
1) i що всi коренi многочлена Pn(x) комплексно спряженi: x1 i x1, x2 i x2, . . . ,
xk и. xk. Отже, многочлен Pn(x) можна подати у виглядi:

Pn(x) = (x− x1)(x− x2)...(x− xk)(x− x1)(x− x2)...(x− xk).

Добуток перших k множникiв є многочлен степеня k. Цей многочлен є компле-
ксно спряженим до многочлена степеня k, що дорiвнює добутку останнiх k мно-
жникiв, тобто Pn(x) = (Q(x) + iR(x)) (Q(x)− iR(x)) або Pn(x) = Q2(x)+R2(x),
що й треба було довести.

3.10. Нехай x > 0. Зробимо замiну змiнних y = ux
3

2 , де u = u(x) . Отримаємо
рiвняння

2

3
xuu′ =

√

1− u4,

яке є рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними. Тодi легко отримати, що розв’я-
зок має вигляд arcsin y2

x3 = lnCx3, де C > 0. Окрiм того, рiвняння буде мати
особливий розв’язок u2 = 1, якому вiдповiдає розв’язок y2 = x3 вихiдного рiв-
няння.

Оскiльки при замiнi x на (−x) дане диференцiальне рiвняння не змiнюється,
то його загальний розв’язок буде мати наступний вигляд.

Вiдповiдь: arcsin y2

|x|3 = lnC |x|3, y2 = |x|3, де C > 0.

3.11. Див. розв’язок 3.1.

Вiдповiдь: a1 = a2 = a3 = b1 = b2 = b3 = c = 0..

3.12. Див. розв’язок 3.2.

3.13. Див. розв’язок 3.3.

3.14. Аналогiчно до розв’язку 3.4.

Вiдповiдь:
b− a

6
.

3.15. Пiдставляючи x = y = z = 1 в дане функцiональне рiвняння, дiстаємо

(f (1))3 − f (1) = 6.
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Це рiвняння має єдиний дiйсний корiнь f (1) = 2. Покладаючи y = z = 1 у
функцiональному рiвняннi, маємо f (x) ·f (1) ·f (1)−f (x) = x+x+1+x+1+1,
звiдки, з урахуванням рiвностi f (1) = 2 , дiстаємо f (x) = x+ 1.

Перевiрка показує, що функцiя f (x) = x + 1 задовольняє вихiдне функцiо-
нальне рiвняння, а тому є єдиним його розв’язком.

Вiдповiдь: f (x) = x+ 1.

3.16. Див. розв’язок 3.6.

3.17. Див. розв’язок 3.7.

3.18. Див. розв’язок 3.8.

Вiдповiдь: 0.

3.19. Див. розв’язок 3.9.

3.20. Нехай T (t) 0C– температура тiла, що охолоджується, яка залежiть вiд
часу t. Тодi згiдно з умовою задачi функцiя T (t) задовольняє диференцiальне
рiвняння T ′ (t) = −kT (t), де коефiцiєнт пропорцiйностi k > 0. Iнтегруючи це
рiвняння при початковiй умовi T (0) = 100, дiстаємо , що температура першого
тiла змiнюється за законом T1 (t) = 100e−k1t, а температура другого тiла за ана-
логiчним законом T2 (t) = 100e−k2t. При t = 10 вiдповiдно маємо: 80 = 100e−10k1

i 64 = 100e−10k2, звiдки T1 (t) = 100 (0, 8)
t
10 i T2 (t) = 100 (0, 64)

t
10 . Тепер склада-

ємо рiвняння: T1 (t)−T2 (t) = 25, яке вiдносно (0, 8)
t
10 зводиться до квадратного:

(

(0, 8)
t
10

)2

−(0, 8)
t
10+0, 25 = 0. Розв’язуючи це рiвняння, знаходимо t = 10 ln(0,5)

ln(0,8)
.

Вiдповiдь: через 10 ln(0,5)
ln(0,8) хвилин.

3.21. Див. розв’язок 3.1.

Вiдповiдь: a21 + a22 + a23 6= 0 й a1b1 + a2b2 + a3b3 = 0..

3.22. Див. розв’язок 3.2.

3.23. Виберемо прямокутну декартову систему координат Oxy так, щоб осi
Ox й Oy були асимптотами рiвнобiчної гiперболи, а вiтки гiперболи розташову-
валися в першому i третьому квадрантах. Тодi рiвняння рiвнобiчної гiперболи
буде мати вигляд y = 1

x
. Складемо рiвняння дотичної до гiперболи в довiльнiй

точцi C
(

x0,
1
x0

)

, що належить гiперболi: y = 1
x0

− 1
x2
0

(x− x0) або y = 2
x0

− 1
x2
0

x.

Нехай x1 i x2- абсциси точок перетину дотичної з осями координат Oy i Ox

(асимптотами гiперболи) вiдповiдно. Тодi x1 = 0, x2 = 2x0. Тому x0 =
x1+x2

2 , а
це означає, що вiдрiзок будь-якої дотичної до рiвнобiчної гiперболи, який ле-
жить мiж її асимптотами, подiляється точкою дотику навпiл, що й треба було
довести.
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3.24. Аналогiчно до розв’язку 3.4.

Вiдповiдь:
b− a

2
.

3.25. Якщо у функцiональне рiвняння пiдставити x = f (y), то дiстанемо
рiвняння f (0) = 1 − f (y) − y або f (y) = 1 − f (0) − y. Покладаючи в цьому
рiвняннi y = 0, дiстаємо f (0) = 1− f (0), тобто f (0) = 1

2 . Отже, f (y) = 1
2 − y,

тобто f (x) = 1
2 − x ∀x ∈ R.

Перевiрка показує, що функцiя f (x) = 1
2 − x задовольняє умову задачi.

Вiдповiдь: f (x) = 1
2 − x ∀x ∈ R.

3.26. lim
x→∞

(
x+ a2

x+ b2

)x

= lim
x→∞

(
x+ b2 + (a2 − b2)

x+ b2

)x

=

= lim
x→∞





(

1 +
a2 − b2

x+ b2

) x+b2

a2−b2





x(a2−b2)
x+b2

= ea
2−b2.

З нерiвностi 4a2 + b2 + 2b ≤ 3, a, b ∈ R випливає, що a2 + (b+1)
2

4
≤ 1.

Знайдемо найбiльше й найменше значення функцiї f (a, b) = a2 − b2 в обла-

стi G =
{

(a, b) : a2 + (b+1)
2

4
≤ 1
}

. Усерединi областi G iснує єдина стацiонарна

точка a = 0, b = 0, причому f (0, 0) = 0. На границi Γ областi G маємо

a2 = 1 − (b+1)2

4
, отже f (a, b) |(a,b)∈Γ = ϕ (b) = 1 − (b+1)2

4
− b2, де b ∈ [−3, 1] .

Функцiя ϕ (b) на вiдрiзку [−3, 1] набуває найменше значення в точцi b = −3:
ϕ (−3) = −9, а найбiльше значення - у єдинiй стацiонарнiй точцi b = −1

5 :
ϕ
(
−1

5

)
= 4

5 . Отже найбiльше значення функцiї f (a, b) = a2 − b2 в областi G
дорiвнює 4

5 , а найменше значення дорiвнює −9. Оскiльки функцiя f (a, b) непе-
рервна в областi G, то вона набуває всi значення вiд −9 до 4

5 включно. Тому

величина ea
2−b2 (тобто lim

x→∞

(
x+a2

x+b2

)x

) може набувати будь-яке значення iз вiдрiз-

ку
[

e−9, e
4

5

]

.

Вiдповiдь: будь-яке значення з вiдрiзку
[

e−9, e
4

5 ]

3.27. Неважко перевiрити, що лiнiйна функцiя f (x) = −2x+ 4 задовольняє
всi умови задачi. Нехай g (x)- будь-яка iнша функцiя, що задовольняє всi умови
задачi. Розглянемо функцiю h (x) = g (x) − f (x). Функцiя h (x) задовольняє
умови h (0) = 0, h (1) = 0. Крiм того, h′ (x) = g′ (x)+2 ≥ 0, тому що g′ (x) ≥ −2.
Отже, функцiя h (x) є неспадною на вiдрiзку [0; 1], а на кiнцях цього вiдрiзка
набуває однаковi значення :h (0) = h (1) = 0 . Тому h (x) = 0 ∀x ∈ [0; 1],
тобто g (x) = f (x) ∀x ∈ [0; 1].
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Таким чином, всi умови задачi задовольняє тiльки лiнiйна функцiя f (x) =

−2x+ 4.

Вiдповiдь: f (x) = −2x+ 4.

3.28. Див. розв’язок 3.8.

3.29. Знайдемо функцiю f (x).

1). Якщо x ≤ −1, то f (x) =
1∫

−1

( 3
√
u− x) du = −2x.

2). Якщо x ≥ 1, то f (x) =
1∫

−1

(x− 3
√
u) du = 2x.

3). Якщо −1 ≤ x ≤ 1, то f (x) =
x3
∫

−1

(x− 3
√
u) du +

1∫

−x3

( 3
√
u− x) du = 1

2x
4+ 3

2 .

Таким чином, найменше значення функцiї f (x) дорiвнює 3
2 : f (0) = 3

2(
f (x) > 3

2 ∀x 6= 0
)
.

Вiдповiдь: 3
2 .

3.30. Нехай x i y - кiлькiсть деталей, яка виготовлена першим i другим робi-
тниками вiдповiдно. Тодi цiлi невiд’ємнi невiдомi x i y задовольняють систему
нерiвностей:







x+ y > 29,
x− 2 > 3y,

3x > 2y,
3x− 2y < 60.

З цiєї системи послiдовно маємо:






x > 29− y,

x > 3y + 2,
x > 2

3y,

x < 20 + 2
3y,

⇒
{

29− y < 20 + 2
3y,

3y + 2 < 20 + 2
3y,

⇔
{

5
3y > 9,
7
3y < 18,

⇔
[
y = 6,
y = 7,

оскiльки y-

цiла змiнна.
Якщо y = 6, то вихiдна система нерiвностей не має цiлих розв’язкiв .
Якщо y = 7, то вихiдна система нерiвностей має єдине цiлий розв’язок: x = 24.

Вiдповiдь: 24 i 7.
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4. II етап Всеукраїнської студентської олiмпiади
з математики серед студентiв вищих навчальних
закладiв технiчного, економiчного та аграрного

профiлiв (Севастополь, 2009 р.)

В цьому пунктi подано завдання олiмпiади 2009 р.

Умови задач

Категорiя "М"

Задача 4.1. Обчислити визначник ∆n = |aij|, де

aij =







0 при j = n+ 1− i,

b при j < n+ 1− i,
a при j > n+ 1− i,

1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Задача 4.2. Вектори ~a1, ~a2, ..., ~an n- вимiрного лiнiйного простору лiнiй-

но незалежнi. Довести, що вектори ~bi =
n∑

j=1

(~ai · ~aj) ~aj , i = 1, 2, ..., n, також

лiнiйно незалежнi.
Задача 4.3. Довести, що крива ~r =

{

e
t√
2 cos t, e

t√
2 sin t, e

t√
2

}

лежить на ко-

нусi x2 + y2 = z2. Пiд яким кутом вона перетинає його прямолiнiйнi твiрнi?
Задача 4.4. Не використовуючи таблиць i калькулятора, порiвняти числа

20102009 · 20082008 i 20092009 · 20092008.

Задача 4.5. Знайти кiлькiсть упорядкованих наборiв (A1, A2, ..., Am) множин,
що задовольняють умови:

1) A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ Am = {1, 2, ..., n};
2) A1 ∩ A2 ∩ ... ∩ Am = ∅, де m, n ∈ N, m ≥ 2.

Задача 4.6. Нехай f (x) – многочлен степеня n з дiйсними коефiцiєнтами,
який має n дiйсних коренiв (не обов’язково рiзних). Довести, що для довiльного
x ∈ R виконується нерiвнiсть

f (x) · f ′′ (x) ≤ (f ′ (x))2 .

Задача 4.7. Знайти суму числового ряда

1

2!
+

2

3!
+

3

4!
+ ...+

n

(n+ 1)!
+ ... .
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Задача 4.8. Обчислити iнтеграл

1∫

0

ln (x+ 1)

1 + x2
dx.

Задача 4.9. Розв’язати систему диференцiальних рiвнянь :

dx

x (z − y)
=

dy

y (y − x)
=

dz

y2 − xz
.

Задача 4.10. Знайти всi диференцiйовнi функцiї f : (0; +∞) → (0; +∞),
якi задовольняють рiвняння

f ′
(a

x

)

=
x

f (x)
, де a > 0.

Категорiя "Т"

Задача 4.11. Обчислити визначник ∆n = |aij|, де

aij =







0 при j = i,
a при j < i,
b при j > i,

1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Задача 4.12. Вектори ~a1, ~a2, ~a3 не компланарнi. Довести, що вектори ~bi =
3∑

j=1

(~ai · ~aj) ~aj, i = 1, 2, 3, також не компланарнi.

Задача 4.13. Пряма перетинає рiвнобiчну гiперболу в точках A и B, а її
асимптоти – в точках C i D. Знайти вiдношення AC

BD .
Задача 4.14. Не використовуючи таблиць i калькулятора, довести, що

20102009 · 20082008 > 20092009 · 20092008.

Задача 4.15. Знайти кiлькiсть упорядкованих наборiв (A1, A2, A3, A4) мно-
жин, що задовольняють умови:

1) A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10};
2) A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4 = ∅.
Задача 4.16. Див. 4.6.
Задача 4.17. Знайти суму числового ряда

2

1!
− 3

2!
+

4

3!
− ...+ (−1)n+1 n+ 1

n!
+ ... .
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Задача 4.18. Обчислити iнтеграл

1∫

0

(x− 1) exdx

(x+ 1)3
.

Задача 4.19. Див. 4.9.
Задача 4.20. Знайти всi диференцiйовнi функцiї f : (0; +∞) → (0; +∞),

якi задовольняють рiвняння

f ′
(
1

x

)

=
x

f (x)
.

Категорiя "C"

Задача 4.21. Обчислити визначник ∆n = |aij|, де

aij =

{
0 при j = i,

i при j 6= i,
1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n.

Задача 4.22. Див. 4.12.
Задача 4.23. Пряма перетинає рiвнобiчну гiперболу в точках A и B, а її

асимптоти – в точках C i D. Довести, що AC = BD.
Задача 4.24. Не використовуючи таблиць i калькулятора, порiвняти числа

log2008 2009 i log2009 2010.

Задача 4.25. Знайти число упорядкованих наборiв (A1, A2, A3) множин, що
задовольняють умови:

1) A1 ∪ A2 ∪ A3 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10};
2) A1 ∩ A2 ∩ A3 = ∅.
Задача 4.26. Див. 4.6.
Задача 4.27. Знайти суму числового ряда

2

3!
− 4

5!
+

6

7!
− ...+ (−1)n+1 2n

(2n+ 1)!
+ ... .

Задача 4.28. Обчислити iнтеграл
1∫

0

xexdx

(x+ 1)2
.

Задача 4.29. Знайти iнтегральну криву рiвняння
(
2x3y2 − y

)
dx+

(
2x2y3 − x

)
dy = 0,

що проходить через точку (1; 1).
Задача 4.30. Чи iснують функцiї f (x) и g (x), якi не дорiвнюють константi

i задовольняють в деякому промiжку умовi

(f (x) · g (x))′ = f ′ (x) · g′ (x) .
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5. Шкiльна олiмпiада 2009 р.
(ФМФ НТУУ "КПI")

Задачi цього пункту пропонувалися абiтурiєнтам на олiмпiадi, якi проводив
фiзико-математичний факультет у 2009 р.

Умови задач

Задача 5.1. Знайти всi натуральнi числа вiд 1 до 10000, якi мають рiвно 6
дiльникiв, серед яких є числа 7 та 41.

Задача 5.2. Чи iснує многочлен P (x) з цiлими коефiцiєнтами такий, що чи-
слова послiдовнiсть

{

(−1)P (1), (−1)P (2), (−1)P (3), (−1)P (4), . . .
}

спiвпадає с послiдовнiстю





1, . . . , 1
︸ ︷︷ ︸

2009 разiв

,−1, 1, . . . , 1
︸ ︷︷ ︸

2009 разiв

,−1, 1, . . . , 1
︸ ︷︷ ︸

2009 разiв

, . . .






.

Задача 5.3. В параболу y = x2 вписано коло радiуса 1 так, як показано на
рисунку. Знайти рiвняння цього кола.

-2 -1 0 1 2
0

1

2

3

Задача 5.4. В числi 2009! знайшли суму цифр, потiм – суму цифр вiд неї i
т.д., поки не отримали число з однiєї цифри. Визначити це число.

Задача 5.5. У сферу радiуса R вписано два куби. Обчислити суму квадратiв
усiх вiдрiзкiв, якi сполучають вершини одного куба з вершинами iншого куба.

Задача 5.6. Нехай ABCDE є правильним п’ятикутником таким, що площа
зiрки ACEBD дорiвнює 1. Нехай AC та BE перетинаються в точцi P , а BD

та CE – в Q. Визначити площу APQD.
Задача 5.7. Розв’язати рiвняння x3 = y3 + 2y2 + 1 в цiлих числах.
Задача 5.8. Функцiя f задовольняє умови
а) |f(a)− f(b)| ≤ |a− b|, для будь-яких a, b ∈ R;
б) f(f(f(0))) = 0.
Довести, що f(0) = 0.
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Вiдповiдi та розв’язки

5.1. Див. розв’язок 1.1.
5.2. Легко бачити, що для будь-яких n ∈ Z та k ∈ N числа nk та (n + 2)k

мають однакову парнiсть. Тому однакову парнiсть будуть мати й числа P (n)
та P (n + 2), де P — многочлен з цiлими коефiцiєнтами. Це суперечить умовi
задачi, оскiльки (−1)P (2008) = 1, (−1)P (2010) = −1.

Вiдповiдь: Нi.

5.3. Див. розв’язок 1.3.
5.4. Див. розв’язок 1.5.

5.5. Розглянемо довiльну вершину одного куба та вiдрiзки, якi з’єднують
її з вершинами другого куба. Розiб’ємо 8 вершин другого куба на пари, так,
щоб в кожнiй парi були протилежнi вершини. Тодi вiдрiзки, що з’єднують та-
кi вершини будуть проходити, через центр сфери i, вiдповiдно довжини таких
вiдрiзкiв будуть дорiвнювати 2R. Тепер залишилось помiтити, що трикутник
утворений обраною вершиною першого куба та двома протилежними вершина-
ми другого куба є прямокутний (як вписаний трикутник, якiй опирається на
дiаметр) i вiдповiдна сума квадратiв вiдстаней вiд вершини першого куба до
таких двох вершин другого куба є квадратом гiпотенузи, тобто дорiвнює 4R2.
Оскiльки таких пар всього 4, то сума вiдстаней вiд однiєї довiльної точки першо-
го куба, до всiх вершин другого куба дорiвнює 16R2. Тодi остаточна вiдповiдь
8× 16R2 = 128R2

Вiдповiдь: 128R2.

5.6. На малюнку через S з нижнiм iндексом позначено площi вiдповiдних
трикутникiв зiрки. A

E

D C

BP

Q

S1

S5

S4 S3

S2S6

S8S7

В силу того, що п’ятикутник ABCDE є правильним, легко показати, що
S1 = S2 = S3 = S4 = S5 = S6 = S та S7 = S8 = S ′, i площа зiрки виражається

SACEBD = 6S + 2S ′ = 1.

Тодi, SAPQD = 3S + S ′ =
1

2
SACEBD =

1

2
.

Вiдповiдь:
1

2
.
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5.7. Розв’язки рiвняння x3 = y3 + 2y2 + 1, очевидно, мають задовольняти
умову x > y. Оскiльки x, y ∈ Z, маємо x ≥ y+1. Пiдставляючи цю нерiвнiсть в
початкове рiвняння, одержимо y3+2y2+1 ≥ y3+3y2+3y+1, тобто y2+3y ≤ 0,
звiдки y ∈ {−3,−2,−1, 0}. Пiдставляючи цi значення y в початкове рiвняння,
одержуємо такi пари розв’язкiв: (−2,−3), (1,−2), (1, 0).

Вiдповiдь: (−2,−3), (1,−2) та (1, 0).

5.8. З умов а) та б) випливає система нерiвностей:






|f(f(0))− f(0)| ≤ |f(0)− 0| = |f(0)|,
|f(f(0))| = |0− f(f(0))| = |f(f(f(0)))− f(f(0))| ≤ |f(f(0))− f(0)|,
|f(0)| = |0− f(0)| = |f(f(f(0)))− f(0)| ≤ |f(f(0))− 0| = |f(f(0))|.

(∗)

Зокрема, з другої та першої нерiвностей системи (∗) одержуємо, що
|f(f(0))| ≤ |f(0)|, а з третьої — що |f(0)| ≤ |f(f(0))|. Одночасне викона-
ння цих нерiвностей можливе лише за умови, що f(f(0)) = ±f(0). У випадку
“+” з другої нерiвностi в системi (∗) маємо f(f(0)) = 0, i тому f(0) = 0.
У випадку “−” з першої нерiвностi в (∗) маємо 2|f(0)| ≤ f(0), звiдки знову
f(0) = 0.

6. Шкiльна олiмпiада 2008 р.
(ТЛ НТУУ "КПI")

В цьому пунктi запропоновано умови задач, якi давалися лiцеїстам на олiмпi-
адi, яка проводилась у технiчному лiцеї НТУУ "КПI" у 2008 р. Дана олiмпiада
проводилась для 10-11 класiв.

Умови задач

10 клас

Задача 6.1. Побудувати графiк функцiї

|x|(1− |x|) + |y|(1− |y|) = 2|xy|.

Задача 6.2. Розв’язати в цiлих числах систему
{

ac− bd = 1
ad+ bc = 10

.
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Задача 6.3. В трьох комiрках є три цiлих числа a0, b0, c0. З ними робиться
наступна операцiя:

a1 =
a0 + b0

2
, b1 =

b0 + c0
2

, c1 =
c0 + a0

2
.

Далi ця операцiя повторюється з числами a1, b1, c1 i т.д. Чи може на якомусь
кроцi з’явитись такi три числа, що якiсь два з них є цiлими, а третє не цiлим.

Задача 6.4. Розв’язати рiвняння
√

3x2 + 6x+ 7 +
√

5x2 + 10x+ 14 = 4− 2x− x2.

Задача 6.5. Чи можна число 8 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2008

7 представити у виглядi суми квадратiв

трьох цiлих чисел.
Задача 6.6. В рiвнобедренному трикутнику сторона подiляє навпiл кут мiж

висотою i бiсектрисою внунрiшнього кута, проведених з однiєї вершини. Знайти
величини кутiв даного трикутника.

11 клас

Задача 6.7. Обчислити

sin x+ sin 3x+ sin 5x+ · · ·+ sin 2007x,

якщо вiдомо, що cos 2008x+ 2 sinx = 1.
Задача 6.8. Див. 6.2.
Задача 6.9. Див. 6.3.
Задача 6.10. Див. 6.4.
Задача 6.11. Знайти цiлу частину числа

√

2−
√

2− · · · −
√

2−
√
2,

де знак кореня зустрiчається 2008 разiв.
Задача 6.12. У прямокутному трикутнику бiсектриса одного з гострих кутiв

дорiвнює
c
√
3

3
, де c – гiпотенуза. Знайти катети цього трикутника.
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