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Передмова
У березнi 2011 року в НТУУ «КПI» вiдбулася традицiйна щорiчна олiмпiада

з математики, яка проводиться в рамках I етапу Всеукраїнської олiмпiади з
математики для студентiв вищих навчальних закладiв. Оргкомiтет олiмпiади
очолював перший проректор НТУУ «КПI» Ю.I. Якименко.

У нiй взяли участь 300 студентiв рiзних курсiв 22-х факультетiв та iнститу-
тiв. Численнi делегацiї представили факультети з високим рiвнем математичної
пiдготовки: ФММ, ФМФ, IПСА, ФЕЛ, ФIОТ, IТС.

Переможцями олiмпiади в офiцiйному залiку стали: Є.Ю. Полiщук (IПСА,
гр. КА-02) — абсолютний переможець та I мiсце серед студентiв першого курсу;
Є.I. Недужий (ФМФ, гр. ОМ-01), В.О. Онищук (IПСА, гр. КА-02) — II мiсце
серед студентiв першого курсу; Є.О. Лиховид (IПСА, гр. КА-03), О.С. Резунов
(ФIОТ, гр. IК-01), Ю.I. Орлов (ФТI, гр. ФБ-02), I.I. Кондратьєв (IПСА, гр.
КА-05)— III мiсце серед студентiв першого курсу.

Переможцями та призерами олiмпiади серед студентiв старших курсiв стали:
К.В. Моравецька (III курс IПСА, гр. КА-83) — I мiсце; О.О. Слюсаренко (IV
курс IПСА, гр. КА-71) — II мiсце, С.С. Могильний (III курс IПСА, гр. КА-83),
До Нгок Лам (II курс ФЕА, гр. ЕМ-91), К.В. Фуйор (II курс ФПМ, гр. КМ-91)
— III мiсце.

Серед студентiв технiчних факультетiв розподiл мiсць такий: До Нгок Лам
(II курс ФЕА, гр. ЕМ-91) — I мiсце; О.С. Резунов (I курс ФIОТ, гр. IК-01) — II
мiсце; С.Б. Бойченко (I курс IТС, гр. ТI-01), Р.С. Казмiрчук (I курс ФЕЛ, гр.
ДК-02) — III мiсце.

З переможцiв I етапу було сформовано збiрнi унiверситету для участi в II етапi
Всеукраїнської олiмпiади серед технiчних ВНЗiв в м. Севастополi. У фiналi
взяли участь понад 140 студентiв з рiзних вузiв України, переможцiв та призерiв
I туру олiмпiади. Наш унiверситет представляли три команди.

Студенти КПI гiдно виступили в Севастополi, показавши такi результати. У
категорiї "М" (факультети та iнститути з поглибленим вивченням математи-
чних дисциплiн) студенти НТУУ «КПI» посiли всi призовi мiсця: О.О. Слю-
саренко (IПСА, 4-й курс) — перше мiсце, К.В. Моравецька (IПСА, 3-й курс)
— друге мiсце та К.В. Фуйор (ФПМ, 2-й курс) — третє мiсце. У категорiї "Т"
(технiчнi факультети та iнститути) третє мiсце посiв До Нгок Лам (ФЕА, 4-й
курс).

Оргкомiтет Всеукраїнської студентської олiмпiади з математики (м. Севасто-
поль) нагородив команду НТУУ «КПI» грамотою за активну участь в олiмпiадi
та високий рiвень пiдготовки серед команд провiдних вищих навчальних закла-
дiв України.
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Журi I етапу Всеукраїнської олiмпiади з математики в НТУУ «КПI» вирiши-
ло видати навчальний посiбник з задачами I етапу олiмпiади та їх розв’язками.
Наведенi також умови задач II фiнального етапу олiмпiади, який проходив у
м. Севастополi в травнi 2011 р., а також розв’язки задач фiнального етапу Все-
української олiмпiади 2010 р.

Це видання продовжує серiю збiрникiв олiмпiадних задач з математики [1,
3–6]. Такi збiрники будуть корисними при роботi математичних гурткiв, для
студентiв i школярiв, якi цiкавляться математикою.
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1. Студентська олiмпiада НТУУ "КПI"
з математики 2011 року

Умови задач

Перший курс

Задача 1.1. На координатнiй площинi X0Y зобразити множину розв’язкiв
нерiвностi

(lnx)
ln x

ln ln x + (ln y)
ln y

ln ln y < 6.

Задача 1.2. Велосипедна шина розрахована на 200 км пробiгу, якщо вико-
ристовується на передньому колесi, та на 100 км, якщо використовується на
задньому. Якого максимального пробiгу можна досягти, якщо обидвi шини мо-
жна мiняти мiсцями будь-яку кiлькiсть разiв протягом шляху?

Задача 1.3. Двi прямi на площинi перетинаються пiд кутом 60◦. Хорда оди-
ничної довжини ковзає по прямим так, що один її кiнець рухається по однiй
прямiй, а iнший – по другiй. Показати, що середина хорди при цьому описує
елiпс, та визначити положення його фокусiв.

Задача 1.4. Числову послiдовнiсть {an, n ≥ 0} задано таким чином:
a0 = 1,
a1 = 1,
a2 = 2,
2a2n−2an−1 + an−3a

2
n−1 = an−3an−2an, n ≥ 3.

Знайти a100.
Задача 1.5. Про диференцiйовнi функцiї f, g, h вiдомо, що{

f(0) = g(0) = h(0),
f ′(x) = g(x), g′(x) = h(x), h′(x) = f(x) для будь-якого x ∈ R.

Обчислити значення

f 3(1) + g3(1) + h3(1)− 3f(1)g(1)h(1).

Задача 1.6. Нехай K : [0, 1] → R – двiчi неперервно диференцiйовна функцiя
двох змiнних. Довести, що

lim
n→∞

det ||K(i/n, j/n)||ni,j=1 = 0.

Задача 1.7. Знайти всi неперервнi на [0,+∞) функцiї f , якi для всiх a, b > 0
задовольняють умову

a∫
0

f(ax)dx =

b∫
0

f(bx)dx.
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Задача 1.8. Якi значення може приймати iнтеграл
1∫

0

xf(x)f ′(x) dx,

якщо f — деяка неперервно диференцiйовна функцiя, така що f(1) = 0?

Старшi курси

Задача 1.9. Знайти найменший об’єм пiрамiди, утвореної площинами симе-
трiї елiпсоїда об’єму V ∗ та його дотичною площиною.

Задача 1.10. Числову послiдовнiсть {an, n ≥ 0} задано таким чином:
a0 = 1,
a1 = 1,
a2 = 2,
2a2n−2an−1 + an−3a

2
n−1 = an−3an−2an, n ≥ 3.

Знайти a100.
Задача 1.11. Див. 1.6.
Задача 1.12. Обчислити iнтеграл

√
2∫

1

1

x
ln

2− 2x2 + x4

2x− 2x2 + x3
dx.

Задача 1.13. Якi значення може приймати iнтеграл
1∫

0

xf(x)f ′(x) dx,

якщо f — деяка неперервно диференцiйовна функцiя, така що f(1) = 10?
Задача 1.14. Для диференцiйовної на вiдрiзку [0, 1] функцiї f довести не-

рiвнiсть:

|f(1)| ≤

√√√√√ 1∫
0

f 2(x) dx+

1∫
0

(f ′(x))2 dx.

Коли в цiй нерiвностi досягається рiвнiсть?
Задача 1.15. Див. 1.5.
Задача 1.16. Знайти всi розв’язки диференцiального рiвняння

y′′ + y′ sinx− y = 0,

якi задовольняють крайовим умовам y(0) = y(π) = 0.

6



Вiдповiдi та розв’язки

1.1. Знайдемо область визначення змiнних x та y. Має виконуватись наступна
система нерiвностей

Рис. 1.



x > 0,
y > 0,
lnx > 0,
ln y > 0,
ln ln x ̸= 0,
ln ln y ̸= 0.

⇒


x > 1,
y > 1,
x ̸= e,
y ̸= e.

Розглянемо окремо один доданок
в лiвiй частинi нерiвностi

(lnx)
lnx

ln ln x = exp
{
ln((lnx)

ln x
ln ln x )

}
=

exp
{

lnx
ln lnx ln ln x

}
= exp(ln x) = x.

Таким чином, початкова нерiв-
нiсть насправдi має наступний ви-
гляд: x+y < 6. З урахуванням обла-
стi визначення множина розв’язкiв

нерiвностi буде мати вигляд, зображений на Рис. 1.

1.2. Умовно позначимо велосипеднi шини як I та II. Всього можливо 2 варi-
анти розмiстити шини:

1. Шина I стоїть на передньому колесi, шина II - на задньому.
2. Шина I стоїть на задньому колесi, шина II - на передньому.
Нехай в першому варiантi було подолано x км шляху, а в другому – y км

шляху. Тодi шина I зносилася на x
200 +

y
100 , шина II – на x

100 +
y
200 . Очевидно,

що повне зношення шини не може перевищувати 1. Тому справедлива система
нерiвностей 

x > 0,
y > 0,
x
200 +

y
100 ≤ 1,

x
100 +

y
200 ≤ 1.

При цьому нас цiкавлять такi розв’язки цiєї системи, щоб x + y було макси-
мальним. Максимальне значення досягається в точцi перетину прямих

x

200
+

y

100
= 1 та

x

100
+

y

200
= 1.
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Таким чином, максимальне значення пробiгу дорiвнює 400
3 = 133.3 км.

Вiдповiдь: 400
3 км.

1.3. Розташуємо нашi прямi в площинi XOY так, щоб точка перетину спiв-
падала з початком координат, а вiсь 0X була бiсектрисою кута 60◦ (тобто кут
мiж прямими та вiссю 0X складає 30◦). Тодi рiвняння цих прямих буде мати
вигляд

y =
1√
3
x та y = − 1√

3
x.

Позначимо координати кiнцiв одиничної хорди як M1(x1, y1) та M2(x2, y2).
Оскiльки кiнцi хорди лежать на наших прямих, то y1 = 1√

3
x1, y2 = − 1√

3
x2.

Оскiльки довжина хорди дорiвнює 1, то має виконуватись рiвнiсть

(x1 − x2)
2 +

(x1 + x2)
2

3
= 1.

Нехай середина хорди має координати M(x, y). Тодi x = x1+x2

2 , y = x1−x2

2
√
3

. Звiдси
легко побачити, що середина хорди описує елiпс

x2

3/4
+

y2

1/12
= 1.

В нашiй площинi XOY фокуси елiпса мають координати F1,2(±
√

2
3 , 0).

Вiдповiдь: F1,2(±
√

2
3 , 0).

1.4. Подiлимо обидвi частини останньої рiвностi на добуток an−1an−2an−3.
Отримаємо

2
an−2

an−3
+

an−1

an−2
=

an
an−1

.

Позначимо bn = an
an−1

. Тодi для послiдовностi {bn, n ≥ 1} справедлива рiвнiсть
b1 = 1,
b2 = 2,
bn = bn−1 + 2bn−2, n ≥ 3.

Характеристичне рiвняння для такого рекурентного спiввiдношення має вигляд

λ2 − λ− 2 = 0.

Його коренi: λ1 = −1, λ2 = 2. Запишемо загальний розв’язок спiввiдношення

bn = c1(−1)n + c22
n.
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З початкових умов складаємо систему для знаходження сталих c1 та c2:{
−c1 + 2c2 = 1,
c1 + 4c2 = 2.

Звiдси маємо, що c1 = 0, c2 = 1
2 . Тобто bn = 2n−1, а отже, an = 2n−1an−1. З

останньої рiвностi легко побачити, що загальний вигляд для an буде таким:

an = 2
n(n−1)

2 .

Тому a100 = 24950.

Вiдповiдь: a100 = 24950.

1.5. Знайдемо похiдну функцiї a(x) = f 3(x) + g3(x) + h3(x)− 3f(x)g(x)h(x):

a′(x) =3f 2(x)f ′(x) + 3g2(x)g′(x) + 3h2(x)h′(x)−
− 3f ′(x)g(x)h(x)− 3f(x)g′(x)h(x)− 3f(x)g(x)h′(x) =

=3f 2(x)g(x) + 3g2(x)h(x) + 3h2(x)f(x)−
− 3g2(x)h(x)− 3f(x)h2(x)− 3f 2(x)g(x) = 0.

Тобто функцiя a(x) є сталою, а отже, a(1) = a(0) = 0.

Вiдповiдь: 0.

1.6. Розглянемо

det

∥∥∥∥K ( i

n
,
j

n

)∥∥∥∥n
i,j=1

=

K
(
1
n ,

1
n

)
. . . K

(
1
n ,

n
n

)
... ...

K
(
n
n ,

1
n

)
. . . K

(
n
n ,

n
n

) .

Зробимо в нашому визначнику наступнi елементарнi перетворення рядкiв (при
цьому значення самого визначника не змiниться):

M − (M − 1) → M, M = n, . . . , 2.

Тодi перший рядок залишиться без змiн, а елементи в iнших рядках будуть
мати вигляд

K

(
i

n
,
j

n

)
−K

(
i− 1

n
,
j

n

)
, i = 2, . . . , n, j = 1, . . . , n.

Зробимо ще раз аналогiчнi елементарнi перетворення рядкiв (тiльки M буде
змiнюватись вiд n до 3). Тодi перший та другий рядки знову залишаються без
змiн, а елементи в iнших рядках будуть мати вигляд

K

(
i

n
,
j

n

)
− 2K

(
i− 1

n
,
j

n

)
+K

(
i− 2

n
,
j

n

)
, i = 3, . . . , n, j = 1, . . . , n.
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Оскiльки функцiя K є двiчi неперервно диференцiйовною, то можна вважати,
що значення самої функцiї та її перших та других похiдних обмеженi однiєю
константою C. Тому кожен елемент в першому рядку обмежений величиною C,
кожен елемент в другому рядку – величиною C

n , а елементи в iнших рядках –
C
n2 .

Визначник det
∥∥K ( in , j

n

)∥∥n
i,j=1

— це сума n! доданкiв, кожен з яких можна
оцiнити величиною

C · C
n
·
(
C

n2

)n−2

=
Cn

n2n−3
.

Отже,

det

∥∥∥∥K ( i

n
,
j

n

)∥∥∥∥n
i,j=1

≤ n!
Cn

n2n−3
∼

√
2πn7

(
C

en

)n

,

але останнiй вираз прямує до 0 при n → ∞.
(Вказiвка: В останнiй оцiнцi ми використали формулу Стiрлiнга:

n! ∼
√
2πnnne−n.)

1.7. З умови випливає, що для всiх a > 0 iнтеграл
a∫
0

f(ax)dx буде дорiвню-

вати константi, нехай C. Зробимо замiну змiнних в цьому iнтегралi: u = ax.
Тодi

a2∫
0

f(u)du = Ca.

Оскiльки функцiя f є неперервною, то можемо скористатися теоремою Бароу
(про диференцiювання iнтегралiв зi змiнними границями): a2∫

0

f(u)du


′

a

= (Ca)′a ⇒ 2af(a2) = C.

Якщо замiсть a2 пiдставити t, замiсть C/2 пiдставити C̃, то отримаємо, що

f(t) =
C̃√
t
, t ≥ 0, C̃ ∈ R.

Але за умовою функцiя f має бути неперервною, тому f(t) ≡ 0 — єдиний
розв’язок.

Вiдповiдь: f ≡ 0.
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1.8. Проiнтегруємо частинами:

1∫
0

xf(x)f ′(x) dx =

∣∣∣∣ u = xf(x) du = (f(x) + xf ′(x)) dx
dv = f ′(x) dx v = f(x)

∣∣∣∣ =
= xf 2(x)

∣∣1
0
−

1∫
0

f 2(x) dx−
1∫

0

xf(x)f ′(x) dx.

Враховуючи, що f(1) = 0, отримаємо

1∫
0

xf(x)f ′(x) dx = −1

2

1∫
0

f 2(x) dx ≤ 0,

оскiльки функцiя f 2 невiд’ємна.
Покажемо тепер, що наш iнтеграл може приймати будь-яке значення з про-

мiжку (−∞, 0]. Для цього розглянемо функцiю f(x) = α(x − 1), α ∈ R (така
функцiя задовольняє умову задачi, оскiльки f(1) = 0).

1∫
0

xf(x)f ′(x) dx =

1∫
0

xα(x− 1)α dx = α2

1∫
0

(x2 − x) dx = −1

6
α2.

Обираючи потрiбне α ∈ R, можемо досягти довiльного вiд’ємного значення.

Вiдповiдь: (−∞, 0].

1.9. Не втрачаючи загальностi, ми можемо помiстити центр елiпсоїда в по-
чаток декартової системи координат так, щоб площини xOy, xOz, yOz були
площинами симетрiї елiпсоїда, i розглядати дотичну площину до елiпсоїда в
першому октантi. Рiвняння елiпсоїда має вигляд

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1.

Дотична до елiпсоїду в точцi M(x, y, z) має рiвняння

xX

a2
+

yY

b2
+

zZ

c2
= 1.

Тодi об’єм пiрамiди, утвореної дотичною площиною i площинами XOY , XOZ,
Y OZ, дорiвнює

V =
1

3

(
1

2

a2

x

b2

y

)
c2

z
.
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Маємо

{
V = 1

3

(
1
2
a2

x
b2

y

)
c2

z → min,

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1,
або

{
u = xyz

abc → max,
x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = 1.

3

√
x

a

y

b

z

c
≤

√(
x
a

)2
+
(
y
b

)2
+
(
z
c

)2
3

=
1√
3
.

x

a

y

b

z

c
≤ 1

3
√
3
⇒ xyz ≤ abc

3
√
3
.

umax =
abc
3
√
3
⇒ Vmin = 1

6(abc)
2 1
xyz =

√
3
2 abc.

Оскiльки об’єм елiпсоїда V ∗ = 4
3πabc, то Vmin = 3

√
3

8π V ∗.

Вiдповiдь: 3
√
3

8π V ∗.

1.10. Див. розв’язок 1.4.
1.11. Див. розв’язок 1.6.
1.12.

√
2∫

1

1

x
log

2− 2x2 + x4

2x− 2x2 + x3
dx =

√
2∫

1

1

x
log

2
x2 − 2 + x2

2
x − 2 + x

dx =

=

√
2∫

1

1

x
log

(
2

x2
− 2 + x2

)
dx−

√
2∫

1

1

x
log

(
2

x
− 2 + x

)
dx =

∣∣x = t2
∣∣ =

=

√
2∫

1

1

x
log

(
2

x2
− 2 + x2

)
dx− 2

21/4∫
1

1

t
log

(
2

t2
− 2 + t2

)
dt = 0,

оскiльки
√
2∫

21/4

1

t
log

(
2

t2
− 2 + t2

)
dt =

∣∣∣∣∣t =
√
2

u

∣∣∣∣∣ = −
1∫

21/4

1

u
log

(
u2 − 2 +

2

u2

)
du =

=

21/4∫
1

1

u
log

(
u2 − 2 +

2

u2

)
du.

Вiдповiдь: 0.

1.13. Див. розв’язок 1.8.
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1.14. Вказана нерiвнiсть є наслiдком наступної:

f 2(1) =

1∫
0

(f 2(x))′dx =

1∫
0

2f(x)f ′(x)dx ≤
1∫

0

f 2(x)dx+

∫ 1

0

(f ′(x))2dx.

Рiвнiсть досягається коли f ′(x) = f(x) ⇒ f(x) = Cex, ∀x ∈ [0, 1]

1.15. Див. розв’язок 1.5.

1.16. Очевидно, що y = 0 — тривiальний розв’язок.
Покажемо, що вiн єдиний. Розглянемо промiжок [0, π]. Нехай y — довiльний

iнший розв’язок. Оскiльки y(0) = y(π) = 0, то, якщо iснує x0 ∈ (0, π) така, що y
досягає максимуму в цiй точцi, то y′(x0) = 0 i y′′(x) ≤ 0. А з рiвняння випливає,
що y′′(x0) = y(x0) > 0. Отримали протирiччя.

Аналогiчнi дiї можна провести для x0 — точки мiнiмуму функцiї y на [0, π].
Отже на [0, π] наш нетривiальний розв’язок дорiвнює нулю.

Покажемо, що y = 0 на всiй осi. Вiзьмемо, наприклад, точку x = π
2 ∈ [0, π].

Тодi, як вже показано, y′(π2 ) = 0, y(π2 ) = 0. Це є задачею Кошi, для якої iснує
єдиний розв’язок. Отже, єдиним розв’язком є лише тривiальний.

Вiдповiдь: y ≡ 0.
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2. II етап Всеукраїнської студентської олiмпiади
з математики серед студентiв вищих навчальних
закладiв технiчного, економiчного та аграрного

профiлiв (Севастополь, 2010 р.)
II етап Всеукраїнської студентської олiмпiади у м. Севастополi проводився

у трьох категорiях:
– Категорiя "М": до цiєї категорiї вiдносили студентiв, якi навчаються за

спецiальностями, що потребують поглибленого вивчення математики;
– Категорiя "Т": до цiєї категорiї вiдносили студентiв технiчних спецiаль-

ностей;
– Категорiя "С": до цiєї категорiї вiдносили студентiв, якi навчаються за

економiчними та аграрними спецiальностями.
В цьому роздiлi подано завдання всiх категорiй олiмпiади 2010 р. з розв’яз-

ками.

Умови задач

Категорiя "М"

Задача 2.1. Спростити матричний вираз

(3E − A)−1 + (2E + A)−1 − 5
(
6E + A− A2

)−1
,

де A - квадратна матриця порядку n, E - одинична матриця того ж самого
порядку; A−1 - матриця, обернена до матрицi A.

Задача 2.2. Точки A1, A2, ..., A2n розбивають коло дiаметром 1 на 2n рiвних
дуг; B - довiльна точка цього же кола. Знайти модуль суми векторiв

−−→
BA1 +−−→

BA2 + ...+
−−−→
BA2n.

Задача 2.3. Довести, що середини паралельних хорд гiперболи лежать на
однiй прямiй, яка проходить через центр гiперболи. (Хордою гiперболи назива-
ється вiдрiзок, що сполучає двi довiльнi точки гiперболи).

Задача 2.4. Довести, що при a ∈
(
−3

4 ; 0
)

послiдовнiсть

x1 = a, xn+1 = a+ x2n, n ∈ N

збiгається, та знайти її границю.
Задача 2.5. Знайти найменше значення функцiї

f(x) =

(
x+ 1

x

)2n − (x2n + 1
x2n

)
− 2(

x+ 1
x

)n
+
(
xn + 1

xn

) , x > 0, n ∈ N.
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Задача 2.6. Нехай функцiя f(x) визначена та тричi неперервно диференцi-
йовна на R. Довести, що iснує точка x0 ∈ R така, що

f (x0) f
′ (x0) f

′′ (x0) f
′′′ (x0) ≥ 0.

Задача 2.7. Нехай функцiя f(x) визначена та неперервна на вiдрiзку [0; 1].
Довести, що ∀n ∈ N iснує точка x0 ∈ [0; 1] така, що

1∫
0

f(x)xndx =
1

n+ 1
f (x0) .

Задача 2.8. Знайти похiдну розв’язку задачi Кошi

y′′ + y = εy′2, y(0) = 1, y′(0) = 0

за параметром ε при ε = 0.
Задача 2.9. З трьох одиниць, трьох двiйок та трьох трiйок навмання скла-

дають дев’ятицифрове число. Знайти ймовiрнiсть того, що три однаковi цифри
не стоятимуть поряд.

Задача 2.10. Для всiх дiйсних значень x дослiдити збiжнiсть ряду
∞∑
n=1

(
1√
n
− sin

(√
n+ 1−

√
n
))x

.

Категорiя "Т"

Задача 2.11. Спростити матричний вираз

(2E − A)−1 + (E + A)−1 − 3
(
2E + A− A2

)−1
,

де A - квадратна матриця порядку n, E - одинична матриця того ж самого
порядку; A−1 - матриця, обернена до матрицi A.

Задача 2.12. Точки A1, A2, ..., A8 розбивають коло дiаметром 1 на 8 рiвних
дуг; B - довiльна точка цього же кола. Знайти модуль суми векторiв BA1 +
BA2 + ...+BA8.

Задача 2.13. Довести, що середини паралельних хорд елiпса лежать на однiй
прямiй, яка проходить через центр елiпса. (Хордою елiпса називається вiдрiзок,
що сполучає двi довiльнi точки елiпса).

Задача 2.14. Див. 2.4.
Задача 2.15. Знайти найменше значення функцiї

f(x) =

(
x+ 1

x

)8 − (x8 + 1
x8

)
− 2(

x+ 1
x

)4
+
(
x4 + 1

x4

) , x > 0.
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Задача 2.16. Див. 2.6.
Задача 2.17. Обчислити iнтеграл

2∫
0

√
sin(3− x)dx√

sin(3− x) +
√

sin(x+ 1)
.

Задача 2.18. Знайти похiдну розв’язку задачi Кошi

y′′ = (y′)2 + y3; y(0) = 0, y′(0) = ε

по параметру ε при ε = 0.
Задача 2.19. З двох одиниць, двох двiйок та двох трiйок навмання склада-

ють шестицифрове число. Знайти ймовiрнiсть того, що двi однаковi цифри не
стоятимуть поряд.

Задача 2.20. Для всiх дiйсних значень x дослiдити збiжнiсть ряду

∞∑
n=1

(
3
√
n+ 1− 3

√
n
)x

.

Категорiя "C"

Задача 2.21. Знайти матрицю X, яка задовольняє рiвняння(
2X2

)−1
= 2X−1.

Задача 2.22. Точки A1, A2, ..., A6 розбивають коло дiаметром 1 на 6 рiвних
дуг; B - довiльна точка цього же кола. Знайти модуль суми векторiв BA1 +
BA2 + ...+BA6.

Задача 2.23. Довести, що середини паралельних хорд параболи лежать на
однiй прямiй, яка паралельна до вiсi параболи. (Хордою параболи називається
вiдрiзок, що сполучає двi довiльнi точки параболи).

Задача 2.24. З’ясувати, при яких дiйсних a > 0 послiдовнiсть

x1 = a, xn+1 = a+ x2n, n ∈ N

збiгається. У випадку збiжностi послiдовностi знайти її границю.
Задача 2.25. Знайти найменше значення функцiї

f(x) =

(
x+ 1

x

)6 − (x6 + 1
x6

)
− 2(

x+ 1
x

)3
+
(
x3 + 1

x3

) , x > 0.

Задача 2.26. Див. 2.6.
Задача 2.27. Див. 2.17.
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Задача 2.28. З’ясувати, чи iснують функцiї f(x), яка не дорiвнює тотожно
0, и g(x), для яких в деякому промiжку виконується рiвнiсть(

f(x)

g(x)

)′
=

f ′(x)

g′(x)
.

Задача 2.29. Див. 2.19.
Задача 2.30. Вантаж спочатку розмiстили у вагони вантажнiстю 80 тон, але

один вагон залишився завантаженим не повнiстю. Тодi весь вантаж переклали
у вагони вантажнiстю 60 тон: знадобилося на 8 вагонiв бiльше i при цьому один
вагон також залишився завантаженим не повнiстю. Нарештi, вантаж переклали
у вагони вантажнiстю 50 тон: знадобилося ще на 5 вагонiв бiльше, при цьому
всi вагони виявилися завантаженими повнiстю. Скiльки тон вантажу було?

Вiдповiдi та розв’язки

2.1. Оскiльки (6E + A− A2) = (3E − A)(2E + A) = (2E + A)(3E − A), то

(6E + A− A2)−1 = (2E + A)−1(3E − A)−1 = (3E − A)−1(2E + A)−1.

Отже,

(3E − A)−1 + (2E + A)−1 − 5(6E + A− A2)−1 =

= (2E + A)(2E + A)−1(3E − A)−1+

+ (3E − A)(3E − A)−1(2E + A)−1 − 5(3E − A)−1(2E + A)−1 =

= (2E + A+ 3E − A− 5E)(2E + A)−1(3E − A)−1 =

= O(2E + A)−1(3E − A)−1 = O,

де O - нульова матриця порядку n.

Вiдповiдь: O – нульова матриця.

2.2. Нехай O - центр даного кола. Тодi
−−→
BA1 =

−−→
BO +

−−→
OA1,

−−→
BA2 =

−−→
BO +

−−→
OA2, . . . ,

−−−→
BA2n =

−−→
BO +

−−−→
OA2n.

Тому
−−→
BA1 +

−−→
BA2 + ...+

−−−→
BA2n = 2n

−−→
BO +

−−→
OA1 +

−−→
OA2 + ...+

−−−→
OA2n.

З умови задачi випливає, що 2n точок A1, A2, ..., A2n можна розбити на n пар
дiаметрально протилежних точок: A1 и An+1, A2 и An+2,. . . , An и A2n. Оскiльки−−→
OAi +

−−−−→
OAn+i =

−→
O , i = 1, 2, ..., n, то

−−→
OA1 +

−−→
OA2 + ...+

−−−→
OA2n =

−→
O.
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Отже, −−→
BA1 +

−−→
BA2 + ...+

−−−→
BA2n = 2n

−−→
BO.

Тому, ∣∣∣−−→BA1 +
−−→
BA2 + ...+

−−−→
BA2n

∣∣∣ = 2n
∣∣∣−−→BO

∣∣∣ = n,

оскiльки з умови задачi випливає, що 2
∣∣∣−−→BO

∣∣∣ = 1.

Вiдповiдь: n .

2.3. Нехай пряма y = kx+ d перетинає гiперболу x2

a2 −
y2

b2 = 1 в двох точках:
A i B. Тодi координати цих точок задовольняють систему рiвнянь: x2

a2
− y2

b2
= 1,

y = kx+ d.

Виключаючи з цiєї системi y, дiстаємо квадратне рiвняння(
b2 − a2k2

)
x2 − 2a2kdx− a2b2 − a2d2 = 0.

Оскiльки корнi цього рiвняння x1 i x2 є абсцисами точок A i B, то абсциса x
C

середини хорди AB дорiвнює

x
C
=

x1 + x2
2

=
a2kd

b2 − a2k2
.

Тодi ордината y
C

цiєї ж точки

y
C
= kx

C
+ d =

db2

b2 − a2k2
.

Нехай A1B1, A2B2 – двi довiльнi хорди гiперболи, якi розташованi на пара-
лельних прямих y = kx + d1 та y = kx + d2. C1 i C2 – середини хорд A1B1 i
A2B2 вiдповiдно. Тодi

x
C1

=
a2kd1

b2 − a2k2
, y

C1
=

d1b
2

b2 − a2k2
; x

C2
=

a2kd2
b2 − a2k2

, y
C2

=
d2b

2

b2 − a2k2

i рiвняння прямої C1C2, як прямої, що проходить через двi точки прийме вигляд:

a2ky − b2x = 0.

Оскiльки координати центра гiперболи O(0; 0) задовольняють цьому рiвнян-
ню та в силу довiльностi d1 та d2 випливає необхiдний результат.

2.4. З умови задачi випливає, що {xn} є обмеженою, а всi її члени належать
до промiжку (a; 0). Справдi, оскiльки −1 < a < 0, то й a < x2 = a + a2 < 0.
Якщо припустити, що a < xn < 0, то дiстаємо, що a < xn+1 = a+ x2n < 0.
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Оскiльки x1 < x2, xn + xn−1 < 0 та

xn+1 − xn = x2n − x2n−1 = (xn − xn−1) (xn + xn−1)

легко отримати, що {
x2k−1 < x2k,

x2k > x2k+1,
k ∈ N. (1)

Покажемо, що пiдпослiдовностi {x2n−1} i {x2n} є монотонними. З рекурентно-
го спiввiдношення можна отримати

xn+1 = a+
(
a+ x2n−1

)2
, n ∈ N. (2)

Монотоннiсть пiдпослiдовностей {x2n−1} i {x2n} випливає з

xn+1 − xn−1 = (xn−1 − xn−3) (xn−1 + xn−3) (xn + xn−2) ,

якщо взяти до уваги, що xn−1 + xn−3 < 0, xn + xn−2 < 0 та (1).
За теоремою Вейєрштрасса цi двi пiдпослiдовностi мають скiнченi границi.

Перейдемо у рiвностi (2) до границi при n → +∞. Отримаємо рiвняння

x4 + 2ax2 − x+ a+ a2 = 0,

серед коренiв якого мiстяться границi пiдпослiдовностей {x2n−1} i {x2n}.
Перепишемо останнє рiвняння у виглядi(

x2 − x+ a
) (

x2 + x+ a+ 1
)
= 0. (3)

Оскiльки a ∈
(
−3

4 ; 0
)
, то (3) має на вiдрiзку [−1; 0] єдиний корiнь: x = 1−

√
1−4a
2 ,

який i є спiльною границею пiдпослiдовностей {x2n−1} и {x2n}, а значить, й
вихiдної послiдовностi. Таким чином, при a ∈

(
−3

4 ; 0
)

дана послiдовнiсть є
збiжною i має границю

lim
n→+∞

xn =
1−

√
1− 4a

2
.

Вiдповiдь:
1−

√
1− 4a

2
.

2.5. Оскiльки(
x+

1

x

)2n

−
(
x2n +

1

x2n

)
− 2(

x+
1

x

)n

+

(
xn +

1

xn

) =

=

((
x+

1

x

)n)2

−
(
xn +

1

xn

)2

(
x+

1

x

)n

+

(
xn +

1

xn

) =

(
x+

1

x

)n

−
(
xn +

1

xn

)
,
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то
f(x) =

(
x+

1

x

)n

−
(
xn +

1

xn

)
, x > 0,

або
f(x) = C1

nx
n−2 + C2

nx
n−4 + ...+ Cn−1

n x2−n.

Оскiльки Ck
n = Cn−k

n , n, k ∈ N, 0 ≤ k ≤ n, то f(x) = C1
n

(
xn−2 + 1

xn−2

)
+

C2
n

(
xn−4 + 1

xn−4

)
+...+C

n−1
2

n

(
x+ 1

x

)
, якщо n – непарне, f(x) = C1

n

(
xn−2 + 1

xn−2

)
+

C2
n

(
xn−4 + 1

xn−4

)
+ ...+ C

n
2−1
n

(
x2 + 1

x2

)
+ C

n
2
n , якщо n – парне.

Функцiя g(x) = xk+ 1
xk , x > 0, k ∈ N набуває найменше значення 2 при x = 1.

Тому й функцiя f(x) набуває найменше значення при x = 1, яке дорiвнює

min
x>0

f(x) =

(
1 +

1

1

)n

−
(
1n +

1

1n

)
= 2n − 2.

Вiдповiдь: 2n − 2.

2.6. Якщо iснує точка x0, в який хоча б одна з функцiй f(x), f ′(x), f ′′(x) або
f ′′′(x) дорiвнює 0, то очевидно, що рiвнiсть (4) виконується.

Нехай тепер f(x) ̸= 0, f ′(x) ̸= 0, f ′′(x) ̸= 0 и f ′′′(x) ̸= 0, x ∈ R. Тодi f(x), f ′(x),
f ′′(x), f ′′′(x) завдяки своїй неперервностi залишають знак на всiй числовiй осi.

Будемо вважати, що f(x) > 0, x ∈ R. Доведемо, що й f ′′(x) > 0, x ∈ R.
Нехай x1 < x2. За теоремою Лагранжа iснує точка x3 ∈ (x1, x2) така, що

f ′(x3) =
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
. (4)

Якщо f ′(x) > 0, x ∈ R, то функцiя f(x) є строго зростаючою на всiй числовiй
осi, тому f (x2) > f (x1) а це означає, що, 0 < f (x2)− f (x1) < f (x2), оскiльки
f (x1) > 0. Переходячи у (4) до границi при x1 → −∞, дiстаємо

lim
x1→−∞

f ′ (x3) = lim
x1→−∞

f (x2)− f (x1)

x2 − x1
= 0.

Це означає, що iснує точка x∗3 < x2 така, що f ′ (x∗3) < f ′ (x2).
Знов за теоремою Лагранжа iснує точка x4 ∈ (x∗3, x2) така, що

f ′′ (x4) =
f ′ (x2)− f ′ (x∗3)

x2 − x∗3
.

Тому, що x2 > x∗3 i f ′ (x2) > f ′ (x∗3), то f ′′ (x4) > 0. Отже, f ′′(x) > 0, x ∈ R.
Аналогiчно розглядається випадок f(x) > 0, f ′(x) < 0, x ∈ R.
Таким чином, якщо f(x) > 0, x ∈ R, то й f ′′(x) > 0, x ∈ R.

20



Використовуючи замiну g(x) = −f(x), неважко довести, що, якщо f(x) <
0, x ∈ R, то й f ′′(x) < 0, x ∈ R.

Отже, якщо функцiї f(x), f ′(x), f ′′(x) є неперервними та не дорiвнюють 0 в
жоднiй з точок числової осi, то f(x)f ′′(x) > 0, x ∈ R.

Аналогiчно, якщо f ′(x), f ′′(x), f ′′′(x) є неперервними та не дорiвнюють 0 в
жоднiй з точок числової осi, то f ′(x)f ′′′(x) > 0, x ∈ R.

Таким чином, якщо функцiї f(x), f ′(x), f ′′(x), f ′′′(x) є неперервними та не
дорiвнюють 0 в жодної з точок числової осi, то f(x)f ′(x)f ′′(x)f ′′′(x) > 0, x ∈ R
i за точку x0 можна взяти будь-яку точку числової осi.

2.7.
1∫

0

f(x)xndx =
1

n+ 1

1∫
0

f(x)dxn+1 =

=

Зробимо замiну
змiнних:
xn+1 = t, x = n+1

√
t,

x 0 1
t 0 1

=
1

n+ 1

1∫
0

f
(

n+1
√
t
)
dt.

Оскiльки f
(

n+1
√
t
)

неперервна на [0; 1], то за теоремою про середнє для визна-
ченого iнтегралу iснує точка t0 ∈ (0; 1) така, що

1∫
0

f
(

n+1
√
t
)
dt = f

(
n+1
√
t0
)
.

Звiдси
1∫
0

f(x)xndx =
1

n+ 1
f (x0), де x0 = n+1

√
t0 ∈ (0; 1), що й потрiбно було

довести.
2.8. Розв’язок даної задачi Кошi будемо шукати у виглядi степеневого ряду

за цiлими додатними степенями ε, коефiцiєнти якого залежать вiд x:

y = y0(x) + εy1(x) + ε2y2(x) + ... (5)

Тодi y′ε|ε=0 = y1(x).
Пiдставимо (5) у вихiдне диференцiальне рiвняння та початковi умови i по-

рiвняємо коефiцiєнти при однакових степенях ε у лiвої та правої частинах отри-
маних рiвнянь. Тодi для визначення функцiї y1(x) дiстанемо задачу Кошi

y′′1 + y1 = y′20 ; (6)
y1(0) = 0, y′1(0) = 0, (7)
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де y0 є ,в свою чергу, розв’язком задачi Кошi

y′′0 + y0 = 0; y0(0) = 1, y′0(0) = 0. (8)

Оскiльки функцiя y0 = cos x є розв’язком задачi (8), то диференцiальне рiвня-
ння (6) набуває вигляду

y′′1 + y1 = sin2 x,

звiдки y1(x) = C1 cosx+ C2 sinx+
1

2
+

1

6
cos 2x.

Константи iнтегрування C1 i C2 можна знайти, використовуючи початковi
умови (7): {

C1 +
1

2
+

1

6
= 0,

C2 = 0,
⇔

{
C1 = −2

3
,

C2 = 0.

Таким чином, y1(x) = −2

3
cosx+

1

2
+

1

6
cos 2x. Тому

y′ε |ε=0 = −2

3
cosx+

1

2
+

1

6
cos 2x.

Вiдповiдь: −2

3
cosx+

1

2
+

1

6
cos 2x.

2.9. Елементарною подiєю є дев’ятицифрове число, складене з трьох одиниць,
трьох двiйок та трьох трiйок. Усi елементарнi подiї рiвноможливi, а їх загальна
кiлькiсть дорiвнює

n = C3
9 · C3

6 · C3
3 = 1680.

Нехай A = {у навмання складеному з трьох одиниць, трьох двiйок та трьох
трiйок дев’ятицифровому числi три однаковi цифри не стоятимуть поруч}.
Кiлькiсть елементарних подiй, що сприяють подiї A, обчислимо за формулою
nA = n− nA. Згiдно з формулою включень та виключень

nA = n1 + n2 + n3 − n12 − n13 − n23 + n123,

де ni – кiлькiсть дев’ятицифрових чисел, складених з трьох одиниць, трьох
двiйок та трьох трiйок, у яких три цифри i розташованi поряд, i = 1, 2, 3; nij
– кiлькiсть дев’ятицифрових чисел, складених з трьох одиниць, трьох двiйок
та трьох трiйок, в яких три цифри i та три цифри j розташованi поряд, i =
1, 2, 3, j = 2, 3, i < j; n123 – кiлькiсть дев’ятицифрових чисел, складених з
трьох одиниць, трьох двiйок та трьох трiйок, в яких три одиницi, три двiйки та
три трiйки розташованi поряд. Очевидно, що

n1 = n2 = n3 = 7 · C3
6 · C3

3 = 140;

n12 = n13 = n23 = 2 · 4 + 2 · 3 + 2 · 2 + 1 · 2 = 20; n123 = 6.

22



Тому nA = 3 · 140− 3 · 20 + 6 = 366, nA = 1680− 366 = 1314. Отже,

P (A) =
nA

n
=

1314

1680
=

219

280
.

Вiдповiдь: 219
280 .

2.10.

an =

(
1√
n
− sin

(√
n+ 1−

√
n
))x

=

(
1√
n
− sin

1√
n+ 1 +

√
n

)x

=

=

(
1√
n
− 1

2
√
n
+ o

(
1√
n

))x

.

Якщо x ≤ 0, то не виконується необхiдна умова збiжностi ряду.

Якщо x > 0, то an ∼ 1

2x · nx
2

. Отже, при x > 2 ряд є збiжним; при x ≤ 2 ряд
є розбiжним.

Вiдповiдь: збiгається, якщо x > 2; розбiгається, якщо x ≤ 2.

2.11. Оскiльки (2E + A− A2) = (2E − A)(E + A) = (E + A)(2E − A), то

(2E + A− A2)−1 = (E + A)−1(2E − A)−1 = (2E − A)−1(E + A)−1.

Отже,

(2E − A)−1 + (E + A)−1 − 3(2E + A− A2)−1 =

= (E + A)(E + A)−1(2E − A)−1+

+ (2E − A)(2E − A)−1(E + A)−1 − 3(E + A)−1(2E − A)−1 =

= (E + A+ 2E − A− 3E)(E + A)−1(2E − A)−1 =

= O(E + A)−1(2E − A)−1 = O,

де O – нульова матриця порядку n.

Вiдповiдь: O – нульова матриця.

2.12. У розв’язку задачi 2.2 покласти n = 4.

Вiдповiдь: 4.

2.13. Нехай пряма y = kx + d перетинає елiпс x2

a2 +
y2

b2 = 1 в двох точках A i
B. Тодi координати цих точок задовольняють систему рiвнянь: x2

a2
+

y2

b2
= 1,

y = kx+ d.
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Виключаючи з цiєї системi y, дiстаємо квадратне рiвняння(
b2 + a2k2

)
x2 + 2a2kdx− a2b2 + a2d2 = 0.

Оскiльки корнi цього рiвняння x1 i x2 є абсцисами точок A i B, то абсциса x
C

середини хорди AB дорiвнює

x
C
=

x1 + x2
2

= − a2kd

b2 + a2k2
.

Тодi ордината y
C

цiєї ж точки

y
C
= kx

C
+ d =

db2

b2 + a2k2
.

Нехай A1B1, A2B2 – двi довiльнi хорди елiпса, якi розташованi на паралельних
прямих y = kx + d1 та y = kx + d2. C1 i C2 – середини хорд A1B1 i A2B2

вiдповiдно. Тодi

x
C1

= − a2kd1
b2 + a2k2

, y
C1

=
d1b

2

b2 + a2k2
; x

C2
= − a2kd2

b2 + a2k2
, y

C2
=

d2b
2

b2 + a2k2
.

i рiвняння прямої C1C2, як прямої, що проходить через двi точки прийме вигляд:

a2ky + b2x = 0.

Оскiльки координати центра елiпса O(0; 0) задовольняють цьому рiвнянню
та в силу довiльностi d1 та d2 випливає необхiдний результат.

2.14. Див. розв’язок 2.4.

2.15. У розв’язку задачi 2.5 покласти n = 4.

Вiдповiдь: 14.

2.16. Див. розв’язок 2.6.

2.17.

2∫
0

√
sin (3− x)dx√

sin (3− x) +
√

sin (x+ 1)
=

Зробимо замiну змiнних:
x = 1− t, dx = −dt,

x 0 2
t 1 -1

=

=

1∫
−1

√
sin(2 + t)dt√

sin(2 + t) +
√

sin(2− t)
=
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=

0∫
−1

√
sin(2 + t)dt√

sin(2 + t) +
√

sin(2− t)
+

1∫
0

√
sin(2 + t)dt√

sin(2 + t) +
√

sin(2− t)
=

=

1∫
0

√
sin(2− t)dt√

sin(2 + t) +
√

sin(2− t)
+

1∫
0

√
sin(2 + t)dt√

sin(2 + t) +
√

sin(2− t)
= 1.

Вiдповiдь: 1.

2.18. Розв’язок даної задачi Кошi будемо шукати у виглядi степеневого ряду
за цiлими додатними степенями ε, коефiцiєнти якого залежать вiд x:

y = y0 (x) + εy1 (x) + ε2y2 (x) + ... (9)

Тодi y′ε|ε=0 = y1(x).
Пiдставимо (9) у вихiдне диференцiальне рiвняння та початковi умови i по-

рiвняємо коефiцiєнти при однакових степенях ε у лiвої та правої частинах отри-
маних рiвнянь. Тодi для визначення функцiї y1(x) дiстанемо задачу Кошi

y′′1 = 2y′0y
′
1 + 3y20y1, (10)

y1(0) = 0, y′1(0) = 1, (11)

де y0 є, в свою чергу, розв’язком задачi Кошi

y′′0 = y′20 + y30; y0(0) = 0, y′0(0) = 0. (12)

Оскiльки функцiя y0 = 0 є розв’язком задачi (12), то диференцiальне рiвняння
(10) набуває вигляду

y′′1 = 0,

звiдки y1(x) = C1x+ C2.
Константи iнтегрування C1 i C2 можна знайти, використовуючи початковi

умови (11): C1 = 1, C2 = 0. Таким чином, y1(x) = x. Отже, y′ε |ε=0 = x.

Вiдповiдь: x.

2.19. Елементарною подiєю є шестицифрове число, складене з двох одиниць,
двох двiйок та двох трiйок. Усi елементарнi подiї рiвноможливi, а їх загальна
кiлькiсть дорiвнює

n = C2
6 · C2

4 · C2
2 = 90.

Нехай A = {у навмання складеному з двох одиниць, двох двiйок та двох трi-
йок шестицифровому числi нiякi двi однаковi цифри не стоятимуть поряд}.
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Кiлькiсть елементарних подiй, що сприяють подiї A, обчислимо за формулою
nA = n− nA. Згiдно з формулою включень та виключень

nA = n1 + n2 + n3 − n12 − n13 − n23 + n123,

де ni – кiлькiсть шестицифрових чисел, складених з двох одиниць, двох двiйок
та двох трiйок, у яких двi цифри i розташованi поряд, i = 1, 2, 3; nij – кiлькiсть
шестицифрових чисел, складених з двох одиниць, двох двiйок та двох трiйок, у
яких двi цифри i та двi цифри j розташованi поряд, i = 1, 2, 3, j = 2, 3, i < j;
n123 – кiлькiсть шестицифрових чисел, складених з двох одиниць, двох двiйок
та двох трiйок, у яких двi одиницi, двi двiйки та двi трiйки розташованi поряд.

Очевидно, що

n1 = n2 = n3 = 5 · C2
4 · C2

2 = 30;

n12 = n13 = n23 = 2 · 3 + 2 · 2 + 1 · 2 = 12; n123 = 6.

Тому nA = 3 · 30− 3 · 12 + 6=60, nA = 90− 60 = 30. Отже,

P (A) =
nA

n
=

30

90
=

1

3
.

Вiдповiдь:
1

3
.

2.20.

an =
(

3
√
n+ 1− 3

√
n
)x

=
1(

3
√

(n+ 1)2 + 3
√

(n+ 1)n+
3
√
n2
)x =

=
1 3

√(
n+ 1

n

)2

+ 3

√
n+ 1

n
+ 1

x

n
2x
3

.

Якщо x ≤ 0, то не виконується необхiдна умова збiжностi ряду.
Якщо x > 0, то an ∼ 1

3xn
2x
3

. Отже, при x > 3
2 ряд є збiжним; при x ≤ 3

2 ряд є
розбiжним.

Вiдповiдь: збiгається, якщо x > 3
2 , розбiгається, якщо x ≤ 3

2 .

2.21. З умови задачi та визначення оберненої матрицi випливає, що(
2X−1

) (
X2
)
= E,

де E – одинична матриця того ж самого порядку, що й матриця X. Кори-
стуючись законами матричної алгебри, перетворимо лiву частину отриманої
рiвностi:

4
(
X−1X2

)
= E ⇔

(
X−1X

)
X =

1

4
E ⇔ X =

1

4
E.
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Вiдповiдь: 1
4E.

2.22. У розв’язку задачi 2.2 покласти n = 3.

Вiдповiдь: 3.

2.23. Нехай пряма y = kx+ d перетинає параболу y = ax2 в двох точках: A
i B. Тодi координати цих точок задовольняють систему рiвнянь{

y = ax2,
y = kx+ b.

Виключаючи з цiєї системi y, дiстаємо квадратне рiвняння

ax2 − kx− b = 0.

Оскiльки корнi цього рiвняння x1 i x2 є абсцисами точок A i B, то абсциса x
C

середини хорди AB дорiвнює

x
C
=

x1 + x2
2

=
k

2a
.

Оскiльки x
C

не залежить вiд b, то середини всiх паралельних хорд параболи,
тобто хорд, що мають той же самий кутовий коефiцiєнт k, лежать на прямий

x =
k

2a
, тобто на прямий, яка паралельна до вiсi параболи.

2.24. Припустимо, що дана послiдовнiсть є збiжною i має границю A. Тодi,
переходячи в рiвняннi

xn+1 = a+ x2n (13)

до границi, при n → ∞, отримаємо, що число A має задовольняти рiвнянню

A = a+ A2. (14)

Це квадратне рiвняння має дiйснi коренi, якщо його дискримiнант невiд’ємний,
тобто якщо a задовольняє нерiвнiсть a ≤ 1

4 . Таким чином, при a > 1
4 дана

послiдовнiсть є розбiжною.
Нехай тепер a ∈

(
0; 1

4

]
. З (13) випливає що всi члени послiдовностi додатнi.

Крiм того, оскiльки x1 < x2, то

xn+1 − xn = x2n − x2n−1 = (xn − xn−1) (xn + xn−1) > 0,

тобто послiдовнiсть {xn} є зростаючою.
Доведемо, що xn < c, n ∈ N, де c = 1−

√
1−4a
2 – менший корiнь рiвняння (14).

Очевидно, що x1 = a < c. Нехай xn < c. Тодi

xn+1 = a+ x2n < a+ c2 = c,
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i твердження є вiрним згiдно з методом математичної iндукцiї. Таким чином,
послiдовнiсть {xn} є обмеженою зверху.

За теоремою Вейєрштрасса послiдовнiсть {xn} має скiнчену границю. Згiдно
отриманого вище, вона дорiвнює меншому кореню рiвняння (14), тобто

lim
n→+∞

xn = c =
1−

√
1− 4a

2
.

Вiдповiдь: якщо a ∈
(
0; 1

4

]
, то послiдовнiсть є збiжною i lim

n→+∞
xn = 1−

√
1−4a
2 ;

якщо a ∈
(
1
4 ; ∞

)
, то послiдовнiсть є розбiжною.

2.25. У розв’язку задачi 2.5 покласти n = 3.

Вiдповiдь: 6.

2.26. Див. розв’язок 2.6.

2.27. Див. розв’язок 2.17.

2.28. Перепишемо рiвнiсть (
f(x)

g(x)

)′
=

f ′(x)

g′(x)

у виглядi
f ′(x)g(x)− g′(x)f(x)

(g(x))2
=

f ′(x)

g′(x)
, g(x) ̸= 0, g′(x) ̸= 0,

або
g(x) (g′(x)− g(x)) f ′(x)− (g′(x))

2
f(x) = 0. (15)

Будемо вважати, що g′(x) − g(x) ̸= 0 для довiльного x iз деякого промiжку.
Тодi рiвняння (15) можна перетворити до рiвняння

df(x)

f(x)
=

(g′(x))2 dx

g(x) (g′(x)− g(x))
,

звiдки маємо

f(x) = C exp

{∫
(g′(x))2

g(x) (g′(x)− g(x))
dx

}
, (16)

де C – довiльна дiйсна стала, яку вважатимемо не рiвною 0.
Якщо, наприклад, покласти g(x) = x, то з формули (16) випливає, що f(x) =
Cx

x− 1
. на промiжку (1; +∞).
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Таким чином, функцiї f(x) =
x

x− 1
i g(x) = x на промiжку (1; +∞) задо-

вольняють рiвнiсть (
f(x)

g(x)

)′
=

f ′(x)

g′(x)
.

Вiдповiдь: так, iснують, наприклад, g(x) = x, f(x) =
x

x− 1
, x ∈ (1, +∞).

2.29. Див. розв’язок 2.19.

2.30. Нехай вантажу було x тон, а вагонiв вантажнiстю 80 тонн було m.
Тодi з умови задачi випливає, що дiйсне додатне число x та натуральне число

m задовольняють наступну систему спiввiдношень:
80 (m− 1) < x < 80m,
60 (m+ 8− 1) < x < 60 (m+ 8) ,
x = 50 (m+ 13) ,

⇔

⇔


80m− 80 < 50m+ 650 < 80m,

60m+ 420 < 50m+ 650 < 60m+ 480,
x = 50m+ 650,

⇔

⇔


212

3 < m < 241
3 ,

17 < m < 23,
x = 50m+ 650,

⇔
{

m = 22
x = 1750.

Вiдповiдь: 1750 т.
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3. II етап Всеукраїнської студентської олiмпiади
з математики серед студентiв вищих навчальних
закладiв технiчного, економiчного та аграрного

профiлiв (Севастополь, 2011 р.)
В цьому пунктi подано завдання олiмпiади 2011 р.

Умови задач

Категорiя "М"

Задача 3.1. Для всiх дiйсних значень параметрiв a i b розв’язати систему
рiвнянь: 

ax1 + x2 + x3 + . . .+ xn = 1,
x1 + ax2 + x3 + . . .+ xn = 1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x1 + ...+ xn−2 + axn−1 + xn = 1,
x1 + x2 + . . .+ xn−1 + axn = b,

де n ∈ N, n ≥ 2.
Задача 3.2. Точки K, L, M, N не лежать в однiй площинi. З’ясувати, при

яких дiйсних значеннях параметра α iснує точка O така, що

2
−−→
OK + 3

−→
OL+ 5

−−→
OM = α

−−→
ON.

Задача 3.3. Точки K(−6, 6, 6), L(5, 5, 2), M(0, 8,−5), N(−7, 0, 2) лежать вiд-
повiдно на сторонах AB, BC, CD i DA квадрата ABCD. Знайти площу ква-
драта ABCD. (Точки K, L, M, N задано вiдносно прямокутної декартової
системи координат Oxy).

Задача 3.4. Для всiх a ∈ R дослiдити збiжнiсть послiдовностi {xn}:

x1 = sin a, x2 = cos (sin a) , x3 = sin (cos (sin a)) , x4 = cos (sin (cos (sin a))) , ...

У разi збiжностi знайти границю цiєї послiдовностi.
Задача 3.5. Знайти суму довжин промiжкiв, об’єднання яких є розв’язком

системи нерiвностей:
1

x− 1
+

1

x− 2
+

1

x− 3
+ ...+

1

x− n
< 0,

x > 1.

Задача 3.6. Знайти найменше дiйсне число A таке, що для кожного ква-
дратного тричлена f(x), який задовольняє умову |f(x)| ≤ 1 при 0 ≤ x ≤ 1,
виконується нерiвнiсть |f ′(0)| ≤ A.
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Задача 3.7. Обчислити iнтеграл
π∫
0

x2

1− cosx
dx.

Задача 3.8. Знайти iнтегральнi кривi рiвняння xdy − y(2 + 3xy)dx = 0,
дотичнi до яких у точцi з абсцисою x = 1 утворюють з додатним напрямом
осi Ox кут 45O.

Задача 3.9. Скiлькома способами з множини A = {1, 2, 3, ..., n} можна ви-
брати двi непорожнi пiдмножини B та C за умови, що ∀b ∈ B, ∀c ∈ C викону-
ється нерiвнiсть b < c?

Задача 3.10. Студент має право складати iспит лише пiсля того, як вiн склав
залiк. В кожнiй спробi ймовiрнiсть скласти залiк дорiвнює p1; в кожнiй спробi
ймовiрнiсть скласти iспит дорiвнює p2 (0 < p1, p2 < 1, p1 ̸= p2). Усi спроби
скласти залiк, iспит є незалежними. Знайти ймовiрнiсть того, що студент не
складе залiк за n спроб за умови, що вiн не складе залiк та iспит за n спроб.

Категорiя "Т"

Задача 3.11. Див. 3.1.
Задача 3.12. Див. 3.2.
Задача 3.13. Див. 3.3.
Задача 3.14. Нехай функцiя f(x) має в точцi x = a похiдну f ′(a) i f(a) ̸= 0.

Знайти

lim
n→+∞

(
f
(
a+ 2

n

)
f(a)

)n

.

Задача 3.15. Довести, що рiвняння

1

x− 1
+

1

x− 2
+

1

x− 3
+ ...+

1

x− n
= 0

має рiвно n− 1 рiзних дiйсних коренiв. Знайти суму цих коренiв.
Задача 3.16. Довести, що для кожного квадратного тричлена f(x), який

задовольняє умову |f(x)| ≤ 1 при 0 ≤ x ≤ 1, виконується нерiвнiсть |f ′(0)| ≤ 8.
Задача 3.17. Див. 3.7.
Задача 3.18. Знайти iнтегральнi кривi рiвняння xdy− y(2+ 3xy)dx = 0, якi

перетинають пряму x = 1 пiд прямим кутом.
Задача 3.19. Скiлькома способами з множини A = {1, 2, 3, ..., 8} можна

вибрати двi непорожнi пiдмножини B та C за умови, що ∀b ∈ B, ∀c ∈ C
виконується нерiвнiсть b < c?

Задача 3.20. Студент має право складати iспит лише пiсля того, як вiн склав
залiк. В кожнiй спробi ймовiрнiсть скласти залiк дорiвнює p; в кожнiй спробi
ймовiрнiсть скласти iспит також дорiвнює p (0 < p < 1). Усi спроби скласти
залiк, iспит є незалежними. Знайти ймовiрнiсть того, що студент не складе залiк
за n спроб за умови, що вiн не складе залiк та iспит за n спроб.
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Категорiя "C"

Задача 3.21. Див. 3.1.
Задача 3.22. Точки K, L i M не лежать на однiй прямiй. З’ясувати, при яких

дiйсних значеннях параметра α iснує точка O така, що 5
−−→
OK + 6

−→
OL = α

−−→
OM .

Задача 3.23. Задано рiвняння двох сторiн ромба x−5y+37 = 0, 5x−y−31 =
0 i одна з його вершин (2; 3). Знайти площу ромба.

Задача 3.24. Див. 3.14.
Задача 3.25. Довести, що рiвняння

1

x− 1
+

1

x− 2
+

1

x− 3
+

1

x− 4
= 0

має рiвно 3 рiзних дiйсних коренi. Знайти суму цих коренiв.
Задача 3.26. Знайти найменшу вiдстань мiж точками парабол y = x2−2x+2

i x = y2 + 2.

Задача 3.27. Обчислити iнтеграл
π
2∫
0

dx

1 + ctg2011 x
.

Задача 3.28. Знайти розв’язок диференцiального рiвняння

y′ + y′′ + y′′′ + ... = x+ x2,

який задовольняє умову: y = 0 при x = 0.
Задача 3.29. Скiлькома способами з множини A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} можна

вибрати двi непорожнi пiдмножини B та C за умови, що ∀b ∈ B, ∀c ∈ C
виконується нерiвнiсть b < c?

Задача 3.30. Див. 3.20.
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