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ВЛАСТИВОСТI

ПОЛIНОМIВ

М. П. КРАВЧУКА



Де зустрiчаються полiноми Кравчука

(1) математичний аналiз
(2) теорiя ймовiрностей
(3) комбiнаторний аналiз
(4) аналiз булевих функцiй
(5) криптографiя
(6) захист iнформацiї

(7) теорiя кодування



Еквiвалентнi означення полiномiв Кравчука: x ∈ N
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Частковий випадок p = q = 1
2
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Умова ортогональностi: 1

n∑
x=0

Kk (x; n) Kl (x; n) = 2nδk,l,

δk,l =

{
1, k = l,

0, k �= 0.



Умова ортогональностi: 2

n∑
x=0

(
x

n
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Kk (x; n) Kl (x; n) =

(
n

k

)
2−kδk,l,



Обчислення бiномiальних ймовiрностей

b(x; n, p)
def
=

(
n

x

)
pxqn−x,

ймовiрнiсть x успiхiв у n випробуваннях Бернуллi

δ
def
=

1 − p

2
,

b(x; n, p) =
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n

x

)
2−n

n∑
k=0

Kk (x; n) δk



Рекурентне спiввiдношення: 1

(k + 1)K k+1 (x; n)

= (n − 2x)K k (x; n) − (n − k + 1)K k−1 (x; n),

K 0 (x; n) = 1,

K 1 (x; n) = n − 2x



Рекурентне спiввiдношення: 2

(n − x)K k (x + 1; n)

= (n − 2k)K k (x; n) − xK k (x − 1; n),

Kk (0; n) =

(
n

k

)
,

Kk (1; n) =

(
1 − 2k

n

)(
n

k

)



Подiбнiсть до полiномiв Ермiта

Hk+1(x) = 2xHk(x) − 2kHk−1(x),

H0(x) = 1, H1(x) = 2x;

(k + 1)Kk+1 (x; n) = (n − 2x)Kk (x; n)

− (n − k − 1)Kk−1 (x; n) ,

K0 (x; n) = 1, K1 (x; n) = n − 2x



Якщо k та x є фiксованими

Kk+1

(
x;

n −√
2nx

2

)

=
nk/2

k!2k/2
Hk(x) + O

(
nk/2−1

)
.



Розклад Кравчука довiльного полiному

R(x) =

t∑
k=0

akKk (x; n) ,

ak = 2−n
k∑

l=0

R(l)Kl (k; n) ,

ak — коефiцiєнти Кравчука

k = 0, 1, . . . , t.



Коренi полiномiв Кравчука

(1) всi коренi полiному Kk (x; n) є дiй-
сними: 0 < x1 < · · · < xk < n,

xi + xk+1−i = n;
i = 1, . . . , k

xi+1 − xi > 2;
k < n

2



Коренi полiномiв Кравчука

(2) коренi Kk−1 (y; n) та Kk (x; n) чер-
гуються:

0 < x1 < y1 < x2 < y2 < . . .

< xk−1 < yk−1 < xk < n;



Коренi полiномiв Кравчука

(3) мають мiсце спiввiдношення

∑
1≤i<j≤k

xixj =
k(k − 1)

24
(3n(n − 1) + 2(k − 2)),

∑
1≤i<j≤k

(xi − xj)
2 =

k2(k − 1)

12
(3n − 2k + 4).



Найменший корiнь полiному Кравчука

x1 =
n

2
− max

s0,...,sk−1

⎧⎨
⎩

k−2∑
i=0

sisi+1

√
(i + 1)(n − i)

⎫⎬
⎭ ,

s2
0 + · · · + s2

k−1 = 1.



Апроксимацiя коренями полiному Ермiта

k — фiксоване, i = 1, . . . , k:

xi =
n

2
+ hi

√
n − k − 1

2
(1 + o(1)),

n → ∞



Цiлi коренi полiному Кравчука

Nk — кiлькiсть цiлих коренiв Kk (x; n).

Якщо n парне, а k непарное, то

n

2
— цiлий корiнь

тривiальний корiнь



Досi нерозв’язана задача

Чи для кожного полiному

Кравчука iснують

нетривiальнi цiлi коренi?



Нетривiальнi коренi для часткових випадкiв

k n корiнь
5 36 14
23 67 31
19 132 62
84 576 286
798 8361 4178



Оцiнка у загальному випадку

Nk ≤ min{k, n − 2k}

якщо n − 2k > 0



ПОЛIНОМИ

М. П. КРАВЧУКА

У ТЕОРIЇ КОДУВАННЯ



Одна з доповiдей на конференцiї Кравчука

В. С. Королюк, В. В. Строк (2004), Многочлены
Кравчука в алгебраической теории кодов,
Мiжнародна конференцiя, присв’ячена
академiку М. П. Кравчуку, тези доповiдей,
Iнститут математики НАН України, Київ,
1992, стор. 96



Теорiя кодування



Процес кодування



Лiнiйний код: 1

u1 . . . uk −→ x1 . . . xn,

x1 = u1, . . . , xk = uk,

xk+1 . . . xn
перевiрочнi коди



Лiнiйний код: 2

H
перевiрочна матриця

H

⎛
⎝x1

...
xn

⎞
⎠ mod 2

= 0



Код парностi: k = 3, n = 4

u1u2u3 −→ u1u2u3x4,

x4 = u1 + u2 + u3,

⇓
x1 + x2 + x3 + x4 = 0



Код парностi: k = 3, n = 4

u1u2u3 −→ u1u2u3x4,

x4 = u1 + u2 + u3,

H =

⎛
⎜⎜⎝

1 1 1 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

⎞
⎟⎟⎠



Код парностi: k = 3, n = 4⎛
⎜⎜⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
1 1 1 1

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝

x1
x2
x3
x4

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

x1
x2
x3

x1 + x2 + x3 + x4

⎞
⎟⎟⎠

x1 + x2 + x3 + x4 = 0
mod 2⇐⇒ x4 = x1 + x2 + x3



Кiлькiсть кодових слiв

u1 . . . uk −→ u1 . . . ukxk+1 . . . xn



Кiлькiсть кодових слiв

u1 . . . uk︸ ︷︷ ︸
2k

−→ u1 . . . ukxk+1 . . . xn



Кiлькiсть кодових слiв

u1 . . . uk︸ ︷︷ ︸
2k

−→ u1 . . . ukxk+1 . . . xn︸ ︷︷ ︸
2k



Вiдстань Хемiнга

x,y ∈ {0, 1}n

dH(x,y) = кiлькiсть i: xi �= yi



Вiдстань Хемiнга: приклад

x = 0000, y = 1111

dH(x,y) = 4



Мiнiмальна вiдстань мiж словами у кодi

min dH(x,y)

(обчислюється за всьома кодовими словами)



Виправлення помилок

Theorem 1.Код з мiнiмальною вiдстан-
ню мiж словами d може виправити[

d − 1

2

]
помилок.



Максимально можлива кiлькiсть кодових слiв

A(n, d) − максимально можлива кiлькiсть
кодових слiв у бiнарному кодi
довжини n з мiнiмальною вiдстанню
мiж словами d



Оцiнка Варшамова–Гiлберта

A(n, d) ≤
(

n

k

)
n − k − (k + 1)Qk,n(a)

−2a(k + 1)Qk,n(a)
,

Qk,n(a) =
Kk+1 (a; n)

Kk (a; n)
,

x1;k+1,n < a < x1;k,n



Досконалi коди: означення

Vn
def
= {0, 1}n, C ⊆ Vn − код;

Означення r-досконалого коду

⋃
x∈C

Br(x ) = Vn,

Br(x ) — куля радiуса r з центром x

Br(x ) ∩ Br(y) = ∅



Досконалi коди: властивiсть

Theorem 2.Кожен r-досконалий код мо-
же виправити не бiльше r помилок, але
не може виправити r + 1 помилок.



Чи iснують досконалi коди?

Вiдповiдь залежить вiд

властивостей нулiв

полiномiв Кравчука



Чи iснують досконалi коди?

Theorem 3.Якщо полiном Kr (x; n) має
хоча б один нецiлий корiнь, то в Vn+1 не
iснує r-досконалого коду.



Вiдкрите питання

Якими є умови того, що

полiном Кравчука

має нецiлi коренi?



Вiдкрите питання

Якими є умови того, що

полiном Кравчука

не має цiлих коренiв?



Випадки, коли цiлi коренi вiдомi

n = 3,

n = 4,

n = 5,

n = 6,

n = 7



Спектр коду

x = (x1, . . . , xn)
бiнарний вектор

= кодове слово,

w(x ) = кiлькiсть i для яких xi = 1,
вага вектора x

(A0, A1, . . . , An) = спектр коду,

Ai = кiлькiсть кодових слiв ваги i



Перетворення Мак-Вiльямс

(A0, A1, . . . , An) −→ (A′
0, A

′
1, . . . , A

′
n),

A′
i =

n∑
j=0

AjKk (j; n) , i = 0, 1, . . . , n.

Твердження.

(A′
0, A

′
1, . . . , A

′
n) визначає дуальний код.



Потужнiсть коду

L − код;

d − мiнiмальна вiдстань мiж кодовими

словами коду L;

S − кiлькiсть кодових слiв в L
потужнiсть коду L



Оцiнка потужностi коду

Theorem 4 (Lloyd).

S ≤ 2n
( t∑

i=0

(
n

i

))−1

, t
def
=

[
d − 1

2

]
.

Крiм цього,



S = 2n
( t∑

i=0

(
n

i

))−1

, t
def
=

[
d − 1

2

]
тодi i тiльки тодi, коли

полiном Ллойда має t рiзних
коренiв у множинi {1, 2, . . . , n}.



Полiном Ллойда коду

L (x) =

t∑
k=0

Kk (x; n) = Kt (x − 1; n − 1)
полiном Кравчука

,

t
def
=

[
d − 1

2

]
.


